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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo pojam rekurzivne funkcije N¥ — R.

U prvom poglavlju definiramo klasi¢ni pojam rekurzivne funkcije N* — N. Pri tome
proucavamo i primitivno rekurzivne funkcije te rekurzivne skupove.

U drugom poglavlju, kao korak prema definiranju rekurzivnih realnih funkcija, uvo-
dimo pojam rekurzivne funkcije N* — Q te prouavamo neka svojstva takvih funkcija.

U treéem poglavlju definiramo rekurzivne funkcije N — R. Prou¢avamo neka svojstva
takvih funkcija te se takoder bavimo i pojmom rekurzivnog broja.

Svi pojmovi koristeni u radu su precizno definirani, a sve tvrdnje su detaljno dokazane.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije

1.1 Primitivno rekurzivne funkcije
Neka je n € N\ {0} te neka je j € {1,...,n}. Neka je I;? : N* — N funkcija definirana sa
I;-‘ (X150, %) = Xj.

Za funkciju I kazemo da je projekcija od N” na j-tu koordinatu.
Neka su s,z : N — N funkcije definirane sa

s(x)=x+1,z(x) =0,¥x e N,

Za funkcije s, z, I;.’, ne N\ {0}, je{l,...,n} kazemo da su inicijalne funkcije.
Neka su n,k € N\ {0}, neka su gi,...,g, : N¥ — N funkcije, te neka je f : N* — N
funkcija. Definiramo 4 : N¥ — N sa

h(xy,..ox0) = f(g (e, Xy 8n (X1, x0)
Za funkciju h kazemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., gu-

Napomena 1.1.1. Neka su gi,...,8n f i h funkcije kao gore. Neka je G : NF — N"
funkcija definirana sa

G(xl’--'9xk):(gl (xl9---9xk)9---9gn(-xla---axk))-
Za sve X, ..., x; € Nvrijedi
h(xi,...,x) = f(Gx,....,x) = (foG)(x1,...,x).

Dakle, h je kompozicija funkcija f i G (u klasicnom smislu kompozicije).
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Primjer 1.1.2. Neka je g : N*> — N funkcija definirana sa g (xy, x», x3) = x; + 1. Imamo
g(x1,x2,x3) = s(x1) =8 (If (x1, X2, x3)) .
Prema tome g je kompozicija funkcija s i 113.

Primjer 1.1.3. Neka je f : N> — N te neka je g : N> — N funkcija definirana sa
g (x1,x2) = f (x2, x1). Imamo

g(x1,x) = f(l§ (x1,x2), I7 (x1, Xz))-

Dakle g je kompozicija funkcija f, 12, 112.
Nadalje, neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(a,b,c) = f (b, b). Tada je

h(a.b,c) = f (I (a.b,c). 3 (a,b,0)),

dakle, h je kompozicija funkcija f, I; i I;.

Neka je k € N\ {0} te neka su f : N¥ — Nig : N¥2 — N funkcije. Definiramo
funkciju A : N¥*! — N induktivno po prvoj varijabli na sljedeéi na¢in:

h(O,XI,...,Xk) = f(-xla‘ . 'axk)
h(y+1,x1,...,x0) = g (W Xp, .o, X0, 0, X150, %)
Za funkciju h kazemo da je dobivena primitivnhom rekurzijom od funkcija f 1 g.

Primjer 1.1.4. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(y,x) = y + x. Pitamo se
postoje li funkcije f i g takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g, tj. postoje
li funkcije f : N — Nig: N> — N takve da je

h(0,x) = f(x) (1.1)
h(y+1,x)=gh(@,x),y,x). (1.2)
Neka je f =1 11 te neka je g funkcija iz primjera Tada je
h(0,x) =x=1} (x) = f (%)

hy+1L,x)=y+x+1=h(y,x)+1=g0(y,x),y x

Dakle, funkcije f i g su takve da vrijedi i (I.2). Prema tome, h je dobivena
primitivnom rekurzijom od i g.
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Primjer 1.1.5. Nekaje h : N> > N, h(y,x) = y - x. Vrijedi
h(0,x)=0=2z(x)
hy+1L,x)=yx+x=hQ,x)+x=gh(,x),y,x)
pri cemu je g : N* — N funkcija definirana sa g (a, b, c) = a + c. Dakle,
h(0,x) =z(x)
h(y+1,%) = g(h(y,x),y,x).

Prema tome, h je dobivena primitivnom rekurzijom od 7 i g.
Neka je zb : N> — N funkcija definirana sa zb (y, x) = y + x. Tada je

gla,b,c)=a+c=zb(ac)= zb(lf (a,b,c), I3 (a,b,c)).
Dakle, g je kompozicija funkcija zb, I, I:

Definirajmo niz skupova Sy, S, . .. induktivno na sljedeéi nacin. Neka je S, skup svih
inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da je /[ € N te da smo definirali skup S;. Definiramo
8,11 kao skup svih funkcija & koje zadovoljavaju jedan od sljedeca tri uvjeta:

1. Postoje n € N i funkcije f,gi1,...,8, € S; takve da je h dobivena kompozicijom
funkcija f, g1,...,&n-

2. Postoje funkcije f, g € S, takve da je h dobivena primitivhom rekurzijom od f'i g.
3. he S[.

Na ovaj nacin smo definirali skupove S;,/ € N. Uo¢imo da je S; C S;;;. Za funkciju f
kazemo da je primitivno rekurzivna ako postoji / € N takavdaje f € S,.
Uocimo da je svaka inicijalna funkcija primitivno rekurzivna.

Primjer 1.1.6. Neka je g : N° — N definirana sa
g(X],X2,X3) = X + 1

Funkcija g je kompozicija funkcija s i I ? (primjer koje su inicijalne, dakle pripadaju
skupu Sy. Stoga je g € S|. Prema tome g je primitivno rekurzivna funkcija.
Nadalje, neka je zb : N> — N,

zb(y,x) =y +x.

Prema primjeru zb je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I} i g. Imamo
I € S (jer je Sy C S), dakle I},g € S pa je zb € S,. Prema tome zb je primitivno
rekurzivna funkcija.



6 POGLAVLIJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJE

Primjer 1.1.7. Neka je g : N*> — N funkcija definirana sa
gla,b,c) =a+c.

Prema primjeru g je dobivena kompozicijom funkcija zb, I f i Ig’, pri Cemu je zb funk-
cija iz prethodnog primjera. Imamo zb € S, te takoder I, I;’ € S, (jer je Sy € S»). Stoga
je g €Ss.
Neka je h : N> — N,
h(y,x)=y-x.

Prema primjeru h je dobivena primitivnom rekurzijom od z i g. Stoga je h € S,.
Posebno, h je primitivno rekurzivna funkcija.

Propozicija 1.1.8. 1) Neka je n € N \ {0} te neka su h, f, g,. .., g, funkcije takve da
je h dobivena kompozicijom funkcija f, g, ..., &g, Pretpostavimo da su f,gi,...,8&n
primitivno rekurzivne funkcije. Tada je i h primitivno rekurzivna funkcija.

2) Neka su h, f, g funkcije takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Pretpostavimo da su f i g primitivno rekurzivne funkcije. Tada je i h primitivno
rekurzivna funkcija.

Dokaz. 1) Uotimo prvo sljedece. Akosu i, j € Ntakvidajei < j,ondajeS; C S,
To slijedi iz Cinjenice da je S; € Sy za svaki [ € N. Bududi da je f primitivho
rekurzivna funkcija postoji [ € N takav da je f € S,;. Nadalje, za svakii € {1,...,n}
funkcija g; je primitivno rekurzivna pa postoji v; € N takav da je g; € S,,. Dakle,
fe€S,81€8,,....8. €8S,,. Neka je

w =max{l,vq,...,V,}.

Tada je svaki od brojeva [, vy, ..., v, manji ili jednak od w pa je stoga svaki od sku-
pova S, S,,,...,S,, podskup od S,. Slijedi da su f,g;,...8, € S,,. Prema tome
h € S,+1. Dakle, h je primitivno rekurzivna funkcija.

2) Budu¢i da su f i g primitivno rekurzivne postoje /;,/, € N takvida je f € S, 1
g €8,,. Neka je
w =max{l;,L}.

Tadaje S, € S,18, € S, pasu f,g €S,. Slijedi da je h € S,,;. Dakle, h je
primitivno rekurzivna funkcija.
O

Propozicija 1.1.9. Neka je n € N\ {0}. Tada je svaka konstantna funkcija N* — N
primitivno rekurzivna.
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Dokaz. Za a € N neka je ¢, : N — N funkcija definirana sa
Cco(X1,...,x,) = a.

Ocito je svaka konstantna funkcija N" — N oblika ¢, za neki a € N. Dokazimo da je c,
primitivno rekurzivna funkcija za svaki a € N indukcijom po a.
Imamo

co (X1, X)) =0=z(I] (x1,...,%)).

Stoga je ¢y dobivena kompozicijom funkcija z 1 I{. 1z propozicije 1) slijedi da je ¢
primitivno rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je ¢, primitivno rekurzivna funkcija za
neki a € N. Vrijedi

Car1 (X1, x) =a+1=s(a) =s(c,(x1,...,%,)).

Prema tome c,,; je dobivena kompozicijom funkcija s i ¢,. Prema induktivnoj pretpostavci
¢, je primitivno rekurzivna funkcija pa iz propozicije [I.1.8] 1) slijedi da je c,4; primitivho
rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 1.1.10. Neka je b € N te neka je g : N> — N primitivno rekurzivna funkcija.
Definiramo h : N — N sa
h(0)=>

h(y+1)=gh(),y).

Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje H : N> — N funkcija definirana sa H (y, x) = h (y). Imamo
HO,x)=h0)=»b (1.3)

Hy+Lx)=hG+1D)=g"(),y)=gH(,x),y).

Definirajmo G : N* — N sa
G(a,b,c)=g(a,b).

Tada je
gH(,x),y) =GH(y,x),y,x)

za sve x,y € N. Stoga je
Hy+1,x)=GH(y,x),y,x). (1.4)

Neka je F : N — N funkcija definirana sa F (x) = b, za svaki x € N. Funkcija F
je primitivno rekurzivna prema propoziciji [[.1.9] Prema (I.3) vrijedi H (0,x) = F (x).
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Iz ovoga 1 (1.4) slijedi da je H dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija F 1 G. 1z
definicije funkcije G slijedi da je

G(a,b,c) = g(I{ (a,b,¢), 3 (a,b,0)),

tj. G je kompozicija funkcija g, I3, I3 pa je prema propoziciji G primitivno rekurzivna
funkcija. Stoga je 1 H primitivno rekurzivna funkcija. 1z definicije funkcije H slijedi da je

h(y) = H(y,0)

za svaki y € N, tj.
h) =H(I} (),2(0).

Ovo znati da je h dobivena kompozicijom funkcija H, I! i z iz &ega slijedi da je A primitivno
rekurzivna funkcija. O

Neka je sg : N — N funkcija definirana sa

_ |1, akojey>0
Sg(y)‘{o, akojey=0 -
Imamo
sg(0)=0
sg(y+1)=1.

Neka je g : N> — N konstantna funkcija s vrijedno$éu 1 (g je primitivno rekurzivna

prema propoziciji(l.1.9). Vrijedi
sg(0)=0

sg(y+1)=g(sg(»),y).

Iz pretpodne propozicije[I.1.10]slijedi da je funkcija sg primitivno rekurzivna.
Neka je sg : N — N funkcija definirana sa

—, . _]0, akojey>0
sg(y)—{ I, akojey=0
Imamo
sg(0) =1
sgy+1)=0.

Neka je g : N> — N konstantna funkcija s vrijedno$éu O (g je primitivno rekurzivna

prema propoziciji [[.1.9). Vrijedi
sg(0) =1
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g+ 1) =g(2M.y).
Iz prethodne propozicije|l.1.10|slijedi da je funkcija sg primitivno rekurzivna.

Primjer 1.1.11. Neka je p : N — N funkcija definirana sa

| y-1, akojey>0
p(y)—{ 0, inace ’

Imamo
p0)=0
py+1) =y
Neka je g = 122. Vrijedi
p0)=0

py+D=g(p®»,y.

Iz ovoga i propozicije[I.1.10slijedi da je p primitivno rekurzivna funkcija.
Neka su x,y € N te neka je broj x—y definiran sa

L _ ) x=y, dkojexz=y
xy—{ 0, inace )

Za funkciju N> — N, (x,y) — x~y kaZemo da je modificirano oduzimanje.
Propozicija 1.1.12. Modificirano oduzimanje je primitivno rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje h : N*> — N funkcija definirana sa

h(y,x) = x—y.

DokaZimo da je & primitivno rekurzivna funkcija. Neka je p : N — N funkcija iz prethod-
nog primjera[I.1.TT] Neka su x,y € N. Tvrdimo da je

=@+ 1) =px-y). (1.5)

lsluCaj: x>y +1
Tada je
x~+D)=x-@+DH)=x-@p-1).
S druge strane iz x > y + 1 slijedi x >y, StoviSe x —y > 1 pa slijedi da je
px=y)=px-y=k-y -1
Prema tome (1.8) vrijedi.
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2.slucaj: x <y + 1.
Tada je x < y pa slijedi da su obje strane u (1.8) jednake 0. Dakle, (1.8) vrijedi.

Neka su x,y € N. Iz definicije funkcije / i (1.8) slijedi da je
h(0,x) = x =1 (x)

h(y+1,x)=x—(+1)=pkx=y) =pth@,x). (1.6)
Definirajmo funkciju g : N> — Nsa g (a, b, c) = p(a). 1z (1.6) slijedi da je

h(0,x) = I (x)

h(y+1,x) = g(h(y,x),y,x).
Iz ovoga zakljuCujemo da je funkcija 4 dobivena primjenom primitivne rekurzije na funk-
cije ] i g. Vrijedi
g(a,b,c) = p(I} (a.b,c))
iz ¢ega zaklju¢ujemo da je g dobivena kompozicijom funkcija p i I3. Stoga je g primitivno
rekurzivna funkcija pa slijedi da je i 4 primitivno rekurzivna funkcija.
Neka je mo : N> — N modificirano oduzimanje. Za sve x,y € N vrijedi

mo (x,y) = x=y = h(y, x)
paje
mo (x,) = h (53 (x,), 1} (x,)).

Dakle, mo je dobivena kompozicijom funkcija A, I% 1 121 pa slijedi da je mo primitivno
rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.13. Neka je k € N,k > 1 te neka su f,g : N* — N primitivno rekurzivne
funkcije. Tada su i funkcije f + g, f - g : N* — N primitivno rekurzivne.

Dokaz. Nekaje zb : N> —» N,
zb(y,x) =y +x.

Funkcija zb je primitivno rekurzivna prema primjeru[I.1.6] Za sve x, ..., x; € N vrijedi

f+Cn,.coox) =)+ g, o, x) =2 (fF (X, x) , 8 (X1, .0, X))

Prema tome f + g je kompozicija funkcija zb, f i g Sto povlaci da je f + g primitivno
rekurzivna funkcija. Koriste¢i ¢injenicu da je funkcija N> — N, (y, x) — y - x primitivno
rekurzivna (primjer|(1.1.7) analogno dobivamo da je f-g primitivno rekurzivna funkcija. O
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Primjer 1.1.14. Neka je h : N*> — N funkcija definirana sa
h(x,y) =|x—yl.
Uocimo da za sve x,y € N vrijedi
X =yl = (x=y) + (y=x).
Naime, ako je x >y, onda je
x=y=x-y=x-y+0=0u=y+0-x.
Ako je x <y, onda je
x=y=-(x=-y)=y-x= &=y +0-x).

Neka je f : N> — N modificirano oduzimanje te neka je g : N> — N funkcija definirana sa
g (x,y) = y=x. Imamo

gy = f (0 = (B 0y, I (%)

iz Cega slijedi da je g kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija primitivno rekur-
zivna funkcija. Vrijedi

hx,y) = f,y)+gxy)=(f+g9x+y)),

dakle h = f + g, pa iz prethodne propozicije [I.1.13] slijedi da je h primitivno rekurzivna
Jfunkcija.

Propozicija 1.1.15. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(y,x) = x. Tada je h
primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x,y € N. Tada vrijedi

h(0,x) =1
hy+1,x)=x"=x" -x=h(,x)-x (1.7)
Definirajmo funkciju g : N> — N sa
gla,b,c)=a-c.

Iz (1.7) slijedi da je
h(y+1,x)=gh(y,x),y,x). (1.8)
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Nekaje f : N — N, f (x) = 1. Prema propoziciji f je primitivno rekurzivna. Vrijedi

h(0,x) = f(x)

pa iz ovoga i iz (1.8) slijedi da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
Preostaje dokazati da je g primitivno rekurzivna funkcija. Naime, tada ¢e iz propozicije
[I.1.8|slijediti da je & primitivno rekurzivna. No, o¢ito je

g=10"1L
pa iz propozicije [[.1.13|slijedi da je g primitivno rekurzivna. ]
Lema 1.1.16. Postoji primitivno rekurzivna funkcija g : N> — N takva da za sve x, y,k € N
vrijedi

g(x,y,k):o@k+1>y%. (1.9)

Dokaz. Neka su x,y, k € N. Tada vrijede sljedece ekvivalencije

k+1 >y% shk+DO+D>xok+1)G+Dx>058(k+ 1)y +1)~x) = 0.

Definirajmo funkciju g : N* — N sa

g(xy, k) =sg(k+ 1) (y+1)-x).

Tada za ovako definiranu funkciju g vrijedi (I.9). Preostaje jos dokazati da je g primitivno
rekurzivna. U tu svrhu dovoljno je dokazati da je funkcija g, : N> — N,

81 (-xayak) = (k + 1)()/ + 1) -X
primitivno rekurzivna, naime g je kompozicija funkcijasgi g;. Nekaje g, : N° — N,
oy, =Ck+1)-(y+1).

Tada je g (x,y,2) = mo (gz (x,y, k), I3 (x,y, k)), pri ¢emu je mo modificirano oduzimanje.
Stoga je dovoljno dokazati da je g, primitivno rekurzivna funkcija. Imamo

o= (o 5)-(so1)

pa iz propozicije [[.1.13] slijedi da je g, primitivno rekurzivna. Time smo dokazali da je
funkcija g primitivno rekurzivna. O
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1.2 Rekurzivne funkcije

Neka je k € N\ {0} te neka je g : N¥*! — N funkcija takva da za sve xi, ..., x; € N postoji
v € N takav da je
g(xl,'- -,xn,y) = 0.

Za xi,...,x; € N oznaCimo sa

py (g (x1,. .., x,y) = 0)
najmanji broj y € N takav da je g(x,...,x,y) = 0. Nekaje f : N* — N funkcija
definirana sa
f s, x) = py (@ (xr,..., x,y) = 0).
Tada za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom p-operatora na g.
Definiramo niz skupova R, R;, . .. induktivno na sljede¢i nacin. Neka je R, skup svih

inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da smo definirali skup R; za neki / € N. Definiramo
R+1 kao skup svih funkcija & koje zadovoljavaju jedan od sljedecih uvjeta:

1. Postoje n € N i funkcije f,gi,...,¢g:, € R, takve da je h dobivena kompozicijom
funkcija f, g1, ..., &n-

2. Postoje funkcije f, g € R, takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
3. Postoji funkcija g € R, takva da je i dobivena primjenom p-operatora na g.
4. he R[.

Za ovako definiran niz skupova (R)),y o€ito vrijedi da je R, C R),;, za svaki/ € N. Za
funkciju f kaZzemo da je rekurzivna ako postoji / € N takav da je f € R,.

Propozicija 1.2.1. Svaka primitivno rekurzivna funkcija je rekurzivna.

Dokaz. Dokazimo da je §; € R; za svaki [ € N indukcijom. OCito je Sy = Ry, posebno
Sy € Ry. Pretpostavimo da je S; C R, za neki [ € N. Tvrdimo da je

Sir1 € Rivr. (1.10)

Neka je h € S;;1. To znaci, po definiciji skupa S, 1, da je h dobivena kompozicijom nekih
funkcija iz §; ili primitivhom rekurzijom od nekih funkcija iz §;ilije h € ;. No, §; C
R, pa zakljucujemo da je i dobivena kompozicijom nekih funkcija iz R; ili primitivnom
rekurzijom nekih funkcija iz R, ili & € R). Stoga je h € R;;1. Time smo dokazali da vrijedi

(TT0). Dakle,
S, CR

za svaki [ € N. Stoga, ako je f primitivno rekurzivna funkcija onda je f € §; zanekil € N
paje f € R, Sto znacdi da je f rekurzivna. m|
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Propozicija 1.2.2. 1) Neka je n € N\ {0} te neka su h, f, g, ..., g, funkcije takve da
je h dobivena kompozicijom funkcija f, gy, ..., g, Pretpostavimo da su f,gi,...,8&n
rekurzivne funkcije. Tada je i h rekurzivna funkcija.

2) Neka su h, f, g funkcije takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Pretpostavimo da su f i g rekurzivne funkcije. Tada je i h rekurzivna funkcija.

3) Neka su f i g funkcije takve da je f dobivena primjenom u-operatora na g. Pretpos-
tavimo da je g rekurzivna funkcija. Tada je i f rekurzivna funkcija.

Dokaz. 1) Ova tvrdnja se dokazuje posve analogno kao tvrdnja 1) u propoziciji [[.1.8]
2) Ova tvrdnja se takoder dokazuje posve analogno kao tvrdnja 2) u propoziciji|l.1.8

3) Budu¢i da je g rekurzivna funkcija, postoji / € N takav da je g € R;. Stoga je
f € Ri1- Dakle, f je rekurzivna funkcija.
]

Propozicija 1.2.3. Neka je f : N* — N funkcija definirana sa f (x,y) = [}%J Tada je f
rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka sux,y € N. Neka je k = f (x,y), tj. k = | = |. Tada je

y+1

ksi<k+1.
y+1

Iz ovoga zakljucujemo da je k£ najmanji element od N takav da je

k+1>i.
y+1

Naime, jasno je da za broj k ovo vrijedi, a s druge strane za niti jedan broj z takav da je
Z < k ne vrijedi

X
z+ 1> ——
y+1
jerz < kpovlatiz+ 1 < kpaje
z+1§i.
y+1
Prema tome
k= +1>—).
oot
Dakle,
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za sve x,y € N. Prema lemi [1.1.16| postoji primitivno rekurzivna funkcija g : N> —» N
takva da za sve x,y € N vrijedi

X
V,20)=00z+1> ——.
g(x,y,2) z o

Stoga je
Fy) =pz(g(xy,z2) =0).

Ovo znaci da je funkcija f dobivena primjenom u-operatora na funkciju g. Funkcija g je
rekurzivna (jer je primitivno rekurzivna), stoga je prema propoziciji 3) funkcija f
rekurzivna. O

Propozicija 1.2.4. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije f + g, f - g : N¥ — N rekurzivne.

Dokaz. Ovu tvrdnju dokazujemo analogno kao tvrdnju propozicije [I.1.13] |

Korolar 1.2.5. Neka su k,n € N\ {0} te neka su f, ..., f, : N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije fi + ... + fo, fi+ ... - fo : N¥ = N rekurzivne.

Dokaz. Dokazimo indukcijom pondasu fi + ... + f,, fi - ... - f, rekurzivne funkcije.
Zan =1 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N \ {0} te neka su
fis. s far1 : NE = N rekurzivne funkcije. Vrijedi

f1+ +ﬁ,+1:(f1+ +ﬁz)+fn+1

pa iz induktivne pretpostavke i propozicije [[.2.4] slijedi da je fi + ... + f,.1 rekurzivna
funkcija. Analogno dobivamo da je f; - ... - f,41 rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja
korolara dokazana. O

Definirajmo funkciju ost : N> — N na sljede¢i nacin. Neka su x,y € N. Akojey # 0
(tj. y > 1) onda postoje jedinstveni brojevi ¢, r € N takvi da je

X=qy+rir<y.

Definiramo ost (x, y) = r (tj. ost (x, y) je cjelobrojni ostatak pri dijeljenju broja x sa y). Ako
je y = 0, definiramo ost (x, y) = x.

Propozicija 1.2.6. Funkcija ost je rekurzivna.

Dokaz. Nekasux,y e N,y> 1. Nekasug,r e Ntakvidajer <yi

xX=qy+r. (1.11)
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Tada je ost (x,y) = r. Iz (1.11) slijedi

r
y y

pa iz &injenice da je £ € [0, 1) slijedi da je | *| = ¢. Sada iz (1.11) slijedi daje x = | *|y+r
paje

X

r=x— {—| Y. (1.12)
y
Neka je f : N?> — N funkcija iz propozicije Tada iz (1.12)) slijedi da je
ost(x,y) = x—f (x,y=1) - y. (1.13)

Uocimo da (I.13) vrijedi i za y = 0. Prema tome (I.13)) vrijedi za sve x,y € N. Neka je
mo : N?> — N modificirano oduzimanje te neka je f; : N> — N funkcija definirana sa

fl (X,}’) = f(xay;l) ).
Tada je
ost (x,) = mo (x, fi (x,y)) = mo (I} (x, ), fi (x,)),

dakle ost je kompozicija funkcija mo, 17 i f. Ako je f; rekurzivna funkcija, onda je i ost
rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija (propozicija [I.2.2)). Stoga je dovoljno
dokazati da je f; rekurzivna funkcija. Neka je f> : N> — N,

f2 (x’y) = f(x’y;l)-

Imamo f; = f, - I2, stoga je prema propoziciji dovoljno dokazati da je f> rekurzivna
funkcija. Neka je f; : N> — N,

[0y =y=-1

Tada je f> kompozicija funkcija f, I7 i f3. Preostaje stoga dokazati da je f; rekurzivna (f je
rekurzivna prema propoziciji[I.2.3)). Neka je p funkcija iz primjera[[.1.11] Tada je

A =pe) =p(Bxy)

pa slijedi da je f; rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih. Time je tvrdnja propo-
zicije dokazana. O
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1.3 Rekurzivni skupovi

Neka je k € N\ {0} te neka je S € NF. KaZemo da je S rekurzivan skup u N¥ ako je
karakteristi¢na funkcija skupa S u N¥

ys : NF 5 N
rekurzivna funkcija.

Primjer 1.3.1. Neka je k € N\ {0}). Tada su O i N* rekurzivni skupovi u N¥. Naime,
Yo X : N — N su konstantne funkcije s vrijednostima 0 i 1 pa su stoga i rekurzivne.

Primjer 1.3.2. Neka je k € N\ {0}. Tada je svaki jednoclan podskup od N* rekurzivan.
Dokazimo to. Neka je a € N*. Imamo

a=(a,....a0),
gdje suay,...,a; € N. Neka su xi,...,x, € N. Imamo
(x X)) = L (xp,eox) = (a1, - ap) _ I, xi=ay,....,x=a
Ala) WX -5 M 0, inace 0, inace
:§|X1 —Clll' -@lxk—akl.

Zai€ll,..., k) neka je f; : N* — N funkcija definirana sa

Ji(xa, oo x0) = 5g X% —ail .
Dobili smo da za sve x, ..., x; € Nvrijedi

Xy (Xts oo x) = filx, oo, x0) oo fie(xn, oo x0).
Dakle,
Xy = fi oo i
Prema korolaru[I.2.5| rekurzivnost funkcija f, ..., fi poviaci rekurzivnost funkcije xq), 4.
rekurzivnost skupa {a}. Dakle, dovoljno je dokazati da su funkcije f,..., fi rekurzivne.
Neka jei € {1,...,k}. Neka je f : N — N funkcija definirana sa
e x) = 1 —ail.

Tada je f; kompozicija funkcija sgi f!. Neka je h : N? — N funkcija definirana sa
h(x,y) =|x—yl.

Funkcija h je rekurzivna prema primjeru|l.1.14, Buduci da je f! kompozicija funkcija h, If
i konstantne funkcije, imamo da je f! rekurzivna funkcija. Stoga je i f; rekurzivna funkcija.
Zakljucak: {a} je rekurzivan skup.
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Propozicija 1.3.3. Neka je k € N\ {0} te neka su S i T rekurzivni podskupovi od N*. Tada
suiS UT,S NT,S¢ rekurzivni podskupovi od N¥.

Dokaz. Neka je x € N, Tada je

Xsur (x) =52 (Qrs (x) + x7 (X))

Prema tome y 7 je kompozicija funkcija sg 1 ys + xr. Stoga je ysur rekurzivna funkcija,
tj. S U T je rekurzivan skup. Nadalje,

ysor (X) = xs (X) - yr (x), ¥x e NF

pa je xsnr rekurzivna funkcija kao produkt dvije rekurzivne funkcije. Dakle, S N T je
rekurzivan skup. Za svaki x € N¥ vrijedi

Xse (x) =8g(xs (x))

pa zakljucujemo da je ys. rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Dakle, S€ je
rekurzivan skup. O

Tvrdnju sljedeceg korolara dobivamo indukcijom po n, analogno kao tvrdnju korolara

Korolar 1.3.4. Neka su k,n € N\ {0} te neka su S, ...,S, rekurzivni podskupovi od N*.
Tada suiS,U---US,iS | N---NS, rekurzivni podskupovi od N*. O

Korolar 1.3.5. Neka je k € N\ {0}. Tada je svaki konacan podskup od N* rekurzivan.

Dokaz. Neka je S konacan podskup od N¥. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna. Ina¢e imamo
S ={ai,...,a,} gdjesun e N\ {O}ia,...,a, € NF Stoga je

S ={a1}U---Ula,}
pa tvrdnja slijedi iz primjera[I.3.2]i korolara[I.3.4] ]

Primjer 1.3.6. Neka je S skup svih parnih brojeva. Tada je S rekurzivan skup u N. Naime,
za svaki x € N vrijedi
Xs (x) = sg(ost(x,2))

iz Cega zakljucujemo da je ys, kao kompozicija rekurzivnih funkcija, rekurzivna, dakle S
Jje rekurzivan skup.

Neka je DJ podskup od N? definiran sa

DJ={(x,y)eN2|x|y}.
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Propozicija 1.3.7. Skup D] je rekurzivan.

Dokaz. Neka su x,y € N takvi da je x > 1. Tada vrijedi
x|y e ost(y,x) =0. (1.14)
Nadalje, vrijedi
Olyey=0
te ost (y,0) = y iz ¢ega zakljucujemo da (1.14) vrijedi i za x = 0. Dakle, (I.14) vrijedi za

sve x,y € N §to povlaci da je

Xy (x,y) = g (0st(x,)).
Prema tome, ypjy je rekurzivna funkcija i time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Neka je p prost broj te neka je e, : N — N funkcija definirana sa

k
ep(x)z{ max{keNlp Ix}, iz

Uocimo da za x > 1 vrijedi da je e, (x) eksponent kojim p ulazi u rastav od x na proste
faktore.

Propozicija 1.3.8. Neka je p prost broj. Tada je e, rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je x € N,x > 1. Neka je k = ¢, (x). Tada p* | x, ali p**' { x. Stoga je k
element skupa

[yeN|p™txf. (1.15)
No, k je ujedno 1 najmanji element tog skupa: ako je y € N takav da je y < k, onda je
y+ 1 <kpaiz p*| xslijedi p*! | x $to povlaci da y nije element skupa (1.15). Uo¢imo da
je p’*! £ x ekvivalentno sa

XDIJ (py+l’ x) = 0,
a ovo je ekvivalentno sa

X+ XDJ (Pyﬂ, x) =0

(jer je x # 0). Stoga je k najmanji element skupa

{yeN|x xoi(p.x) =0},

dakle
e, (x) = min {y e N|x- xp; (py“,x) = O}.
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Uocimo da ovo vrijedi i za x = 0. Prema tome, za sve x,y € N vrijedi
ey () =y (x s ("' %) = 0).. (1.16)
Neka je g : N> — N funkcija definirana sa
g(x,y) =X xpi (Py+1ax)-
Prema (I.16)) vrijedi
ep (X) = py (g (x,y) = 0),

Sto znaci da je funkcija e, dobivena primjenom u-operatora na funkciju g. Dovoljno je
stoga dokazati da je g rekurzivna funkcija. (Iz propozicije Ce tada slijediti da je e,
rekurzivna funkcija). U tu svrhu dovoljno je dokazati da je funkcija f : N> — N definirana
sa

£y = xos (P %)

rekurzivna (naime, g je produkt funkcija If i f). Neka je f; : N> — N funkcija definirana
sa

fi(x,y) =pth.

Funkcija f je kompozicija funkcija xpy, fi i I{. Preostaje dokazati da je f; rekurzivna
funkcija. Neka je & : N?> — N funkcija definirana sa

h(b,a) =d.

Tada je
filx,y)=h(@G+1,p)

iz Cega slijedi da je f; kompozicija funkcija &, s o I? i konstantne funkcije N> — N s
vrijedno$¢u p. Stoga je f; rekurzivna funkcija (4 je rekurzivna prema propoziciji|l.1.15)).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 1.3.9. Neka su n,k € N\ {0} te neka su gi,...,8, : N* — N rekurzivne
funkcije. Neka su S.,...,S, rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N¥ postoji
jedinstvenii € {1,...,n} takav da je x € S;. Neka je f : N* — N funkcija definirana sa

gl(.X), -XESI
fx) =
gn(X); xes,

Tada je f rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Tvrdimo da je

J) =81 xs, (0) +---+ 8, (%) x5, (x) (1.17)

za svaki x € N*, Naime, ako je x € N¥ onda postoji jedinstveni i € {1,...,n} takav da je
x € S§; Tadazasvaki je{l,...,n},j+#ivrijedidax¢S;paje

xs, (@) =0.
Imamo yg, (x) = 1 paje
&1 () x5, () + -+ 8, (X) - xs, (X) = & (%)
S druge strane iz definicije funkcije f je jasno da je
f) =g ).
Prema tome, vrijedi. Iz toga zakljuCujemo da je
f=8 Xs,+ - +8&nXs,

pa iz korolara [[.2.5]slijedi da je f rekurzivna funkcija. i






Poglavlje 2

Rekurzivne racionalne funkcije

Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — Q funkcija. KaZemo da je f rekurzivna funkcija
ako postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N* — N takve da je b (x) # 0 i

c(x) a(x)

f) =D o)

za svaki x € N,

Primjer 2.0.10. Neka je f : N — Q funkcija definirana sa

f(n) =

n+1
za svaki n € N. Tada je

_ oy €1
f(n)=(-1) )

za svaki n € N pri ¢emu je ¢y : N — N konstantna funkcija s vrijednoscu 1. Prema tome,
f je rekurzivna funkcija. Nadalje, neka je g : N> — Q funkcija definirana sa

2

glx,y) = m
Tada je
(e @ (X, )
(5,3) = (=1 22
gy b(x,y)

pri ¢emu su a, b, c : N*> — N funkcije definirane sa
a(x,y)=xb(x,y)=x+y+1,c(x,y)=0.

Funkcija a je rekurzivna kao produkt rekurzivnih funkcija, b kao zbroj rekurzivnih funkcija,
a c je rekurzivna jer je konstantna funkcija. Prema tome, g je rekurzivna funkcija.

23
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Uocimo sljedece: ako je f : N* — N rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao
funkcija N* — Q. Naime, za svaki x € N¥ vrijedi

co(x) &

Jfx) =D o)

pri ¢emu su ¢y, ¢; : N¥ — N konstantne funkcije s vrijednostima 01 1.

Lema 2.0.11. Neka je k € N \ {0} te neka su f,g,u,v : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
postoje rekurzivne funkcije w,h : N* — N takve da je

(=D)"@h(x) = (D" f(x) + (= 1)"Vg(x).

Dokaz. Neka je P skup svih parnih brojeva u N, a N skup svih neparnih brojeva u N. Neka
je
Up = {x € N*| u(x) € P},

Uy = {x e N* | u(x) € N},
sz{xeNklv(x)eP},

Vy = {x e N[ v(x) € N}.
Skup P je rekurzivan prema primjeru [I.3.6] 1z propozicije [[.3.3]sada slijedi da je N rekur-
zivan skup kao komplement rekurzivnog skupa (N = P¢). Za svaki x € N vrijedi
Xup(x) = xp(u(x)).
Ovo znaci da je yy, kompozicija funkcija yp 1 u 1z Cega slijedi da je yy, rekurzivna funk-
cija. Dakle, Up je rekurzivan skup. Nadalje, za svaki x € N¥ vrijedi

Xuy(X) = xn(u(x)),

Xvp(X) = xp(v(x)),
Xvy(X) = xn(v(x))

iz Cega slijedi da su Uy, Vp 1 Vyy rekurzivni skupovi. Neka je
S ={xeN| f(0) 2 g} iT ={xeN| f(x) < g(x)}.

Za svaki x € Nf vrijedi
xr(x) = sg(g(x)=f(x)).
Dakle,
xr(x) = sg(h(x)) 2.1)
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za svaki x € N¥ pri ¢emu je h : N¥ — N funkcija definirana sa

h(x) = g(x)=f(x).

Neka je mo : N> — N modificirano oduzimanje. Tada je

h(x) = mo(g(x), f(x))

1z Cega zakljuCujemo da je h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Funkcija yr
je prema (2.1)) kompozicija funkcija sg i & pa je stoga rekurzivna. Dakle, T je rekurzivan
skup. Vrijedi S = T¢ pajeiS rekurzivan skup. Neka je x € N¥. Tada je

(=D f(x) + (=1)"Vg(x) =

(-D°(f(x) +g(x)), akojexeUpnVp

(—1)1(f(x) + g(x)), akojex e Uy N Vy
=D°(f(x)~g(x)), akojexe UpNVyNS
D' g(x)~f(x)), akojexe UpNVyNT °
(=1)°%g(x)=f(x)), akojexe UyNVpNT
(—D)'(f(x)-g(x)), akojexeUynVpNS

Definirajmo funkcije w, h : N¥ — N sa

0
1
0
w(x) = 1
0
1

2

b
b
b
)
9

akojexe UpNVp

akojexe Uy N Vy
akojexe UpNVyNS
akojexe UpNVyNT °
akojexe UyNVpNT
akojexe UyNVpNS

f(x)+g(x), akojexe€ UpNVp
f(x)+g(x), akojexe UynVy

h(x) = f(x)~g(x), akojexe UpNVyNS

gx)—f(x), akojexeUpnNVyNT
gx)—f(x), akojexe UyNVpNT
f(x)—g(x), akojexe UynNVpNS

Iz propozicije[I.3.9[slijedi da su w i & rekurzivne funkcije, a o€ito je da je

(=D)"@h(x) = (D" f(x) + (1) Vg(x).
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Teorem 2.0.12. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su i
funkcije —f,|f], f + & f - g : N¥ — Q rekurzivne. Nadalje, ako je f(x) # 0 za svaki x € N¥
onda je i funkcija % : NF — Q rekurzivna.

Dokaz. Budu¢i da su f 1 g rekurzivne postoje rekurzivne funkcije ay, by, cy,a2,bs,¢5
NF — N takve da je b;(x) # 0, by(x) # 0,

Cl(x)al_(x) ig(x)= (_1)62()6)@

J0 =0T by(x)

za svaki x € N¥. Neka je x € N*, Tada je

ci(x) a;(x) = (- 1)01(x)+1 M

=N = =f(x) ==(=1 b10) D)

iz Cega je jasno da je —f rekurzivna funkcija. Nadalje,

- | ewa®)] _a®)
116 = ol =|-1) “) k),
Prema tome,
o)

— (—])00
If1(x) = (=1) D)

pri ¢emu je ¢p : N¥ — N konstantna funkcija s vrijedno$éu 0. Stoga je |f| rekurzivna
funkcija. Vrijedi

)al_(x) . (_1)62()6)@ — (_1)01(X)+cz(x)a1(x) Far(x)

) _ . = (=)™
(f -9 = f(x) - gx) =(=1) by (x) by(x) bi(x) - by(x)

(_1)(c1+cz)(x) (a1 - ax)(x)

(b1 - b)(x)
pa zaklju¢ujemo da je f - g rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je f(x) # 0 za svaki
x € N¥, Tada je a,(x) # 0 za svaki x € N*, Imamo

1 1 1 1 —1)2™
Lo = bix) _ (=D by(x)

_ _ . _ _ bi(®)
f f(x) (—1)vl<x>g;—§j§§ (=D ai(x)  (=Da®™  ay(x)

-1 cr(x) | )
=D ai(x)

Prema tome, % je rekurzivna funkcija. Dokazimo sada da je f + g rekurzivna funkcija.
Neka je x € N*¥, Imamo

Q@) @) DM + (D ab )

(f+8)(x) = f(0)+g(x) = (1) by (x) by(x) b1(x)by(x)
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Iz leme [2.0.11|slijedi da postoje rekurzivne funkcije w, i : N* — N takve da je
(=" Ph(x) = (=1)"Ya;(x)by(x) + (=1)*Paz(x)by (x)

za svaki x € N¥, Stoga je

(=1)"@h(x) h(x)
+o)(x) = ———— = (-1 ———
Vo= 3 b~ b
za svaki x € N, Prema tome f + g je rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.0.13. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Neka
jeSi={xeN | f(x) =0} S, = {x e NF| f(x) > 0} i S5 = {x € N¥| f(x) 2 O}. Tuda su
S1,8, 183 rekurzivni skupovi.

Dokaz. Postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da je b(x) # 01

C(X) a(x)

fx) =D o)

za svaki x € N¥, Neka je x € N¥, Tada je

a)

reS e f=0e (—1)C<x>b(x)

=0 alx) =0.

Stoga je

Xs,(x) = sg(a(x))
paje xs, rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Dakle, S| je rekurzivan
skup. Nadalje, vrijedi

xeS, e fx)>0e (—1)C<x>% >0 e (-1)™a(x) > 0 & a(x) > 01 c(x) paran broj.
Prema tome,
Xs,(%) = sg(a(x)) - xan(c(x)).
Stoga je

Xs, = (sgoa) - (yan o ¢)

iz Cega slijedi da je y, rekurzivna funkcija, tj. S, je rekurzivan skup. Vrijedi
S3=85,U8,

pa je prema propoziciji skup § 3 rekurzivan. O
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Korolar 2.0.14. Neka je k € N \ {0} te neka su g,h : N* — Q rekurzivne funkcije. Neka
je S = {xeN g =h(x)} S2 = {x e N | g(x) < h(x)} i S5 = {x € NF| g(x) < h(x)},
Tada su S 1, S, i S5 rekurzivni skupovi.

Dokaz. Nekaje f : N¥ — Q funkcija definirana sa

J(x) = h(x) — g(x).

Uocimo da je
f=h+(-9.
Iz teorema[2.0.12]slijedi da je f rekurzivna funkcija. Vrijedi

S1={xeN| f(x) =0}.8, = {x e N'| f(x) > 0} i §5 = {x e N*| f(x) 2 0
pa iz propozicije [2.0.13]slijedi da su S, S », S 3 rekurzivni skupovi. m|
Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N — N". Zai € {l,...,n}nekaje f; : N - N

funkcija definirana tako da je, za x € N¥, f£;(x) broj koji se nalazi na i-tom mjestu u n-torci
f(x). Uo¢imo da za svaki x € N¥ vrijedi

J) = (fi(x),..., fulX).

Za fi,..., f, kazemo da su komponentne funkcije od f.
Neka su k,n € N\ {0}, f : N¥ — N” te neka su fi,..., f, : N¥* — N komponentne
funkcije od f. Za f kaZemo da je rekurzivna funkcija ako su fi, . .., f, rekurzivne funkcije.

Primjer 2.0.15. Neka je f : N° — N? funkcija definirana sa

fxy,2) = (x,y).

Tada su I ? i I; komponentne funkcije od f pa zakljucujemo da je f rekurzivna. Opcenitije,
neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N¥ funkcija definirana sa

SXts ooy X Xap1) = (X155 Xp).
Tada su I’f“, et I,’{‘J'1 komponentne funkcije od f pa je f rekurzivna funkcija.

Propozicija 2.0.16. Neka su n,k,I € N\ {0} te neka su g : N* — N*j f : N* —» N
rekurzivne funkcije. Tada je f o g : N* — N rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Nekasu fi, ..., f, komponentne funkcije od f. Tada za svaki x € N* vrijedi

(fog)x) = f(gx) = (fi(gx), ..., filg(x))).

Iz ovoga zakljuCujemo da su f; o g, ..., f; o g komponentne funkcije od f o g. Preostaje
dokazati da je f; o g rekurzivna funkcija za svakii € {1,...,/}. Nekajei e {1,...,[}. Neka
sugi,...,gn : N¥ - N komponentne funkcije od g. Za svaki x € N¥ vrijedi

(fi 0 9)(x) = fi(g(x)) = fi(g1(x), ..., gn(X)).

Ovo znadi da je f; o g kompozicija funkcija f;, g1, ..., g, (koje su rekurzivne jer su f i g
rekurzivne). Stoga je f; o g rekurzivna. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.0.17. Neka su n,k € N\ {0} te neka su g : N* — N"i f : N* — Q rekurzivne
funkcije. Tada je i f o g : N* — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Postoje rekurzivne funkcije a, b, c : N" — N takve da je b(x) # 01

—(_ C(X)@
fx) =D )
za svaki x € N", Tada za svaki x € N* vrijedi
(F o 2)) = Fg(x)) = (=1 FED) _ 1oy (@ © 8)(X)

b(g(x)) (bog)(x)

Funkcije ao g,b o g i c o g su rekurzivne prema propoziciji pa je f o g rekurzivna po
definiciji. O






Poglavlje 3

Rekurzivne realne funkcije

3.1 Rekurzivne aproksimacije

Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R funkcija. KaZemo da je f rekurzivna funkcija
ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi

lf(x) = F(x, i) <27
Za funkciju F kazemo da je rekurzivna aproksimacija od f.

Primjer 3.1.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f
rekurzivna i kao funkcija N* — R. Naime, neka je F : N**!' — Q funkcija definirana sa

F(xl,...,xk,i) = f(xl,...,xk).
Tada je F = f o ¢ gdje je ¢ : N**! — NF funkcija definirana sa
O(x1, ooy Xy 1) = (X, ey X

Funkcija ¢ je rekurzivna prema primjeru |2.0.15| pa je F rekurzivna prema propoziciji
Za svaki x € N* i svaki i € N vrijedi

f(x) = F(x, 0l =0

pa je
|f(x) = F(x,i)| <27

Prema tome f je rekurzivna kao funkcija N* — R.

31
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Lema 3.1.2. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N* — R te neka su F : N*! — Qi
M : NF — N rekurzivne funkcije takve da je

|f(x) — F(x,i)| < M(x) -2 3.1
za svaki x € N¥ i svaki i € N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazimo prvo indukcijom da za svaki n € N vrijedin < 2". Zan=0in =1
tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zanekin > 1. 1z 1 < n slijedi

n+1<2n<2-20 =21

dakle
n+1<2mt,
Neka su x € N*ii € N, Vrijedi
M(x) < 2M™0
paje
M(x) <
M) =

Koristeéi ovo i (3.1)) dobivamo

M(x) <o

() = Flx.i + MOD| < M(x) - 270 = M(x) - 27 270 = 27 2008 <

Prema tome |
|f(x) = F(x, i+ M(x))| <27,
Definirajmo H : N**! — Q sa
H(x,i) = F(x,i+ M(x)),

x € N¥ i € N. Tada je '
lf(x) = H(x, )] <27

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Preostaje jo$ stoga dokazati da je H rekurzivna funkcija.
Definirajmo @ : N¥*! — N1 g3

O(x,i) = (x,i + M(x)),x € N¥, i e N.

Tada je
H(x,i) = F(®(x, 1)),
tj.
H=Fo®.
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Neka su @y, ..., D : NI 5 N komponentne funkcije od ®. Neka su xy,...,x;, 1 € N.
Tada je
Di(xy,...,x5,0) = xj,
zajel{l,... k}i
Op(xp, .o x, ) =0+ M(xq, ..., x0).
Stoga za svaki j € {1,...,k} vrijedi
D, = If“

pa je ®; rekurzivna funkcija. Funkcija @y, je zbroj funkcija I,’:ll iB, gdjeje B: NF! - N
definirana sa
B()C], . .,Xk,i) = M()C], .. .,Xk).

B je rekurzivna jer je kompozicija funkcija M, If*!, ... [*!. Stoga je i @y, rekurzivna
funkcija. Dakle @ je rekurzivna funkcija pa iz H = F o ® i propozicije [2.0.17]slijedi da je
H rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Lema 3.1.3. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N — R rekurzivna funkcija.
1) Postoji rekurzivna funkcija M : N* — N takva da je

[f(0)] < M(x),¥x € N*.

2) Akoje F : N — Q rekurzivna aproksimacija od f onda postoji rekurzivna funkcija
M : N* — N takva da je

|F(x,i)| < M(x),¥x € Nf, Vi e N.

Dokaz. 1) Neka je F : N*! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Opéenito, ako su
a,b € Ronda je
la| —1b| < la - b|. (3.2)

Naime, vrijedi
la| =la—b+b| <|a—b|+|b|

iz Cega slijedi (3.2)). Za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi
[f(x) = Fx, D] < 27
pa posebno za i = 0 dobivamo

lf(x) = F(x,0) < 1.
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Prema vrijedi
lFCOl = 1F(x, O)] < [ f(x) = F(x, 0)]
pa slijedi
lfCOl = 1F(x, 0)] < 1.
Stoga je

lf()] < 1+1|F(x,0)|. 3.3)
Definirajmo G : N* — Q sa
Gx)=1+|F(x,0).
Neka je h : N¥ — Q funkcija definirana sa
h(x) = F(x,0).
Vrijedi h = F o ® gdje je ® : N¥ — N**! funkcija definirana sa
O(x) = (x,0).

Prvih k komponentnih funkcija od @ su projekcije, a zadnja komponentna funkcija
od F je konstantna funkcija (nul-funkcija). Stoga je @ rekurzivna funkcija pa iz
propozicije slijedi da je & rekurzivna funkcija. Vrijedi

G(x) = 1 + |h(x)|

za svaki x € N¥ iz ¢ega zakljucujemo da je G zbroj funkcija |A| i konstantne funkcije s
vrijedno$cu 1. Stoga je G prema teoremu [2.0.12]rekurzivna funkcija. Iz (3.3) slijedi

lf(0l < G(x).

Buduéi da je G rekurzivna funkcija postoje rekurzivne funkcije a,b,c : N¥ — N
takve da je
ot 4X)

,Vx € NF,
b(x) X €

G(x) = (=1

Stoga je
|f (0 < a(x), Vx € N-.

Dakle, mozemo uzeti M = a i tvrdnja 1) je dokazana.

Neka je F : N¥!' — Q rekurzivna aproksimacija od f. Prema 1) postoji rekurzivna
funkcija M : N* — N takva da je

|f (0] < M(x),Vx € N*.
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Iz (3.2) slijedi da za svaki x € N* i svaki i € N vrijedi

IFCe, DI = 10l < IF(x,0) = fO0)l = 1f(x) = Fx, )l <27 < 1.

Dakle,
|FC, Dl = f(0)l < 1

paje
IF(x, D) < 1+|f(x)] <1+ M(x).

Funkcija M : N¥ — N definirana sa
M (x) = M(x) + 1
je o€ito rekurzivna i vrijedi
|F(x, i) < M (x),¥x € N, Vi € N.
]

Teorem 3.1.4. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada su i
funkcije —f,|f], f + g, f - g : N* = R rekurzivne.

Dokaz. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f te G rekurzivna aproksimacija od g. Neka
sux € N¥ij e N. Tada je

(=) x) = (=F)(x, D] = |=f () + F(x, D) = | f(x) = F(x, )] < 27",

Dakle, |
(=) = (=F)(x, ) < 2™

pa iz ¢injenice da je —F : N**! — Q rekurzivna funkcija (teorem [2.0.12) slijedi da je —F
rekurzivna aproksimacija od —f. Dakle, —f je rekurzivna funkcija. Neka su u,v € R. U
dokazu leme [3.1.3|smo vidjeli da vrijedi

lua = [v] < fue = v

te takoder 1
WVl = |ul < |v—ul.

Iz druge nejednakosti zakljuCujemo da je
—(lul = WD) < fu = v,
a iz ovoga i prve nejednakosti zakljuCujemo da je

llul = VIl < foe = 1. (3.4)
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Neka su x € N* i i € N. Tada koristeéi (3.4) dobivamo
I/l = [F(x, DIl < |f(x) = Fx, i) < 27,
6.
f1 () = [Fl (x, D] < 27"

Stoga je |F| rekurzivna aproksimacija od |f], dakle | f] je rekurzivna funkcija.
Neka su x € N¥ i j € N. Imamo

lf(x) + g(x) = (F(x, 1) + G(x, )| = |f(x) = F(x,0) + g(x) = G(x, )| <

If(x) — F(x, i) +|g(x) = G(x,i)| <27 +27"=2-27",

Dakle, '
I(f + &)(x) = (F + G)(x, )| < M(x) - 27,

za sve x € N i svaki i € N pri ¢emu je M : N¥ — N konstantna funkcija s vrijedno§éu 2.
Iz leme [3.1.2)i ¢injenice da je F + G rekurzivna funkcija (teorem [2.0.12) slijedi da je f + g
rekurzivna funkcija.

Prema lemi 1) postoji rekurzivna funkcija N : N¥ — N takva da je

lg(0)l < N(x)

za svaki x € N¥. Nadalje, prema tvrdnji 2) iste leme postoji rekurzivna funkcija M : N —
N takva da je
|F(x, )] < M(x)

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Neka su x € N¥ i j € N. Imamo
|f(0)g(x) = F(x,DG(x, )| = [f(x)g(x) — F(x,)g(x) + F(x,0)g(x) — F(x,)G(x,i)| =
I(f(x) = F(x,0)g(x) + F(x,)(g(x) — G(x, )| < |f(x) = F(x, DI 1g0)|+|F(x, D] 1g(x) — G(x, i)l

<27 N(x) + M(x) - 27 = (N(x) + M(x)) - 27,

dakle _
I(f - &)%) = (F - G)(x, )] < (N(x) + M(x))-27".

Iz leme slijedi da je f - g rekurzivna funkcija. O

Lema 3.1.5. Neka je k € N\ {0}, neka je f : N*¥ — R te neka je F : N¥*' — Q rekurzivna
aproksimacija od f.

1) Ako je x € N¥ takav da je f(x) # 0, onda postoji iy € N takav da je |F(x, iy)| > 3-27%.
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2) Ako su x € N* i iy € N takvi da je |F(x,ip)l > 3-27%, onda je |f(x)| > 2-270 i
|F(x,1)| > 27, za svaki i > i.

Dokaz. 1) Nekaje x € N¥ takav da je f(x) # 0. Tada je | f(x)| > 0 paje L2 > 0 iz Cega
slijedi da postoji iy € N takav da je

Lf ()l
4

> 2o,

Iz ovoga slijedi da je [f(x)| > 4 - 27 pa je
[f(o)l =27 > 327", (3.5)
S druge strane vrijedi
[FQOI = F(x, io)| < |f(x) = F(x, i) < 27°

paje _
Ol =27 < |F(x,ip)l .

Iz ovoga i (3.5) slijedi
|F(x,ip)| > 3-27".

2) Pretpostavimo da su x € N¥ii € N takvi da je
|F(x,ip) >3-27".

Tada je
|F(x,ip)| —27% >2.27, (3.6)

S druge strane '
|F(x, io)l = [f (O] < [F(x, i) — f(x)] <277

paje _
[F(x,ip)l =27 < |f(2)].

Iz ovoga i (3.6) slijedi da je .
lfCol >2-27%. (3.7)

Neka je i > ip. Imamo

F)l = IF(x, )] < |f(x) = F(x, i)l <277 <270

paje |
FN =270 < |F(x, ).
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1z (3.7) slijedi
[f(0)] =270 > 270
pa zakljucujemo da je
|F(x,i)| > 27",

O

Lema 3.1.6. Neka je k € N \ {0} te neka je S rekurzivan skup u N**! takav da za svaki
x € NF postoji y € N takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N
takva da je (x, ¢(x)) € S za svaki x € N¥,

Dokaz. Neka su x € Nfiy e N, Tada je

(x,y) €S © xs(x,y) =1 & sglys(x,y) =0,

dakle
(x,y) e 8§ © g(x,y) =0, (3.8)

pri ¢emu je g : N¥*! — N funkcija definirana sa
8(x,y) = sglys(x, ).

Ocito je g rekurzivna funkcija. Iz (3.8)) zakljuujemo da za svaki x € N* postoji y € N
takav da je g(x,y) = 0. Neka je ¢ : N¥ — N funkcija dobivena primjenom u-operatora na
g, dakle

e(x) = uy(g(x, y) = 0).
Tada je ¢ rekurzivna funkcija i za svaki x € N¥ vrijedi
8(x, (x)) = 0,

tj. prema (3.8) (x, ¢(x)) € S. O

Lema 3.1.7. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da je
f(x) # 0 za svaki x € N*. Neka je F : N*' — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

IF(x, ()] >3- 274

za svaki x € N,
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Dokaz. Neka je
S ={Cr.....x. ) € N |F(xy, x| > 30277
Neka su g, h : N¥*! — Q funkcije definirane sa
gy, X ) =327 P h(xy, .., X ) = [F (X1, .. X, )]

Imamo & = |F| pa iz teorema[2.0.12]slijedi da je & rekurzivna funkcija. Funkciju g mozemo
zapisati kao

. _ Sa(xy, ..., Xk, 1)

XlyeoosXpyl) = -1 (1 yoensps) GAAL s+« o5 Ay B)

g(x i) = (=1) T

gdje su ¢, a : N¥*! — N konstantne funkcije s vrijednostima 0 i 3 te b : N*! — N funkcija
definirana sa _
b(xl, A l) =2

Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(y,x) = y".

Tada je
b(X1,...,Xk,i) = h(l92)

iz Cega zakljuCujemo da je b kompozicija funkcija h, I;*] i konstantne funkcije N**! — N

s vrijednosS¢u 2. Stoga je b rekurzivna. OCito su a i ¢ rekurzivne pa zakljuCujemo da je i g
rekurzivna funkcija. Vrijedi

$ ={ze N[ g(2) < h(2)}.

Iz korolara [2.0.14] slijedi da je S rekurzivan skup. Prema lemi 1) za svaki x € Nt
postoji i € N takav da je _
|F(x,i)|>3-27".

To znadi da za svaki x € N¥ postoji i € N takav da je (x,i) € S. Iz leme m slijedi da
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

(x,0(x)) €S
za svaki x € N¥. Dakle, za svaki x € N¥ vrijedi
|F(x, p(x))| > 32792

Time je tvrdnja leme dokazana. O
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Teorem 3.1.8. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija takva da je
f(x) # 0 za svaki x € N*. Tada je % : NF = R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f. Prema lemi postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N*¥ — N takva da je

IF(x, p(x))| > 3-27¢ (3.9)
za svaki x € N, Neka je x € N¥. 1z (3.9) i leme 2) slijedi da je
lfOl > 2-27¢0, (3.10)

|F(x,i)| > 279% za svaki i > ¢(x). Posebno, za svaki i € N vrijedi

IF(x,i+ @(x))| > 27¢9. (3.11)
Iz (3.10) i (3.11) slijedi da je
1 < l . 2<p(x)
lf(ol 2
1 @(x)

|F(x, i + @(x))]

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Neka su x € Nfij € N. Imamo

L[PGt el = f)] IF it o) = 0]
O Fooir g | JOOFm i+ e() | FOoFCni+ (o)

1 . 1 _ i l L e(x) | Ae(x) | A=(i+e(x)) (x) | n—i

7Ol TFr i gy | T Fe i< g 2 2 2 T < 22

Dakle,
1

1
if(X) F(x, i+ ¢(x))
Neka je G : N¥*! — Q funkcija definirana sa

< 2¢0) o (3.12)

G(x,i) = F(x,i+ ¢(x)).
Neka je H : N**! — N¥*! funkcija definirana sa
H(x, i) = (x,i + ¢(x)).
Neka su Hi, ..., Hy, : N¥*! — N komponentne funkcije od H. Imamo

k+1 k+1
H]ZII ,...,Hk:Ik
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pa je oCito da su Hy, ..., H; rekurzivne funkcije. Vrijedi
Hi(xp, oo X, 0) = 04+ @(Xy, .0, Xp).
Stoga je Hy, zbroj funkcije I{7] i funkcije koja je kompozicija od ¢, I{*!, ..., I[f*!. Prema

tome Hy, je rekurzivna funkcija. Zaklju€ujemo da je H rekurzivna funkcija. 1z definicija
funkcija G i H slijedi da je
G=FoH
pa je prema propoziciji 2.0.17| funkcija G rekurzivna. Neka je M : N* — N funkcija
definirana sa
M(x) = 299,
Vrijedi
M(x) = w(p(x),2)

pri ¢emu je w : N> — N funkcija definirana sa
w(a,b) = b°.

Funkcija w je rekurzivna prema propoziciji|l.1.15] a buduéi da je M kompozicija funkcija
w, ¢ i konstantne funkcije N¥ — N s vrijedno$éu 2, imamo da je M rekurzivna funkcija. Iz
(3.12) slijedi da je

1 1 ,»
%_G(x,i) <M(x)-27,
.
1 1 . i
[0 = G| < M) -2
za sve x € N¥ i € N. Prema teoremufunkcija & o N®! — Q je rekurzivna pa iz
leme slijedi da je  rekurzivna funkcija. O

3.2 Rekurzivni brojevi
Neka je x € R. Tada za svaki € > 0 postoji g € Q takav da je
lx—¢g|l<€eig>x.
Naime, ako je € > 0 onda je x < x + € pa postoji ¢ € Q takav da je
X<g<x+e

iz Cegaslijedi0 < g —x < epaje
|x — gl < €.
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Posebno, za svaki k € N postoji racionalan broj g takav da je
e — il <27
Dakle, postoji funkcija f : N — Q takva da je
Ix — fk)| < 27%,Vk € N.

Neka je x € R. Za x kazemo da je rekurzivan broj ako postoji rekurzivna funkcija
f N — Q takva da je
e = fbl < 27F,

za svaki k € N.

Primjer 3.2.1. Neka je g € Q. Tada je q rekurzivan broj. Naime, imamo
q= (—1)”1 gdje suu,v,w € Nyw # 0.
w
Neka je f : N — Q funkcija definirana sa

fk)=¢q
za svaki k € N. Funkcija f je rekurzivna jer je

k)

b = (1w

fk) =(=1) (k)

za svaki k € N gdje su a,b,c : N — N funkcije definirane sa
c(k) =u,alk) =v,blk) =w.

Za svaki k € N vrijedi
lg = fl=1g—ql=0<27"

iz ¢ega slijedi da je q rekurzivan broj.

Propozicija 3.2.2. Neka je r rekurzivan broj. Neka je n € N \ {0} te neka je f : N — R
funkcija definirana sa f(x) = r za svaki x € N". Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Buduci da je r rekurzivan broj postoji rekurzivna funkcija g : N — Q takva da je
Ir = gkl < 27
za svaki k € N. Definirajmo funkciju F : N**! — Q sa

F(x,k) = g(k),x e N", k e N.
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Vrijedi
[f(x) = FOx, k)| = Ir = g(k)| < 275,

t.
1f(x) = F(x, k) <27

za svaki x € N¥ i svaki k € N. Vrijedi,

n+1
In+1

F=go

pa iz propozicije 2.0.17| slijedi da je F rekurzivna funkcija. Zakljucak: f je rekurzivna
funkcija. o

Propozicija 3.2.3. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija. Tada je
f(x) rekurzivan broj za svaki x € N¥,

Dokaz. Bududi da je f rekurzivna postoji rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da je
1f(x) = F(x,i)| <27
za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Neka je x € N, Definirajmo funkciju g : N — Q sa
g(0) = F(x,i)

za svaki i € N. Tada je
If(x) — g <27 (3.13)

za svaki i € N. Neka je G : N — N**! funkcija definirana sa
G(@) = (x,10).

Neka su Gy,..., Gy, komponentne funkcije od G. Imamo da su Gy,...,G; konstantne
funkcije te da je Gy, = I]. Stoga je G rekurzivna funkcija. OCito je

g=FoG

pa iz propozicije [2.0.17|slijedi da je g rekurzivna funkcija. 1z (3.13)) sada slijedi da je f(x)
rekurzivan broj. O

Korolar 3.2.4. Neka su « i B rekurzivni brojevi. Tada su i —a,|a|, @ + B, « - B rekurzivni
brojevi. Ako je a # 0 onda je i i rekurzivan broj.
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Dokaz. Nekasu f, g : N — R funkcije definirane sa

J) =aiglx) =2

za svaki x € N. Prema propoziciji funkcije f i g su rekurzivne. Tada su prema
teoremu [3.1.4|rekurzivne i funkcije

_f’|f|’f+g’f'g'
Odaberemo bilo koji x € N (npr. x = 0). Prema propoziciji [3.2.3| brojevi

(=), 11 (0, (f + ) (), (f - )(x)

su rekurzivni. Dakle,
_a{?lalaal-i_ﬁia ﬁ

su rekurzivni brojevi. Pretpostavimo da je @ # 0. Tada je f(x) # 0 za svaki x € N pa je

prema teoremu 7 rekurzivna funkcija. Prema propoziciji broj +(x) je rekurzivan

za svaki x € N. Stoga je é rekurzivan broj. O

3.3 Funkcija \/7

Lema 3.3.1. Neka su x i y nenegativni realni brojevi te neka je € > 0 takav da je
|x2 - y2| <é.
Tada je |x — y| < €.
Dokaz. Imamo
X -yt = (x =y +y)

pa slijedi da je
lx =yl lx+yl < €.

Iz ovoga slijedi da je
lx—y|l<eili [x+y| <e€

(naime, u suprotnom bi vrijedilo |x — y| > €1 |x + y| > € §to bi povladilo |x — y| |x + y| > €).
Ako je |x — y| < € onda smo gotovi, a ako je |x + y| < € onda je

x=yl=lx+EI < |xl+ =y =Ixl+yl=x+y=|x+y| <§,

dakle opet imamo |x — y| < €. O
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Lema 3.3.2. Neka je x € R, x > 0 te neka je € > 0. Tada postoji pozitivan racionalan broj
r takav da je |x - r2| <e

Dokaz. Sigurno postoji racionalan broj r takav da je r > x1i

€
—rl <min{ ——, 1. 3.14
= <min{ ) a1t
Iz r > +/xslijedi r > 0. Nadalje, iz (3.14) slijedi
|\/}—r|<1,
pa zbog
Vi == E
imamo r — vx < 1, fj. r < yx + 1. Stoga je
Vi+r<2yx+1
pa je
Ny (3.15)
2\/_+1
Iz (3.14) slijedi
|\/;_r| 2\/_+1

pa mnoZenjem sa +/x + r te koriStenjem Cinjenice da je vx +r = | Vx + r| dobivamo

|\/_—r||\/_+r|<6\/\/__:rl

paiz (3.15) slijedi

|x - r2| <E€.
Time je lema dokazana. |

Lema 3.3.3. Neka su k,n € N\ {0} te neka je S € N¥" rekurzivan skup takav da za svaki
x € N¥ postoje y,...,y, € N takvi da je (x,y\,...,y,) € S. Tada postoje rekurzivne
funkcije @i, ...,¢, : N¥ = N takve da je (x,p1(x),...,@u(x)) €S za svaki x € NF,

Dokaz. Odaberimo n medusobno razlicitih prostih brojeva py, ..., p,. Neka je

T ={Cr,. o x00) € N (1, X, (D), 0, (D) €S
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Neka su x1,..., x, i € N. Imamo

G i) = I, (yeesxieT | 1L (x,o x50, he,,(0) €S
AT T 0, (xpyeesxe,) €T 0, (x1,....x0,€p(),....e, )¢S

=Xs (xl,...,xk,epl(i),...,epn(i)).
Dakle,
xr (X ) = xs (X1 X, (D), €, () (3.16)

Definiramo funkciju G : N1 — Nk g5
G(xy,...,x,0) = (xl,...,xk,epl(i),...,epn(i)).
Neka su Gy, ..., G, : N — N komponentne funkcije od G. Tada je
G =" ...,G= I,f”,GkH =e, 0 I,’:ll, ooy Gran =€), © I,f:ll

Prema tome funkcije Gy, . .., Gy, su rekurzivne pa zakljucujemo da je G rekurzivna funk-
cija. Iz definicije funkcije G i (3.16) slijedi da je

xr =xs °G.

Prema propoziciji vrijedi da je funkcija y7 rekurzivna. Prema tome 7T je rekurzivan
skup. Neka je x € N, Tada postoje yi, .. .,y, € N takvi da je

(X, 15, yn) €S.
Definirajmo i = p}' - ... - p;". UoCimo da je

ep, (D) = yi,...,€p,(0) = yp.

Stoga je
(% €5, @), e, (D) = (631, 30)
pa je
(x.€p, (). ep, (D)) €S-
Prema tome

(x,i)eT.

Dakle, za svaki x € N¥ postoji i € N takav da je (x,i) € T. Iz leme m slijedi da postoji
rekurzivna funkcija f : N*¥ — N takva da je

(x,f(x)eT
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za svaki x € N¥, Stoga za svaki x € N¥ po definiciji skupa T vrijedi
(x €, (fQ)). ... e, (F (X)) €S (3.17)
Zai€{l,...,n}definirajmo ¢; : N* — N sa

@i(x) = e,,(f(x))

za svaki x € N¥. Ocito je za svaki i € {1,...,n} funkcija ¢; rekurzivna. Nadalje, prema

(3.17) vrijedi
(X, 01(%), ..., on(x)) €S

za svaki x € N, O

Propozicija 3.3.4. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija takva da
je f(x) > 0 za svaki x € N¥. Neka je g : N*¥ — R funkcija definirana sa g(x) = ~/f(x) za
svaki x € N*. Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je x € N¥ te neka je i € N. Premi lemi mpostoji pozitivan racionalan broj
r takav da je
[f0) = < @7
Imamo
V1
r= ,
Y2 + 1

gdje su y;,y, € N,
Dakle, za svaki x € N¥ i svaki i € N postoje y;,y, € N takvi da je

2
‘f(x)—( 2 )

2712,
»w+1 <@

Definiramo skup

2
f(xl,'-',xk)_(y—l)
Y2

S = sy Xp V1, Vo) € NFF3
{(xl Xis 1, Y1,Y2) | 1

< (2-i)2} .

Za svaki x € N¥ i svaki i € N postoje y;, y, € N takvi da je
(x9 i,YI,)’z) € S-

Dokazimo da je S rekurzivan skup. U tu svrhu definirajmo funkcije g, 2 : N3 — Q sa

M1
y2+1

2
q(xl" - Xk i’yl’yZ) = f(-X],..-,.Xk) _( ) ’ h(Xla---’xk’i’ylayl) = (2—1')2.
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Funkcija g je rekurzivna jer je razlika funkcije

Nk+3 - Q9(xla- e oy Xk i9ylay2) = f(-xl"- .,.Xk)

(koja je rekurzivna jer je kompozicija rekurzivne funkcije NE3 5 NE (X1, ..o, X, 6, V1, 2)
(x1,...,x) 1 funkcije f) 1 funkcije

2
. y
N3 — Q, (x1, ..+ » Xt B, Y1, Y2) *—>( 1 )
y2+1

(koja je rekurzivna prema definiciji rekurzivne funkcije u Q 1 teoremu 2.0.12). Stoga je g
rekurzivna funkcija. Imamo

. 1
h(xl’ e ooy Xk l9ylay2) = I

Stoga je h rekurzivna. Vrijedi

S = {(x19-- < s Xks iayl9y2) € Nk+3 | |CI| (xl" c o s Xk i,Y1’Y2) < h(-xl9-' < s Xks i9ylsy2)}'

Iz teorema [2.0.12] i korolara [2.0.14 slijedi da je S rekurzivan skup. Buduéi da za svaki
x € N¥isvaki i € N postoje yi, y, € N takvi da je

(x,i,y1,2) €S,
lema [3.3.3|povlaci da postoje rekurzivne funkcije ¢y, ¢, : N¥! — N takve da je
(-x’ ia 1 (-x’ l)’ QDZ(X’ l)) € S

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Iz ovoga slijedi da je

. 2
¢1 (x, ) ~i\2
- —] | < (2™ 3.18
Nﬂm(%@ﬁ+J (27) (3.18)
za svaki x € N¥ i svaki i € N. Definirajmo funkciju G : N¥*! — Q sa
Glaiy= 20D Nk e,

©o(x, 1) + 17
Ocito je G rekurzivna funkcija. Za svaki x € N¥ii € Niz (3.18) i f(x) = (g(x))? slijedi
|(g(x))” = (G(x, )| < @7

pa iz leme [3.3.1|slijedi .
lg(x) — G(x, i) <27

Ovo znaci da je G rekurzivna aproksimacija od g. Dakle, g je rekurzivna funkcija. O



3.3. FUNKCIJA +/f 49

Napomena 3.3.5. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija takva da
je f(x) > 0 za svaki x € N*. Tada postoji rekurzivna aproksimacija F : N**' — Q od f
takva da je

F(x,i)>0

zasve x e NFijeN,
Naime, ako je G : N*!' — Q rekurzivna aproksimacija od f, onda za F = |G| vrijedi
da je F rekurzivna funkcija te za sve x € N* i i € N imamo

1) = FGx, ] = 1 (0] = FGx, Dl = (] = 16 DI < 1 () = G, < 27,
z |
[f(x) = F(x,i)| <27

Prema tome, F je rekurzivna aproksimacija od f. OCcito je
F(x,i)>0
za svaki x € N¥ i svaki i € N.

Lema 3.3.6. Neka je k € N\ {0}, neka je g : N¥ — R te neka je G : N¥*! — R rekurzivna
funkcija takva da je
lg(x) = G(x, D) <27

za sve x € N¥,i € N. Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Buduéi da je G rekurzivna, postoji rekurzivna funkcija H : N¥2 — Q takva da
vrijedi
IG(x, i) — H(x,i,n)| < 27",

zasve x € NF i n e N. Neka su x € N¥ i e N. Imamo
lg(x) — G(x,1)| < 27 |G(x,i) — H(x,1,i)| < 27

pa slijedi
lg(x) — H(x, i, )| = |g(x) — G(x, i) + G(x, i) — H(x,i,i)| <
lg(x) — G(x,)| + |G(x,i) — H(x,i,i)| <27 +27"=2.27",

Dakle,
lg(x) — H(x,i,i)| <2-27". (3.19)

Definirajmo funkciju K : N¥! — Q sa

K(x,i) = H(x,i,i),x € N* i e N.
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Neka je L : N¥*! — N**2 funkcija definirana sa
L('xl" "’xk7i) = ('x17" "‘xk,i’i).
Ocito je da je
K=HolL

te da je L rekurzivna funkcija. 1z propozicije [2.0.17|slijedi da je K rekurzivna funkcija. 1z
(3.19) slijedi

lg(x) — K(x,i)| <2-27,
za svaki x € N¥ i svaki i € N. Prema lemi funkcija g je rekurzivna. O

Lema 3.3.7. Neka su n,k € N\ {0} te neka su g : N — NFi f : N¥ — R rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N" — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada za svaki x € N¥ i svaki
i € N vrijedi
lf(x) = F(x, i)l <27
Iz ovoga slijedi da za svaki x € N" i svaki i € N vrijedi
f(g(x)) = Fg(x), )l <27 (3.20)
Neka je H : N**! — Q funkcija definirana sa
H(x,i) = F(g(x),i),x e N", i e N.
Neka su gi,...,8c : N — N komponentne funkcije od g. Tada za sve xi,...,x,,i € N
vrijedi
H(xy, ooy X0, 1) = F(g1(x1, 000, X))y s (X ooy X0), ). (3.21)
Definirajmo funkciju G : N**! — N**1 g3

G(xpyooos X, 1) = (81(X15 ey X))y oo &1, vy X)), D)y Xy, Xy 6 €N,

Tvrdimo da je G rekurzivna funkcija. Neka su Gy, ..., Gy komponentne funkcije od G.
Za sve xi,...,X,,1 € N vrijedi

Gk+1(-x19-"a-xnai) = l

pa zakljuujemo da je
Gk+1 — In+l

n+l1»
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posebno Gy, je rekurzivna funkcija. Neka je j € {1,...,k}. Zasve xq,..., x,,i € N vrijedi

Gj(xl, ce ,Xn,i) = gj(xl, .. .,Xn).

Stoga je G; kompozicija funkcija g;, I7*', ..., I'*!. Slijedi da je G; rekurzivna funkcija.
Dakle, Gy, ..., Gy su rekurzivne funkcije pa je G rekurzivna funkcija. 1z definicije funk-
cije G i (3.21) slijedi

H=FoG.

Iz propozicije slijedi da je H rekurzivna funkcija. Iz definicije funkcije H i (3.20)
slijedi da je
I(f o) (x) — H(x, )| <27,

za svaki x € N" 1 svaki i € N. Prema tome f o g je rekurzivna funkcija. O

Teorem 3.3.8. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da je
f(x) > 0 za svaki x € N*. Neka je g : N*¥ — R funkcija definirana sa g(x) = \/f(x). Tada
je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Prema napomeni postoji rekurzivna aproksimacija F : N¥*! — Q od f takva
da je
F(x,i)>0

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Definirajmo funkciju G : N**! — R sa
G(x,i) = \F(x,i),x e N, i e N.
Prema propoziciji funkcija G je rekurzivna. Neka su x € N*¥ i i € N. Imamo
1f(x) = F(x,2i) <277,
tj.
|(g(0)* = (G(x, 20| < @7

Iz leme [3.3.1]slijedi da je
lg(x) — G(x,2i)] < 27". (3.22)

Neka je G : N¥! — R funkcija definirana sa
G (X1, X i) = G(xy, ..., Xy, 20).

Tada je
G =GoH, (3.23)
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gdje je H : N**! — N**! funkcija definirana sa
H(Xl, A l) = (Xl, A 2!)

Ocito je H rekurzivna funkcija. Iz (3.23)) i leme slijedi da je G’ rekurzivna funkcija.
1z (3.22)) i definicije funkcije G slijedi da je

lg(x) - G'(x,0)| <27

za svaki x € N¥ i svaki i € N. Iz leme slijedi da je g rekurzivna funkcija. m

3.4 Relacija f(x,y) >0

Primjer 3.4.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**!' — Q rekurzivna funkcija koja ima
sljedece svojstvo: Yxi, ..., x; € N postoji y € N takav da je

S, x0,y) > 0.
Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

Jos o X (X, ., x0)) > 0

za sve Xy, ..., X, € N.
Naime, neka je

S = {06 )) € NS fxr, L xiy) > 0}

Prema propoziciji|2.0.13| skup S je rekurzivan. Prema pretpostavci za sve Xxi,...,Xx; € N
postoji y € N takav da je

(X1,..., X, y) €S.
Prema lemi postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

X1y ooy Xy (X15 ..., Xp)) €S
za sve xi, ..., x; € N. Stoga je

SO, X o(xg, o, x0)) > 0

za sve xi,...,x; € N.
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Primjer 3.4.2. Neka je k € N \ {0} te neka su f,g : N**!' — Q rekurzivne funkcije sa
sljedecim svojstvom: za sve xy, ..., x; € N postoji y € N takav da je

f(xl’ e Xk,Y) > g(xb .o 9xk’y)'
Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

SO e X (X1 ey X0)) > 8(X1, ey Xy @( X1, ey Xk))

za sve xi, ..., x; € N.
Naime, funkcija h : N*' — Q definirana sa

h=f-g
Jje rekurzivna (teorem[2.0.12)) i za sve xy, ..., x; € N postoji y € N takav da je
h(xy,...,X,y) >0
pa prema prethodnom primjeru postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je
h(xy, ... X @(X1, ..., x1)) >0
za sve xi, ..., x; € Nito je traZena funkcija.

Lema 3.4.3. Neka je k € N \ {0}, neka je f : N — R te neka je F : N**!' — Q rekurzivna
aproksimacija od f.

1) Neka je x € N¥ takav da je f(x) > 0. Tada postoji i € N takav da je F(x,i) >3 -27",
2) Neka su x € N* i i € N takvi da je
F(x,i)>3-2" (3.24)
Tada je f(x) > 0.
Dokaz. 1) Imamo f(x) # 0 pa prema lemi [3.1.5|postoji i € N takav da je
|F(x,i)l >3-27",
Pretpostavimo da je |F(x, )| = —F(x, ). Tada je
—F(x,i)>3-2"
Sto zajedno sa f(x) > 0 daje

f(x) = F(x,i)>3-2"
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pa je stoga
f(x) = F(x,D] > 3-27".

Ovo je nemoguce jer je | f(x) — F(x,i)| < 27". Dakle, ne vrijedi
|F(~xa l)l = _F(-x’ l)

pa je onda
|F(x, D) = F(x, ).

Prema tome _
F(x,iy>3-27".

2) Pretpostavimo suprotno. Tada je f(x) < 0 pa je —f(x) > 0. Iz ovoga i (3.24) slijedi
F(x,i)— f(x)>3-27"

Stoga je _
|F(x,i) — f(x)| >3-27,

tj.
If(x) = F(x,i)| >3-27".

Kontradikcija. Prema tome,

f(x) > 0.

O

Teorem 3.4.4. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N**! — R rekurzivna funkcija. Pretpos-
tavimo da za svaki x € N* postoji y € N takav da je f(x,y) > 0. Tada postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N* — N takva da je f(x,p(x)) > 0 za svaki x € NF,

Dokaz. Neka je F : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija od f. Neka je x € N*, Tada
postoji y € N takav da je f(x,y) > 0 pa prema lemi[3.4.3] 1) postoji i € N takav da je

F(x,y,i)>3-27".
Nekajel=2"-3". Tadajey = ex(I)ii = e3(l) paje
F(x,ex(]), e3(D) > 3 -270. (3.25)

Dakle, za svaki x € N* postoji [ € N takav da vrijedi (3.25). Neka su h,g : N&1 — Q
funkcije definirane sa

h(xi, ..., x6,0) = F(xi,..., x, ex(l), e3(]))
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g(xi, ..., x,0) =3-2790,

Imamo
h=FoH

gdje je H : N¥*! — N**2 funkcija definirana sa
H(xy,. .o x,0) = (x1, ... X, e2(0), e3(D)).

Ocito je H rekurzivna funkcija pa slijedi da je & rekurzivna funkcija. Vrijedi

3
D= (-1 —— 3.26
g(x X 1) = ( )b(xl,.__,xk,l) (3.26)

za sve Xxi,. .., X, € N gdje je b : N¥*! — N funkcija definirana sa
b(xi,. .., xi 1) =290
Neka je y : N> — N funkcija definirana sa
y(xy) =y"
Tada je
b(xy,...,xe,0) = y(es(]),2)
za sve Xxi,..., X, € N iz Cega slijedi da je b rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih

funkcija. Iz (3.26) slijedi da je g rekurzivna funkcija. Znamo da za svaki x € N* postoji
i € N takav da vrijedi (3.25]), prema tome za svaki x € N¥ postoji i € N takav da je

h(x, 1) > g(x,1).
Prema primjeru postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N takva da je
h(x, p(x)) > g(x, ¢(x))
za svaki x € N¥, Stoga je
F(x, ex(9(x)), e3(p(x))) > 3 - 27
za svaki x € N, Iz leme [3.4.3)2) slijedi da je
f(x, ex(e(x))) > 0
za svaki x € N¥, Neka je ¢ : N — N funkcija definirana sa
Y(x) = ex(p(x)).
Tada je ¥ rekurzivna funkcija i vrijedi
fG,y(x) >0

za svaki x € N, O






Bibliografija

[1] Ijazovi¢, Z.: Rekurzivnost lancastih i cirkularno lancastih kontinuuma, doktorska
disertacija, PMF-MO, Zagreb, 2009.

[2] M. B. Pour-El I. Richards, Computability in Analysis and Physics, Springer-Verlag,
Berlin-Heielberg-New York, 1989.

[3] H. Rogers, Theory of recursive functions and effective computability, McGraw-Hill,
1967.

[4] M. Vukovi¢, Izracunljivost, skripta, 2009.

[S] K. Weihrauch, Computable Analysis, Springer, Berlin, 2000.

57






Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo rekurzivne funkcije N¥ — R. Rad je podijeljen
na tri poglavlja. U prvom poglavlju definirali smo pojmove rekurzivne funkcije N* —
N, primitivno rekurzivne funkcije i rekurzivnog skupa te proucavali njihova svojstva. U
drugom poglavlju definirali smo rekurzivne racionalne funkcije 1 dokazali neke rezultate
vezane za te funkcije. U treCem poglavlju definirali smo rekurzivne realne funkcije te s
tim u vezi proucavali, izmedu ostalog, rekurzivne aproksimacije, funkciju \/? 1 relaciju
f(x,y) > 0. Takoder smo definirali i pojam rekurzivnog realnog broja te dokazali neke
tvrdnje vezane uz rekurzivne brojeve.






Summary

In this diploma thesis we have studied recursive functions N¥ — R. The thesis is divided
into three chapters. In the first chapter we have defined the notions of a recursive function
Nf — N, a primitive recursive function and a recursive set and we have studied their
properties. In the second chapter we have defined recursive rational functions and we
have proved some results regarding these functions. In the third chapter we have defined
recursive real functions and related to this we have examined, amoung others, recursive
approximations, a function \/7 and relation f(x,y) > 0. We have also defined the notion
of a recursive real number and we have proved some claims related to recursive numbers.
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