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Uvod

Ovim radom Zelimo pokazati svojstva Hilbertovog prostora koji je jedan od zanimljivijih
prostora u topologiji. Hilbertov prostor sluzi kao bitna poveznica koja spaja analizu i topo-
logiju. Topologija je jedno podrucje matematike koje se razvilo iz geometrije. Dok su za
geometriju karakteristicni pojmovi kutovi 1 udaljenost u topologiji su od interesa pojmovi
kao Sto su povezanost, potpunost i sl.

Osoba koja je zasluzna za ovaj prostor je njemacki matematicar David Hilbert, roden
23. sijecnja 1862. godine u Konigsbergu. Rastao je uz oca Otto Hilbera, koji je bio cije-
njeni gradski sudac 1 majke Marie, koja je proucavala filozofiju 1 astronomiju. Smatra se
da je Hilbertova majka bila oCarana prirodnim brojevima i pravilnim tijelima. Moguce je
da upravo zbog toga Hilbert pokazao odli¢no znanje matematike u ranim godinama. Ba-
vio se teorijom brojeva, matematickom logikom, osnovama matematike, diferencijalnim
1 integralnim jednadZbama, dokazao je konzistentnost aksioma euklidske geometrije te je
dao 1899. godine novu aksiomatizaciju euklidske geometrije. David Hilbert je teorijski
oblikovao Hilbertov prostor 1 utemeljio je funkcionalnu analizu. U knjizi Grundlagen der
Geometrie, 1899. rijeSio je problem zasnivanja elementarne geometrije na aksiomatskoj os-
novi. 1900. godine Hilbert i matematicarska zajednica na Drugom kongresu matematicara
postavili su 23 matematicka problema. Neki od njegovih problema nisu jos rijeSeni. Do
1912. godine Hilbert postaje jedan od najcjenjenijih matematicara i planira posjetiti Bonn
gdje je upoznao tada svog buduceg prijatelja Hermana Minkowskog koji je zasluZan za
veéinu Hilbertovih istraZivanja u fizici. David Hilbert radio je kao editor jednog vodeceg
matematickog ¢asopisa izmedu 1902. — 1939. godine. U svojoj 68. godini prisilno je mo-
rao oti¢i u mirovinu sa sveuciliSta zbog zakona koji zabranjuje Zidovima rad u obrazovnim
ustanovama. 14. veljace 1943. godine Hilbert umire od stresa 1 zdravstvenih problema.

Hilbertov prostor danas se primjenjuje u teoriji diferencijalnih i integralnih jednadzbi.
On tvori okvir za Fourierove redove i redove drugih funkcija te je osnovni objekt u aksi-
omatskom zasnivanju kvantne mehanike.

U ovom diplomskom radu, u prvom poglavlju objasnit ¢emo neke osnovne Cinjenice
vezane uz vektorski 1 metricki prostor. Proucit ¢emo konvergentne nizove i redove. U
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drugom poglavlju definirat éemo Hilbertov prostor te povezujuci elementarna svojstva iz
prvog poglavlja ispitat cemo od kakvih nizova se on sastoji. Dokazat ¢emo da je Hilbertov
prostor potprostor vektorskog prostora, da je separabilan i potpun te ¢emo dokazat da je
strogo konveksan bez grananja.



Poglavlje 1

Definicije i osnovna svojstva

1.1 Vektorski i metricki prostori

Neka je X neprazan skup te d: X X X — R funkcija koja ima sljedeca svojstva:
1. d(x,y) >0,V¥x,y € X,
2.dx,y) =0 x=Yy,
3. d(x,y) =d(y,x),¥x,y € X,
4. d(x,y)+d(y,z) > d(x,2),Vx,y,z € X.

Tada za d kaZzemo da je metrika na X, a za uredeni par (X, d) kazemo da je metricki
prostor.

Neka je V skup te + binarna operacijana V, tj. +: V X V — V funkcija sa svojstvima:
. x+y)+z=x+(+2),Vx,y,ze€ V (asocijativnost),
2. postoji 0 € Vtakodax+ 0 =0+ x = x, Yx € V (postojanje neutralnog elementa),

3. za svaki x € V postoji y € V takav da je x +y = y + x = 0 (postojanje suprotnog
elementa),

4. x+y=y+x, Vx,y € V (komutativnost).
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Zadana je 1 funkcija -: R XV — V koja ima svojstva za sve x,y € V, A, u € R:
I. A+ - x=A-x+pu-x,

2.0-(x+y)=A-x+A1-y,

3. (u-x)=(-p)-x,

4. 1-x=x.

Za (V,+,-) kazemo da je vektorski prostor nad R ili realni vektorski prostor.

Primjer 1.1.1. Neka je R" skup svih uredenih n-torki realnih brojeva, tj.
R" = {(x1,..., X,) : X1, ..., X, € R}.

Na skupu R" definirana je operacija zbrajanja +: R" X R" — R":
ako su x = (X1, ..., Xp), ¥y = V1, ..., yn) elementi iz R" tada je njihov zbroj jednak

X+Y=(X1 0 X0) + V15 eees Vi) 1= (X1 + V14 eeey X + V).

Na ovom skupu je definirana operacija mnoZenja vektora skalarom, -: R X R" — R" na
sljedeci nacin:

A-x=2-(x1,..., %) := (Axy, ..., Ax,) za sve xi,...,x, ER", 1 €R.
Uz te operacije R" postaje vektorski prostor.

Neka je (V, +, -) realni vektorski prostor. Nekaje (|): VXV — R, (x,y) — (x| y),
funkcija takva da vrijedi:

Lo {xp+x|y)y=<x |y) +{x2|y) zasve xi,x,y €V,
2. (Ax|y)y=A{x|y)zasve A € R, x,y €V,
3.{x|yy=|x)zasvex,yeV,

4. (x]x)=20,{(x|x) =0 x=0zasvakix e V.

Za (| ) kazemo da je skalarni produkt na (V,+,-), a za (V, +, -, (| )) kazemo da je unitarni
prostor.
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Propozicija 1.1.2. Neka je (V,+,-,{|)) unitarni prostor. Tada za sve x,y € V vrijedi
Cauchy-Schwartz-Buniakowsky nejednakost:

ey <(xlx)y-(yly).

Dokaz. Uzmimo da su x,y € V. Ako je y = 0 nejednakost vrijedi (iz definicije skalarnog
produkta lako dobivamo da je (x | 0) = 0).
Pretpostavimo da je y # 0. Definirajmo funkciju

fiR->R

s f(t) =(x+ty| x+ty), zasvakit € R. UoCimo da je f(¢) > 0, za svaki ¢t € R. Nadalje, za
svaki ¢ € R vrijedi

SO ={(x|x+ty)+{tylx+1y)
=(x|x)+{x|ty) +(ty | x) +ty | ty)
= (x| x)+2tx |+ |y
Uvedimo supstituciju
c=(x|x),b=2(x|y)yia=(yly.

Imamo a > 0 te at® + bt + ¢ > 0 za svaki ¢ € R.
Kako je a > 0 tada je funkcija konveksna i vrijedi da je b> — 4ac < 0 pa je b* < 4ac te
je
Ax |y <4-(x |01y
Sto povlaci (x | y)2 <{(x|x)-(yly). O

1.2 Euklidska metrika na R

Definicija 1.2.1. Neka je (V, +, -, { | )) unitarni prostor. Za x € V definiramo ||x|| = V{x | x).
Propozicija 1.2.2. Neka je (V,+,-,{|)) unitarni prostor. Vrijedi:

1. ||x]| = 0,|lx]| =0 x=0zasvakix € V,

2. ||Ax|| = |4] - ||x]| za svaki x € V,A € R,

3o e+ yll < llddl + [yll za sve x,y € V.
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Dokaz. 1z definicije skalarnog produkta lako dobivamo prva dva svojstva. Ostaje nam
jedino dokazati trece svojstvo koristeci propoziciju [1.1.2}

e ly) < (xlx)y -y 1y

= Kx Il < Y lx) - o1y
= (x| y) < V[0 Ty
S (x| xy + 24|y + 1 yy < el x)+ 20l Iyl + O 1y

& x4y x+y) < |l + 21l Iyl + Iyl

& [lx +yIP < Al + Iiyl?

& lx + yll < llxfl + liyvll -

Definicija 1.2.3. Neka je (V, +, -) vektorski prostor te neka je || ||: V — R funkcija koja ima
sljedeca svojstva:

1 ||x|| = 0,|lx| =02 x=0zasvakix € V,
2. ||Ax|| = |4] - ||x]| za sve x € V,A € R,
3ol +yll < x| + [yl za sve x,y € V.

Tada za || || kazemo da je norma na vektorskom prostoru (V, +,-), a za (V,+, -, || ||) kaZemo
da je normirani vektorski prostor.

VIDJELI SMO: ako je (V,+,-,(|)) unitarni prostor onda je funkcija |[|| : V — R,
definirana sa
llxll = v{x | x)
norma na (V, +, -), dakle (V, +, -, || ||) je normiran prostor.

Za || || kazemo da norma na (V, +, -) inducirana skalarnim produktom ( | ).

Neka je (V, +, -, || ||) normiran (realan) vektorski prostor. Definirajmo funkciju d: V X
V->Rs
d(x,y) = llx=yll.
Tada je d metrika na V. Dokazimo to.

Zasve x,y € Vvrijedi d(x,y) > 0jerje|v|]| > 0zasvakiv e V.
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e Neka su x,y € V. Imamo
dix,y)=0 e |lx-y[l=0
©x-y=0
& x=y.
e Zasve x,y € V vrijedi
d(x,y) = llx =yl = (=D - 2l

= |=1[ly — x|
= [ly — x|
=d(y, x).

e Nekasu x,y,z € V. Vrijedi
dix,2) =llz=xll=lz=y) + =0l < llz =yl +lly — x|l = d(x,y) + d(y, 2).
Dakle d je zaista metrika na V. Za d kazemo da je metrika inducirana normom || ||.

Primjer 1.2.4. Neka je n € N. Funkcija || || : R* — R,

X1, v Xl = V12 + 122 + oo + X2

je norma na R" (pri ¢emu na R" gledamo standardnu strukturu vektorskog prostora).
Naime, ||x|| = V(x| x), Vx € R" pri cemu je | ) standardni skalarni produkt na R" :

(o1 ey X) | V15 s Y0)) = X1 Y1+ o+ X Y

Dakle || || je norma inducirana skalarnim produktom { | ).

Neka je d metrika na R" inducirana normom || ||. Za d kazemo da je euklidska metrika
na R". Dakle za sve x,y € R" vrijedi d(x,y) = ||lx — |, tj. za sve X1, ..., Xp, V1, ..y Yn € R
vrijedi

A((X1, ooy X)s D1 e ) = V1= Y0P+ e+ (X — V)2

U slucaju n = 1, . kada je d euklidska metrika na R, imamo da je

d(x,y) = Y(x =y =Ix-yl,

tj. d(x,y) = |x —y|, zasve x,y € R.
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1.3 Omedeni i konvergentni nizovi

Neka je X skup. Za svaku funkciju s N u X kazemo da je nizu X. Ako je x: N — X niz
onda za n € N umjesto x(n) obi¢no piSemo x,. Funkciju x oznacavano s (x,),en 1li (x;,).

Neka je (x,) niz realnih brojeva (tj. niz u R) te neka je a € R. KaZzemo da (x,) tezi ili
konvergira prema a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je

|x, —al < €

za svaki n > ny. U tom slucaju za broj a kazemo da je limes niza (x,) 1 piSemo x, — a.

Zaniz (x,) u R kaZzemo da je konvergentan ako postoji a € R takav da x,, — a.

Neka je S € Rte a € R. Za a kazemo da je gornja meda skupa S ako za svaki x € §
vrijedi da je x < a. Za S C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji a € R tako da je a
gornja meda od S .

Akoje S € Ria € R ondazaakazemo da je donja meda skupa S ako za svaki x € §
vrijedi da je a < x.

Za S C R kaZzemo da je odozdo omeden ako postoji a € R tako da je a donja meda od
S.
Za skup S kazemo da je omeden ako je omeden odozgo i1 odozdo.

Nekaje S € Rtea € R. Za a kazemo da je supremum skupa S ako vrijedi:
1. aje gornja meda od §

2. za svaku gornju medu a’ od S vrijedia < a’

Drugim rijecima, a je supremum od S ako je a najmanja gornja meda od S'. Ako su a;
i a; supremumi skupa S, onda je a; < a; jer je a, gornja meda od S te je takoder

a < a
jer je a; gornja meda od S. Prema tome

ar = ap.

Ovim smo pokazali da supremum skupa ako postoji mora biti jedinstven. Supremum
skupa § oznaCavamo sa sup S.
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Nadalje ako je S skup koji ima supremum (tj. postoji a € R takav da je a supremum od
S), onda je S neprazan i odozgo omeden. (Svaki broj a € R je gornja meda praznog skupa,
pa je oCito da prazan skup nema najmanju gornju medu.)

Aksiom potpunosti. Neka su X i Y neprazni podskupovi od R takvi da je x < yVx € X i
Vy €Y. Tada postoji z € R takavdaje x <7<y, Vxe XiVyeY.

Propozicija 1.3.1. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum, tj. postoji a € R takav da je a supremum od S .

Dokaz. Definirajmo T kao skup svih gornjih meda skupa S. Skup T je neprazan jer postoji
barem jedna gornja meda od S (S je po pretpostavci odozgo omeden). OCito je s < ft,
Vs € § 1Vt € T. Prema aksiomu potpunosti postoji a € Rtakavdaje s <a <t,Vse S 1
Vt € T. 1z ovoga je jasno da je a supremum od S . O

Primjer 1.3.2. Neka je g € R, g > 1. Tada je skup {¢" : n € N} odozgo neomeden.

Pretpostavimo suprotno. Tada prema propoziciji taj skup ima supremum koji
¢emo oznaciti s a. Ocito je a > 0 pa iz é < 1 slijedi

a
- <a.

q

a

Ovo povlaci da 7

Slijedi da je

nije gornja meda tog skupa. Stoga postoji n € N takav da je g < q".
a< qn+1

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je a supremum skupa {q" : n € N}. Prema tome skup

{¢" : neN}

Jje odozgo neomeden.

Primjer 1.3.3. Neka je g € R takav da je O < q < 1 te neka je (x,) niz realnih brojeva
definiran s x,, = q". Tada x, — 0.
Neka je € > 0. Uocimo da je é > 1. Stoga je prema prethodnom primjeru skup

o
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odozgo neomeden. Slijedi da é nije gornja meda ovog skupa. Stoga postoji ny € N takav

da je
1 ( 1 )"0
—_ < —
€ q
iz ¢ega slijedi da je g™ < e.
Neka je n € N takav da je n > ny. Tada jen —ny > 0 pa iz 0 < g < 1 slijedi g"7 < 1.
MnoZenjem ove nejednakosti s g¢"° dobivamo nejednakost q" < g". Stoga je q" < € tj.

" — 0| < e.

Dakle |x, — 0| < €, Yn > ny. Prema tome x, — 0.

Neka je (x,) niz realnih brojeva. Za (x,) kaZemo da je rastuéi niz ako je x, < X1,
V¥n € N. Uocimo sljedece: ako je (x,) rastuéi niz te ako su i, j € N takvi da je i < j onda je
x; < x;. UoCimo sljedece: ako su x,y,r € R, r > 0 onda je

x—y|<reyelx—rx+r).
Naime,
x—yl<reox—y<ri —x+y<r
Sx—r<yiy<x+r

Sye(x—rx+r).

Definicija 1.3.4. Neka je (x,) niz u R. Za niz (x,) kaZemo da je omeden ako je njegova
slika omedena u R, tj. {x, : n € N} omeden skup u R.

Propozicija 1.3.5. Neka je (x,) rastuci niz u R te pretpostavimo da je a € R takav da
vrijedi a = sup {x, : n € N}. Tada x,, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Imamo a — € < a. 1z ovoga slijedi da a — € nije gornja meda skupa
{x, : n € N}. Stoga postoji ny € N takav da je a — € < x,,. Tada za svaki n > n vrijedi

a—€< X, <x,<a<a+e

paje
X, €E{a—¢€,a+¢€),
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tj. |x, — al < €. Prema tome
x, —al <€, Yn > ny.

Time smo dokazali da x, — a. m|

Korolar 1.3.6. Neka je (x,) omeden i rastuci niz u R. Tada je (x,) konvergentan.

Dokaz. Kako je (x,) omeden i rastuéi niz u R tada prema [[.3.1]1[1.3.5] slijedi da je (x,)
konvergentan. O

Propozicija 1.3.7. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, > aiy, —b.
Tada niz (x, + y,)nen teZi prema a + b. Nadalje niz (—x,),en teZi prema —a.

Dokaz. Imamo |-x, — (—a)| = |-x, +a| = |x, —a|,¥n € N.
Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je |x, —a| < €, ¥n > ny. Stoga je
|-x, — (—a)| < €, Yn > ny. Prema tome —x, — —a. Neka je n € N. Imamo

|xn+yn_(a+b)|:|Xn+yn_a_b|

=|xn—a+)’n—b|
S|-xn_a|—|'|yn_b|’

dakle
lx, +y, —(a+D)| <|x, —al+ |y, —b|. (L.1)

Neka je € > 0. Budu¢ida x, — a iy, — b postoje my, ny € N takvi da je
€ ) €
|x, —al < oA Vn>ngi |y,—b|l < 5 Vn > my.

Neka je ky = max {my, ny}. Tada je my < ko 1 ny < ky.
Neka je n > ky. Tada je n > nyin > my, pa je

€ €
—al <=1 |y,— bl < =.
Ix, — al > v — bl 7

Iz (I.1) slijedi tada da je

|xn+yn—(a+b)|<§+§:e.

Dakle |x, + y, — (a + b)| < €,V¥n > ky. Time smo dokazali da x, + y, — a + b.
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Propozicija 1.3.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a. Neka
je c € R. Tada cx, — ca.

Dokaz. Ako je ¢ = 0 tvrdnja je jasna. Uzmimo da je ¢ # 0. Neka je € > 0. Tada postoji
ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi

€
lx, —a|l < —.
|cl

Iz ovoga slijedi da je
lcl - x, —al <€,

tj. lcx, — cal < € za svaki n > ny. Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 1.3.9. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, »>aiy, —b. Tada x,, -y, = a-b.

Dokaz. Buduéi da y, — b, postoji ny € N takav da je |y, — b| < 1 za svaki n > ny. Tada za
svaki n > ng vrijedi

Val = [y =D + bl < |yn = bl + |b] < 1 +1].

Dakle
yal < 1+ 16| (1.2)
za svaki n > ny. Neka je € > 0. Tada postoji n; € N takav da je
€
o - 1.3
S T (-
za svaki n > ny. Nadalje postoji n, € N takav da je
€
w— bl < ——— 1.4
v = bl 30+ 1) (1.4)

za svaki n > ny. Neka je n3 = max {ng, n;,n,}. Neka je n > n3. Tada vrijedi (I.2)), (T.3) i
(T.4) pa dobivamo

|xnyn - abl = |xnyn —ay, +ay, — ab'

< |-xn - a| |yn| + |Cl| |yn - bl

€ €
- . —_
“aa+py P S oD
_ELE_
2 2—6.

Dakle |x,y, — ab| < € za svaki n > n3. Prema tome x,y, — ab.
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Neka je (x,) niz realnih brojeva. Neka je (s,),cv niz definiran sa

n
Sp = Z X+
k=1

Zaniz (s,) kazemo da je niz parcijalnih suma niza (x,). Za uredeni par ((x,), (s,)) kazemo
da je red i taj uredeni par oznacavamo sa

Z x, ili Z x,.

neN

Definicija 1.3.10. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
Za niz (x,) kaZemo da konvergira ili teZi prema a u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki
€ > 0 postoji ng € N tako da je

d(x,,a) < €

za svaki n > ngy. U tom slucaju pisemo x, — a.

Definicija 1.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka su xo € X i r € R, r > 0. Defini-
ramo
K(xg,r) ={xe X | d(x,xy) <r}.

Za K(xy, r) kaZemo da je (otvorena) kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d).

Uocimo sljedeée: Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X te a € X, onda niz (x,)
tezi prema a u (X, d) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je x, € K(a, €),
Vn > ng.

Neka je d euklidska metrika na R, (x,) niz u R te a € R. Tada niz (x,) teZi prema a (u
smislu konvergencije u R) ako i samo ako (x,) tezi prema a u metrickom prostoru (R, d).

Lema 1.3.12. Neka je (X, d) metricki prostor te a,b € X, a # b. Tada postoji r € R, r > 0
takav da je K(a,r) N K(b,r) = 0.

Dokaz. 1z a # b slijedi da je d(a, b) > 0. Odaberimo pozitivan realan broj r takav da je

d(a, b)

<
ST

Tvrdimo da je K(a, r) N K(b, r) = (. Pretpostavimo da postoji ¢ € X takav da je c € K(a,r)
ic€ K(b,r).
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Tada je d(c,a) < rid(c,b) < r. Imamo
d(a,b) <d(a,c) +d(c,b)

=d(c,a)+d(c,b) <r+r=2r
d(a,b) «

Prema tome d(a, b) < 2r tj. r > =5=, Sto je u kontradikciji s Cinjenicom da je
d
r< (@ b).
2
Prema tome K(a,r) N K(b,r) = 0. O

Propozicija 1.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka su a,b € X
takvida x, — ai x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a # b. Prema prethodnoj lemi postoji r € R,r > 0

takav da je
K(a,r)NnK(b,r) = 0. (1.5)

Bududéi da x, — a postoji n; € N takav da je x, € K(a,r) za svaki n > n;. Bududi da
x, — b postoji n, € N takav da je x, € K(b,r) za svaki n > n,. Odaberimo n € N takav da
jen > ny, n > ny. Tadaje x, € K(a,r) i x, € K(b,r) §to je u kontradikciji s (I.5]). Prema
tome a = b.

O

Definicija 1.3.14. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Za a kaZemo da je
limes niza (x,) u (X, d) ako x, — a.

Propozicija|l.3.13|nam kaZe da je limes niza u metrickom prostoru ako postoji jedins-
tven.

Korolar 1.3.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da x, — a,
x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Neka je d euklidska metrika na R. Tada x, — a, x, — b u metrickom prostoru
(R, d) pa iz propozicije[I.3.13|slijedi da je a = b. m|

Definicija 1.3.16. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) niz u X. KaZemo da je (x,) ko-
nvergentan niz u (X, d) ako postoji a € X takav da x, — a. U tom slucaju a oznacavamo
s

lim x,,.

n—oo
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1.4 Konvergencija reda

Definicija 1.4.1. Neka je ), x, red, dakle
neN

D% = () (s),

neN

pri cemu je (x,) niz realnih brojeva, a (s,) pripadni niz parcijalnih suma. Za red ), x,
neN
kaZemo da je konvergentan ako je niz (s,) konvergentan. U tom slucaju limes niza (s,)

nazivamo suma reda ), x, i oznacavamo sa ), x,. Dakle,
neN n=1

(o)

Z x, = lim s,,.
n—oo

n=1

Definicija 1.4.2. Neka je (x,) niz realnih brojeva te N € N. Definirajmo niz (s;) sa

Za uredeni par ((x,), (s,)) kazemo da je N-red i oznacavamo ga sa ), x,, a za (s;) kazemo
n>N
da je niz parcijalnih suma tog N-reda. KaZemo da N-red 3}, x, konvergira ako njegov niz
n>N

parcijalnih suma konvergira i u tom slucaju limes niza parcijalnih suma oznacavamo sa

[Se]

3

n=

Uoc¢imo da je Y, x, = 3, Xp.

n>1
Lema 1.4.3. Neka je (x,) niz realnih brojeva, neka je N € N te neka je (y,) niz u R
definiran s y, = x,.n. Neka je a € R. Tada x,, — a ako i samo ako y, — a.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — a. Neka je € > 0. Tada postoji np € N takav da je
|x, —al < €,Yn > ny. Zasvakin > ny vrijedin+ N > ngpaje|x,.n —al < €. [y, —al < e.
Dakle |y, — a| < € za svaki n > ny. Prema tome y, — a.

Pretpostavimo obratno da y, — a. Neka je € > 0. Tada postoji nyp € N takav da je
[y, — al < € za svaki n > ny, tj.

|x4n — a| < € za svaki n > ny. (1.6)



POGLAVLIJE 1. DEFINICIJE I OSNOVNA SVOJSTVA 16

Nekajen > no+ N. Tadajen — N > ng pa iz slijedi da je
[X0-n+n — al <€,

tj. |x, — a| < €. Dakle |x, — a| < € za svaki n > ny + N. Prema tome x, — a.
O

Propozicija 1.4.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je N € N. Tada red ) x,
konvergira ako i samo ako konvergira N-red ), x, i u tom slucaju vrijedi da je

n>N
00 N-1 0o
IETED SRS S
n=1 n=1 n=
. . . . . k . N+k_1 .
Dokaz. Neka su (#;) i (s¢) nizovi definirani s ¢, = >, x, 18 = >, x,. Zasvakik € N
n=1 n=N
vrijedi
N+k—1 N-1
Sk = Z Xp — Xn = IN+k-1 — C,
n=1 n=1
o N-1
gdje je c = ) x, konstanta. Dakle
n=1
Sk = lkr(n-1) — G, Vk € N. (1.7)

Pretpostavimo da je red ) x, konvergentan. Neka je a = § Xx,. Tada t; — a pa iz leme
slijedi da #;.(v_1) — a. Iz propozicije [1.3.7)i iz (I.7) sili:jledi da

Sg —a-—c.
Prema tome niz parcijalnih suma N-reda } x, je konvergentan, tj. N-red ). x, je konver-

n>N n>N
gentan 1

Obratno pretpostavimo da je N-red ), x, konvergentan. Tada je (s;) konvergentan niz.

n>N
Prema (1.7) vrijedi
liv(n-1) = St CZa svaki k € N.

Iz propozicije slijedi da je niz (fx(v-1))keww konvergentan pa je prema lemi [I.4.3] niz
(#x) konvergentan, tj.
2%

je konvergentan red. |
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Propozicija 1.4.5. Neka je Y, x,, konvergentan red. Tada niz ( > x,,) teZi nuli.
n=N NeN

Dokaz. Prema propoziciji[l.4.4za svaki N € N vrijedi

0 N 3]
RN DIE

n=1 n=1 n=N+1
paje
oo 00 N
PRSI Y (1.8)
n=N+1 n=1 n=1
N 00
Znamo da niz (Z x,,) tezi prema , x,. Iz propozicije |1.3.7|1 (I.8) slijedi da niz
n=1 NeN n=1
( > xn) tezi nuli. Iz leme (1.4.3|slijedi tvrdnja propozicije. O
n=N+1 NeN

Propozicija 1.4.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je N € N. Tada N-red ), x,
n>N

konvergira ako i samo ako konvergira red )’ x,,n_1 i u tom slucaju vrijedi

o0 [ee]
E Xpn = Z Xn+N—-1-

n=N n=1

Dokaz. Neka je (s;) niz parcijalnih suma N-reda ) x, te (#) niz parcijalnih suma reda

n>N
Z Xn+N-1-
Neka je k € N. Imamo
N+k—1 k
Sk = Z Xp = XNt XN+l T oo + XNsp-1 = an+N—l = k.
n=N n=1
Dakle s, = #; za svaki k € N pa tvrdnja propozicije slijedi. O

Definicija 1.4.7. Neka je ), x, red. Za }, x, kaZemo da je apsolutno konvergentan red
neN neN
ako je red ), |x,| konvergentan.
neN
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Propozicija 1.4.8. Neka su ), x, i )y, konvergentni redovi. Tada je Y (x, +y,) konver-
gentan red i

i(xwyn) = ixﬁiyn.
n=1

n=1 n=1

Nadalje ), (—x,) je konvergentan red i ), (—x,) = — >, Xp.
n=1

n=1

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma niza (x,), te neka je (#,) niz parcijalnih suma niza
(v,). Tada za svaki n € N vrijedi

sn+tn=zn:xi+zn:yi=zn:(xi+yi)-
i i=1 i=1

i=1

Prema tome (s, + t,),en j€ niz parcijalnih suma niza (x, + y,).en. Prema propoziciji
niz (s, + t,)nen teZi prema lim s, + lim 7, tj. prema 3, x, + 2. y,.
n—oo n—oo
Zakljucak:

n=1 n=1

Red )’ (x, + y,) je konvergentan jer njegov niz parcijalnih suma (tj. niz parcijalnih
suma pripadnog niza (x, + y,)) (s, + t,) teZi prema >, x, + >, V.

n=1 n=1

Stogaje D, (X, +yu) = 2 Xu+ 2 Vo
n=1 n=1 n=1

Za svakin € N vrijedi

n n
—Sp == ) Xi= Z (=x)).
i=1 i=1
Prema tome (—s,)qev je niz parcijalnih suma reda ), (—x,), 1 on prema propoziciji |1.3.7
konvergira prema — 31_{{)10 Sy, tj. prema  — i x,. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 1.4.9. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x,, — a.
Tada je x, < a, Yn € N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.

Tada postoji neki m € N takav da je x,, > a. Neka je

€=X, —a.

Tada je € > 0 pa postoji ny € N takav da je

X, €E{a—€,a+¢€)
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za svaki n > ny. Neka je n = max {m, ny}. Tada je
n>min>ny
pa slijedi x,, € {(a — €,a + €) Sto povlaci da je
X, <a+e.

Noa+ € = x, paje x, < x,. S druge strane iz m < n i Cinjenice da je dani niz rastuéi
slijedi da je x,, < x,, S$to je u kontradikciji s

Xy < Xpp.

Prema tome x, < a za svaki n € N. O

Lema 1.4.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da je x, — a. Pretpostavimo
dasuny e Ni M € R takvi da je x, < M za svaki n > ny. Tada je a < M.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je M < a. Neka je e = a — M. Tada je € > 0 pa
postoji my € N takav da je |x, —a| < € za svaki n > my, tj. x, € {(a— €,a+ €) za svaki
n = mm.

Odaberimo bilo koji n € N takav dajen > nypin > my. Tada je a — € < x,. No
prema definiciji broja € vrijedi M = a — €. Prema tome M < x,, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom leme. Prema tome a < M. O

Lema 1.4.11. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, > 0 za svaki n € N. Pret-

postavimo da postoji M € R takav da je ), x; < M, za svaki n € N. Tada je red ), x,
i=1

konvergentan.

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda ) x,. Prema pretpostavci, za svaki n € N
vrijedi 5, < M. Nadalje za svaki n € N vrijedi

n+l1 n

Sp+l = in = in + Xpr1 = Sp + Xpt1 2 S,
i=1

i=1

dakle s,.+; > s,. Prema tome niz (s,) je rastuci. Za svakin € N vrijedi s; < 5, < M, prema

tome skup
{su] n € N}

je omeden u R, tj. (s,) je omeden niz. 1z korolara[I.3.6|slijedi da je (s,) konvergentan niz.
Prema tome red ) x, je konvergentan. m|
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Propozicija 1.4.12. Neka je ) x; apsolutno konvergentan red. Tada je ) x; konvergentan
red.

Dokaz. Zai € N definiramo brojeve a;, a; sa

b

. x;, akojex; >0
0, 1inace

_ 0, akojex; >0
a. = .
-x;, akojex; <0

Iz ove definicije je jasno da je x; = a] — a; za svaki i € N. Nadalje uo¢imo da za svaki
i€Nvrijedi0<ai0<a;,tea’ <|xl a; <|x]| Slijedi da za svakin € N vrijedi

Zn:a;r < anlx,-l. (1.9)
i=1

i=1

Niz (Z |xl~|) je niz parcijalnih suma reda
i=1

neN
Dl
ieN
n
koji je konvergentan prema pretpostavci propozicije. Stoga je (Z |x,~|) konvergentan niz,
i=1 neN
a oCito je taj niz rastuci. Stoga postoji M € R tako da je

D <M
i=1
za svaki n € N. Iz (1.9) slijedi da je )} ai < M za svaki n € N. Prema lemi|l.4.11|red
i=1

+
2.4

ieN

je konvergentan. Analogno zakljuCujemo da jered }, a; konvergentan. Iz propozicije|1.4.8
ieN

slijedi da je red ) (—a;) konvergentan, pa iz iste propozicije slijedi da je red

ieN
> (@ -a)

ieN

konvergentan. To je upravo red ) x;. O
ieN



Poglavlje 2

Hilbertov prostor i njegova svojstva

2.1 Definicija Hilbertovog prostora

Napomena 2.1.1. Opéenito ako su S i T neprazni skupovi onda s TS oznacavamo skup
svih funkcija f: S = T.

Na skupu R¥, tj. skupu svih nizova realnih brojeva, definiramo binarnu operaciju
+: R x RY — RY te "mnoZenje skalarom” -: R x R — R" sa:

(xDien + Vi)iew = (Xi + Yi)ien,

A+ (Xiew = (A X)jen.
Tvrdimo da je (RY, +, -) vektorski prostor (nad R).

Neka je (a;)icn niz definiran s ¢; = 0 za svaki i € N. Neka su (x;), (;), (z;) € RY te neka
sud,u € R. Tada je

((x) + i) + (z) = () + () + (20))
jer je zbrajanje realnih brojeva asocijativno. Isto tako ocito je

(x) + ) = ) + (x).

Nadalje imamo (x;) + (a;) = (x;), te (x;) + (—x;) = (a;). 1z distributivnosti mnoZenja prema
zbrajanju u R odmabh slijede jednakosti

(A + ) (x) = A(x) + p(x) 1 A(x) + () = Ax) + ).

Nadalje asocijativnost mnoZenja u R povlaci da je A(u(x;)) = (Au)(x;). OcCito je 1-(x;) =
(x;). Prema tome (RY, +, -) je vektorski prostor.

21
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Definicija 2.1.2. Neka je I* skup svih nizova realnih brojeva (x;) takvih da je red Y, x*
ieN

konvergentan. Za I*> kazemo da je Hilbertov prostor.

Primjer 2.1.3. Neka je (a;) € RY nulniz, tj. niz definiran sa a; = 0 za svaki i € N. Tada je

(a;) € 2.

Primjer 2.1.4. Neka je (b;) € RY niz definiran s b; = % za svaki i € N. Promotrimo red

1
2 G

Zan € N neka je s, n-ta parcijalna suma ovog reda.

Dakle 5
Sn = 5| T A
i=1 2 i:l4
n+1
1-(z)
; 1
I-3
4(1_(%)}“'1)
= -1
3
_4 4y
3 3 \4] 4
11 1\
-3 3 \4)”
f. sy =1- %(%)n’ za svakin € N,

Iz primjera , propozicije i propozicije slijedi da s, — % Ovim smo

dokazali da je red . (b;)* konvergentan. Slijedi da je (b;) € I°.

Propozicija 2.1.5. Neka je Y, x; konvergentan red. Tada niz (x;) tezi 0.
ieN
Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda ), x;. Tada je (s,) konvergentan niz pa
ieN
postoji a € R takav da s, — a. Neka je (¢,) niz definiran s , = s,,;. Prema lemi [[.4.3|
vrijedi t, — a. Prema propoziciji[[.3.7| vrijedi ¢, — 5, — 0. Za svaki n € N imamo

n+l n

by = Sn = Sp+l — Sp = § xi_§ Xi = Xp+1-
i=1 1

i=
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Dakle x,,; — 0, pa iz leme [1.4.3]slijedi x, — 0.

Lema 2.1.6. Neka je n € N, te neka su xy, ..., X,, Y1, ..., Yn € R. Tada je

n

Z Xiyi < J Zn: x;? J Zn:)’iZ-
i=1

i=1 i=1

23

Dokaz. Neka je (| ) standardni skalarni produkt na R. Neka je x = (xi,...,%,), y =

(Y1, ..., yn). Prema propoziciji vrijedi
x|y <(xl0-(y1y)

paje{x|y) < V(x| x)- +/{y|y). Time je lema dokazana.

2.2 Hilbertov prostor kao potprostor vektorskog
prostora

Propozicija 2.2.1. [ je potprostor vektorskog prostora RY.

Dokaz. Treba dokazati da je I? zatvoren na operacije + i - vektorskog prostora R™ te da je I
uz te operacije i sam vektorski prostor. U tu svrhu dovoljno je provijeriti da je (x;) +(y;) € I?
i A(x;) € I za sve (x;), (y;) € [*izasvaki 1 € R. Nekasu (x;) € i1 € R. Zan € N neka je

s, n-ta parcijalna suma reda

2
2.5

ieN

te neka je #, n-ta parcijalna suma reda ) (Ax;)*. Neka je n € N. Vrijedi
ieN

t, = Zn: (Ax)* = i 2x? =22 i x> = A%s,.
i=1

i=1 i=1

Dakle t, = A%s, za svaki n € N. Iz ovoga, Cinjenice da je (s,) konvergentan niz (jer
je (x;,) € I) i propozicije [1.3.8] slijedi da je i (#,) konvergentan niz. Dakle Y (1x;)* je

ieN

konvergentan red pa zakljuCujemo da je (Ax;) € 2, tj. 1+ (x;) € [2. Neka su (x;), (y;) € 2.

Neka je s, niz parcijalnih suma reda

2,5

ieN
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te neka je (t,) niz parcijalnih suma reda ) y,>. Neka je (v,) niz parcijalnih suma reda
ieN

3 (x; + y;)*. Za svaki n € N vrijedi

ieN

n+l1 n

z: 2 2 : 2 2 2
Spel = X" = X"+ X, =S+ X, = S,
i=1 i=1

tj. .41 = s,. Dakle (s,) je rastuéi niz. Analogno dobivamo da su (#,) i (v,) rastuéi
nizovi. Niz (s,) je konvergentan jer je (x;) € [?, neka je njegov limes S. Isto tako (t,) je
konvergentan niz. Neka je njegov limes 7. Imamo s, — § 1 (s,) je rastuci niz pa iz leme
slijedi da je s, < S za svaki n € N. Isto tako vrijedi 7, < T za svaki n € N. Neka je

n € N. Koriste¢i lemu 2.1.6 dobivamo

Vp = Zn:(xi +y) = anxiz + zznlxiyi + Z”:yiz
pay i=1 i=1

i=1

<> X?+2JEX?Jzn]y?+zn]y?=sn+2\/s_nx/ﬁ+tn
i i=1

i=1 i=1
<SS +2VSVT +T.

Dakle v, < S +2 VS VT + T. Iz ovoga zakljuéujemo da je (v,) omedeni niz, pa buduéi da

je rastuéi imamo da je (v,) konvergentan niz (korolar |1.3.6)). Prema tome red 3 (x; + y;)?
ieN

je konvergentan, a to znaci da je (x; + y;,) € . Dakle (x;) + (y;}) € I*. Time je tvrdnja
propozicije dokazana. O

Lema 2.2.2. Neka su (x;),(y;) € [2. Tada je Y. x;y; apsolutno konvergentan red.
ieN

Dokaz. Nekasu (s,), (t,) i (w,) nizovi parcijalnih suma redova 3 x2, 3 v;21 3 |x;yil. Kao
ieN ieN ieN

u dokazu prethodne propozicije zakljuCujemo da postoje nenegativni realni brojevi S, T

takvidaje s, < S it, < T zasvakin € N. Neka je n € N. Koriste¢i lemu dobivamo

n
Wn:Z|xiyi|
i=1
n n n
2 2
= > vl < 4| D 1P| D Iy
i=1 i=1

i=1
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= J Zn: x;? J Zn: yi?
i=1 i=1

= 5, Vi, < VS VT.
Dakle
w, < VS VT. (2.1

Iz definicije niza (w,) je jasno da je on rastuéi. Iz ovoga, (2.1)) i korolara slijedi da

je (w,) konvergentan niz. Dakle red ). |x;y;| je konvergentan pa je red )}, x;y; apsolutno
ieN ieN
konvergentan.

Lema 2.2.3. Neka je ), x, konvergentan red te neka je ¢ € R. Tada je ), cx, konvergentan
neN neN

(o] [se]
redi ) cx, =c ) X,
n=1 n=1

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda

S

neN

te neka je (z,) niz parcijalnih suma reda ) cx,. Za svaki n € N vrijedi
neN

n n

tn:Zcxn:chn:csn,

i=1 i=1

dakle ¢, = c¢s,. Imamo s, — ) x,, pa iz propozicije|1.3.8|slijedi da

n=1

[

cs, > C E X,

n=1

tj. t, = ¢ ), x,. Dakle (z,) je konvergentan niz, tj. ), cx, je konvergentan red i
n=1 neN
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Neka je (- | -) : I x > — R funkcija definirana tako da za x,y € *, x = (x;),y = ()
vrijedi (x | y) = > x;y;.
i=1

Propozicija 2.2.4. Funkcija {- | -) je skalarni produkt na I>.

Dokaz. Neka je x € I?, x = (x;). Imamo (x| x) = 3 x;2. Neka je (s,) niz parcijalnih
i=1

suma reda Y x;2. Dakle s, — (x| x), a o&ito je niz (s,) rastuéi. Iz leme[1.4.9|slijedi da je
ieN
s, < (x| x), za svaki n € N. Dakle

n

Zx,-zs(xlx>

i=1
za svaki n € N pa zakljuCujemo da je x? < (x| x) za svakii € N.

Iz ovoga slijedi da je (x | x) > 0. Nadalje, ako je (x| x) = 0 onda je xi2 =0,t.x,=0
za svaki i € N pa je x nulniz, a to je nulvektor u vektorskom prostoru /2. Obratno, ako je
x nulniz onda je x; = 0 za svaki i € N pa je s, = 0 za svaki n € N S$to povlaci da s, — 0.
Stoga je (x| x) = 0. Neka su x,y,z € I, x = (x;), y = (v1), 2 = (z;). Koristeéi propoziciju
[[.4.8]dobivamo

[ee)

(rylD =) (i+yda = ) (uzi+yiz) = ) xizi+ ) vz =(x 12+ (12,
i=1 i=1 i=1

i=1
dakle

x+yla=&l+dl2).
Neka je A € R. Koristeci lemu dobivamo

x|y =) (Axdyi= Y Axy) = A Y xyi = Ax |y,
i=1 i=1 i=1

dakle (Ax | y) = A{x | y). Vrijedi

(o9

(xlyy =) xiyi = iyl-x,- = (1m),
i=1

i=1
dakle (x | y) = (y | x). Time je tvrdnja propozicije dokazana. |
Neka je ||| norma na I inducirana skalarnim produktom (- | -). Tada za svaki x € 2,

x = (x) vrijedi [lx] = V(X T pa je

(o)

Il = 4 > x2.

i=1
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Nadalje neka je d» metrika na I> inducirana normom ||-||. Tada za sve x,y € I*, x = (x;),
y = () vrijedi da(x, y) = [lx — yl| pa je

dy(x,y) = 4| D (i =y
i=1

2.3 Zatvoreni skupovi

Definicija 2.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Napomena 2.3.2. Neka su A, X skupovi, A # 0 te neka je U : A — P(X), gdje je P(X)
skup svih podskupova od X (tj. partitivni skup od X). Tada za U kaZemo da je indeksi-
rana familija podskupova od X. Tu indeksiranu familiju oznacavamo (Uy)ees. Za a € A
umjesto U(a) obicno pisemo U,. Ako je (U,)aea indeksirana familija podskupova od X
onda definiramo

| JUs=(xeX|TaeA xeU,.

a€A

Za \J U, kaZemo da je unija indeksirane familije (U, )qea.
acA

Propozicija 2.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor.
1. Skupovi 0 i X su otvoreni u (X, d).

2. Ako je (U,)aen indeksirana familija podskupova od X takva da je U, otvoren skup u
(X,d) za svaki « € A, onda je | ) U, otvoren skup u (X, d).

a€cA

3. Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz. 1. @ je otvoren skup na trivijalan nacin jer ne postoji ni jedan x takav da je
x € (. Neka je x € X. Tada ocito za svaki r > 0 vrijedi K(x,r) € X. Prema tome X
je otvoren skup.

2. Neka je (U,)qea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, otvoren u
(X,d) za svaki @ € A. Neka je x € |J U,. Tada postoji @ € A takvadaje x € U,. 1z

a€A
¢injenice da je U, otvoren skup slijedi da postoji r > 0 tako da vrijedi

K(x,r) C U,.
Prema tome K(x,r) C |J U,. Dakle |J U, je otvoren skup.

acA €A
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3. Neka su U 1V otvoreni skupovi u (X,d). Nekajexe UNV.Tadajexe Uixe V.
Cinjenica da su U i V otvoreni skupovi u (X, d) povladi da postoje 1, r, > 0 tako da
vrijedi K(x,r;) C Ui K(x,r;) C V. Tada je

Kx,r)NK(x,r)CUNV. (2.2)

Neka je r = min {ry, r,}. Tvrdimo da je

K(x,r) = K(x,r1) N K(x, ). (2.3)

Neka je y € K(x,r). Tada je d(x,y) < r pa je
dx,y) <riid(x,y)<nr
iz Cegaslijedidajey € K(x,r))iy € K(x, ), tj.
y € K(x,r)) N K(x,1).
Obratno, ako je y € K(x,r;) N K(x,r;) onda je d(x,y) < rj 1d(x,y) < r, pa je
d(x,y) <r,tj. y € K(x, r). Dakle vrijedi (2.3) . 1z (2.2) i (2.3) slijedi da je
Kx,rycunV

pa zaklju¢ujemo da je U N V otvoren skup.

Propozicija 2.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je svaka otvorena kugla u (X, d)
otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka su xp € X1r > 0. Dokazimo da je K(xg, r) otvoren skup u (X, d). Neka je
x1 € K(xp,r). Zelimo pronaci r; > 0 takav da je

K(x,r1) € K(xo, 7).
Iz x; € K(xy, r) slijedi d(xo, x;) < r paje
0 < r—d(xy, x1).
Odaberimo realan broj r| takav daje 0 < r; < r — d(xo, x). Tada je

d(xp,x1)+1r; <r.
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Dokazimo da je K(xy,r;) € K(xp, r). Odaberimo proizvoljnu to¢ku x, € K(x;,r;). Tada za
nju vrijedi

d(xo, x2) < d(x, x1) + d(x1, x2) < d(x0,x1) + 711 <T.
Slijedi da je x, € K(x, ). Time smo dokazali da je K(x,r,) € K(xo, r). Dakle K(xy, r) je
otvoren skup u (X, d). O

Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je stacionaran ako postoji ny € N takav da je
Xy = Xy, za svakin > ny.

Uocimo sljedee. Svaki stacionaran niz je konvergentan. Naime ako je (x,) niz u R te
ny € N takav da je x, = x,, za svaki n > np onda x, — x,,.

Primjer 2.3.5. Neka je
A= {(x,,) e RY | A n € N takav da je x,, = 0,Vn > no}.

Tvrdimo da je A C I%.
Neka je (x,) € A. Tada postoji ny € N takav da je x, = 0 za svaki n > ny. Neka je (s,)

niz parcijalnih suma reda Y, x,>. Neka je n > ny. Tada je
neN

n no

—Zx, —Z X; inZ:in2+0:snO.

i=1 i=np+1 i=1

> ng. Prema tome niz (s,) je stacionaran pa je stoga i

konvergentan. Prema tome red Y, x* je konvergentan, a to povlaci(x,) € I’. Dakle dokazali
neN

Dakle s, = sy, za svaki n >

smo da je A C 2.

DokaZimo da skup A nije otvoren u metrickom prostoru (I>,d,). Pretpostavimo su-
protno. Neka je (a,) niz u R definiran sa a, = 0 za svaki n € N. Ocito je (a,) € A. Buduci
da je A otvoren postoji r > 0 takav da je

K((a,),r) C A. (2.4)

Odaberimo ¢ > 0 takav da je ¢ < \3r. Definirajmo niz realnih brojeva (x,) tako da je
X, = 57, za svaki n € N. Koriste¢i primjer zakljucujemo da je

Sxi= i(zi —czi(%f: >

n=1 n=
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Dakle, (x,) € I i

d2((xn)v (an)) = Z xnz =

S

No prema odabiru broja ¢ imamo % <rt. - ¢ < r. Prema tome d>((x,),(a,)) < r pa

3
slijedi da je (x,) € K((ay),r). Iz (2.4) slijedi da je (x,) € A. No to je nemoguce jer ocito
x, # 0 za svaki n € N. Zakljucujemo da skup A nije otvoren u metrickom prostoru (I?, d).

Definicija 2.3.6. Neka je (X,d) metricki prostor te F podskup od X. KaZemo da je F
zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako je X \ F otvoren skup u (X, d).

Primjer 2.3.7. Neka je A skup iz primjera . Tvrdimo da A nije zatvoren skup u
metrickom prostoru (I, d»).

Pretpostavimo suprotno. Tada je I> \ A otvoren skup u (I?,d,). Neka je (x;) niz u R
definiran s x; = 5. Znamo da je (x;) € I*. OCito (x;) & A, prema tome (x;) € I*\ A. Stoga
postoji r > 0 takav da je

K((x)),r) C P\ A. (2.5)

Odaberimo ny € N takav da vrijedi ny > log, %ﬁ Tada je 2" > %g paje == < \3r.

271071
Definirajmo niz (y;) u R sa
1.
_ {i’ 1< ny
yi =

0; inace

Ocito je (y;) € A. Koristeci primjer[2.3.5|imamo:

(), (00)) = | D (i = o
i=1

no—1 0
J Z (xi —y)* + Z (xi — yi)?
i=1

i=ng

_ o+§(zi)
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4n0—1 P 4i
11
T 201\ 3
1 1 <
= . —_ T
2}10—1 \/§ ?

dakle d>((x;), (y;)) < r. Stoga je (y;) € K((x;),r) pa je prema (2.3) (y;) € I* \ A, §to je
kontradikcija. Dakle skup A nije zatvoren u metrickom prostoru (I?, dy).

2.4 Separabilnost

Definicija 2.4.1. Neka je (X,d) metricki prostor te S C X. KaZemo da je S gust skup
u metrickom prostoru (X,d) ako za svaki x € X i svaki r > 0 postoji y € S takav da
je y € K(x,r). Drugim rijeCima S je gust ako za svaki x € X i svaki r > 0 vrijedi
Kx,r)nS #0.

Primjer 2.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je X gust skup u (X, d).

Nadalje neka je d euklidska metrika na R. Neka su x € Rir > 0. Tada je x < x +r
pa postoji y € Q takav daje x <y < x+r. Slijedi 0 < y—x < rpajed(xy) <r,tj.
vy € K(x,r). Ovo znaci da je Q gust skup u metrickom prostoru (R, d).

Neka je n € N te d euklidska metrika na R". Neka je x € R", x = (x1,...,x,) te r > 0.
Za svaki i € {1,2,...,n} prema dokazanom postoji y; € Q takav da je |x; — y;| < *. Neka je
y=1,...,yn). Ocito jey € Q", avrijedi

d(x,y) = (=12 + oo+ (X — yn)?

72 r
< n-—=—X<r.

n*  \n~

Dakle, za svaki x € R" i svaki r > 0 postoji y € Q" takav da je

dix,y)<r.
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Prema tome Q" je gust u metrickom prostoru (R", d).

Definicija 2.4.3. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je separabilan ako postoji prebrojiv
skup koji je gust u (X, d).

Prema primjeru [2.4.2| ako je n € N i d euklidska metrika na R" onda je (R", d) separa-
bilan prostor.

Propozicija 2.4.4. Metricki prostor (I?,d,) je separabilan.
Dokaz. Zan € N neka je

S, = {(xi) eRY | xy, ..., x, €Q, x; =0, zasvaki i > n}.

Ocito je S, C 2. Nadalje funkcija f: Q" — S, f(qis-sgn) = (q1,..Gn,0,0,..) je
bijekcija pa je S, prebrojiv skup. Neka je A = |J, v S - Tada je A prebrojiv skup (unija
prebrojivo mnogo prebrojivih skupova). Tvrdimo da je A gust skup u (lz,dg). Neka su
(x;) € Pir>0.Red Y, x? je konvergentan pa prema korolaru [1.4.5)niz

z.

za svaki n > ng. Dakle

1"2
Ya<t (2.6)

Neka je (y;) niz realnih brojeva definiran s

X;, 1 < ng
Yi = .
0, i>ng

d> (), 00)) = 4| D, (s =)
i=1

= Ji (x; —)’i)2 + i (xi —)’i)z
i=1

i:n0+l

Imamo
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= A i (Xi—)’i)2
i=ngp+1
= 4 i X2
i=ng+1

Kako za svaki n > ng vrijedi (2.6), imamo

Dakle r
dy ((x1), (yi) < 5 (2.7)

Buduci da je Q™ gust skup u metriCkom prostoru (R™, d) gdje je d euklidska metrika na
R™ (prema primjeru [2.4.2)) postoje qi, ..., ¢, € Q takvi da je

r

\/(X1 - QI)Z +...+ (xno - qn0)2 < 2

(2.8)

Neka je (z;) niz realnih brojeva definiran s

7= Qi’iﬁno
i = .
0,l>l’l0

(), @) = | D G = z)?
i=1
= 4 ;(xi_Qi)Z < %

dakle d>((y:), (z)) < 5. Iz ovoga, (2.7) i nejednakosti trokuta slijedi da je d>((x;), (z;)) < r.
Ocito je (z;) € S ,,, dakle (z;) € A.
Time smo dokazali da je A gust skup u (12, d,). Prema tome (/?, d,) je separabilan. O

Koriste¢i (2.8 dobivamo
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2.5 Potpunost

Definicija 2.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) nizu X. KaZemo da je (x,)
Cauchyjev niz u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je
d(x,, x,,) < € za sve m,n > ny.

Propozicija 2.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) konvergentan niz u (X, d).
Tada je (x,) Cauchyjev niz u (X, d).

Dokaz. Bududi da je (x,) konvergentan postoji xo € X takav da x,, — xy. Za bilo koji € > 0
moZemo naci i € N takav da je d(x;, xo) < 5 za svaki j > i pa za sve prirodne brojeve
m,n > i imamo

A, %) < A, X0) + d(Xn, Xo) < § + g =«

Dakle (x,) je Cauchyjev niz. O

Sljedeéi primjer pokazuje da ne vrijedi obrat prethodne propozicije.

Primjer 2.5.3. Neka je d euklidska metrika R te neka je (x,) niz u R definiran s x, = %

Tvrdimo da je x, — 0 u metrickom prostoru (R, d).
Neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je ny > % Tada za svaki n > ng vrijedi
n>%paje%<e,tj.

1
——0‘<e.
n

Dakle d(x,,0) < € za svaki n > ng. Prema tome x, — 0. Dakle (x,) je konvergentan niz u
(R, d) pa je (x,) Cauchyjev nizu (R, d).
Opcenito ako je X neprazan podskup u R tada je funkcija p: X X X — R,

p(x,y) =d(x,y)

ocito metrika na X. Uzmimo da je X = (0, 00) te neka je p metrika na X definirana s
p(x,y) = d(x,y). Uocimo da je x, € X za svaki n € N, dakle (x,) je nizu X. Neka je € > 0.
Buduci da je (x,) Cauchyjev niz u (R, d) postoji ny € N takav da za sve n,m > nq vrijedi

P(Xn, Xp) < E.

Prema tome (x,) je Caucjyjev niz u (X, p). Tvrdimo da niz (x,) nije konvergentan u (X, p).
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji xy € X takav da x, — xo, u metrickom prostoru
(X, p). Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi p(x,, xo) < €, tj.

d(x,, xg) < €.

Prema tome x,, — xy u metrickom prostoru (R, d).
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No xy — 0 u metrickom prostoru (R, d) pa slijedi x, = 0.
Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je xo € X. Dakle niz (x,) nije konvergentan u
(X, p) (iako je Cauchyjev).

Definicija 2.5.4. Neka je (x,) nizu R te A C R. KaZemo da je niz (x,) gotovo Citav u A ako
postoji ng € N takav da je x, € A za svaki n > ny.

Uocimo sljedece: Ako je (x,) niz u R te ako su A i B podskupovi od R takvi da je (x;,)
gotovo Citav u A i (x,) gotovo Citav u B onda je (x,) gotovo Citav u A N B. Naime postoje
ny, my € N takvi da je x, € A za svakin > ng i x, € B za svaki n > m pa tada za svaki

n > max {ng, my}

vrijedi x, € AN B.

Lema 2.5.5. Neka su a,b,c,d € R takvida je a < b i c < d. Pretpostavimo da je [a,b] N
[c,d] # 0. Tada postoje a’, b’ € R, a’ < b, takvi da je

[@',b'] =[a,b]N[c,d] i b'—a <b-a.

Dokaz. Pretpostavimo da je x € [a,b] N [c,d]. Tadajea < xic<xtex<bix<dpaje
max {a, c} < x < min {b, d}.
Neka je a’ = max{a,c} i b’ = min{b,d}. 1z prethodne nejednakosti i ¢injenice da je
[a,b] N [c,d] # 0 slijedi da je
a<b.
Nadalje ako je x € [a,b]N[c,d] onda je x € [a’, b’]. Obratno, jasno je da x € [a’, b’] povlaci
x €la,blN]c,d].

Dakle [a’,b’] = [a, b] N [c, d].
Nadalje iz a < a’ slijedi —a’ < —a $to zajedno s b’ < bdaje b’ —a < b —a. O

Propozicija 2.5.6. Neka su (a,) i (b,) nizovi realnih brojeva takvi da je a, < b, za svaki

n € N te takvi da je a,,1,b,41] C la,, b,] za svaki n € N. Tada je () [a,, b,] # 0.
neN

Dokaz. Za svakin € N vrijedi a1, bys1 € [ay, by] paje a, < apey ibyyy < b,. Stoga za sve
m,n € N takve da je n < m vrijedi a, < a,, 1 b,, < b,. Neka su n,m € N. Tvrdimo da je
a, < b,,. Imamo dva slucaja.

1° m< n. Tada je a, < b, < b, pa slijedi tvrdnja.

2% m> n. Tada je a, < a,, < b,, pa slijedi tvrdnja.
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Skup {a, | n € N} je odozgo omeden pa ima supremum. Oznacimo ga s c¢. OCito je
a, < c za svaki n € N. S druge strane za svaki m € N vrijedi da je b,, gornja meda skupa

{a, | neN}
pa je stoga ¢ < b,,. Dakle za svaki n € N vrijedi a, < ¢ < b,, tj. ¢ € [a,,b,]. Stoga je
N la,, b,] # 0. O
neN

Lema 2.5.7. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (x,) Cauchyjev niz u metrickom
prostoru (R, d). Tada za svaki € > 0 postoje a,b € R, a < b takvi da je b —a < € te da je
niz (x,) gotovo citav u [a, b].

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ng € N takav da za sve m,n > ng vrijedi d(x,, x,,) < §.
Posebno za svaki n > ng vrijedi d(x,, x,,) < § paje x, € K(xno, i), tj.

€ €
X, € Xno—z,xno-i'z .

€

Prema tome (x,) je gotovo Citav u <xn0 = 5 Xy §> pa je gotovo Citav i u [a, b], gdje je

€ .
a =Xy =71 b:x,,0+z.

Viijedib—a = § <e. o

Teorem 2.5.8. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (x,) Cauchyjev niz u metrickom
prostoru (R, d). Tada je niz (x,) konvergentan u (R, d).

Dokaz. Definirajmo nizove realnih brojeva (a;) i (b;) induktivno na sljedeci nacin. Prema
prethodnoj lemi postoje @, 8 € R, a < § takvi da je

B-—a<1

i takvi da je (x,) gotovo Citav u [a,B]. Definirajmo a; = a i by = B. Dakle a; < by,
by —a; < 11niz (x,) je gotovo Citav u

[ai,b1].

Pretpostavimo da je k € N te da smo definirali brojeve ai, b, € R takve da je ax < by,
by —a; < % te da je niz (x,) gotovo Citav u [ay, br]. Prema lemipostoje a, 3 € R takvi
daje @ <B,B—a < 7 te da je niz (x,) gotovo Citav u [, B]. Slijedi da je niz (x,) gotovo
itav u

[a,,B] N [ak, bk] .
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Prema lemi moZemo odabrati brojeve a;,1, by, € R takve da je az, < by te da je

[aks1, bre1] = [@, B] N [ar, bi] 1 bryr — ag < B — .

Slijedi da je (x,) gotovo Citav u [ag.1, brs1ls [Are1s bis1] € [ak, br) 1 by — apq < ﬁ Na

ovaj nacin smo konstruirali nizove (ay), (by) takve da za svaki k € N vrijedi sljedece:
(1) ax < by,
(2) by —ar < %,
(3) [ar+1,brs1] € lax, bil,

(4) (x,) gotovo Citav u [ay, bi].

Prema propoziciji 2.5.6 vrijedi (1 [ax, bx] # 0. Dakle postoji ¢ € R takav da je ¢ €
keN
[ak, bi] za svaki k € N. Tvrdimo da (x,) tezi prema c. Neka je € > 0. Odaberimo k € N

tako da je % < €. Imamo c € [a;, bi] pa je

1
bk—CSbk—ak<%<6.

Dakle by —c < epaje b, <c+e.

Nadalje ¢ — a; < by — a; < % <epajec—a; <€ Stopovlatic—€e <ap <c+epaje
[ak, br] C (c — €,c + €). 1z (4) slijedi da je (x,) gotovo Citav u (¢ — €, ¢ + €).

Zakljucak: za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

X, €{c—€,c+e€),

tj. x, € K (c, €). Prema tome x,, — c.
Dakle niz (x,) je konvergentan u metrickom prostoru (R, d).
O

Definicija 2.5.9. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je potpun ako je svaki Cauchyjev
niz u (X, d) konvergentan.

Neka je d euklidska metrika na R. Prema teoremu [2.5.8] zaklju¢ujemo da je metricki
prostor (R, d) potpun.

Teorem 2.5.10. Metricki prostor (I, d,) je potpun.



POGLAVLIJE 2. HILBERTOV PROSTOR I NJEGOVA SVOJSTVA 38

Dokaz. Neka je (x"),an Cauchyjev niz u (1%,d,). Za svaki n € N je x* € [> pa imamo
x" = (x!)jen. Neka sui,m,n € N. Onda je

(X", X") = ; (=X 2 (" = x)? = | —

|27 = | < da(x”, ¥, (2.9)

Neka je i € N. Tvrdimo da je (x]),ar Cauchyjev niz u (R, d) gdje je d euklidska metrika
na R. Neka je € > 0. Buduéi da je (x"),ey Cauchyjev niz u (I, d») postoji ny € N takav da
je dr(x", x") < € za sve m,n > ny. 1z (2.9) slijedi da je

2

dakle

|x§"—x? <€

za sve m,n > ng. Prema tome (x),en je Cauchyjev niz u (R, d). Prema teoremu niz
(2! )nen je konvergentan u (R, d). Dakle postoji y; € R takav da niz (x'),ay konvergira prema
y;i u (R, d). Na ovaj nacin smo dobili niz realnih brojeva y = (y;);ar. DokaZimo da je y € I?
te da x" — y u (I?,d). Neka sui,n € N. Niz (x — x"),,q¢ prema propoziciji [1.3.7] teZi
prema x; — y;.

Stoga prema propoziciji|l.3.9

niz ((x} = X)) e teZi prema (¥} —y;)*. (2.10)

Neka su n, p € N. Znamo da tvrdnja (2.10) vrijedi za svaki i € N pa posebno i za svaki
i €{l,..., p}. Iz propozicije [[.3.7]slijedi da niz

p
teZi prema ) (x7 — y;).
i=1
Neka je € > 0. Bududi da je (x"),ey Cauchyjev niz postoji ny € N takav da je

dr(X", X" < § za sve m,n > ny.
Uzmimo m, n > ny. Imamo

oo

DG =P = () < S

i=1

pa je Z (- < (5)'.
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Uzmimo p € N. Tada je

pa je

Zp] (o = )P < (5)2. 2.11)

Dakle (2.1T)) vrijedi za sve m, n, p € N takve da je m,n > ny.

p p
Neka su p,n € N takvi da je n > ny. Niz (Z (xF = xm)? teZi prema ), (x! — y;)% a
i=1 i=1

meN

2
zam > ny m-ti ¢lan ovog niza je prema (2.11)) manji od (%) . Stoga je prema lemi|1.4.10,

4 2
Z (X —yi)? < (g) zasvaki p e N i n > n,. (2.12)

i=1

p
Odaberimo neki n > ng. Niz (Z (X} — yi)2) je oito rastuéi, a prema (2.12) je
i=1 peN
omeden. Stoga je taj niz konvergentan. No to znaci da je niz parcijalnih suma reda
Y. (x7 — y;)* konvergentan, dakle red Y, (x! — y;)* je konvergentan.
ieN ieN
Prema tome x" — y € [2. Iz propozicije slijedi da je x* — (x" —y) € 2, tj. y € .
Dokazimo da x* — y u (/?,d,). Neka je € > 0. Pokazali smo da tada postoji ny € N

P o
tako da vrijedi (2.12). Uzmimo n > ny. Niz (Z (x} — yi)z) teZi prema Y, (x! — y;)* pa iz
=1 i=1

peEN

@T2) i lemel1.4.10slijedi 3, (¢ -y < (£). 4.
i=1

(o)

€
Z:(xl’.‘—y,-)2 <-<e
i=1 2

Prema tome d,(x",y) < € za svaki n > ny. Time smo dokazali da niz (x") teZi u y.
Zaklju¢ak: Svaki Cauchyjev niz u (1, d,) je konvergentan. Dakle (1, d,) je potpun
metricki prostor.
O
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2.6 Konveksnost

Definicija 2.6.1. Neka je d euklidska metrika na R te neka je X neprazan podskup od R.
Funkcija p: X X X — R definirana s p(x,y) = d(x,y) je metrika. Za p kaZemo da je
euklidska metrika na X.

Definicija 2.6.2. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su x,y € X. Za tocku p € X
kaZemo da je poloviste od x i y u metrickom prostoru (X, d) ako je

1
d(x,p) =d(p,y) = Ed(x,y)-

Definicija 2.6.3. Za metricki prostor (X,d) kaZemo da je konveksan ako za sve x,y € X
postoji barem jedan p € X takav da je p poloviste od x i y u metrickom prostoru (X, d).

Primjer 2.6.4. [. Nekaje X = {0, 1} te neka je d euklidska metrika na X. Tada metricki
prostor (X, d) nije konveksan. Ako pretpostavimo da je p € X poloviste tocaka 0 i 1
u (X,d) onda je
d(0, p) = d(p, 1),

a ocito je da ova jednakost ne vrijedi za niti jedan p € X.

2. Neka je X = Q te neka je d euklidska metrika na X. Tvrdimo da je metricki prostor
(X, d) konveksan. Neka su x,y € X. Definirajmo p = % Tada je p € Q tj. p € X.
Imamo

X=-Yy

2

X — y‘

7|

Prema tome d(x, p) = d(p,y) = %d(x, y), tj. p je poloviste od x i y u (X,d). Dakle

metricki prostor (X, d) je konveksan.

dlx,p)=|x—-p|l=|x-

b

x+y'_
5| =

X +
d(p,y)=|p—yl='Ty—y'=

Primjer 2.6.5. Neka je d: R?> x R? — R funkcija takva da je

d((x1, x2), (V1,¥2) = |x1 = y1l + [x2 — yol .

Tada je d metrika na R?. Jedino netrivijalno svojstvo koje treba provjeriti je nejednakost
trokuta.
Neka su x,y,z € R?, x = (x1,%2), ¥y = (1, )2), 2 = (21, 22). Imamo

d(x,y) = |x1 = y1l + |x2 — 2

<lxr =zl +lz = yil + x2 — 2o] + 22 = ¥
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= (Ix1 —z1l + |x2 — 22D) + (21 = y1l + |z2 = ¥2)
=d(x,2) +d(z,y).

Dakle d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).
Neka su x,y € R, x = (x1,X2), y = (y1, y2). Neka je p = (

Xty X2ty2

) ) Tvrdimo da je p
poloviste od x i y u metrickom prostoru (R?, d). Imamo

Xo + 2
2

X1+ Y1
yb

d(x,p) = |x; — Xy —
X2 = Y2

2

X1 =Y
= +
-

1
=5 (xr = yil + [x2 = y2D)

1
= Ed(x’ )’)’

X1 +
d(p,y) = ‘2y‘

X1 =V
= +
=

Xy + yo
2

X2 = Y2
2

| -

1
= 5 (Ix1 = yil + |x2 = 2

1
= Ed(x, y).

Slijedi da je d(x, p) = d(p,y) = %d(x, y).
Zakljucak: Metricki prostor (R?,d) je konveksan.

Neka je x = (0,0)iy = (1,1) te neka je p = (%, %)iq = (1,0). Imamo
dx,y)=10-1]+10-1] =2,

1 1
d(x,p):‘0—§‘+'0—§|:1,
1 1
ﬂnw:E—0+b—qu

Prema tome d(x, p) = d(p,y) = %d(x, y). Nadalje
dx,q)=10-1/+[0-0[ =1,
dig,y)=[1-1]+10-1] =1,

pa je d(x,q) = d(q,y) = %d(x, y). Vidimo da su tocke p i g polovista od x iy, a p # q.
Zakljucak: Metricki prostor (R?, d) nije strogo konveksan.
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Definicija 2.6.6. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je bez grananja ako ne postoje tocke
x, X', p,y € X takve da je x #+ x', p poloviste od x i y te p poloviste od x" i y.

Primjer 2.6.7. Neka je d metrika na R? kao u prethodnom primjeru. Neka je x = (1,1),
X =,-1),p=01,0)iy=1(0,0). Imamo d(x,y) =2,d(x,p)=1,d(y,p) =1,dx',p) =1
id(x',y) =2 paje

1
5d(x, y) =d(x, p) =d(p,y),

1
5d(x’, y) =d(x', p) =d(p,y).

Dakle p je poloviste od x i y te ujedno i poloviste od x' iy, a x # x'. Zakljucak: Metricki
prostor (R?, d) nije bez grananja.

Napomena 2.6.8. Ako je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, > 0 za svaki n € N te ako
je >, x, = 0 onda je x, = 0 za svaki n € N. Naime neka je (s,) niz parcijalnih suma reda

n=1

Y. X Tada je (s,) rastuciniz i s, — 0. Iz leme[[.4.9 slijedi da je s, < 0 za svakin € N. §
druge strane za svaki n € N ocito vrijedi 0 < s,. Prema tome s, = 0 za svaki n € N. Stoga
je x, =0 za svakin € N.

Teorem 2.6.9. Hilbertov prostor (I?,d) je strogo konveksan bez grananja.

Dokaz. Neka su x,y € I, x = (x)pat, ¥ = Vw)nenr. Neka je p = %x + %y. Neka je || - ||
standardna norma na I>. Tada je
1 N 1
T

1 1
=5 X =)l = Zda(x. ),

dr(x,p) =|lx—pll =

11 H
SX+5y-y

d = — =
(o) = 1lp =l ‘2 g

1 1
=5 X =)l = Zda(x. ).

Prema tome p je poloviste od x i y u metrickom prostoru (12, d,). Pretpostavimo da je g € I,
q = (qu)nen, poloviste od x i y. Tada je

1
dy(x,q) = dr(q,y) = Edz(X, y)

pa je
4(dr(x,9))* = 4(do(q, 7))’ = (do(x, 7)),
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1
2 (dr(x, @))* = 2(da(g, )’ = 5 (da(x, D) (2.13)

Lako se provjeri da za sve u, v, w € R vrijedi
(U+v—2w?*=2u—-w?+20v-w?—(u-v)>. (2.14)

Red Y (x, +y, — 2g,)* konvergira jer je x+y—2q € I*. Koriste¢i (Z.13)) i (2.14)) dobivamo
neN

(o)

DG+ =22 = D (200 = ) + 200 — ga) = (5 = )?)

n=1 n=1

[ee)

= 2i(xn - (]n)2 + 251()% _qn)2 - Z(xn _yn)2
n=1 n=1

n=1

= 2(da(x, )" + 2 (da(y, @))* — (da(x,y))*

1 1
=5 (da(x,y)) + 3 (da(x,))* = (da(x,y))* = 0.
Dakle .
Z (x, + Yn — 2qn)2 = 0.

n=1

Iz napomene slijedi x, + y, —2¢g, = 0 zasvakin e N, tj. g, = @ Prema tome
q = 3x+3y . ¢ = p. Iz toga zakljuCujemo da za sve x, y € [? postoji jedinstveno polovite
od xiyu (P, d,). Dakle metricki prostor (12, d>) je strogo konveksan.

Dokazali smo zapravo slijedeée: Ako su x,y, p € [* takvi da je p poloviste od x iy,

onda je
1 1

= —Xx+=y.
p 2x 2)’

Dokazimo da je metri¢ki prostor (1%, d,) bez grananja. Pretpostavimo da su x’, x, p,y € I
takvi da je p poloviSte od x” i y te p poloviste od x1iy. Tada je p = %x’ + %y ip= %x + %y
paje

1, 1 1 1

PR R
iz Cega slijedi 5" = %x. MnoZeci ovu jednakost sa skalarom 2 i koriste¢i osnovna svojstva
vektorskog prostora dobivamo da je x' = x. Dakle metri¢ki prostor (12, d>) je bez grananja.

Zakljucak: Metricki prostor (I, d») je strogo konveksan bez grananja.
O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu, u prvom poglavlju objasnili smo neke osnovne Cinjenice ve-
zane uz vektorski i metricki prostor. Proucili smo konvergentne nizove i redove. U drugom
poglavlju definirali smo Hilbertov prostor te povezujuci elementarna svojstva iz prvog po-
glavlja ispitali smo od kakvih nizova se on sastoji. Dokazali smo da je Hilbertov prostor
potprostor vektorskog prostora, da je separabilan i potpun te smo dokazali da je strogo
konveksan bez grananja.



Summary

In this thesis in the first chapter, we explained some basic facts related to the vector and
metric spaces. We also examined convergent sequences and series. In the second chapter
we defined the Hilbert space and linking the basic properties of the first chapter we exami-
ned from which series he is composed. We proved that the Hilbert space is a subspace of
vector space, that is separable and complete, and we also proved that it is strongly convex
without ramifications.
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