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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo potpunost polja realnih brojeva te neke vazne pos-
ljedice koje ta potpunost ima na svojstva neprekidnih funkcija.

Realne brojeve smo uveli aksiomatski kao jedno netrivijalno potpuno uredeno polje. S
tim u vezi smo razradili sve potrebne algebarske pojmove kao Sto su grupe, prstenti itd. i to
je napravljeno u prvom poglavlju.

U drugom poglavlju prou¢avamo neprekidne funkcije. Dokazujemo da neprekidna
funkcija na segmentu koja u krajnjim toCkama segmenta poprima vrijednosti suprotnog
predznaka ima nultocku.

Nadalje, proucavamo omedenost funkcija te dokazujemo da je neprekidna funkcija na
segmentu omedena. Nakon toga dokazujemo joS jaci rezultat, da neprekidna funkcija na
segmentu poprima minimum i maksimum. Iz toga zakljucujemo da je slika neprekidne
funkcije na segmentu segment.

Sve tvrdnje u ovom diplommskom radu su precizno dokazane, a pristup koji smo ko-
ristili nije zahtjevao uvodenje prirodnih brojeva (pa tako nismo koristili nizove).






Poglavlje 1

Potpuno uredeno polje

1.1 Osnovni pojmovi

Neka su S i T neprazni skupovi. Za bilo koji podskup od S X T kazemo da je relacija
izmedu S 1 7.

Ako je p relacija izmedu S 1§, onda kazemo da je p binarna relacijana S.

Dakle, p je binarna relacijana § akoisamoakop C S X S.

Umjesto x,y € p piSemo i xpy.

Neka je p binarna relacija na skupu S.
o Za p kazemo da je refleksivna na S ako je xpx za svaki x € S.
o Za p kazemo da je simetricna na S ako za sve x,y € S vrijedi xpy slijedi ypx.

o Za relaciju p kazemo da je tranzitivna na skupu S ako za sve x,y,z € S vrijedi da
ako je xpy 1 ypz onda je xpz.

Ako je p refleksivna, simetricna i tranzitivna na skupu S, onda za p kazemo da je rela-
cija ekvivalencije na S .

Neka je p binarna relacija na S. Za p kazemo da je antisimetricna na S ako za sve
x,y € § vrijedi xpy 1 ypx slijedi x = y.
Drugim rijeCima, p je antisimetri¢na na S ako ne postoje x,y € S takvi da je x # y te takvi
da je xpy 1 ypx.

Primjer 1.1.1. Neka je p = {(x,y) e RXR|x <y} Ocito je p binarna relacija na R.
Vrijedi:
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o p je refleksivna jer je (x,x) € p, Vx € R,

o p nije simetricna jer je (1,2) € pali (2,1) ¢ p,

o p je antisimetricna jer iz xpy i ypx slijedi x <y iy < x sto povlaci x =y,
o p je tranzitivha jer iz xpy i ypz slijedi xpz.

Primjer 1.1.2. Neka je A skup te neka je S skup svih podskupova od A (tzv. parti-
tivni skup od A, kojeg oznacavamo sa P(A)). Definiramo binarnu relaciju p na S sa
p={(B,C)eS xS |BCC}

(1.) Je li p refleksivna na S ?
Uzmemo B € S. Je li (B,B) € p)? Da, jer je B C B.

(2.) Je li p antisimetricna na S ?

Ako je BoC i CpB onda je BC CiC C Bpa je C = B. Dakle, p je antisimetricna.

(3.) Je li p tranzitivna na S ?

Iz BpC i CpD slijedi BC C i C C D paje BC D, tj. BoD. Dakle, p je tranzitivna.

Za relaciju p koja je refleksivna, antisimetricna i tranzitivna na S kazemo da je parci-
Jjalni uredaj na S (ili relacija parcijalnog uredaja na S).
Ocito je da su relacije iz Primjera[I.1.1]i[[.1.2] parcijalni uredaji (na R odnosno na S).

Definicija 1.1.1. Neka je p parcijalni uredaj na skupu S. KaZemo da je p linearni uredaj
(ili uredaj) na S ako za sve x,y € S vrijedi xpy ili ypx.
Uocimo da je relacija p iz Primjera[l.1.1|linearni uredaj na R.

Primjer 1.1.3. Neka je A skup te neka je S njegov partitivni skup. Neka je p relacija
definirana kao u Primjeru Znamo da je p parcijalni uredaj na S. Mora li p biti
linearni uredaj na S ?

Neka je A skup koji ima barem dva elementa. Neka su to ay,a,. Dakle, ay,a, € A,
a; # a;. Neka je x = {a1}, y = {a}. Tada je x,y € S. No, x nije podskup od y niti je y
podskup od x. Stoga, (x,y) & pi(y,x) & p. Zbog toga p nije linearni uredaj na S .

Definicija 1.1.2. Neka je G skup. Svaku funkciju G X G — G nazivamo binarna operacija
na G.
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Ako je f binarna operacija na G, onda za x,y € G umjesto f(x,y) piSemo i xfy.

Neka je - binarna operacija na skupu G. Kazemo da je binarna operacija - asocijativna
akozasve x,y,z€ G vrijedi (x-y)-z=x-(y-2).

Ako je - binarna operacija na skupu G onda za uredeni par (G, -) kazemo da je grupoid.
Ako je - asocijativna binarna operacija na G onda za (G, -) kaZzemo da je polugrupa.

Neka je (G, -) grupoid. Neka je e € G. Kazemo da je e neutralni element za - (ili ne-
utralni element u (G, -)) ako za svaki x € G vrijedie - x = x-e = x.

Propozicija 1.1.1. Neka je (G, -) grupoid te neka su e, i e, neutralni elementi u (G, -). Tada
je ey = es.

Dokaz. Bududi da su e; i e; neutralni elementi za -, vrijedi
el-X=xl1x-e=Xx
za svaki x € G. Kad u prvu jednakost uvrstimo x = e,, a u drugu x = ¢; dobivamo
61'62:€2i€1 @) = €.
Stoga je e; = e;. m|

Neka je (G, -) polugrupa. Za (G, -) kazemo da je monoid ako postoji e € G takav da je
e neutralni element za -.

Uocimo da je prema prethodnoj propoziciji takav e € G jedinstven.

Neka je (G,-) monoid. Neka je x € G. Za y € G kazemo da je inverz (ili inverzni
element) od xakox-y=y-x =e.

Propozicija 1.1.2. Neka je (G, -) monoid, x € G te neka su yy,y, inverzni elementi od x.
Tada je y, = y».

Dokaz. 1z x - y; = e slijedi y, - (x - y;) = y, - e. Koristeéi asocijativnost od - i ¢injenicu
da je e neutralni element dobivamo (y; - x) - y; = y, pa budu¢i da je y, inverz od x imamo
e-y1 =y Stogaje y; = ys. O
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Prethodna propozicija kaze dakle da je inverz nekog elementa u monoidu, ako postoji,
jedinstven.

Neka je (G, -) monoid u kojem svaki element ima inverz. Tada za (G, -) kazemo da je
grupa.

Ako je (G,-) grupa te x € G, onda sa x~' oznatavamo inverzni element od x u (G, -).
Dakle, x- x' = x7!- x =ezasvaki x € G.
Propozicija 1.1.3 (Skracivanje u grupi). Neka je (G, -) grupa te neka su a,b,c € G takvi
dajea-b=a-c. Tada je a = c.

Dokaz. 1za-b=a-cslijedia!-(a-b)y=a'-(a-c),paje(@!-a)-b=(a" a) ckto
povlaCie-b = e - c. Dakle, b = c. m]

Neka je - binarna operacija na skupu G. Za - kazemo da je komutativna ako za sve
x,yeGvrijedix-y=y-x.

Za grupu (G, -) kazemo da je komutativna ili Abelova ako je - komutativna binarna ope-
racijana G.

1.2 Prsteni

Definicija 1.2.1. Neka je P skup te + i - binarne operacije na P takve da vrijedi:
(1.) (P,+) je Abelova grupa
(2.) (P,-) je polugrupa
(3.) zasve x,y,z€ Pvrijedix-(y+z)=x-y+x-2i(x+y)-z2=x-2+Yy 2
Tada za (P, +, -) kaZemo da je prsten.
Napomena 1.2.1. Ako je (P, +,-) prsten onda neutralni element za operaciju + obicno
oznacavamo s 0.

Propozicija 1.2.1. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za svaki x € P vrijedi x-0=0i0-x = 0.
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Dokaz. Nekajex € P. Tadaje0-x=(0+0)-x=0-x+0-x,dakle,0-x=0-x+0-x.
Opcenito, ako je a € P takav da je a = a + a onda je a = 0 (naime, iz a = a + a slijedi
0+a = a+a, pa skracivanje u grupi povlaci 0 = a). Stoga je 0- x = 0. Analogno dobivamo
x-0=0. |

Napomena 1.2.2. Ako je (G, +) Abelova grupa onda za x € G sa —x oznacavamo inverzni
element od x. Dakle, x + (—x) = e, gdje je e neutralni element u (G, +).
Dakle, ako je (P, +,-) prsten onda za svaki x € P vrijedi

x+(=x)=(-x)+x=0.
Propozicija 1.2.2. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za sve x,y € P vrijedi:
(1) (=x)-y=—=(x-y)
(2.) x-(=y) = =(x-y)
(3) (=) (=) =x-y

Dokaz. (1.) Imamo
(=x)-y+x-y=((-x)+x)-y=0-y,

a po Propoziciji 0-y=0. Dakle, (=x) -y + x -y = 0. Ovo upravo znaci da je
(—x) - y inverzni element od x - y u monoidu (P, +). Prema tome (—x) -y = —(x - y).

(2.) Tvrdnja slijedi analogno kao pod (1.).

(3.) Koristeci trvrdnje (1.) i (2.) imamo

(=x) - (=y) = =(x - (=) & =(=(x - y)).

Op¢enito, ako je (G, ") grupa onda za g € G vrijedi (g7')™' = g, naime to slijedi iz
g' g =g-g"' = eidefinicije inverznog elementa od g~'. Stoga, za svaki a € P
vrijedi —(—a) = a. Prema tome —(—(x - y)) = x - y. Dakle, (-x) - (-y) = x - y.

o

Neka je (P, +, ) prsten. Za (P, +, ) kazemo da je komutativan prsten ako je - komuta-
tivna binarna operacija na P.

Za (P, +,-) kazemo da je prsten s jedinicom ako je (P, -) monoid.

Ako je (P, +,-) prsten s jedinicom onda obi¢no neutralni element u monoidu (P, -)
oznacavamo s 1 i nazivamo jedinica u prstenu (P, +, -).
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Neka je (P, +, -) prsten s jedinicom. Pretpostavimo da je 0 = 1. Tada je P = {0}. Naime,
akojex€ P,ondajex =1-x=0-x=0,dakle, x =0.

Neka je (P, +, -) prsten s jedinicom takav da je O # 1. Tada O nije invertibilan element u
monoidu (P, -) pa stoga (P, -) nije grupa. Naime, kada bi 0 bila invertibilna u (P, -) postojao
bix € Ptakodaje x-0=0-x =1, Sto je nemoguce.

1.3 Polja

Neka je (P, +,-) komutativni prsten s jedinicom u kojem vrijedi sljedece: ako je x € P,
x # 0 onda je x invertibilan element u monoidu (P, -). Tada za (P, +, -) kaZzemo da je polje.

Ako je (P, +,-) polje onda za x € P, x # 0, sa x~! oznadavamo inverzni element od x u
(P,-). Dakle, za svaki x € P\ {0} vrijedi x- x ' = x7!-x = 1.

Neka je (P, +, ) prsten. Za (P, +, -) kazemo da je integralna domena ako za sve x,y € P
takve daje x # 01y # O vrijedi x - y # 0. Dakle, ako je (P, +, -) integralna domena te
x,y€ Ptakvidajex-y=0ondajex=0iliy=0.

Propozicija 1.3.1. Neka ja (P, +, ) polje. Tada je (P, +,-) integralna domena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje x,y € Ptakvidajex #0iy#0Otex-y =0.
Izx-y=0slijedix™!-(x-y)=x"'-0paje(x'-x)-y=0,1. 1-y=0. Dakle, y = 0.
Kontradikcija. O

Neka je (P, +, ) prsten. Za x,y € P sa x —y oznaCavamo x + (—y).

Propozicija 1.3.2. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za sve x,y,z € P vrijedi
(x=y-z=x-z-y-zix-(y-2=xy-x-2

(pritomea-b —c-dznaci(a-b)—(c-d)zaa,b,c,d € P).

Dokaz. Tmamo

(x=y) 2=+ z=x-2+ () 2=x2+(-y-)=x"2-y-Z

Dakle,
(xX-y)z=x-z-y-z
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Analogno dobivamo x- (y—2) =x-y—x- 2. O
Neka je (P, +, -) prsten te neka je < linearni uredaj na P takav da vrijedi sljedece:
(1.) Akosu x,y e Ptakvidax <yondazasvakize Pvrijedix+z<y+z
(2.) Akosux,ye€ Ptakvida0<xi0<yondaje0O<x-y

Tada za uredenu Cetvorku (P, +, -, <) kaZemo da je uredeni prsten.

Propozicija 1.3.3. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten.
(1.) Ako su a,b,c,d € Ptakvidajea <bic<dondajea+c<b+d.
(2.) Ako je x € P takav da je 0 < x onda je —x < 0, a ako je x < 0 onda je 0 < —x.
(3.) Ako su x,y € Ptakvidaje (O < xiy<0ondajex-y<O.
(4.) Ako su x,y € Ptakvidaje x <0i0 <yondajex-y<O.
(5.) Ako su x,y € Ptakvidaje x <0iy<0ondaje0 < x-y.

Dokaz. (1.) lza < bslijedia+c < b+c,aizc < dslijedi c+b < d+ b. Dakle,

a+c<b+c=c+b<d+bpaiztranzitivnosti relacije < slijedi a + ¢ < d + b, tj.
at+tc<b+d.

(2.) Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je 0 + (—x) < x + (=x), tj. —x < 0. Analogno
dobivamo da x < 0 povlaci 0 < —ux.

(3.) Iz y < O slijedi, prema tvrdnji 2.), da je 0 < —y, a ovo zajedno sa 0 < x povlaci
0<x-(-y). Stogaje 0 < —(x-y),paslijediiz 2.) daje —(—(x-y)) <0,4. x-y <0.

Tvrdnju (4.) dobivamo analogno.
(5) Izx<0iy<O0slijedi0 < —x10 < —-ypaje0 < (=x):-(=y), §. 0 < x-y (prema

Propoziciji|l1.2.2).
O

Opcenito, ako je S skup te < uredaj na § onda ¢emo za x,y € S pisati x < y ako je
X<yix#y.

Uocimo sljedece: ako je < uredaj na skupu S te ako su x,y,z € S takvidajex < y1i
y < zonda je x < z. Naime, y < z povlaci y < z pa iz tranzitivnosti relacije < dobivamo
x<z
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Dokazimo da je x # z. Pretpostavimo suprotno, tada je x = z paimamo x < yiy < x
Sto povladi x < yiy < x paje x = y (antisimetri¢nost relacije < ). No ovo je u kontradikciji
sy < x. Dakle, x # zpaje x < z.

Analogno dobivamo da za sve x,y,z€ S izx <yiy < zslijedi x < z.

Uoc¢imo da za x,y € S ne moze vrijediti x < y 1y < x (jer bismo prema dokazanom
imali x < x).
Isto tako ne moZe vrijediti x < yiy < x.

Propozicija 1.3.4. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten.
(1.) Ako su x,y,z € P takvida je x < yondaje x+z7<y+z
(2.) Ako sua,b,c,d € Ptakvidajea<bic<dondajea+c<c+d.
(3.) Akoje x € Pi0 < x onda je —x < 0. Ako je x < 0 onda je 0 < —x.

Dokaz. (1.) Iz x < y slijedi x + z < y + z. Pretpostavimo x + z = y+z. Tadaje x =y
(skradivanje u grupi (P, +)). No to je u kontradikciji s x < y. Dakle, x + z # y + z, pa
jex+z<y+z

(2) Iza<bslijedia+c<b+c,aizc<dslijedib+c<b+d. lztogajea+c <b+d.

(3.) 1z 0 < x, prema tvrdnji 1.), slijedi 0 + (—x) < x + (—x) Sto povla¢i —x < 0. Analogno,
x < 0 povlaci 0 < —x.
]

Propozicija 1.3.5. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten takav da je (P,+,-) integralna do-
mena. Neka su x,y € P. Tada:

(1.) 0<x,0<y=>0<x-y
(2.)0<x,y<0=x-y<0
(3.) x<0,0<y=>x-y<0
(4.) x<0,y<0=>0<x-y

Dokaz. (1.) Iz0 < x10 < yslijedi 0 < x -y. Nadalje, iz x # 01y # O slijedi x -y # 0.
Stogaje 0 < x - y.
Analogno, koristeci Propoziciju[[.3.3] dobivamo tvrdnje (2.), (3.) i (4.). O
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Napomena 1.3.1. Neka je < uredaj na skupu S. Tada za sve x,y € S, x #y, vrijedi x <y
iliy < x.

Propozicija 1.3.6. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten pri cemu je (P, +, -) integralna domena
i prsten s jedinicom te pri cemu je O # 1. Tada je 0 < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da to ne vrijedi. Tadaje 1 < 0. Dakle,1 <011 <Opaje0O<1-1
(Propozicija[I.3.5)), tj. 0 < 1, kontradikcija. Dakle, 0 < 1. ]

Propozicija 1.3.7. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten.
(1.) Ako sua,b,c € Ptakvidajea <biO<condajea-c<b-cic-a<c-b.

(2.) Ako je (P, +,-) integralna domena te a,b,c € P takvi da je a < b i 0 < c onda je
a-c<b-cic-a<c-b.

(3.) Ako je (P,+,") polje onda za x € P takav da je 0 < x vrijedi 0 < x!

da je x < 0 vrijedi x™' < 0.

,azax € Ptakav

Dokaz. (1.) Iza<bslijedi0 < b—-a,paiz0 < cslijedi 0 < c¢(b —a). Dakle, 0 < cb —ca
paje ca < cb. Analogno dobivamo ac < bc.

(2.) Iz a < b slijedi 0 < b — a (Propozicija [[.3.4). Sada iz Propozicije [I.3.5] slijedi
0<c(b—-a),paje0 < chb— ca,odnosno ca < cb. Analogno dobivamo ac < bc.

(3.) Pretpostavimo da je 0 < x. Sigurno je x! # 0 (u suprotnom bi iz 1 = x- x7! slijedilo
1 = 0 to bi povla&ilo da je P = {0} §to je nemoguce jer je x # 0). Stogaje x™' <0
ili0 < x7!.

Pretpostavimo da je x~' < 0. Iz Propozicije i ¢injenice da je 0 < x slijedi
x-x1<0,t. 1 < 0. No ovo je u kontradikciji sa Propozicijom Dakle,
0 < x~'. Analogno dobivamo da x < 0 povladi x™! < 0.

O

Neka je S skup te < uredajna §. Tada za x,y € § piSemo x > y ako je y < x. Takoder
piSemo x > y akoje y < x.

Definicija 1.3.1. Neka je S neprazan skup te neka je < uredaj na S. Tada za uredeni par
(S, <) kaZemo da je uredeni skup.

Definicija 1.3.2. Neka je (S, <) uredeni skup, AC S te x € §.
Za x kaZemo da je gornja meda skupa A (u (S, <)) ako za svaki a € A vrijedi a < x.
Za x kaZemo da je donja meda skupa A ako za svaki a € A vrijedi x < a.
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Neka je (S, <) ureden skup te T € §. Kazemo da je T odozgo omeden skup u (S, <)
ako T ima gornju medu u (S, <). Kazemo da je T odozdo omeden skup u (S, <) ako T ima
donju medu u (S, <).

Definicija 1.3.3. Neka je (S, <) uredeni skup te A C S.

Za ay € A kaZemo da je maksimum (ili najveci element) skupa A ako za svaki a € A
vrijedi a < a.

Za ay € A kaZemo da je minimum (ili najmanji element) skupa A ako za svaki a € A
vrijedi ay < a.

Uocimo sljedece: ako je (S, <) ureden skup, A C § te ap 1 a; maksimumi skupa A, onda

je ap = a;. Drugim rije¢ima, maksimum skupa, ako postoji, je jedinstven.
Isto tako, minimum skupa, ako postoji, je jedinstven.

Uocimo sljedece, ako je (S, <) ureden skup, A C S te @ maksimum skupa A onda je a
najmanja gornja meda skupa A, tj. a je gornja meda od A 1 a < b za svaku gornju medu b
od A.

Definicija 1.3.4. Neka je (S, <) ureden skup te neka je T C S. Neka je a € S. KaZemo da
je a supremum skupa T u (S, <) ako je a najmanja gornja meda skupa T, tj. ako vrijedi:

(1.) aje gornja meda od T
(2.) a < b, za svaku gornju medu b od T.
Uocimo sljedece: ako su ay,a, € S takvi da je a; supremum od 7 i a, supremum od 7,

tada je a; = a».
Takoder uo¢imo da ako je a maksimum skupa 7" onda je a supremum od 7'.

Definicija 1.3.5. Neka je (S, <) ureden skup, T C S te a € S. KaZemo da je a infimum od
T u (S, <) ako je a najveéa donja meda skupa T, tj. ako vrijedi:

(1.) aje donja meda od T
(2.) b < a, za svaku donju medu b od T.

Kao i u slu¢aju supremuma imamo da je infimum skupa, ako postoji, jedinstven.
Nadalje, ako je @ minimum skupa 7" onda je a infimum skupa 7.
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Napomena 1.3.2. Ako je (S, <) uredeni skup te a,b € S takvi da ne vrijedi a < b, onda je
b < a. Naime, iz a £ b odmabh slijedi a # b. Nadalje, buduci da je < uredaj na S vrijedi
a<bilib<a Noa¥£bpaimamob < a. Iza # b slijedi b < a.

Propozicija 1.3.8. Neka je (P, +,-, <) ureden prsten. Neka je S C P te a € P. Tada je a
supremum skupa S (u uredenom skupu (P, <)) ako i samo ako je a gornja meda od S te za
svaki € > 0 postoji x € S takav da je a — € < x.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je a supremum od S. Tada je a oCito gornja meda od S.
Neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji x € § takav dajea — € < x.
Pretpostavimo da takav x ne postoji. Tada za svaki x € S vrijedi

a—e=Xx.

Ovo znaci da je a — € gornja meda skupa S. Budu¢i da je a supremum, imamo a < a — €
Sto povlaci 0 < —¢, tj. € < 0, a ovo je u kontradikciji s € > 0. Dakle, postoji x € S takav da
jea—e€<ux.

(&) Uzmimo da je a gornja meda od S te da za svaki € > O postoji x € § takav da je
a — € < x. Dokazimo da je a supremum od S .

Neka je b gornja meda od S. Tvrdimo da je a < b. Pretpostavimo suprotno. Tada je
b < a. Iz Propozicije [I.3.4]slijedi da je 0 < a + (=b), tj. 0 < a — b. Definirajmo

e=a-b.

Tada je € > 01 b = a — €. Prema pretpostavci postoji x € § takav da je a — € < x. Ovo
znaci da je b < x. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je b gornja meda od S. Prema
tome a < b. Zakljucak a je supremum od S'. O

Definicija 1.3.6. Neka je (S, <) ureden skup. Za (S, <) kaZemo da je potpuno ureden skup
ako vrijedi sljedece (aksiom potpunosti): kad god su A,B C S takvida A # 0i B # ( te
takvi da je x <y, za svaki x € A i za svaki y € B onda postoji z € S takav daje x <7<y
zasvexe€AiyeB.

Teorem 1.3.1. Neka je (S, <) potpuno ureden skup. Neka je T neprazan odozgo omeden
skup u (S, <). Tada T ima supremum, tj. postoji a € S takav da je a supremum od T.

Dokaz. Neka je G skup svih gornjih meda od 7. Tada je G # 0 jer je T odozgo omeden.
Za svaki x € T 1 svaki y € G ocito vrijedi x < y. Iz aksioma potpunosti slijedi da postoji
zeS takavdajex<z<yzasvexeTiyeG.lztogaslijedi da je z gornjameda od T te
da je najmanja gornja meda od 7. Stoga je z supremum skupa 7. O

Teorem 1.3.2. Neka je (S, <) potpuno ureden skup. Neka je T neprazan odozdo omeden
skup u (S, <). Tada T ima infimum.
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Dokaz. Neka je D skup svih donjih meda od 7. Tada je D # 0 jer je T odozdo omeden.
Za svaki x € T i svaki y € D ocito vrijedi y < x. Iz ovoga slijedi da postoji z € S takav da
vrijediy<z<xzasvex e Tiye€ D.Iztogaslijedi da je z infimum od 7. O

Definicija 1.3.7. Za uredenu cetvorku (P, +, -, <) kaZemo da je potpuno uredeno polje ako

je (P, +, -, <) uredeni prsten, (P, +, ) polje te (P, <) potpuno ureden skup.

Za potpuno uredeno polje (P, +, -, <) koje je netrivijalno (tj. takvo da je O # 1) kazemo
da je polje realnih brojeva.

Od sada ¢emo uzimati da je (R, +, -, <) jedno fiksirano polje realnih brojeva.

Za x € R definiramo

x, x>0
x| =
-x, x<0

Ocito je |x| > 0, za svaki x € R. Nadalje za svaki x € R vrijedi x < |x|. Naime, ovo je
jasno akoje x > 0,aakoje x <Oondaje 0 < —xpaje x < —x, tj. x < |x].

Uocimo da za svaki x € R vrijedi | — x| = |x|. Naime, ako je x > 0, onda je —x < 0, pa
jel—x=—-(-x)=x=|x],aakoje x < 0,ondaje —x >0, paje|— x| = —x = |x.

Napomena 1.3.3. Ako je (G, -) monoid te ako su x,y € G invertibilni elementi u monoidu
(G,"), onda jei x - y invertibilni element u (G,-) i (x-y)~' =y . x7L.
DokaZimo to.

Imamo

G =" Y ) y=0" ) y=0"" ) y=y y=e
te

G- = (e y DT = ey ) T =) T =xxT =

pa tvrdnja slijedi.

Posebno ako je (G, +) Abelova grupa onda za sve x,y € G vrijedi —(x+y) = —y+(—x) =
—x + (—y).

Propozicija 1.3.9. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka su x,y € P takvi da je 0 < x <

y. Tada je y™' < x71.
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Dokaz. Prema Propoziciji(l.3.7| vrijedi
0<x'io<y™
Iz x < y (Propozicija [1.3.7) slijedi da je x"'x < x7'y, tj. 1 < x"!y pa iz iste propozicije
slijedi
<y gy < x

Oznacimo sa 2 broj 1 + 1.

Prema Propoziciji vrijedi 0 < 1 pa iz Propozicije[I.3.4]slijedidaje O+ 1 < 1 + 1,
. 1 <2.

Lema 1.3.1. Neka je € € R tako da je € > 0. Tada postoji € € R tako da je O < € < €.

Dokaz. Znamo da je 0 < 2. Stoga je 0 < 27! Definiramo € = 27! - €. Iz Propozicije
slijedi 0 < €. S druge strane iz 0 < 1 < 2 i Propozicije [1.3.9]slijedi da je 27! < 1 pa iz
Propozicije slijedi2™! e < 1-¢€,tj. € <e. Dakle,0 < € <e. O

Propozicija 1.3.10. Neka su x,y € R tako da je x < y. Tada postoji 7 € R takav da je
X<z<y.

Dokaz. Tmamo 0 < y — x. Prema Lemi postoji € € Rtakodaje0 < e <y—x. Iz
e<y-—xslijedix+e <y aiz0 < eslijedi x < x+ €. Dakle, x < x+ € < yitime je
propozicija dokazana. O

Propozicija 1.3.11. Neka su x,y € R. Tada je |x + y| < |x| + |yl.

Dokaz. Prema definiciji apsolutne vrijednosti vrijedi |x + y| = x + yili |[x + y| = —(x + y).
Stoga je dovoljno dokazati da je:

1. x+y <|x|+ 1yl
2. —(x+y) < x|+ [yl

Znamo da je x < |x| te y < [yl pa po Propoziciji [[.3.3] slijedi 1.). Nadalje koriste¢i i
Napomenu [I.3.3]dobivamo

—(x+y)==x+ (=) <|=x[+ =yl = x|+ ]y,

dakle 2.) vrijedi. O






Poglavlje 2

Potpunost 1 neprekidnost

2.1 Neprekidne funkcije

Definicija 2.1.1. NekajeS CR, f:S — Rtexy € S. KaZemo da je funkcija f neprekidna
u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaki x € S vrijedi sljedece:

lx = X0l <6 = [f(%) = f(xo)l <€
Definicija 2.1.2. Neka su a,b € R, a < b. Definiramo sljedece skupove:
a,by={xeR|a<x<b}, [a,b)={xeR|agx<b},

{(a,0)y ={x€eR|a<x}, (—o,al={xeR|x<a}.

Analogno definiramo skupove {a,b)], [a, ), (—oco,b), (=0, b]. Neka su a,b € R, a < b.
Skup [a, b] definiramo na sljedeci nacin:

[a,b] ={xeR|a<x<b}.
Uocimo sljedece: ako su x,r € R, r > 0, onda je x—r < x+r. Naime, prema Propoziciji
[1.3.4]iz 0 < rslijedi —r < 0 pa je stoga —r < r, §to povlaci x + (—r) < x +r.
Propozicija 2.1.1. Neka su x,y € R, r > 0. Tada je
y—xl<reyel{x—rx+r).
Dokaz. =) Pretpostavimo da je |y — x| < r. Znamo da je
y—x<|y—x|pasljediy—x<r

17
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Sto povlaci y < x + r. S druge strane imamo
-0 <[-0-0l=ly—xpaje —(y-x) <r,
tj. —y + x < r odakle dobivamo x — r < y. Dakle,

X—r<y<x+rpajeye{x—rx+r).

&) Obratno, akojeye{(x—r,x+r)y,ondajey<x+rix—r<ypaje
y—x<ri-—-y+x<r,
tj. —(y — x) < r. Prema tome je [y — x| < r. O

Napomena 2.1.1. Iz prethodne propozicije slijedi ovo: akoje S CR, f:S - Rixye€S,
onda je funkcija f neprekidna u tocki xy ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav
da za svaki x € S takav da je
x €{xg—9,xy+0)
vrijedi
J(x) € (f(x0) — €, f(x0) + €).

Nekaje S € Rte f : § — R. Za funkciju f kaZzemo da je neprekidna ako je f
neprekidna u x, za svaki xy € S.

Primjer 2.1.1. Nekajec € R, S CR, S # 0 te neka je f : S — R funkcija definirana sa
f(x) = czasvaki x € S. Neka je xo € S. Tvrdimo da je f neprekidna u x.

Neka je € > 0. Neka je 6 bilo koji pozitivan realan broj, tj. 6 € R takav da je 6 > 0. Za
svaki x € § ocito vrijedi f(x) € {f(xo) — €, f(x0) + €) pa posebno to vrijedi i za svaki x € S
takav da je x € {(xy — 0, xo + 0).

Prema tome f je neprekidna u xy. Dakle, f je neprekidna.

Primjer 2.1.2. Neka je S C R, S # 0 te neka je f : S — R funkcija definirana sa
f(x) = x za svaki x € S. Neka je xy € S. DokaZimo da je f neprekidna u x.

Neka je € > 0. Odaberimo bilo koji 6 € R takav da je 0 < 6 < €. Tada za svaki x € S takav
da je |x — xo| < 0 vrijedi |x — xo| < €, tj. |f(x) — f(x0)| < €. Prema tome f je neprekidna u
Xo. Dakle, funkcija f je neprekidna.

Lema 2.1.1. NekajeS CR, xo € S te f : S — R funkcija neprekidna u tocki x.

1.) Ako je f(xo) > 0 onda postoji 6 > 0 takav da je f(x) > 0 za svaki x € S N{xy—0, xo+
0).
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2.) Ako je f(xo) < 0 onda postoji 6 > 0 takav da je f(x) < 0 za svaki x € S N{xy—0, xo+
0).

Dokaz.  1.) Pretpostavimo da je f(xp) > 0. Uzmimo € = f(xy). Tada postoji 6 > 0
takav da za svaki x € S N (xy — 6, x9 + 0) vrijedi f(x) € (f(xp) — €, f(xp) + €), .
f(x) € €0,2f(xp)). Time je tvrdnja 1.) dokazana.

2.) Pretpostavimo da je f(xo) < 0. Uzmimo € = —f(xp). Tada postoji 6 > 0 takav da za
svaki x € § N{xg— 0, xo+0) vrijedi f(x) € (f(x0) —€, f(x0) +€), tj. f(x) € (2f(x0),0)
pa slijedi tvrdnja.

]

2.2 Egzistencija nultocke

Teorem 2.2.1. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija
takva da je f(a) < 01i f(b) < 0. Tada postoji x € |a, b] takav da je f(x) = 0.

Dokaz. Neka je
S ={xela,b]| f(x) <0}.

Ocito je a € S, dakle S je neprazan skup. Nadalje, b je gornja meda skupa S, dakle S je
odozgo omeden skup.

Znamo da je (R, <) potpuno ureden skup pa prema Teoremu[I.3.1|skup S ima supremum.
Oznacimo taj supremum sa c.

Buduc¢i da je ¢ (kao supremum) gornja meda od S te da je a € S imamo a < c¢. Znamo da
je b gornja meda od §, a ¢ je najmanja gornja meda od S pa je ¢ < b. Dakle, ¢ € [a, b].
Tvrdimo da je f(c) = 0.

Pretpostavimo da je f(c) > 0. Prema Lemi [2.1.1] postoji § > 0 takva da je f(x) > 0 za
svaki x € [a, b] takav da je x € (¢ — &, ¢ + 6). Po Propoziciji[I.3.§ postoji x € S takav da je
¢ — 0 < x. Buduc¢i da je ¢ supremum od § vrijedi x < ¢ paje x < ¢ + 6. Dakle

c—0<x<c+opajexe{c—9d,c+0).
Takoder vrijedi x € [a, b] (jer je x € §'). Prema tome f(x) > 0. S druge strane zbog
x € § imamo f(x) < 0.
Dosli smo do kontradikcije, pa zaklju€ujemo da ne moze vrijediti f(c) > O.

Pretpostavimo sada da je f(c) < 0. Tada po Lemi [2.1.1] postoji 6 > 0 takva da je f(x) <0
za svaki x € [a, b] takav da je x € (¢ — J,c + 0). Buduc¢i da je f(c) <0, a f(b) > 0 imamo
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c # b. Stoga je ¢ < b. OCito vrijedi ¢ < x < min{c + 9, b} pa postoji x € R takav da je
¢ < x < min{c + 9, b}. Slijedi

alc<x,x<c+d0ix<b
paje
x€la,blixe{c—06,c+6)

Sto povlaci f(x) < O pa prema definiciji skupa S vrijedi x € S. Ovo je u kontradikciji s
¢injenicom da je ¢ < x (c je supremum skupa §).
Pretpostavke f(c) < 01 f(c) > 0 vode na kontradikciju pa zakljuujemo da je f(c) =0. O

2.3 Omedenost neprekidne funkcije

Definicija 2.3.1. Neka je S C R. KaZemo da je S omeden skup ako je S omeden odozgo i
omeden odozdo (u uredenom skupu (R, <)).

Definicija 2.3.2. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija. Kazemo da je f omedena
funkcija ako je skup {f(x) | x € S} omeden.

Dakle, akoje § € R1 f: S — R funkcija onda je f omedena ako i samo ako postoje
N,M e Rtakvidaje N < f(x) < M zasvakix € S.

Primjer 2.3.1. Nekasu f :R — R, g : R — Rih:[0,1] — R funkcije definirane sa
f(x) = x, g(x) =0za svaki x € R, h(x) = x za svaki x € [0, 1].

Imamo {f(x) | x e R} = R, {g(x) | x € R} = {0}, {h(x) | x € [0, 1]} = [0, 1] pa je jasno da
su funkcije g i h omedene te da funkcija f nije omedena.
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Primjer 2.3.2. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

[ xh xe€/(0,1]
=17 1

Tvrdimo da f nije omedena funkcija.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji M € R takav da je f(x) < M za svaki x € [0, 1].
Posebno za svaki x € (0, 1] vrijedi x' < M. Slijedi (za x = 1) daje 1 < M. Prema tome
0O<MpajeO< M.

Neka je x € (0,1]. Iz x' < M i Propozicijemslijedi x-x' < x-M. Nadalje, iz iste
propozicije slijedi M~ < x. Dakle, M™' < x za svaki x € (0, 1]. Takoder iz 1 < M slijedi
M~ < 1. Prema Propozicijipostoji x € Rtakav daje 0 < x < M~ pa je x € (0,1]
(jer je x < M~' < 1). Dakle, x < M~" i x € 0, 1], no to je u kontradikciji sa M~ < x za
svaki x € 0, 1]. Zakljucujemo da funkcija f nije omedena.

Propozicija 2.3.1. Neka su S i T podskupovi od R.
(1.) Ako je S omedeni T C S ondajei T omeden.
(2.) Ako su S i T odozgo omedeni onda jei S U T odozgo omeden skup.
(3.) Ako su S i T odozdo omedeni onda je i S U T odozdo omeden skup.
(4.) Ako su S i T omedeni onda jei S U T omeden skup.

Dokaz. Tvrdnja (1.) je o€ita. Pretpostavimo da su S 1 7 omedeni. Tada postoji M € R
takav da za svaki x € § vrijedi x < M te postoji R € R takav da za svaki x € T vrijedi
x < R. Neka je

L = max {M,R}.

Tada je x < L zasvaki x € S UT. Dakle, S UT je odozgo omeden skup.
Tvrdnju (3.) dokazujemo analogno.
Tvrdnja (4.) slijedi iz (2.) i (3.). ]
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Definicija 2.3.3. Nekaje S CRte f : S — R. Nekaje T C S. KaZemo da je funkcija
omedena na skupu T ako je {f(x) | x € T} omeden skup.

Propozicija 2.3.2. NekajeS CRte f:S — R. NekasuT,, T, CS.
1.) Ako je T\ C T, i f omedena na T, onda je f omedena na T).
2.) Ako je f omedena na T, i T, onda je f omedena na T, U T,.

Dokaz. 1.) Imamo {f(x) | x € T1}<{f(x) | x € T,} pa tvrdnja slijedi iz Propozicije
(1.).

2.) Imamo {f(x) | xe T UT,} = {f(x) | xe T} U{f(x)|x e T,} pa tvrdnja slijedi iz
Propozicije[2.3.1] (4.).

O

Lema 2.3.1. Nekaje S CR, xo € Sif:S — R funkcija neprekidna u tocki x,. Tada
postoji r > 0 takav da je f omedena na [xg —r,xo+r]NS.

Dokaz. Odaberimo proizvoljan € > 0. Tada postoji 6 > 0 takva da ako je x € (xo — J, xo +

0) NS onda je f(x) € (f(xo) — €, f(x0) + €).
Odaberimo bilo koji r € (0, 6). Tada je

[x0 — 1, X0 + 1] C (X0 — 6, X + I). 2.1)

Naime iz r < ¢ slijedi xy + r < x( + ¢ te takoder —6 < —r Sto povlaci xy — 6 < xy — r pa ako
jey € [xo — r, xo + r] onda imamo

X()—5<X0—I"S)7SX0+I”<X0+5,

tj. Xo— 0 <y <Xy + 0, dakley S <.X() — 0, X +5>
Prema odabiru broja ¢ vrijedi

{f(0) [ x €{xo=06,x +0) NS} < (flxo) — € fxo) + €),

a (f(xo) — €, f(xo) + €) je ocito omeden skup pa slijedi da je {f(x) | (xo — J,x0 + ) N S}
omeden skup, tj. f je omedena na (xo — 6, xo + 6) N S. 1z 2.1) slijedi

[xo—rxo+7r]NS C{xg—08,x+)NS
pa iz Propozicije (1.) slijedi da je f omedenana [xo —r,xo+7]NS. O

Teorem 2.3.2. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada je f omedena funkcija.
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Dokaz. Neka je
S ={x € [a,b]| f omedena na [a, x]}.

Vrijedi [a, a] = {a} pa je f oCito omedena na [a, a]. Daklea € S.

Nadalje, iz definicije skupa S je ocito da je S C [a, b]. Stoga je b gornja meda skupa S.
Dakle, S je neprazan odozgo omeden skup pa stoga ima supremum (Teorem[I.3.T)). Oznac¢imo
taj supremum sa c.

Buduci da je b gornja meda od S vrijedi da je ¢ < b. S druge strane c je gornja meda od S
1a €S pajea < c. Prema tome c € [a,b].

Bududi da je f neprekidna u ¢ prema Lemi postoji » > O takav da je funkcija f
omedena na [¢ — r,c + r] N [a,b]. Prema Propoziciji [1.3.8] postoji x € S takav da je

¢ —r < x. Tvrdimo da je

la,c] = [a,x] U ([c —r,c] N]a,b]). (2.2)

Neka jey € [a, c]. Tada je a <y < c¢. Imamo dva slucaja:
1.) y<x.Tadajeocitoy € [a,x] pajey € [a,x] U ([c — r,c] N [a, b]).

2) x <y. lzc—r < xslijedic—r < ypazbogy < cimamo y € [c — r,c]. OCito je
y€la,b],dakley € [c —r,c]N[a,b] pajey € [a,x] U ([c —r,c] N [a,b]).

Time smo dokazali da je
[a’ C] c [a’ x] U ([C =7 C] N [a, b])

Iz x € § slijedi da je x < ¢ (jer je ¢ supremum od S).
Nadalje, ocito je a < x. Dakle, x € [a, c] pa je

la, x] C [a,c]. (2.3)

Pretpostavimo dajey € [c —r,c] N [a,b]. Tadajey € [c—r,c]iy € [a,b] paslijedia < yi
y < ¢, dakle y € [a, c]. Time smo dokazali da je

[c=rc]N][a,b] Cla,c].

Iz ovoga i (2.3) slijedi da je [a, x]U([c—r, c]N[a, b]) C [a, c]. Time smo dokazali da vrijedi

(2.2).

Buduci da je x € § funkcija f je omedena na [a, x]. Nadalje, funkcija f je omedena na

[c=r,c+r]N]a,b],
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alc—r,clNla,b] C[c—-r,c+r]N][a,b]paje f omedena na
[c—r,c]N][a,b]
prema Propoziciji[2.3.2](1.). Iz Propozicije[2.3.2](2.) slijedi da je f omedena na
[a, x] U ([c — r,c] N [a, b)),

tj. prema (2.2)) f je omedena na
[a,c].

Tvrdimo da je ¢ = b. Pretpostavimo suprotno. Tada je ¢ < b. Imamo ¢ < z < min {c +r, b}
pa stoga postoji z € R takav da je

c<z<min{c+r}

(Propozicija[1.3.10). Dakle, c < z,z < c+riz < b.1zc € [a, z] slijedi [a, z] = [a, c]U[c, z].
Iz c <z < c+rslijedi [c,z] € [c —r, ¢ + r]. Takoder zbog z < b, imamo

lc,z] C [a, b].

Stoga je [c¢,z] € [c — r,c + r] N [a,b]. Funkcija f je omedena na [c¢ — r,c + r] N [a, b],
pa je omedena i na [c, z]. Znamo da je f omedena na [a, c] pa slijedi da je f omedena na
[a,c]U]c, z], . f je omedena na [a, z]. Stoga je z € S. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom
da je ¢ < z te da je ¢ supremum skupa S.

Prema tome ¢ = b pa je f omedena na [a, b].

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

2.4 Tocke maksimuma i minimuma

Definicija 2.4.1. NekajeS C R, xo € Sif:S — R. KaZemo da funkcija f poprima
maksimum u tocki xy ako za svaki x € S vrijedi f(x) < f(xp).

Primjer 2.4.1. Neka su f,g : [0,1] — Rih : (0, 1) — R funkcije definirane sa f(x) = x,
g(x) =0 za svaki x € [0,1] i h(x) = x za svaki x € 0, 1).

Funkcija f ocito poprima maksimum u tocki x, = 1. No to je jedina tocka u kojoj f
poprima maksimum. Naime kad bi postojao x, € [0, 1) takav da f poprima maksimum u
Xo, onda bi vrijedilo f(x) < f(xo) za svaki x € [0, 1] pa bi posebno vrijedilo f(1) < f(xo),
1. 1 < xo, Sto je ocito nemoguce.

Funkcija g poprima maksimum u xy za svaki xo € [0, 1].

Tvrdimo da funkcija h ne poprima maksimum u niti jednoj tocki iz {0, 1).
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Pretpostavimo suprotno. Tada postoji xo € (0, 1) takav da je f(x) < f(xo) za svaki
x € (0, 1). Imamo xy < 1 pa postoji x € R takav da je xy < x < 1. OCcito je x € {0, 1) pa je
stoga f(x) < f(xo), tj. x < xo. Kontradikcija.

Uoc¢imo da su prema Primjeru [2.1.1]i Primjeru [2.1.2] funkcije f, g, h neprekidne.
Primjer 2.4.2. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

x, x<1

w={ 5 5]

Vrijedi {f(x) | x € [0, 1]} = [0, 1) pa je ocito da je funkcija omedena.
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Pretpostavimo da postoji x € [0, 1] takav da f poprima maksimum u tocki x,. Ocito
je xo < 1 pa postoji x € R takav da xy < x < 1. Tada je x € [0, 1) te je f(x9) < f(x), no
to je nemoguce jer je xo tocka u kojoj f poprima maksimum. Prema tome f ne poprima
maksimum u niti jednoj tocki.

Uocimo da funkcija f nije neprekidna u tocki 1. Naime kad bi funkcija bila neprekidna
u toc¢ki 1, onda bi za € = 27! postojao 6 > 0 takav da za svaki x € [0, 1] takav da je
x €1 =0,1+06)vrijedilo f(x) € (f(1)—¢€, f(1) +€), tj. f(x) € (—¢€,é€).

Znamo da je 27" < 1 pa je stoga max {1 — 6,27'} < 1. Zato postoji x € R takav da je
max{l — 6,27} < x < 1. Slijedi 27" < x < 1 pa zakljuc¢ujemo da je x € [0, 1].

Nadalje imamo daje 1 —6 < x < 1 paje x € (1 —-0,1+06). Slijedi da je f(x) € {—¢,€).
Buduci da je x < 1 imamo f(x) = x pa je 27" < f(x), tj. € < f(x). Ovo je u kontradikciji s
Cinjenicom da je f(x) € (—¢,€).

Lema 2.4.1. Nekaje S C R, xo € S te f : § — R funkcija neprekidna u tocki x.
Pretpostavimo da je u € R takav da je f(xy) < p. Tada postoje M < u i r > 0 takvi da je
f(x) < M za svaki x e< xo—r,xo+1r>NS.

Dokaz. Odaberimo M € R takav da je f(xg) < M < u. Neka je
€=M — f(xo).

Ocito je € > 0 pa stoga postoji 6 > 0 takva da za svaki x € (xo — J,x9 + 9) N S vrijedi
f(x) € (f(xo0) — €, f(xo +€). Dakle za svaki x € (xo— 0, xo + )N § vrijedi f(x) < f(xo) +€,
tj. f(x) < M (jer je M = f(xo) + €). O

Teorem 2.4.1. Neka sua,b € R, a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
postoji xy € la, b] takav da f poprima maksimum u tocki x.

Dokaz. Prema Teoremu[2.3.2)funkcija f je omedena, dakle skup {f(x) | x € [a, b]} je omeden.
Ocito je taj skup neprazan pa stoga ima supremum. Oznac¢imo supremum skupa { f(x) | x € [a, b]}
sa u. Pretpostavimo da funkcija f ne poprima maksimum u niti jednoj tocki. Tada za svaki

x € [a, b] vrijedi f(x) < u. Neka je

S ={x€la,b]| IM < ptakvidaje f(y) < M,Vy € [a, x]}.

Vrijedi da je a € S, naime ako stavimo M = f(a), onda je M < u te za svaki y € [a,a]
ocito vrijedi f(y) < M. Nadalje b je gornja meda skupa S. Buduci da je skup S neprazan
1 odozgo omeden postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa §. Imamo a < ¢ (jer je
a € S)ic < b (jerje b gornja meda od S). Dakle, ¢ € [a,b]. Funkcija f je neprekidna
uci f(c) < ppaprema Lemi [2.4.1 postoje M < pir > 0 takvi da je f(y) < M za svaki

y € {c —r,c+ryN [a,b]. Prema Propoziciji [I.3.§ postoji x € S takav da je c — r < x.
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Bududi da je x € §, postoji N < u takav da je f(y) < N za svaki y € [a,x]. Neka je
K = max {M, N}. Ocito je K < n. Tvrdimo da je

f(y) <K zasvakiy € [a,c+ r) N [a,b]. 2.4)
Nekajeye€ [a,c+r)Nla,b]. Tadajey € [a,c+ r)iy € [a, b]. Imamo dva slucaja:
1.) y<x.Tadajey € [a,x] paje f(y) < N, Sto povlaci f(y) < K.

2) x <y. Tadaimamoc—-r < x <y <c+rpajey € {c—rc+r). Dakley €
(c=r,c+ryn [a,b] paje f(y) < M, dakle f(y) < K.

Ocito je [a, c] C [a,c+r]N[a, b] paiz (2.4) slijedi da je f(y) < K za svakiy € [a, c]. Stoga
je ¢ € §. Dokazimo da je ¢ = b. Pretpostavimo suprotno. Tada je ¢ < b. Kao u dokazu
Teorema [2.3.2] zakljuCujemo da postoji x € R takav da je ¢ < x, x < ¢ + rix < b. Slijedi
x € [a,b]. Neka je y € [a, x]. Tada je

as<ys<x<c+Hr

paje
y€la,c+r).

Takoder imamo da je y € [a, b]. Stoga je
y € la,c+r)Nla,b].

Iz (2.4) slijedi f(y) < K. Dakle, f(y) < K za svaki y € [a, x]. Prema tome x € §. Ovo jeu
kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ < x te da je ¢ supremum skupa S. Dakle, ¢ = b. Prema
tome b € S, a to znaci da postoji M < u takav da je f(y) < M za svaki y € [a, b]. Slijedi
da je M gornja meda skupa {f(x) | x € [a, b]}, a supremum ovog skupa je u pajeu < M,
Sto je u kontradikciji s M < u. Zaklju€ak: funkcija f poprima maksimum u nekoj tocki
Xo € [a, b]. O

Definicija 2.4.2. Neka je X skup te f : X — R. Definiramo funkciju —f : X — R sa
(=)(x) = —f(x) za svaki x € X.

Propozicija 2.4.1. NekajeS CR, xo €S te f : S — R funkcija neprekidna u x,. Tada je
funkcija —f : X — R neprekidna u tocki x.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi sljedeca
implikacija:
X0 —x] <6= [flx) - f()]| <e
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No za svaki x € S vrijedi | f(xo) — f(x) | = | (=f)(x0) — (=f)(x) | . Stoga za svaki x € §
vrijedi sljedeca implikacija:

| Xo=x| <6 = [(=f)x) - (=HX)| <e
Iz ovoga zakljucujemo da je funkcija — f neprekidna u xy. O

Korolar 2.4.2. Neka je S C R te neka je f : S — R neprekidna funkcija. Tada je i
funkcija —f : § — R neprekidna.

Definicija 2.4.3. Nekaje S C R, f:S — Rixy € S. KaZemo da funkcija f poprima
minimum u tocki xo ako za svaki x € S vrijedi f(xp) < f(x).

Korolar 2.4.3. Neka su a,b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada postoji xg € [a, b] takav da f poprima minimum u tocki x,

Dokaz. Prema prethodnom korolaru funkcija —f : [a,b] — R je neprekidna pa prema
Teoremu 2.4.1] postoji tocka x, € [a, b] takva da —f poprima maksimum u x,. To znaci da
za svaki x € [a, b] vrijedi (—f)(x) < (—f)(xo). 1z ovoga slijedi da za svaki x € [a, b] vrijedi
f(x0) < f(x). Prema tome f poprima minimum u tocki x. O

Propozicija 2.4.2. Neka je S C R, xy te f : S — R funkcija neprekidna u tocki xy € S.
Neka je c € R te neka je g : S — R funkcija definirana sa g(x) = f(x) + c. Tada je
funkcija g neprekidna u tocki x.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takva da za svaki x € § vrijedi sljedeca
implikacija:

lx—xo| <d= | f(0) - flxo) | <€
Za svaki x € S vrijedi

18(x) —gxo) | = [ f()+c—(fxo)+)| = [ f(x) = flxo)|.

Stoga za svaki x € S vrijedi

lx—xo| <6= [g(x)—glxo)| <e
Prema tome funkcija g je neprekidna u tocki xy. O

Korolar 2.4.4. Neka sua,b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.

(i) Pretpostavimo da je y € R takav da je f(a) <y < f(b). Tada postoji c € [a, b] takav
da je f(c) = y.
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(ii) Pretpostavimo da je y € R takav da je f(a) >y > f(b). Tada postoji c € |a, b] takav
da je f(c) = y.

Dokaz. (i) Definirajmo funkciju g : [a,b] — R sa g(x) = f(x) — y za svaki x € [a, b].
Prema Propoziciji [2.4.2) funkcija g je neprekidna. Imamo

gla) = fla) -y <0ig(b) = f(b) -y >0.

Prema Teoremu [2.2.1] postoji ¢ € [a, b] takav da je g(c) = 0. Dakle, f(c) —y = 0 pa
je f(e) =y.

(i) Definirajmo funkciju g : [a,b] — R, g(x) = f(x) —y za svaki x € [a,b]. Tada je g

neprekidna funkcija te je g(a) > 01 g(b) < 0. Definirajmo funkciju 4 : [a,b] — R

sa h(x) = —g(x). Prema Korolaru [2.4.2] funkcija & je neprekidna. Kako je h(a) < 0

i h(b) > 0 prema Teoremu postoji ¢ € [a,b] takav da je h(c) = 0. Dakle,
—g(c) = 0paje g(c) = 0. Prema tome f(c) = y.

O

Napomena 2.4.1. Neka je S C R, xo € S, te f : S — R funkcija neprekidna u tocki x.
Neka je T C S takav da je xo € T. Tada je funkcija f|; : T — R neprekidna u x,. Posebno
akoje S C R, f: S — R neprekidna funkcijate T € S, T # 0, onda je f|; : T —- R
neprekidna funkcija.

Teorem 2.4.5. Neka su a,b € R, a < b, te neka je [ : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada postoje c,d € R, ¢ < d, takvi da je f([a,b]) = [c,d].

Dokaz. Prema Teoremu [2.4.1] i Korolaru [2.4.3] postoje xo, x; € [a,b] takvi da f poprima
minimum u Xy, a maksimum u x;. Neka je ¢ = f(xg) id = f(x;). OCito je ¢ < d. Tvrdimo
da je

f(la,b]) = [c.d]. (2.5)
Neka je y € f([a, b]). Tada postoji x € [a, b] takav da je y = f(x). Vrijedi f(xo) < f(x) <
f(x1),fj. ¢ <y < d. Prema tome y € [c,d]. Time smo dokazali da je f([a,b]) C [c,d].
Neka je y € f([c,d]). Zelimo dokazati daje y € f([a, b]). To je jasno akojey = ciliy = d
(jer je u tom slucaju y = f(xp) ili y = f(x;)). Pretpostavimo stogadajey # ciy # d. Tada
jec<y<d,t.

f(xo) <y < f(x1). (2.6)

Uocimo da je xo # x; (jer je f(xo) # f(x1)). Stoga imamo dva slucaja:

1) xo < x;. OCito je [xo, x1] C [a,D]. Funkcija fl; . : [x0,x1] = R je neprekidna
prema Napomeni [2.4.1} a prema (2.6) vrijedi fl;,, . (x0) <y < fliy . (x1). Prema
Korolaru [2.4.4]i) postoji ¢ € [xo, x1] takav da je fl,, ., (c) = y. Slijedi ¢ € [a, b] (i)
f(c) =y. Dakle, y € f([a, b]).
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2.) x; < xo. Funkcija f|,, . : [x1,%] — R je neprekidna, a prema vrijedi

fl[xl’xo] (.X]) > y > f|[x1,x0] (-XO)

Prema Korolaru (1) postoji ¢ € [x,xo] takav da je y = f(c). Stogajey €
f(la, b]). Zakljucak: [c,d] C f([a, b]). Time smo dokazali da vrijedi[2.5]
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo potpunost polja realnih brojeva te posljedice koje
ta potpunost ima na svojstva neprekidnih funkcija. U prvom poglavlju uvodimo realne
brojeve te potrebne algebarske pojmove kao $to su grupe 1 prsteni. U drugom poglavlju
proucavamo neprekidne funkcije. Dokazujuci potrebne teoreme i propozicije, na posljetku
dolazimo do konac¢nog zakljucka: slika neprekidne funkcije na segmentu je segment. Pris-
tup koji smo koristili nije zahtjevao uvodenje prirodnih brojeva.






Summary

In this diploma thesis we study the completeness of the field of real numbers and the con-
sequences of this completeness on properties of continuous functions. In the first chapter
we introduce the real numbers and necessary algebraic notions such as the notion of a
group and the notion of a field. In the second chapter we study continuous functions. By
proving necessary theorems and propositions we come to the final conclusion: the image
of a continuous function on a segment is a segment. The approach the we used did not
require the introduction of natural numbers.
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