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Uvod

U 20. stolje¢u matematicar Kiyoshi It6 proucavao je slucajne procese i dostupnu teoriju
tog vremena te je, u nedostatku potrebnih alata, razvio teoriju stohasti¢kih integrala. Cilj
ovog rada je konstruirati stohasti¢ki integral te pokazati zanimljive posljedice njegovih
svojstava.

Proucavat ¢emo Brownovo gibanje

B ={B(1)|t =0},

sluajni proces gotovo sigurno neprekidnih trajektorija te neomedene varijacije. Upravo
u posljednjem svojstvu lezi motivacija za uvodenje stohasticke integracije. Naime, funk-
cije neomedene varijacije ne ulaze u domenu Lebesgue - Stieltjesovog integrala te u tom
kontekstu ne moZemo definirati integral oblika

f JF(@©dB(@).

Konstrukciju stohasti¢kog integrala pocet ¢emo progresivno izmjerivim jednostavnim
procesima oblika

H(t) = Z cDj1<tj,tj+1]
=1

te postupno razvijati definiciju prema sloZenijim podintegralnim funkcijama. Stohasticki
integral definirat cemo u obliku limesa. Buduci da je takva definicija neoperativna, veci
dio rada koncentrirat ¢e se na dokazivanje Itove formule za razliite oblike podintegralne
funkcije.

Takoder ¢emo pokazati da Brownovo gibanje ima svojstvo konformne invarijantnosti.
Dokazat ¢emo da je reprezentacija polarnog Brownovog gibanja dana s

. " d “ :
B(r) = eMHOHWHO)  odic e H(r) = f _SZ — inf {u >0)| f Mg > t}.
o |B(s)| 0

Na poslijetku, dokazat ¢emo Feynman - Kacovu formulu kojom ¢emo dati eksplicitno
rjeSenje jednadzbe provodenja.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Pocetne definicije

Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.1.1. Familiju o-algebri { ¥ (t)|t > 0} na izmjerivom prostoru (Q, F) koja za-
dovoljava
F)CFH)CF, zasves<t

zovemo filtracija.

Prilikom prou€avanja Brownovog gibanja promatrat ¢emo filtraciju gdje ¢e o-algebre
biti generirane slucajnim varijablama {B(¢)|t > 0} do odredenog trenutka. U takvom

slucaju, o filtraciji moZemo razmiSljati kao o o-algebri koja sadrZi sve dostupne infor-
macije o slu¢ajnim varijablama koje je generiraju.

Definicija 1.1.2. Neka je G o-algebra na Q. KaZemo da je preslikavanje X : Q — R
G-izmjerivo ako za svaki skup B € B vrijedi X~'(B) € G, gdje je s B oznacena Borelova
o-algebra na R. Tada pisemo X € G.

Slucajna varijabla je preslikavanje X : Q — R za koje vrijedi X~'(B) € ¥, za sve B € B.

U proucavanju izmjerivosti slucajne varijable u odnosu na o-algebru koja je sastavni
dio filtracije, od posebnog znacaja ¢e nam biti pojam adaptiranosti.

Definicija 1.1.3. KaZemo da je slucajni proces {X(¢t) |t > 0}, definiran na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P), adaptiran u odnosu na filtraciju {F(¢t)|t > 0} ako za sve t > 0 vrijedi
X(1) € F(@).
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1.2 Brownovo gibanje

Pocetkom 19. stoljeca botanicar Robert Brown, proucavajuéi peludna zrnca, uocio je na-
sumicno gibanje mikroskopskih Cestica u vodenoj otopini. Buduéi da uzrok uocenog giba-
nja nije bio ocit, ovo otkrice potaknulo je znanstvenu raspravu te se pocela razvijati teorija
slu¢ajnog procesa koji danas nosi njegovo ime.

U matematici Brownovo gibanje oznacava slucajni proces gotovo sigurno neprekidnih
trajektorija Ciji prirasti se ponasaju kao nezavisne, normalno distribuirane slucajne vari-
jable. Promotrimo li trajektoriju Brownova gibanja, moZzemo uociti fraktalnu strukturu.
Svojstvo koje opisuje takvo ponaSanje je invarijantnost obzirom na skaliranje Brownovog
gibanja te ¢emo u nastavku pokazati tu korisnu karakteristiku.

Definicija 1.2.1. Slucajni proces s realnim vrijednostima B = {B(t)|t > 0} zovemo (line-
arno) Brownovo gibanje s pocetkom u x € R ako vrijedi

(i) B(O) = x,
(ii) prirasti procesa B su nezavisni, tj. za sva viemena 0 < t; < t, < ... < t, prirasti
B(t,) = B(ty-1), B(ty-1) = B(ty-2), ..., B(tz) — B(t1), B(t1) — B(0)
su nezavisne slucajne varijable,

(iii) za sve 0 < s < t prirasti B(t) — B(s) su normalno distribuirane slucajne varijable s
ocekivanjem nula i varijancom t — s, tj. B(t) — B(s) ~ N(O,t — s),

(iv) funkcija t — B(t) je gotovo sigurno neprekidna.
Ako je B(0) = x = 0, onda kaZemo da je B = {B(t) |t > 0} standardno Brownovo gibanje.

Napomena 1.2.2. (a) Alternativna definicija Brownovog gibanja ukljucuje svojstvo sta-
cionarnosti. KaZemo da slucajni proces {X(t)|t > 0} ima stacionarne priraste ako
za sve 0 < s < t distribucija prirasta X(t) — X(s) ovisi samo ot — s.
Neka je X = {X(t)|t > O} slucajni proces s gotovo sigurno neprekidnim trajektori-
Jjama te stacionarnim i nezavisnim prirastima takvim da je X(t + s) — X(s) ~ N(0, 7).
Tada kaZemo da je X standardno Brownovo gibanje.

(b) Prirodnu filtraciju Brownovog gibanja definiramo s F(t) = oc({B(s)|s < t}).

Lema 1.2.3. Neka je o > 0i Y slucajna varijabla za koju vrijedi Y ~ N(0,0?). Tada je
Jfunkcija izvodnica momenta za Y dana s

ey(d) = [E[e”] = e#, za 1> 0. (1.1)
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Dokaz. Neka su o, A > 0. Tada vrijedi

+ 00 , 1 _i
er() = E|e”| = f e_b'( o ZUZ)dy=
—0o0 TOo™

2ot f+oo 1 (}Jr/w'z) a2
= ¢ 2?2 dy =e 2,
—o O \/277

=[integral gustoée za N (/10'2 0'2) 1=1

-y* =210y = | _
—(y+ A0 + 220t T

¢ime smo pokazali tvrdnju. O

Napomena 1.2.4. Neka je Y ~ N(0,0%) za neki o > 0. Tada iz (I.1) dobivamo sljedece:

E[e] = [

E[re"] = ¢4 / lir%
LY = ¢)(0) = A%’ s
Analogno za k € N dobivamo
= ¢y (0).

Lema 1.2.5 (Invarijantnost na skaliranje). Neka je {B(t)|t > 0} standardno Brownovo
gibanje te a > 0. Tada je slucajni proces {X(t) |t > 0} definiran s

1
X(t) = —=B(da*1)
a
standardno Brownovo gibanje.

Dokaz. Uo€imo da je X(0) = éB(O) = 0 te da g.s. neprekidnost trajektorija slijedi direktno
iz svojstava Brownovog gibanja B. Nadalje, za 0 < s < ¢ vrijedi

1 1
X(1) - X(s) = — B(d*) — B(d®s) | ~ N(O, = (azt - a%)) = N0, — 5)
~N(O,a21) ~N(O,a2s)

pa su prirasti normalno distribuirani s o¢ekivanjem 0O i varijancom ¢ — s. Preostalo je jo§
pokazati nezavisnost prirasta. Nekaje 0 <t <1, < ... < t, zaneki n € N. Tada je za
/ll’ /12’ X3 /ln—l

NOtip1-t)
n—1 n—1

E | A X)) — X(#)) | 2 I B _ = () = [E[ pyan /li(X(tiJrl)_X(ti)):I.

i=1 i=1

Koristeci Cinjenicu da funkcija izvodnica momenata jedinstveno odreduje distribuciju, sli-
jedi da su slucajne varijable X(#,) — X(t,), X(¢3) — X(¢2), ..., X(t,) — X(¢,-1) nezavisne. O
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Napomena 1.2.6 (Vremenska inverzija). Neka je B = {B(t) |t > 0} standardno Brownovo
gibanje. Tada je slucajni proces X = {X(t) |t > 0} definiran s

0, t=0
X(r) = 1
t >

standardno Brownovo gibanje.

Sljede¢a dva teorema daju uvid u svojstva Brownovog gibanja koja ¢e biti motivacija
za daljnja poglavlja.

Teorem 1.2.7. Gotovo sigurno za sve 0 < a < b < +00 Brownovo gibanje nije monotono
na intervalu [a, b].

Dokaz. Neka je a < b1 fiksirajmo interval [a, b] na kojem je Brownovo gibanje monotono.
Odaberimo particiju segmenta Il,, = {a = a; < a, < ... < a,41 = b} 1 podijelimo [a, b] na
n podintervala [a;,a;41],i = 1,2, ...,n. UoCimo da tada svaki prirast B(a;;;) — B(a;) mora
imati isti predznak za i = 1,2,...,n. Stoga, uz nezavisnost prirasta Brownovog gibanja,
dobivamo sljedecu vjerojatnost

P({B(ai+1)—B(a;) istog predznaka zai = 1,2, ...,n}) =

=P (ﬂ (B(a;1) — Blay) > 0}) +P [ﬂ {B(ai1) - Ba;) < 0}) (1.2)

i=1 i=1

= [nezavisnost] = n P [B(a,-+1) — B(a;) > 0] + l_[ P [B(am) — B(a;) < O] = %

i=1 ~N(O,ai+1-a;) =1 ~N(0,ais1-a;)

1 1

2 2

Iz posljednjeg izvoda slijedi

P(B je monotono na [a, b]) = P [m {B je monotono za particiju H,,}J
n=1
_ | neprekidnost vjerojatnosti |
~ |u odnosu na padajuée dogadaje|

= lim P ({B je monotono za particiju I1,,})
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pa vrijedi

P U {B monotono na [a, b]}| = 0.

a,beQ
a<b

Dakle, postoji Q, takav da je P(y) = 1te zasve w € Qy i p,qg € Q preslikavanje t —
B(t, w) nije monotono na [p, g]. Stoga, za w € €, ako je a < b, onda postoje py, gy € Q
takvi da je po < go 1 [po,qol C [a,b]. Buduéi da iz gornjeg rezultata znamo da B nije
monotono na [ py, go], onda nece biti monotono niti na [a, b]. O

Definicija 1.2.8. Zdesna neprekidna funkcija f : [0,t] — R je funkcija omedene varijacije
ako vrijedi

k
V(0 1= sup ) 14 = ft3-0)] < +eo,
=1
gdiezak € NIl = {0 =1t <t < .. <t =t} ¢ini particiju segmenta [0,t]. Ako je

supremum u V}l) beskonacan, onda kazemo da je f neomedene varijacije.

Definicija 1.2.9. Neka je I, = {0 = t) < t; < ... < ty = t} particija segmenta [0, 1] te

.....

{X(2)|t = 0} konacne kvadratne varijacije ako postoji slucajni proces (X) = {{X), |t > 0}
takav da vrijedi

k
i N— X(f P =
®) 5(11115202; 1X(t;) — X(t;-)I" =(X),, zasvet>O0.
]:

Slucajni proces (X) tada zovemo kvadratna varijacija procesa X.

Odredimo kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja te pokazimo da je Brownovo giba-
nje neomedene varijacije.
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Teorem 1.2.10. Neka je B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje. Oznacimo s (I1,,),en, 1, =
{0 = t(()") < t(ln) <.<tP= t} niz particija segmenta [0, t]. Tada vrijedi

(L% lim Z ‘B () - t(")

o(I1,,)—0

=t zasvet>0.

Specijalno, (B), = t.

Dokaz. Zaista,

o | [ lpl) - 5]

” = S E[(5() - () )| =

_Z? l(t(n)_t(n)):t_o_t

Z ‘B )= B (£,
n 2

-2 el sl -t )

= [Napomena|l.2.4] = Zn: (3 (ti.") - t;'i)l )2 - (Z‘E-") - t;’i)l)z)

J=1

[Z ‘B (n) (n)

= Var

] [nezavisnost prirasta] =

< 26(11,) Z (A7 =) = 2611, 1.

[ . ... ve 4. n n) m\ 2 2
Dakle, za svaki ¢lan niza particija vrijedi E (Z =1 1B (tj ) -B (l,_1)| - t) ] < 26(IL,)t pa

pustanjem o6(I1,,) — 0 dobivamo prvu tvrdnju.
Neka je sada & > 0. Tada vrijedi

Z ’ B t(") z(")

lim IP( —t

6(I1,)—0

> s] < [Markovljeva nejednakost] <

() - B()[

]

Dakle, dobili smo i1 (B), = t. O

3 [(2'}:1
=0.
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Teorem 1.2.11. Brownovo gibanje je neomedene varijacije.

Dokaz. Neka je B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje. Pretpostavimo da je ono omedene
varijacije. Tada za particiju 0 = t, < f; < ... < f; = t vrijedi

k k
DB - Bltj1) < max|B(t;) ~ B(;-1) > 1By - B
j=1 = j=1

Ako uzmemo niz particija takav da im o€ica tezi u 0, onda lijeva strana teZi u ¢, a desna
zbog g.s. neprekidnosti trajektorija Brownovog gibanja tezi u 0. Ovime smo dosli do
kontradikcije s pretpostavkom da je Brownovo gibanje B omedene varijacije. O

Definicija 1.2.12. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor, F = {F ()|t > 0} filtracija te
X = {X(@®) |t = 0} slucajni proces. Dodatno, neka je X adaptiran obzirom na F te neka je
E|X(?)| < o0 za sve t > 0.

Kazemo da je X martingal ako vrijedi

EIX() | F(s)] = X(s), zasve 0 < s <t.
Kazemo da je X supermartingal ako vrijedi

EIX()| F(s)] < X(s), zasve) < s <t.
Kazemo da je X submartingal ako vrijedi

E[X ()| F(s)] = X(s), zasve 0 < s <t.

Teorem 1.2.13. Neka je B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje. Tada su sljedeci slucajni
procesi martingali:

(a) B(t),t >0,
(b) B> —t,t>0

Dokaz.
| (@) | Uogimo da je EIB(1)] < oo jer je B() ~ N(0,1). Neka je 0 < s < £. Tada

E[B(1) | 7 (s)] = E[(B(t) — B(s)) + B(s)| 7 (s)] = [linearnost] =

=E| B0 - B(s) | F(s)| + | B(s) | F(s)| = EIB®) = B(s)] +B(s) = B(s)
nezavisna od F(s) €F(s) =0
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pa je B martingal.
Bududi da je E|B()> — t| < EB(f)* +t = 2t < oo, preostalo je pokazati martingalnu
——
=t

jednakost. Neka je 0 < s < r. Tada

E[B(t)? - t| F(s)] = E [((B(t) — B(s)) + B(s))? | T(s)] — t = [linearnost] =

= E[{(B(1) - B(5))” | F(s)| + 2E |(B(t) - B(s)) B(s) |F(s)|+
——— ———— - —
nezavisna od F(s) nezavisna od F(s) €F(s)
+E|B(s)> | F(s)| ~1
N——
EF(s)
= E|(B@®) - B(s))*| + 2B(s) E | B(t) — B(s)| +B(s)* — ¢
——— S———
~N(0,t—s) ~N(0,t—5)
————

=0
=t—s+B(s)>—t=B(s)?—s

O

Propozicija 1.2.14. Neka je S (1) = sup,., B(s). Tada za sve t > 0, S (1) ima istu distribu-
ciju kao |B(1)|.

Dokaz. Nekajet > 0tea > 0. Tada vrijedi

PSS =>2a)=PES#) >a,Bt) <a)+PS @) =>a,B() > a)
ciS(za)
_ Princip refleksije: zaa,b € R
"~ |P(S(2) > a,B(r) < b) = P(B(t) > 2a — b)
= P(B(?) > a) + P(B(t) > a)
=2P(B(t) = a) = P(B(t)| = a)



Poglavlje 2

Itov integral

2.1 Konstrukcija stohastickog integrala

U ovom poglavlju Zelimo definirati integral oblika

j; f()dB(s)

gdje je {B(?) |t > 0} Brownovo gibanje. Neka je (€2, #, P) vjerojatnosni prostor na kojem
je definirano Brownovo gibanje B = {B(#) |t > 0} koje je adaptirano u odnosu na filtraciju
I = {#|t > 0}. Dodatno, pretpostavimo da je filtracija I potpuna. Tada Ce integral do
vremena ¢ biti adaptiran u odnosu na danu filtraciju.

Definicija 2.1.1. KaZemo da je slucajni proces X = {X(t,w)|t > 0, w € Q} progresivno
izmjeriv ako je za svaki t > 0 preslikavanje X : [0,t] X Q — R izmjerivo u odnosu na
o-algebru B([0, t]) @ F(¥).

Napomena 2.1.2. Uocimo da je progresivno izmjeriv slucajni proces ujedno i adaptiran u
odnosu na filtraciju .

Zaista, definiramo li izmjerivo preliskavanje g : Q — [0,1] X Q s g(w) = (t,w), onda je
X(t,w) = (X o g)(w). Stoga je i kompozicija X(t,-) : Q — R F - izmjeriva.

Lema 2.1.3. Slucajni proces X = {X(¢)|t > O} koji je adaptiran i neprekidan slijeva ili
neprekidan zdesna je progresivno izmjeriv.

Dokaz. Pretpostavimo da je X = {X(#)|# > O} adaptiran i neprekidan slijeva. Fiksirajmo
we t>010< s <t Sadazan > 1 definirajmo
X0(0, w) = X(0, w)
knt knt (kn + 1)[

Xn s :X ~N 0 s — < s
(s, w) (2” w) za o s < o

10
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Uocimo da je preslikavanje (s, w) — X, (s, w) B([0,1]) ® F(¢) - izmjerivo:
nekajea € R,n > 1, tada je

(X, >a}={(s,w) €[0,1] Xx Q| X,(s, w) > a}

¥ k,t kit k, + 1
:U w€Q|X —,W|>ap,X|—,
) n o’ on

k.t k,+1
- Ui{x (<a,+oo>>}x[§, N >
~—_———

eF (% )cr® €B([0,1])

Sada zbog izmjerivosti produkta i prebrojive unije slijedi tvrdnja.
Nadalje, zbog
k,t k ”
0<s—-— < U+ DE_ Kl _ i,
21 2n 2n 21
pusStanjem limesa lim,, »,, po teoremu o sendvicu dobivamo da /;—,f — .

Stoga neprekidnost slijeva procesa X povlaci

k.t
lim X,(s, w) = lim X[=— | = X(s, w).
tim 0,00 = i () = xG00

Dakle, preslikavanje (s, w) — X(s,w) je takoder B([0,t]) ® F(t) - izmjerivo pa je X
progresivno izmjeriv. Za neprekidnost zdesna dokaz je slican. O

Definicija 2.1.4. KaZemo da je sluc¢ajni proces H = {H(t,w)|t > 0,w € Q} jednostavan
ako je oblika

H(w):=H(t,w) = Z (Dj(w)]l<t_,-,tj+|](t)
=1

gdjejen>1,0<t, <. <t te®;e F(t;),j=1,...,n+1

Konstrukciju Itdvog integrala provest ¢emo kroz nekoliko koraka. Definirajmo prvo
integral progresivno izmjerivog jednostavnog procesa H:

fom H(s)dB(s) := ) ®;(B(t;1) - B(1))).
=1

Napomena 2.1.5. Uo¢imo da za @, € R te HO(t,w) = ¥ OV (@), 10,0 = 1,2
progresivno izmjerive jednostavne procese vrijedi

f - («HM(s) + BH?(5)) dB(s) = o f - HV(s)dB(s) + B8 f h H(s)dB(s)
0 0 0

jer je linearna kombinacija jednostavnih procesa ponovno jednostavan proces.
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Nadalje, neka je H progresivno izmjeriv proces takav da vrijedi

F f ) H(s)*ds < +oo. 2.1
0

Pretpostavimo da se H moZe aproksimirati nizom progresivno izmjerivih jednostavnih pro-
cesa H,, n > 1. Definirajmo u tom slucaju Itdv integral kao

foo H(s)dB(s) := L? - lim foo H,(s)dB(s). (2.2)
0 = Jo

Kako bi posljednja definicija bila dobra, potrebno je pokazati da uz L? ([0, +00) X Q, 1 ® P)
normu

|H|3 := E f H(s)’ds
0
vrijedi sljedece:

e Za svaki progresivno izmjeriv proces H koji zadovoljava (2.1]) postoji aproksimi-
rajuci niz jednostavnih progresivno izmjerivih procesa H,, obzirom na ||-||, normu.

e Za svaki aproksimirajuéi niz, limes u (2.2) postoji.
e Limes u (2.2) ne ovisi o izboru aproksimirajuéeg niza H,,.
Krenimo od prve tvrdnje.

Lema 2.1.6. Za svaki progresivno izmjeriv proces H = {H(s,w)|s > 0, w € Q} takav da je
E fooo H(s)*ds < +oo postoji niz (H,),s progresivno izmjerivih jednostavnih procesa takav
da vrijedi

lim [|H, — HIl, = 0.

Dokaz.
Neka je H = {H(s,w)|s > 0, w € Q} progresivno izmjeriv proces takav da je ||H||, < +co.

Definirajmo niz (H.),s1 s

H,(ll)(s, w)=H(s,w), s<n
H,(f)(s, w) =0, inace
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Tada vrijedi

2

f |H,(11)(s, w) — H(s, cu)|2 ds = f |H§ll)(s, w) — H(s, a))|2 ds

0 0
H"(s, w) —H(s, w)| ds (2.3)
———

=0
+ f
n
=0

= f |H(s, )| ds.

Bududi da je E fooo H(s)*ds < +oo, primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj ko-
nvergenciji i puStanjem n — oo dobivamo da je

lim |H (s, w) = H(s, w)||, = 0. (2.4)

Neka je H progresivno izmjeriv proces za kojeg postoji 7 > 0 takav da je
H(t,w)=0zasvet>T,w € Q. Aproksimirajmo takav proces H nizom (Hf,z))nzl oblika

H,(f)(s, w) = H(s,w) A n.

Uocimo da je tada HP(s,w) < H(s,w) zasve s > 0, w € Q te je progresivno izmjeriv pa
kao u prethodnom koraku moZemo primijeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konver-
genciji.
Takoder, za ny = LH(s, w)] + 1 sli¢no dobivamo da vrijedi H(s, w) = H(s,w) za n > ny,
Sto u konacnici daje

lim |[H2 (s, w) = H(s, w)||, = 0. (2.5)

Neka je sada H uniformno ograniCen progresivno izmjeriv proces za ko-
jeg postoji T > O takav da je H(t,w) = 0 zasvet > T,w € Q. U ovom koraku ta-

kav H aproksimiramo ograni¢enim, g.s. neprekidnim, progresivno izmjerivim procesom
{HP (s,w)|s > 0,w € Q}, gdje je

HY (s,w) = HO, w), 5s<0
HY(s,w) =n f H(t,w)dt, s>0

Buduc¢i da promatramo integral samo do trenutka s, HY je progresivno izmjeriv, a primje-
nom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo da je i g.s. neprekidan.
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Iz Lebesgueovog teorema o diferenciranju (u odnosu na Lebesgueovu mjeru) znamo da za
svaki w € Q1 gotovo svaki s € [0, #] vrijedi

lim n f " H(t, w)di = Hs, w).
N0 Js-t

HY (s.0)

S druge strane iz ogranicenosti slu¢ajnog procesa H konstantom M > 0 dobivamo

|H® (s, w) — H(s,w)| < n f |H(t, w) — H(s, w)| dt <2M
1
2 <2M
pa primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji uz funkciju

2M, se€][0,T +1]
g(s,w)={

0, inace
dobivamo
T+1
lim |HP (s, w) = H(s,0)||, = lim f IHY (s, w) — H(s, w)lds = 0. (2.6)
n [ee) n [Se) O

Gotovo sigurno neprekidan, progresivno izmjeriv proces H za kojeg postoji
T > 0O takav da je H(t,w) = 0 za sve t > T aproksimirajmo jednostavnim procesom H,

iT iT i+ DT
J ) I, G+t

H,,(s,w):H(—,w =01, n—1.
n n n

Kao u dokazu Leme [2.1.3|se pokaze da % = pa uz neprekidnost od H dobivamo

T
lim H,(s,) = lim H (L, a)) = H(s, ).
n,/'co n,/"co n
Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji i u ovom slucaju dobivamo

1i/m 1H,(s, w) = H(s, w)ll, = 0. 2.7)

Konacno, iz prethodnih koraka dobivamo tvrdnju primjenom nejednakosti trokuta:
|H(s, w) — H,(s, w)|| = |H(s, w) — H (s, w) + H (s, w) = H2 (s, w) + HP(s, w)
— H(s,w) + H (s, w) — Hy(s, w)|
= IH(s, ) = H,"(s, w)l| +|1H," (s, w) = H (s, w)|

po Z4) teziu 0 po @3 teziu 0
2 3 3
+ | HP (s, w) = HY (s, )| + [|HY (5, w) = Hy (s, )|
po 2:6) teziu 0 po @A) teziu 0
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Lema 2.1.7 (Itdva izometrija). Neka je H = H(s)|s > 0 progresivno izmjeriv jednostavan
proces takav da je | fooo H(s)*ds < +oo. Tada vrijedi

OO 2 [o'e)
[El( f H(s)dB(s)) } =E f H(s)*ds.
0 0

Dokaz. NekajeO<t; <t) <..<t,te

n
H = Z (Di]]'(l[,ml]'
i=1

Budu¢i da za Brownovo gibanje vrijedi

B() - B(s) ~N@,t-5), 0<s<t, (2.8)

uz adaptiranost, dobivamo
D" ®; (Bltin) — BW)) (B(tj) - B(t))

00 2
[E[(f H(s)a’B(s)) l =F
0 ij=1

_ ®;, ®; su F(t;) — izmjerive
| B(tiv1) — B(t:) je F(t;) — izmjeriva

=23 > E|®®;(Bltw) - B@) E[Blt) - Byl 7(1))]

i=1 j=i+l

= [nezavisnost] =E[ B(tj+1)-B(t;) | =@-8)=0

+ > |0 (Blti) - Bt)Y]
i=1
E[E[0F (B(ti1) - B@) | (1)
i=1
®; je F(t;) — izmjeriva B
B(ti11) — B(t;) je nezavisna od F(t;)|
2

= Y E|®}-E||Blt:1) - B()
i=1

@N(O, fiv1=1;)

n

¢t n 00
=) E[@X(tiy, —t)] =E f Z@%L,,.,,M](s)ds =F f H(s)*ds
i=1 0 %=1 0
N——
=H?



POGLAVLIJE 2. ITOV INTEGRAL 16

O

Korolar 2.1.8. Neka je (H,),>1 niz progresivno izmjerivih jednostavnih procesa takvih da
[Ef (H,(s) — H,(5))*ds > 0, za n,m — +co.
0

Tada vrijedi

o0 2
E [(f (H,(s) — Hm(s))dB(s)) l — 0, zan,m— +oo,
0

Dokaz. Neka su HO(t,0) = 1! ALy g 10§ HO(w) = N7, Bj(@)iz 2 (1) dva

progresivno izmjeriva jednostavna procesa takva da su Ay, By Fi-izmjerive te 0 <7} < ... <
i, 01 <. <1 . Definirajmo {r;|0 < j<n+1} = {tjl. 0<j<m+1}uU {t?lO <
J < ny+ 1}1ipretpostavimo daje 0 < t; < £, < ... < 1,45. Sada za tocke t; koje pripadaju
particiji procesa H'V, a ne pripadaju particiji procesa H? definiramo C; = B; — A; gdje je
i odabran kao max({i|7} < r;}. Sli¢no postupimo za tocke koje pripadaju particiji od H?,
a ne pripadaju particiji procesa HV. Inale definiramo C; = B; — A;. Dakle, dobili smo
proces oblika

2 1
H(t, w) — HV(t, w) = Z Cillg,y ] -
=1
Ocito je tada C; € F; pa smo upravo pokazali da je razlika progresivno izmjerivih jed-
nostavnih procesa ponovno jednostavan proces. Stoga primjenom Leme naH, - H,
dobivamo tvrnju. O

Teorem 2.1.9. Neka je (H,),> niz progresivno izmjerivih jednostavnih procesa i H pro-
gresivno izmjeriv proces takav da H, aproksimira H, tj.

lim E f ) (H,(s) — H(s))*ds = 0. (2.9)
n—00 0
Tada . .
L? - lim H,(s)dB(s) =: f H(s)dB(s)
= Jo 0

postoji i neovisan je o izboru aproksimirajuceg niza (H,),>1. Dodatno, vrijedi Itova izome-

trija: ,
[E{( f H(s)dB(s)) } =F f H(s)%ds.
0 0



POGLAVLIJE 2. ITOV INTEGRAL 17

Dokaz. Sjetimo se, za progresivno izmjeriv jednostavan proces H, smo definirali integral
oblika

I)*"" Hi(s)dB(s) = Z b; (B(fj+1) - B(fj)) ;
=1

za0 <t <t < ... < tyyy 1¢; € F;. Koristeci particiju unije kao u dokazu Korolara[2.1.§]
pokaze se da je Itov integral za jednostavne procese linearan. Koristeci uvjet aproksimacije
iz iskaza uz

+00 +00 2
E [( f H,(s)dB(s) — f H,,(s)dB(s)) l = [linearnost] =
0 0

" 2
= [(f (H,(s) — Hy(5)) dB(S)) ]
0

= [izometrija] = E [fm (Hu(s) — Hy(5)) ds]
0

<2. [EU M(H(s) — H,(s))?ds
0

2-F [ f ” (H(s) — H,(s))*ds
0

teZi u 0 po 29) teZi u 0 po Z9)

dobivamo da je f()+°° H,(s5)dB(s) Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru £*(€2). Bududi da

je svaki Hilbertov prostor potpun, onda limes L? — lim,_,, f()+°° H,(s)dB(s) postoji. Pret-
postavimo sada da su HV i H® dva progresivno izmjeriva jednostavna procesa koja aprok-
simiraju H kao u iskazu. Tada vrijedi

|

2

f OOH“)(s)dB(s) - f DOH(Z)(s)a’B(s)
0 0
- [ f O - H<2>(s)|2ds]
0

< 2{” T HO(s) - Hes)f ds
0

= [linearnost, izometrija] =

+2-[E[ f ” |H(s) - H?(s)| ds|.
0

teZi u 0 po 29) tezi u 0 po Z9)

Buduci da desna strana teZi u 0 kada n — +oco , definicija ne ovisi o izboru niza (H,),>1.
Primijenimo 1i sada Lemu [2.1.7|na H, i pustimo li limes lim,_,, dobivamo i posljednju
tvrdnju. O

Ovime smo pokazali da je definicija Itdvog integrala kao L-limesa dobra. Kako bi-
smo upotpunili definiciju obzirom na Brownovo gibanje, definirajmo jos integral do nekog
trenutka 0 < ¢ < +o0.
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takav da je [Efot H(s,w)’ds < +oote 0 < s <t,t € (0, +00).
Za progresivno izmjerivi proces {H'(s, w)| s > 0, w € Q} zadan relacijom

Definicija 2.1.10. Neka je {H(s,w)|s > 0,w € Q} progresivno izmjeriv sluc¢ajni proces

H'(s,w) = H(s, w)15<

stohasticki integral do trenutka t definiramo s

fH(s)dB(s) = erw H'(s)dB(s).
0 0

Za progresivno izmjeriv proces {H*'(s,w)|s > 0, w € Q} definiran relacijom
H(u, ) = H(u, 0)1{scusy

stohasticki integral od trenutka s do trenutka t definiramo s

! —+00
f Hu)dB(u) := f H* (w)dB(u).
s 0
Definicija 2.1.11. KaZemo da je slucajni proces {X(t)|t > 0} modifikacija slucajnog pro-
cesa {Y(t)|t > 0} ako za svaki t > 0 vrijedi P (X(t) = Y(¢)) = 1.

Propozicija 2.1.12 (Doobova maksimalna nejednakost). Neka je {X(t)|t > 0} neprekidni
martingal te p > 1. Tada za svaki t > 0 vrijedi

)4
E [( sup |X(s)|)

0<s<t

p
s( P )[Enxu)m. (2.10)
p—1

Dokaz. Neka je N € N fiksan. Definirajmo diskretni martingal relacijom

n
X”:X(z_N)’

obzirom na filtraciju {G(n)|n € N} danu s G(n) = F (é—’fv)
Iz diskretne verzije Doobove maksimalne nejednakosti tada imamo

p
E [( sup |Xk|)
1<k<2N

PusStanjem limesa kada N — oo, uz Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji, dobi-
vamo tvrdnju. O

P P
g( P ) [E[|X2N|p]:(L) E X))
p—1 p—1
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Lema 2.1.13. Neka je H = {H(t,w) |t > 0, w € Q} jednostavan proces takav da je
H(w) = Ht,w) = Zn: (Dj(w)]l@,t,-“]
=1
zan>1,0<t <t <. <ty te®;€ F(t)). Tadaje ] = {I(t,w)|t > 0,w € Q}
I = fo t H(s)dB(s) = Z ®; (B(t;n1) - B(t)))
=1

martingal.
Dokaz. Da bi I bio martingal, potrebno je pokazati
ElL1F()]I=1, 0<s<t gs.

Uocimo da je

t N t

I = f H(w)dB(u) = f H(u)dB(u) + f H(u)dB(u) / EL- 17 ()]
0 0 s
~—

:ISEf(S)

pa je zapravo dovoljno pokazati da je

[E[f H(u)dB(u)

Definirajmo H = H1,,. Tada je H jednostavan proces pa postoji particija s = u; < uy <
oo < Upy1 = 1 F(uj)-izmjerive (T)j takve da je

A=) 0]
J

Buduéidazaie€{l,2,..,n}imamo

T(s)] =0 g.s.

E[D; (B(uiv1) — Bu) | F()] = L|E| ®; (B(uir1) — B(u;)) ‘ F (u;) (2.11)

——
E€F (u;)

= E[®; E[B(ui1) — Bu) | F (] [ F(s)] =0,

'f(S)

zaista vrijedi

linearnost i

ELL | 7 (s)] = [ ] =I,+E [ f H(u)dB(u)W(s)] =1,
0

-@Tn-0

izmjerivost
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Teorem 2.1.14. Neka je proces {H(s,w)|s > 0,w € Q} progresivno izmjeriv i pretposta-
vimo da vrijedi

!
[Ef H(s,w)*ds < +co, za sve t > 0.
0

Tada postoji g.s. neprekidna modifikacija od { j; H(s)dB(s)|t > 0}. Dodatno, dobiveni
proces je martingal pa vrijedi

!
[Ef H(s)dB(s) =0, zasvet > 0.
0

Dokaz. Fiksirajmo dovoljno veliki 7y > 0. Neka je (H,),>; aproksimirajuci niz jednostav-
nih procesa takvih da je ||H, — H"||, — 0. Uo¢imo da je tada

—+00 2 —+00
E [(f (H,(s) — H"(s)) dB(s)) ] = [LemdZ.1.7] = E [f (Hu(s) — Hé(s))2 ds] — 0.
0 0

(2.12)
Bududi da je za s < t sluCajna varijabla fOS H,(u)dB(u) ¥ (s)-izmjeriva te je fs ' H,(uw)dB(u)
nezavisna od 7 (s), po Lemi|2.1.13|znamo da je proces

{f H,(u)dB(u)|0 <t < to}
0

martingal za svakin > 1. Za 0 < ¢ < 1, definirajmo proces X = {X(#)|0 <t < 1y} s

X =L [fo H(s)dB(s) | T(t)].
0

Tada je X takoder martingal te

X(t) = E f H(s)dB(s)'T(to) - f H(s)dB(s).
0 ~ 0
€F(ty

Stoga po Propoziciji[2.1.12|za p = 2 dobivamo

! 2 0 )
' [ i (f Hy()dB(s) - X(’>) ] <4-E [( f (H,(s) - H(5)) dB(s)) } =30,
0 0

0<t<ty

Bududi da L? konvergencija povlac¢i gotovo sigurno konvergenciju na podnizu, zaklju¢ujemo
da je X g.s. uniformni limes neprekidnih procesa pa je neprekidan. Sada je za fiksan
0 <t < 1y slucajna varijabla fot H(s)dB(s) ¥ (t)-izmjeriva te je ft " H(s)dB(s) nezavisna od
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F (1) s ocekivanjem 0 kao L>-limes aproksimirajuéeg niza. Dakle, { fol H(s)dB(s)|t > O} je
martingal.
Na poslijetku,

_ Bl _ |linearnost uvjetnog|
ElX)| 70 =F| fo H(s)dB(s) f@]—[ ogekivanja ]‘

FO|=

F@|+L fOH(s)dB(s)

=L fH(s)dB(s)
Lo

€F(1) nezavisno od ¥ (¢)
= f H(s)dB(s) + E fo H(s)dB(s)] = f H(s)dB(s)
0 t 0

=0

pa se fot H(s)dB(s) 1 X(¢) podudaraju g.s., tj. X je g.s. neprekidna modifikacija procesa
{ fot H(s)dB(s)|0<t< fo}- Pustanjem limesa kada #, — oo, dobivamo tvrdnju. O

2.2 1Itova formula

Imamo li neprekidnu funkciju x : [0, +c0) — R ograniCene varijacije, znamo da vrijedi

fo J'(x()dx(s) = f(x(0) = f(x(0)).

Medutim, u Teoremu [I.2.T1] smo pokazali da Brownovo gibanje nije ograni¢ene varijacije
pa se ista formula ne moZe primijeniti na stohasticke integrale u odnosu na Brownovo
gibanje.

Umjesto toga, u ovom dijelu ¢emo pokazati da vrijedi analogon gornje formule koji ¢emo
zvati Itéva formula.

Teorem 2.2.1 (Jako Markovljevo svojstvo). Neka je T vrijeme zaustavljanja takvo da je
T < +co P-g.s. Tada je proces

{B(T +t)—-B(T)|t > 0}
standardno Brownovo gibanje nezavisno od
Fr={Ae FIAN{T <t} e (1), zasvet > 0}.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [6, Teorem 2.16.]. O
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Teorem 2.2.2. Neka je f : R — R neprekidna, t > 0 te I1,, = {O = ti") < té”) <<t = t}

particija intervala [0, t] takva da oc¢ica 5(I1,)) = max <<, ItE") - tﬁf)ll teZi u nulu. Tada vrijedi

-1

(P)Pknﬁz B(*"))-(B(1) - B ﬁ“ tf‘f(BQQ)ds

j=1

Dokaz. Nekaje T = T,, = inf{t > 0| B(t,w) ¢ [a,b]} prvo vrijeme izlaska iz segmenta
[a, b],a < b. Pokazat ¢emo da je

2
lim E [(Z FBE AT))- ((B(tﬁ’fl AT) =B A T)) — ({0 AT =47 A T))] = 0.

n—oo j+1
j=1
(2.13)
Tada za € > 0 vrijedi
n—1
fim P [ Z F(B(")-(B(1%) - B f(n) f f(B(s))ds| > 8]
=1
n—1 tA
i us[ £ n1) (5 A7) =B A7) - [ o] 2 7 > t]
n—1
oe{ |55 o) () - 806 - [ ] 7 <)
=1
n—1 7N
< lim P [ Zf(B (t;”) A T)) (B (tﬂ)l A T) B(ri.”) A T))2 —f Tf(B(s))ds > s)
n—oo = 0
+P(T < 1)

Stoga, odabirom segmenta [a, b] mozemo postici da vjerojatnost P(7 < ) bude proizvoljno
mala pa i gornji limes postaje proizvoljno malen.
Bududi da je po Teoremu [1.2.13|{B(t)*> — t|t > 0} martingal, za r < s imamo

E|(B(s) - Br) = (s = )| F(r)| =

pa uzimajudi u (2.13) uvjetno ocekivanje obzirom na manju o-algebru u mjesovitom ¢lanu,
zbog adaptiranosti, dobivamo da mjeSoviti ¢lanovi iSCezavaju te pojednostavljenje uvjeta

@13 glasi
n—1

}1_{{)10 Z E [f(B(l_in) A T))Z . ((B(ly:_)l A T) _ B(tEn) A T)) (l‘(”) AT — l‘(”) A T))z] =
=1

j+1
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Neprekidna funkcija f je ograni€ena na segmentu [a, b] pa neka je M takav da je f(x) < M
zasve x € [a, b].
Primijetimo da je

Po Teoremu 2.2.1]su

W 1 ¥ nezavisni (2.14)

(n) (n) (n) (n) 41 _
E (B(tj /\T+(tj+1/\T—tj /\T))—B(tj AT)) _[

WD AT —£DATY
=W AT-£"AT)

- f E|W@ A s =17 A s)*|P(T € ds)
[0,00)

< [Napomena|l.2.4] < f 31 A s =1 A sYPP(T € ds)
[0,00)

2 2
<3 [ @ - eds =30 - .
[0,00)
Konacno dobivamo

n—1
Z[E [ FBE AT)) - ((B(tyfl AT) =B A T))2 — (@ AT =1 A T))Z]

=1

n—1

n—1
<2 M Z E[B@), AT) = B@ AT +2- M Z E|(" AT =1 AT
j=1

Jt
=1
S@S?"(é’l}l _I.(/_"))Z S(I(j'l)l —l;n))z
n-1 n—1
2 (n) ()2 2 () ()2
<2 M2 E[3- (0 - A -2 M2 Y E[@ - )
J=1 j=1

<8 MM, t =3 o.

Formulirajmo sada Itovu formulu za pojedine oblike podintegralne funkcije f.

Korolar 2.2.3. Neka je f € C*(R) takva da je [Efot F'(B(s))*ds < +o0 za neki t > 0. Tada
g.s. za svaki 0 < s < t vrijedi

’ / 1 ’ 4
F(B(s) = f(B(0)) = f S (Bu)dBu) + 5 f J7(B(u))du.
0 0
Dokaz. Promotrimo prvo segment [—M, M] te oznacimo modul neprekidnosti od f” s

w(6, M) := sup {f”(x) = [ | x,y € [-M, M], |x - y| < 6}.
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Sada za svaki par x,y € [-M, M] takav da je |[x — y| < ¢ iz Taylorove formule dobivamo

1
fO) - [ - (00 -x) - Ef"(X)(y - x)°

Stoga, oznacimo li particiju segmenta [0,7] s0 =t < £, < ... < t, = tte p :=
max<<p-1 |1B(tis1) — B(t))l, Mp := maxo<< |B(s)|, primjenom (2.15) imamo

< w(8, M)(y — x)*. (2.15)

n—1 n—1
| 7 FB) = FBEN) = Y FBE) - (Bltin) - B(t)
i=1 i=1

n—1 1
- 25/ (BW) - (Btn) - Bt)’|
i=1

n—1
< (8, Mp) ) (Btic1) = B(t))’
i=1

e prvi Clan s lijeve strane je teleskopska suma te od cijele sume ostaje f(B(t))— f(B(0))

e po definiciji stohasti¢kog integrala, moZzemo odabrati niz particija takav da im ocica
I1, tezi u nulu i da drugi ¢lan s lijeve strane nejednakosti g.s. tezi u fot f(B(s))dB(s)

e treci ¢lan po Teoremu [2.2.2|g.s. teZi u —% fot f”(B(s))ds kada ocica I1, tezi u nulu

e primjenom Teorema na f(x) = 1, dobivamo da suma na desnoj strani g.s. tezi
ut

e w(0p, M) tezi u nulu g.s. zbog neprekidnosti trajektorije Brownovog gibanja.

Dakle, za fiksan ¢t smo pokazali da Itova formula vrijedi. Medutim, pokazali smo i1 da g.s.
vrijedi za sve racionalne 0 < s < t pa zbog g.s. neprekidnosti svih ¢lanova u gornjem
raspisu, dobivamo da onda vrijediizase 0 < s < ¢. O

Teorem 2.2.4. Neka je X = {X(s)|s > 0} rastuci, neprekidan, adaptiran slucajni pro-

cesi f: RxR — R dva puta neprekidno diferencijabilna u prvoj koordinati te jednom
neprekidno diferencijabilna u drugoj koordinati takva da vrijedi

t 2
E lf (a—f(B(s), X(s))) ds
0 Bx

zanekit > 0. Tada g.s. za svaki 0 < s < t vrijedi Itova formula

* 0
F(B(s), X(5)) — f(B(0), X(0)) = fo a_f

< 400

- (Bu), X(u))d B(u)

S s 02 .

+ f a—f(B(u),X(u))dX(qu a—f(B(u),X(u))du
0 6)} 2 0 6)(?2

(2.16)



POGLAVLIJE 2. ITOV INTEGRAL 25

Dokaz. Teorem se moze poopditi na specijalni slu¢aj funkcije dvije varijable. Neka
je f funkcija dvije varijable gdje je druga varijabla adaptiran slu¢ajni proces X = {X(s)|s >
0}. Tada za particiju 0 =, < £, < ... < t, = t, Cija oCica teZi u nulu, po vjerojatnosti vrijedi

n—

FB), X)) - (Bt - Bty) — fo f(B(s), X(s))ds (2.17)

1
j=1

Koristimo oznake

0 0
w1 (0, M) = SUP{a—];(xl,yl) - 6—];(xz,yz) | X1, X2, Y1, Y2 € [=M, M],|x; — x2| Ay = yol < 5}

2 2
w1 (6, M) = SUP{aT];(Xl,yl) - a7]20(362,)72) ‘ X1, X2, ¥1,y2 € [=M, M, |x1 — x2| Aly1 —y2l <6

Sada za x, x9,y,yo € [-M, M] takve da je |x — xo| A [y — yo| < 0 postoji § € [-M, M],
9 — ¥l A [§ = yol < 6 za koji vrijedi

0o
Fry) = fayo) = (,)—i(x, HO - 30)

pa uz gornje oznake i Taylorovu formulu dobivamo

0
503 = 73500 = F- 03000 = )] < 10 M) =0

19f

0
70300 = £30,30) = 2L 20,7000 = 300 = 5% 20, 706 = 307 < 6, MDx — 30
b 20x

pa zbrajanjem uz nejednakost trokuta dobivamo Zeljenu nejednakost:

0 0
‘f(X, y) — f(x0,¥0) — a—f(xo,)’o)(y - Yo) — —f(xo,)’())(x - Xo)
ly 0x

10°f

— 377 %o Yo)(x = x0)*| < wi(8, M)(y — o) + wa(6, M)(x — xo)*

(2.18)
Definirajmo sada za particiju 0 =, <t, < ... <t, =t
0 := max |B(fiy1) — B(t)| A max [X(t;,1) — X(5)]
1<i<n-—1 1<i<n-1

M := max |B(s)| A max |X(s)|
0<s<t 0<s<t

2
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. Iz (2.18)) potom dobijemo

n—1 n—1 P
| > B X @) = B, X@) - a—ﬁ(B(to, X)X (ti1) = X(2)
i=1

i=1
n—1 af a1 162 2
- 2 a(B(ti), X(t))(B(tix1 — B(t)) — ; EW(B(I[),X(Q))(B(Z‘HI - B(t))*|.

n—1 n—1

< W18, M) )\ (X(tie1) = X() + @26, M) ) (B(tie1) = Bt

i=1 i=1
Sada moZemo odabrati particiju ¢ija o€ica tezi k nuli, a za koju g.s. vrijede sljedece tvrdnje
e prva suma je teleskopska pa preostaje samo f(B(¢), X(¢)) — f(B(0), X(0))
e druga suma tezi u fot %(B(s), X(s))ds po definiciji Stieltjesovog integrala
e treca suma tezi u fot %(B(s), X(s))dB(s) po definiciji stohastickog integrala
o po (2.T7) iduéi &lan tezi u L [ ZL(B(s), X(s))ds
e te suma na desnoj strani po Teoremu [2.2.2]teZi u ¢

e zbog neprekidnosti trejektorija Brownovog gibanja, w(6, M) i w,(5, M) teze g.s. u
nulu.

Dakle, pokazali smo tvrdnju za racionalne 0 < s < ¢ pa uz neprekidnost dobivamo tvrdnju
zasve 0 < s <t O

Napomena 2.2.5. Za funkciju vise varijabli f : R¥*™ — R, gdje je x € R?, y € R™ uvodimo
oznake

fo = (alfa aZfﬂ cees adf)
Vif = Bas1 [ 0usafs oos Oasmf)

t d ¢
fo V. f(Bw), X(w)dB) := ) fo 0: f (B(w), X(u))dBi(u)
i=1

j; Vy f(B(u), X(u))dX (u) := Z fo 0 f (B(u), X(u))dXi(u)

i=d+1

d
Af = 0t
=1
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Teorem 2.2.6 (Visedimenzionalna Itova formula). Neka je {B(t)|t > 0} d-dimenzionalno
Brownovo gibanje te {X(s)|s > 0} neprekidan, adaptiran slucajni proces s vrijednostima u
R™ i s rastucim komponentama.

Neka je f : R™"™ — R takva da parcijalne derivacije d;f te 8.f postoje za sve 1 < jk <
d,1 <i<d+ mineprekidne su.

Ako za neki t > 0 vrijedi

[E[ f V. f(B(s),X(s))Izds] < 400
0

onda g.s. za svaki 0 < s < t vrijedi
F(B(s), X(s)) — f(B(0), X(0)) = j; V. f(B(u), X(u))dB(u) + j; Vyf(B(u), X(u))dX (u)

o1 f SAxf(B(u),X(u))a’u
2Jo

(2.19)

Napomena 2.2.7. Itéva formula vrijedi g.s. simultano za sva vremena s € [0, t] pa vrijedi i
za vremena zaustavljanja koja su ogranicena s t. Pretpostavimo da f : U — R zadovoljava
uvjete diferencijabilnosti na otvorenom skupu U te neka je K C U kompaktan. Tada postoji
f*: R™ - R koja se podudara s f na skupu K te zadovoljava uvjete Teorema[2.2.6] Stoga
primjenom Teorema na f* dobivamo da g.s. ([2.19) vrijedi za f za sva vremena
sAT, s<t

Definicija 2.2.8. Kazemo da je adaptirani sluc¢ajni proces {X(t) |0 < t < T} lokalni martin-
gal ako postoje vremena zaustavljanja T,, koja su g.s. rastuca prema T, takva da je proces
{X(t AT, |t >0} martingal za svaki n € N.

Definicija 2.2.9. Neka je U C RY domena. KaZemo da je funkcija f : U — R harmonij-
ska ako je dva puta neprekidno diferencijabilna i, za sve x € U zadovoljava Laplaceovu

JjednadZbu
d

82
A= a—f(x) ~ 0.

i=1 i

Ako umjesto jednakosti vrijedi Af(x) > 0, onda kaZemo da je funkcija f subharmonijska.

Teorem 2.2.10. Neka je f : D — R harmonijska na D C R% Pretpostavimo da je
Brownovo gibanje {B(t)|0 < t < T} s pocetkom unutar skupa D te da je T prvo vrijeme
kada izide iz domene D.

(a) Proces {f(B(t))|0 <t < T} je lokalni martingal.
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(b) Ako je za svakit > 0 [E[ M f(B(s))lzds] < +oo, onda je {f(BU AT))|t > O}

martingal.

Dokaz. Nekaje U = U, K, gdje je (K, )nen Tastuéi niz kompaktnih skupova te T, pripadno
prvo vrijeme izlaska iz skupa K,,. 1z Teorema |2.2.6|1 gornjeg osvrta, dobivamo

(AT,
fBAAT,) = fo Vf(B(s))dB(s) (2.20)
paje {f(B( A T,))|t > 0} martingal. OCito je, gotovo sigurno,
JBAAT)) = 1i/m S(B@t A Ty)).

Stoga je za svaki t > 0 proces {f(B(t A T,))|n € N} martingal u diskretnom vremenu po
teoremu o opcionalnom zaustavljanju. Sada po pretpostavci o integrabilnosti vrijedi

< 400

tAT, tAT
E[(f(BG AT =E [ fo VF (B ds] <E [ fo VA(B)) ds

pa je dani martingal L*-ogranien te konvergencija u (2.20) vrijedi u L'-smislu.
Pustimo li limes na jednakost

E|fBaAT )| F(sAT)| = fBEATY. mzn 125
pom / oo papon / oo, dobivamo
E[f(BUAT)|F(sAT)] = f(BSAT)), 125
Ovime smo pokazali da je i proces {f(B(t A T)) |t > 0} takoder martingal. O

Primjer 2.2.11. Uocimo da lokalni martingal nije nuzno i martingal, tj. uvjet integrabil-
nosti iz Teorema[2.2.10| se ne moZe izostaviti. Zaista,

o = {log xl, zad=2

x>, zad>?3

je harmonijska funkcija na domeni R\{0}. Medutim, za d-dimenzionalno Brownovo giba-
nje {B(t)|t > 0}, B(0) # 0, proces {f(B(t)) |t > 0} ne zadovoljava martingalno svojstvo jer
je

li/m Elog|B(t)| = +oo, zad =72
t,/ o

li/m EIB®)* =0, zad > 3.
t /o0



Poglavlje 3

Konformna preslikavanja i namotajni
brojevi

3.1 Kompleksna funkcija

Kompleksni brojevi su brojevi oblika z = R(z) +iJ(z) = x+1iy, x,y € R te se mogu zapisati
kao

z =r(cosf +isinb) r= x> +y%6 = arctg (X)
X
= re" = |zle" 0 = arg(z) € (-n,7].

Sli¢no, kompleksne funkcije f : C — C moZemo rastaviti na realni i imaginarni dio
f=fi+ifr, gdjesu fi, o : R = R. Ovakav rastav nam olakSava daljnju analizu takvih
funkcija.

Definicija 3.1.1. Neka je Q C C otvoren skup. KaZemo da je f : Q — C derivabilna u
tocki zog € Q ako postoji limes

f'(z0) = lim ACAC)) = lim S+ A7) - f(Zo).

>0 Z— 2 Az—0 Az

Teorem 3.1.2 (Cauchy - Riemmanovi uvjeti diferencijabilnosti). Kompleksna funkcija f =
fit+ifp: Q— C, gdje je Q C C otvoren skup, je derivabilna u tocki zo = xo + iy € Q ako
i samo ako su funkcije fi i f> kao realne funkcije dvije (realne) varijable diferencijabilne u
tocki (xo, yo) i zadovoljavaju Cauchy - Riemannove uvjete:
3f1( _0h
Ix X0, Yo) = By
afi
Ay

(x0, y0)

0
(XO’ )’0) = _8_‘](‘2()(0’ yO)
X

29
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U tom slucaju vrijedi
, 0 .0
£ = Lo, vo) + 12 (o).
0x 0x

Definicija 3.1.3. Za funkciju f : C — C kaZemo da je analiticka u okolini U tocke zy =
Xo + iyo ako je diferencijabilna u svakoj tocki od U. Dodatno, kaZemo da je f cijela ako je
analiticka na cijeloj kompleksnoj ravnini.

Korolar 3.1.4. Neka je f : C — C analiticka funkcija takva da je f = fi + if>. Tada su
realni i imaginarni dio fi i f, harmonijske funkcije.

Dokaz. Neka je f = fi + if> analiticka na nekom otvorenom skupu Q C C. Tada vrijedi

Pf Ofi_00f  90h

A = + = 31
Y ox*  dy* Oxdx Ay Oy G-D
_00h_00h
~ Ox dy  dy Ox
0? i
= 0)“];; - (9y§jc = [Schwarzov teorem] = 0.
Sli¢no dobijemo da je i f, harmonijska. O

3.2 Konformna preslikavanja i namotajni broj

U ovom poglavlju ¢emo se baviti planarnim Brownovim gibanjem. Pokazat cemo kon-
formnu invarijantnost te asimptotski zakon koji vrijedi za namotajni broj (eng. winding
number).

Definicija 3.2.1. KaZemo da je skup U domena ako je U C C i U je povezan.

Neka je f : C — C nekonstantna analiti¢ka funkcija takva da je f = f;+if>. Primjenom
Itove formule uz (3.1)) dobivamo da g.s. za svaki ¢ > 0 vrijedi

f(B@) = j; J'(B(s))dB(s) (3.2)

gdje je dB(s) := dB(s) + idB,(s) te B(s) = Bi(s) + iBy(s).
Desna strana u ([3.2)) definira neprekidni proces s nezavisnim i normalnim prirastima te

vrijedi
t 2 t
[E[(fo f'(B(S))dB(S)) l = fo |f (B(s)Pds
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Sto bi moglo sugerirati da je {f(B(¢)) |t > 0} Brownovo gibanje koje putuje brzinom

t
1 f |f(B(s))Pds.
0
Zaista, promotrimo li razvoj funkcije f oko tocke zy, dobivamo

@) =20+ f'(20)(z — 20) + Olz — 20/

te uocavamo da f transformira sve tocke u okolini z, tako da (z—zy) mnoZi faktorom |f”(z)|
i rotira ih za arg f’(zp). U Lemi [I.2.5] smo vidjeli da je Brownovo gibanje invarijantno
obzirom na skaliranje uz vremenski pomak, a invarijantno je i obzirom na rotaciju. Stoga
ocekujemo da ¢e f(B(¢)) biti Brownovo gibanje uz neki vremenski pomak.

Definicija 3.2.2. Neka su U,V C C. Preslikavanje f : U — V zovemo konformnim ako je
f analiticka funkcija koja je bijekcija.

Teorem 3.2.3 (Invarijantnost Brownovog gibanja). Nekaje U C C,xe Ui f: U —» V
nekonstantna analiticka funkcija. Nadalje, neka je B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje
koje krece iz tocke x € C te Ty = inf{t > 0| B(t) ¢ U} prvo vrijeme izlaska iz domene U.
Tada je proces f(B) = {f(B(t))|0 < t < 1y} vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje, tj.
postoji Brownovo gibanje B = {B(t) |t > 0} takvo da za sve 0 < t < Ty vrijedi

FB@) = BEW), €)= fo P/ (B(s)ds.

Ako je f dodatno i konformno, onda je &(ty) prvo vrijeme izlaska iz V za {B(t)|t > 0}.

Dokaz. Uo€imo da je skup nultoCaka derivacije od f najviSe prebrojiv i nema gomiliSte u
domeni U. U suprotnom bi f bila konstanta. Stoga takve tocke moZemo ukloniti iz U, a
da U i dalje bude otvoren skup. Dakle, bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da
f ima derivaciju koja ne iS¢ezava na U.

Takoder, mozemo pretpostaviti da je f preslikavanje medu omedenim domenama. U
suprotnom definiramo

K, ::{zeU|d(z,U")2%}ﬂ{z€U| |z|§n}.

Ocito je K, kompaktan te K, c U. Sada za

U,,:={z€U|d(z,UC)>%}ﬂ{z€U||z|<n} (3.3)
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dobivamo niz otvorenih skupova (U,),cy koji u uniji daju ¢itav U te vrijedi U, C K,, C U.
Stoga je V, = f(U,) C f(K,) ograni¢en po Bolzano - Weierstrassovom teoremu. Dodatno,
{f(B(®H)|t < 71y,} je vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje za svaki n pa je takav i

proces { f(B(t)) |t < Ty}.
Neka je za svakit > 0

o(f) = inf{s > 0| &(s) > 1} = inf{s > 0’ f s |f' (B(w))|du > z}
0

vrijeme zaustavljanja koje prestavlja inverz vremenskog pomaka. Tada je

(O]
Eo(1) = f: | (B du = 1.
Za B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje nezavisno od B = {B(¢) |t > 0} definiramo proces
W={W@®|t>0}s
W(t) = f(B(o(t) A Ty)) + B(t) — B(t A E(Ty)), t>0.

Proces W definirali smo na nacin da se u trenutku () Brownovo gibanje B spoji na
zadnju vrijednost procesa { f(B(o (1)) |0 < t < é(Ty)}. Zaista,

W(E(ry)) = fF(B(o(E(Ty)) Aty)) + BE(Ty)) — Bé(ty) A E(Ty)
—

=Ty

= f(B(ty)).

Oznaimo G = o{W(s)|s < t}. Preostalo je pokazati da je W Brownovo gibanje.
Neka je W = {X(¢) + iY(#)|t > 0} dvodimenzionalni (planarni) proces takav da za sve

A=A +il, € Ci0 < s < ¢ vrijedi

E [ XD+ LY (@) | G( s)] _ e%|/1|2(t—s)+/l]X(s)+/12Y(s)_

Tada za s = 0 dobijemo
E [e/llX(t)+/12Y(t)] — o3Pt _ 3 ireidi
Takoder,

E [ KOXO#LI0O] G(5)] = P

pa iz jedinstvenosti (dvodimenzionalne) funkcije izvodnice momenta slijedi stacionarnost
prirasta.
Znamo da za planarno Brownovo gibanje B(t) = B;(t) + iB,(t) vrijedi

E [elel(z)Msz(z)] - E [61131(1)] E [e/lsz(t)] — e%/lfte%/lgz _ e%l’”%
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pa opet iz jedinstvenosti (dvodimenzionalne) funkcije izvodnice momenta slijedi da W(z)
ima istu distribuciju kao i B(#). JoS je preostalo provjeriti nezavisnost prirasta. Medutim,
to takoder slijedi iz jedinstvenosti funkcije izvodnice momenta jer je

E [eﬂl(X(z)—X(s»mz(Y(z)—Y(s))+mX(s)sz(s)] —
-F [E [eﬂl(X(t)—X(s»Mz(Y(z)—Y(s>>+mX(s)sz(s) | F( S)”
- F [ e(—/ll+y1)X(s)+(—/lz+y2)Y(s) e/l%(t—s)+/l%(t—s)+/llX(s)+/le(s):|
- [eﬂlx(S)ﬂth(S)] e =$)+A5(1=9)
- F [emX<s>+mY<s>] E [ezl(X(r)—X<s>>+Az<Y(z)—Y<s)>] )
Opéeniti slucaj, za n > 2, se slicno pokaze.

Stoga je dovoljno pokazatidaza 0 < s <t, A € C vrijedi

E[e‘ | G(s)] = o TP =)+ W(5)
gdje je (-, -) skalarni produkt. Zapravo je dovoljno pokazati da je za x € U
E[e“YO 1 W(s) = f)] = et/

Bez smanjenja opcCenitosti, pretpostavimo da je s = 0 te promotrimo ocekivanje u
odnosu na nezavisno Brownovo gibanje {B(¢) |t > 0} uz uvjet B(0) = x. Dobivamo

1
E [eu,wa» | W(0) = f(x)] - [, [ejIﬂlz(f—f(O'(t)/\TU))+</1»f(3(0'(t)/\TU)))].

Bududi da po Napomeni moZemo primijeniti viSedimenzionalnu Itdvu formulu,
definirajmo F : U XR — R s

F(x, u) = o2 0-0+A.() (3.4)

Zaista, promotrimo li particiju (3.3)), vidimo da je |f’(x)| ograni¢ena na veéim udaljenos-
tima od nule na U, pa je vrijeme zaustavljanja T = o(f) A1y, ograni¢eno. Visedimenzionalna
Itova formula sada daje

T
F(B(T),f(T))—F(B(O),f(o))=f0 Vi F (B(s),£(5)) dB(s)+

T 1 T
+ f AuF (B(s),&(s)) dé(s) + Ef AF (B(s),&(s)) ds.
0 0
(3.5)
Za g = (A, f) viijedi Vg = 5.2, 4V, paje [VgP = APIfP te Ag = 0 po (). Stoga

Aef = ¢t (Ag +|VgP) = AeM™ = |aP|f' ()P,
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Takoder,
AP (t-u) 1 2 2P (t-u)
d,e? W= —Elxll e? "
dé(s) = | (B(s))I*ds.
Stoga se u @ ponisStavaju zadnja dva ¢lana te dobivamo

E [e“’W(”> |W(©) = f (X)] = £, [F (B(o(t) A 1y), E(0(t) A Tp)]
= lim E, [F(B(T), &T))] = F(x,0) = e2W /0,

Kako bi dokaz bio gotov, potrebno je uociti da za konformno preslikavanje f vrijedi
f(B(t)) = 0V kadat / 1y paje £(ty) prvo vrijeme izlaska iz V za proces {B(t) |t > 0}. O

Promotrimo harmonijsku mjeru i iskoristimo konformnu invarijantnost kako bismo do-
bili eksplicitnu formulu u posebnim slucajevima.

Definicija 3.2.4. Neka je {B(t)|t > O} d-dimenzionalno Brownovo gibanje, d > 2, koje
kreée iz tocke x te fiksirajmo zatvoreni skup A C R?. Definirajmo mjeru p(x,-) s

Ua(x,B) = P(B(t) € B,T < +00) uz 7(A) = inf{r > 0| B(¢) € A}, B C A Borelov.

Drugim rijecima, u(x,-) je distribucija prvog vremena pogadanja skupa A te je ukupna
masa mjere vjerojatnost da Brownovo gibanje koje krece iz tocke x pogodi skup A. Ako
x ¢ A, onda je 0A nosac mjere.

Definicija 3.2.5. Kompaktni skup A zovemo nepolarnim (za Brownovo gibanje) ako je
ua(x,A) > 0 za sve x € A°. U suprotnom, skup A zovemo polarnim (za Brownovo gibanje).

Teorem 3.2.6. Neka je A C R? kompaktan, nepolaran skup. Tada postoji vjerojatnosna
mjera s na A

ua(B) = lim P, {B(1(A)) € B|1(A) < +00}, za B C A Borelov skup.

Mjeru uy zovemo harmonijska mjera (iz beskonacnosti).

Dokaz. Vidjeti [6, Teorem 3.46.]. |
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Teorem 3.2.7. Neka su U,V C R? domene te f : U — V neprekidna funkcija koja U
preslikava konformno u V.

(i) Ako je x € U, onda je uyy(x,-) o £~ = pav(f(x), )

(ii) Dodatno, neka su U = K iV = L° komplementi kompaktnih skupova K i L te
hmx—mo f(x) = +o00. Tadaje MUk © f_l = Uy.

Dokaz. Neprekidnost funkcije f na U osigurava da se za prvo vrijeme pogadanja 0U
Ty = inf{t > 0| B(t) € 0U}
te prvo vrijeme pogadanja skupa dV po konformnom preslikavanju f
Ty =inf{r > 0| f(B(t)) € 0V},

B(ty) preslika u f(B(Ty)). Sada tvrdnja slijedi iz Teorema[3.2.3]
Druga tvrdnja slijedi uz Teorem [3.2.6| nakon §to pustimo x — oo. O

Primjer 3.2.8. Odredimo harmonijsku mjeru iz beskonacnosti na jedinicnom intervalu
[0,1] ={x+iy|x€[0,1,y =0} c C.

Neka je K = B(0,1) i L =[-1, 1]. Definirajmo

f:K =L f(z):%(z+l).

4

Buduci da je
2

@)= 5

slijedi da je f konformno preslikavanje. Specijalno, f preslikava rubove na rubove, tj.

-1
= #0 zazeK",

f0BO, 1)) =[-1,1].
Nadalje, za z = x + iy = " = cos @ + isinf € dB(0, 1) je

P = |cos?6 —sin’ 6 — 1 .+'i2 sin 6 cos 6]
4| cos O + isin 4|*
_ (cos? — sin® @ — 1)* + 4sin” f cos® 6
B 4
_ (1 —cos20)® +sin°20 1 —cos26
4 2

=sin’ 4 = y°.
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Odredimo prasliku funkcije f na 0B(0,1). Neka je x € [-1,1]. TraZimo z = cos@ +
isinf € 0B(0, 1) takav da je f(z) = x, 1.

2 -2xz+1=0.
Rjesavanjem kvadratne jednadZbe dobijemo
z=x+iVl—x?=cosf+isinf

za 0 € [0, 2n] takav da je x = cos 0. Iz Teorema[3.2./ii)| znamo da za harmonijske mjere (u
beskonacnosti) vrijedi

puk(f'(A) = ur(A),  za A C [-1,1] Borelov.
Za Brownovo gibanje je harmonijska mjera kugle B(0, 1) uniformna distribucija na
0B(0, 1), 1.
1
ug(A) = fz—ﬂaB(o,l)(x)dx-
A &TT

Odredimo gustocu mjere yu; = g o £\,
Koristeci teorem o zamjeni varijable, slijedi da za A C [-1, 1] vrijedi

d d
(x o FA) = px(F(A)) = f Y=o f <
F1AN{

f*l(A)Zr - zeC | 3z>0} %
_[ 2=l =x+iVl-x2 ]

- _ -1y _ dx
dz=|(f7)(x)ldx = ool

_5 f dx
A2a VT =2
odakle slijedi da je gustoca mjere

1
avV1l - x?

Oznacimo li M = [0, 1] i definiramo g(z) = 7%, dobijemo da je g : L° — M° konformno
preslikavanje, koje preslikava [—1,1] na [0,1]. Tada je py = pp o g' paza A c [0,1]
dobijemo

Le-i1y(x).

dx
R
(uz 0 &7 )A) = (g™ (A)) o AV =2
dx

f dx N f
gl n=1,00 T V1 — x2 g l@no, T V1 — x2
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Drugi integral racunamo koristeci zamjenu varijable y = g(x) = x* i inverz x = V-

f dx _f 1 dy _f dx
e 7Vl — 2 JanT=y2vy Janvxd-x)

2 i inverza x = — \Y, odakle je (koristeci zapis sa skupom A)

a prvi pomocéu zamjene y = x
dx = ‘ﬁ’ dy pa dobijemo isti rezultat.

Dakle,

- B dx
(Lo g )A) = fA—ﬂ =0
1

pa je gusto¢a mjere uy zapravo gustoca beta distribucije s parametrima p = q = 3, 1j.
1
mTVx(1 — x)

Konformnu invarijantnost mozemo primijeniti i za raunanje vjerojatnosti da planarno
Brownovo gibanje napusti konus s vthom unutar kugle prije nego S$to napusti kuglu.

Lio,1y(x).

Definicija 3.2.9. KaZemo da je W(p) konus s vrhom u ishodistu ¢iji kut iznosi ¢ ako vrijedi

W(p) = {rel"’ 161 < g,r > 0}.

Lema 3.2.10. Neka je a € C takav da je |a| < 1 i 6 € R. Konformno preslikavanje

e(z — a)

J@=——=
—az
preslikava jedinicnu kruZnicu na jedini¢nu kruzZnicu.
Dokaz. Nekajelzl=1=[z. Tadaje 1 = |z7> =zz = 1 paje

t—a| k-df |l-a
@l = '1 al_ _ _
—dad

2l l—al  |1-az

O

Teorem 3.2.11. Neka je ¢ € (0, 2n]. Oznacimo s W(p) otvoreni konus s vrhom u ishodistu,
koji je simetrican obzirom na x-os te Ciji kut iznosi .
Neka je B = {B(t) |t > 0} planarno Brownovo gibanje s pocetkom u x = (1,0) te

T(r) =inf{t > O[[|B(®)| = r}

Tada za r > 1 vrijedi

2 2ré
P (B([0, T(")]) € W(p)) = ;arctg( = )

re —
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Dokaz. Poistovijetimo R? s kompleksnom ravninom.
Uocimo da je dovoljno pokazati tvrdnju za ¢ = 7. Zaista,

W) — Wm), fx)=xv

preslika konus u poluravninu. Tada je B* := foB vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje
s poc¢etkom u B*(0) = 1 po Teoremu pa vrijedi

(B([0.T("]) € W(@)} = {B([0.T (r%)]) c W(m)}.
Neka je B = {B(7) |t > 0} Brownovo gibanje s pocetkom u B(0) = 1. Za vrijeme zaustav-
ljanja
S = min{r > 0| R(B(r)) < 0},

koristeci refleksiju preko imaginarne osi f(x,y) := (—x,y), definirajmo

B = {B(t), t<S
fB@®), 128§
Uo&imo da je B Brownovo gibanje s pocetom u B(0) = 1 te za
T(r) = inf{r > O] |B()| = r}
vrijedi
P (R(B(T(r))) >0)=P(RB(T(r) >0, T(r)<S )+P(RB(T(r))>0,T(r)>S)
—

AR(B(T(r))>0}
(3.6)

=P(T(r) < S)+PRBT ) < 0)
=P(T(r) < S)+P(R(B(T(r))) > 0).

Nas zanima
P(T(r) <S§) =P (RBT () >0)—PRB(T(r)) >0)=1-2P(R(B(T(r))) <0),

Sto je vjerojatnost da Brownovo gibanje napusti kuglu radijusa r prije nego Sto izide iz
konusa. Kako bismo to doznali, iskoristimo Lemu te pretpostavimo da je Brownovo
gibanje pocelo u B(0) = 1.

Definiramo li sada 7 = min{r > 0||B(¢)| = 1} te f : B(0,1) — B(0, 1)

N =

zZ—
1 -

f@) =

b

~ I
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onda je f(}) =0te f(1) = 1 pa moZemo primijeniti Lemu [3.2.10[s a = } 160=0.

Iz Teorema m slijedi da je f(B) vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje B =
{B(t)|0 <t <1y}, gdjejedomena U = {z € C||z] < 1, Rz >0} = B0, )Nn{z € C| Rz > 0}

te vrijedi

P(R(B(T(r)) < 0) = P(B(y) € f(8UV)).

Primijetimo da Brownovo gibanje krece iz ishodiSta. Da bismo izracunali trazenu vje-
rojatnost, trebamo samo izracunati duljinu luka f(0U) (jer se po Lemi [3.2.10| jedini¢na
kruznica preslika opet na jedini¢nu kruznicu). Zbog simetrije je dovoljno pogledati kamo

se preslikava toc¢ka i = (0, 1):

—%+i(1—}2)

U

N =3 =

1
1+

Dakle, dobivamo da se polukruznica preslika u luk duljine

-4 -1
2 arct — = 2arct .
arctg _% arctg ——
Zato je
" P(B ov) 1
P(B(ry) € FOU)) = Bty e fOU)) 1 .
2n n
Koristeci svojstva funkcije arctg slijedi
21 2
P(T(r) < S)=1-—arctg —— == (=
n 2r m\2
2r
= —arctg —
V4 r? —

.o . . s . v . .
Zamijenimo li r s r¢, dobivamo traZenu vjerojatnost.

O

Sljedeci rezultat omogucava reprezentaciju planarnog Brownovog gibanja u polarnim

koordinatama. Identificirajmo R?> s kompleksnom ravninom.
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Teorem 3.2.12. Neka je B = {B(t) |t > 0} planarno Brownovo gibanje s pocetkom u B(0) =
1. Tada postoje dva nezavisna linearna Brownova gibanja {W;(t)|t > 0},i = 1,2 za koja
vrijedi

B(t) = er(H(t))+iW2(H(t))’ t>0

t d U
H() = f _s2 = inf {u > 0| f Mg > t}.
o |B(s)| 0

Dokaz. Moze se pokazati da je P(B(f) = 0 zanekit € (0,1]) = 0 (v. [6, Korolar 2.26.]),
od kud slijedi da je H(f) dobro definirano. Oznaimo f(f) = fot e?"Wdy. Tada je g(t) =
inf{u > 0] f(w) > 1) = £(¢). Vrijedi H(0) = 0 = g(0) te

gdje je

o) = L __ 1 _ owew
T BOP  eWitHw)
g’(l) = — — e—2W1(g(l)).
1'(g®)

Dakle, H i g zadovoljavaju istu obi¢nu diferencijalnu jednadZzbu 1 imaju isti pocetni uvjet
pa se podudaraju kao funkcije. Neka je {W(#)|¢ > O} planarno Brownovo gibanje takvo da
je W(t) = Wi(0) + iWx(2).
Tada je po Teoremu [3.2.3]

B(£(1)) = ", (3.7

gdje je B = {B(t)|t > 0} Brownovo gibanje te &(¢) = fot M.
Po definiciji vrijedi H = &' pa dobivamo traZeni rezultat
B(s) = (B77) = " HW) = oMHE)HWaH()

O

Primjer 3.2.13. Primjenom Teorema na Brownovo gibanje B = {B(t) |t > 0} dobi-
vamo
log |B(1)| = Wi(H(¢))

pa je proces {log|B(t)||t > 0} vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje. Sjetimo se, u
Primjeru|2.2.11|smo pokazali da takav proces nije martingal.

Definicija 3.2.14. KaZemo da je krivulja vy : [a,b] — C zatvorena ako je y(a) = y(b).

Promotrimo li neprekidnu krivuljuy : [a, b] — C koja ne prolazi kroz O € C, neprekidni
izbor argumenta za 7y je neprekidno preslikavanje 6 : [a, b] — R za koje vrijedi

(@) = ly@le™.
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Definicija 3.2.15. KaZemo da je

o) -6
I'(y,0) := % (3.8)

namotajni broj ili indeks krivulje 'y oko nule. Sli¢no definiramo T'(y,w),w € C.
Napomena 3.2.16.

(1) 6(b) — 0(a) je cjelobrojni visekratnik broja 2 koji je jednak broju obilazaka krivulje
v oko tocke w € C.

(2) Neka su ® i 0 neprekidni izbori argumenta za y. Tada je % cjelobrojna funkcija.
Buduci da je [a,b] povezan, onda mora biti i konstantna. Dakle, 0(b) — 6(a) =

®(b) — ®(a). Stoga je Definicija|3.2.15|dobra.

(3) Ako je y zatvorena krivulja, onda je I'(y,0) cjelobrojna funkcija te

1 0(b) - it 1 (b) ., ¢t 1 d
f ie yo., 2
%]

@ e - 2n;i o Y C i y 2

I'(y,0) = i

KaZemo da je zatvorena krivulja y : [a,b] — D C C jednostavna ako za s < t vrijedi

v(s) =y(t) & s =a,t = b.

Teorem 3.2.17. Neka je B = {B(t) |t > 0} planarno Brownovo gibanje s pocetkom u (g,0) =
€ te neka 0, oznacava namotajni broj za B oko ishodista prije nego B(t) prvi put pogodi
jedinic¢ni krug s centrom u ishodistu. Tada za svaki 0 < & < 1, 12(:% ima Cauchyjevu

distribuciju.

Dokaz. Nekaje X = {X(#)|t > 0} Brownovo gibanje s pocetkom u (log &, 0). Definirajmo
vrijeme zaustavljanja
7 =inf{r > 0| R(X(r)) > 0}.

Tada za inverz vremenskog pomaka o (¢), po Teoremu , vrijedi B(f) 2 X, Stovise,
IX() 2 276, jer je IX(¢) neprekidna realizacija funkcije arg eX® s po&etkom u 0.
Definirajmo

x=—loge
S = sup(RX(s) + x).

0<s<t
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Tada {7 < 1} = {S, < x}. Stoga uz skaliranje Brownovog gibanja[I.2.5]i Propozicije [[.2.14
dobivamo T 2 ;—2, gdje je Z ~ N(0, 1). Dodatno, jer su 7 i X nezavisne slucajne varijable,
primjenom skaliranja Brownovog gibanja znamo da vrijedi IX (1) 2 7%, Odnosno

ND.(Q!
IX(7) 2 (f) IX(1) = x(J)
zZ Z
Bududi da kvocijent dvije nezavisne jedinicne normalne varijable ima Cauchyjevu distri-
buciju, dobivamo da je IX(7) 2 xC , gdje je C Cauchyjeva slucajna varijabla. Dakle,

2779.9 D

216, 2=
loge

3.3 Feynman - Kacova formula i primjene

Rjesenje jednadZbe provodenja u(z, x) opisuje temperaturu toplinskog toka u trenutku ¢ u
tocki x. Na skupu {x € U|V(x) < 0} éemo promatrati stopu hladenja —V(x) dok ¢e na
skupu {x € U | V(x) > 0} vrijednost V(x) opisivati stopu zagrijavanja. Distribuciju poCetne
temperature u tocki x opisujemo s f(x), dok rub skupa U zadrzavamo na nultoj temperaturi.
Slijedi definicija rjeSenja jednadzZzbe provodenja uz opisane varijable.
Definicija 3.3.1. Neka je U C R? otvoren, ogranicen ili U = R?.
KaZemo da dva puta diferencijabilna funkcija u : {0,+o00) X U — [0, +00) rjesava jed-
nadZbe provodenja sa stopom Sirenja topline V : U — R i pocetnim uvjetom f : U —
[0, +00) na U ako vrijedi

lim u(t, x) = f(xo), zaxoeU

NG

)}1_)% u(t,x) =0, zaxy€dU

=1

1
ou(t, x) = EAxu(t, x)+ V(x)u(t,x), na {0,+o00)xX U (3.9)
gdje je A, = %.

Teorem 3.3.2 (Feynman - Kac). Neka je V(x) nenegativna i neprekidna, a f(x) neprekidna
i ogranicena funkcija. Pretpostavimo da je u(t,x) ogranicena funkcija koja je rjesenje
JjednadZbe provodenja. Tada je u(t, x) dana s

u(t, x) = £, |eh VEDs £ p(py)| (3.10)

gdje je P, vjerojatnosna mjera za Brownovo gibanje (B(t))o s pocetkom u tocki x.
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Napomena 3.3.3. Funkcije V i f mogu imati izolirane diskontinuitete. Feynman - Kacova
Sformula vrijedi i za takve funkcije, ali je tada pocetni uvjet u(0, xo) = lim v)—(0.x,) U(t, x) =
f(x0) zadovoljen samo u onim tockama u kojima je f neprekidna.

Dokaz. Neka je t > 0. Promotrimo proces
X, = e®u(t — 5, B(s)), gdje R(s) = f V(B(r))dr.
0

Bududi da je funkcija u rjeSenje jednadzbe provodenja, onda je jednom neprekidno dife-
rencijabilna u prvoj te dva puta u drugoj varijabli. Stovise, jer je u ograni¢ena, onda je i X,
ogranicen. Iz Itove formule stoga dobivamo

dX,=d (eR(')u(t — B(-)))S
= V(B(5))efOu(r — s, B(s))ds+

1
+ R —a—”(t — 5, B(s))ds + a—”(t — 5, B(s))dBy + =Au(t — s, B(s))ds
ot ox 2

P
= Ot 5 B(s)dB+
ox

o 1
+ —eR(S)a—b;(t — s, B(s))ds + EeR(s)Axu(t — s, B(s))ds + V(B(5)e®Pu(r — s, B(s))ds

~E9)=0
- @(t — 5, B(5))e"VdB,.
ox

Stoga je X; martingal do trenutka ¢ pa dobivamo

u(t,x) = Xo = E,[X,| %] = E,[X,] = E, [*u(0, B(t)| = E.|* f(B(®))].

Napomena 3.3.4. Vrijedi i obrat.
Za'V : R? — R ogranicenu, funkcija u : [0, +o0) x R — R dana s

u(t,x) =1L, [e fo’ V(B(s))ds]

rjesava jednadZbe provodenja na R uz stopu Sirenja V i pocetni uvjet jednak jedan.
Za dokaz pogledati [6, Teorem 7.43.].

Teorem 3.3.5. Neka je u ograniceno, dva puta neprekidno diferencijabilno rjesenje jed-
nadzbe provodenja na domeni U, uz nultu stopu Sirenja V(x) = 0 te neprekidni pocetni
uvjet f. Tada je

u(t, x) = k&, [f(B(t))]]'{l<T}]

za T = inf{t > 0| B(t) ¢ U} prvo vrijeme izlaska iz domene U.
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Dokaz. Neka je K ¢ U kompaktan skup. Oznac¢imo prvo vrijeme napustanja skupa K sa
o =inf{t > 0| B(¢) ¢ K}. Sada uz Napomenu [2.2.7/moZemo primijeniti viSedimenzionalnu
Itovu formulu iz Teoremd2.2.6] Fiksirajmo r > O te neka je s < t. Za f(x,y) = u(t —
v, x),&(s) = s dobivamo

u(t — s A o,B(s A o)) —u(0, B(0)) = fs " V.u(t —v, Bv)dB(v)—
0

- fs . ou(t —v, B(v))dv + 1 fs . Au(t — v, B(v))dv
0 2Jo
=(9)=0
= fs (Tqu(t —v, B))dB(v).
0

Bududi da je Itov integral martingal, primjenom ocekivanja, dobivamo

E, [u(t— s Ao, B(s Ao))] = E,[u(t, B(O))] = u(t, x).
Uzmimo stoga niz kompaktnih skupova (K,,),cn takvih da K, ,/* U. Tada ok, / T paiz

E.[u(t = 5 A ok, B(s A 0k, )jscoy,| = u(t. %)
uz Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji (jer je u omedena) slijedi, za n — oo,
E, [u(t — s AT, B(s A T))Lj5ery]| = u(t, x).
Takoder, uz Lebesgueov teorem o dominirajnoj konvergenciji za s — ¢ dobijemo
u(t, x) = E[f(B(f))]
O

IzraCunajmo sada vjerojatnost da linearno Brownovo gibanje do nekog trenutka ¢ ne
napusti interval [a, b], gdje jea < 0 < b.
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Teorem 3.3.6. Neka je 0 < x < a. Tada je

P({B(s) € 0.) YOS s<th= ) (@(%L\;_x) - 3.11)
k=—o00

~ (D(%a—x)_(D(Zka+a+x)+q)(2ka+x)),
Vi Vi Vi
gdje je ©(x) distribucija jedinicne normalne varijable.

Dokaz. Uotimo da za U = (0,a) 1 f(x) = x identitetu, lijeva strana u iskazu teorema
odgovara desnoj strani u Teoremu Bududi da red na desnoj strani u (3.11)) apsolutno
konvergira, onda zadovoljava rubne uvjete u x = 01 x = a. Takoder, taj red je i ogranicen.
Nadalje, uz prijelaznu funkciju gustoée p dobivamo

oD (2ka+a—x 2ka+a—x (t.x.2ka + a) 19*°® (2ka+a— x
— =— , X, 2ka+a) = =
at \/; p 26X2 \/;

213
Sli¢no dobijemo 1 za preostale ¢lanove pa desna strana u zadovoljava jednadzbu
provodenja. Kako bismo provjerili da zadovoljava i pocetne uvjete, uocimo:
e suma po svim k > 0 konvergira prema 0O (kada 7 N\ 0),

e suma po svim k < 0 konvergira takoder prema 0,

e 7a k = 0, Clanovi s pozitivhim predznakom zajedno s jednim ¢lanom s negativnim
predznakom, konvergiraju u jedan, dok jedan ¢lan konvergira u nulu.
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Sazetak

U ovom radu smo konstruirali [tdv integral koji defiramo kao limes niza slucajnih varija-
bli. Dokazali smo analogon Newton - Leibnizove formule, tzv. Itdvu formulu. Takoder,
dokazali smo martingalnost Itdvog integrala ¢ime smo, uz spomenutu formulu, dobili alat
za konstrukciju martingala te ispitivanje martingalnosti slu¢ajnih varijabli.

U nastavku rada, pokazali smo konformnu invarijantnost Brownovog gibanja. Od-
nosno, pokazali smo da preslikavanjem Brownovog gibanja po konformnoj funkciji do-
bivamo vremenski izmijenjeno Brownovo gibanje. Dodatno, u prvom poglavlju smo poka-
zali 1 invarijantnost Brownovog gibanja u odnosu na skaliranje (uz vremenski pomak).

U zadnjem poglavlju smo dokazali Feynman - Kacovu formulu kojom smo eksplicitno
izrazili rjeSenje rjednadZzbe provodenja.



Summary

In this paper we have constructed It integral that is defined as a limit of certain sequence
of random variables. We have proved It6 formula which is analogous to Newton — Leibniz
formula. Also, we have proved that Itd integral has martingale property. Combining the
last two observations, we get a powerful tool for constructing martingales and inspecting
whether a random variable is a martingale.

Later in the thesis we have observed conformal invariance of Brownian motion. It
states that, under conformal mapping, Brownian motion is mapped to another time changed
Brownian motion. However, conformal invariance is not the only invariance property of
Brownian motion. In the first chapter we have shown that Brownian motion is also invariant
under scaling (with a time change).

In the final chapter we have proved Feynman — Kac formula which gives the explicit
formula of the solution to the heat equation.
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