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Uvod

U naslovu ovog diplomskog rada stoji pojam trokut s kojim je upoznata veéina ljudi.
No, pojam bicentricki parovi u hrvatskoj se literaturi gotovo i ne spominje. Uz pojam
bicentrickih parova usko se veze i pojam centar trokuta. Ti pojmovi i1 njihova svojstva
proucavaju se u ovom diplomskom radu.

Proucavanjem karakteristinih toc¢aka trokuta bave se mnogi geometri. Clark Kimber-
ling sustavno skuplja podatke o takvim tockama trokuta i do sada je opisao 7707 centara
trokuta i 119 bicentrickih parova tocaka. Kimberlingova lista centara trokuta, kao i bi-
centri¢kih parova tocCaka trokuta stalno se povecava. Iz tog razloga neki bicentricki parovi
toCaka trokuta nose imena cvijeca, kao npr. Acaccia, Hyacinth ...

U analiti¢koj je geometriji uobicajeno koristiti Kartezijeve koordinate tocke za smjestaj
u pogodni koordinatni sustav. Medutim, osim Kartezijevih postoje jos i trilinearne i bari-
centricke koordinate koje opisuju smjestaj tocke u odnosu na dane elemente nekog trokuta
(stranice, kutove). Trilinearne i baricentricke koordinate proucavaju se u pocetnom dijelu
rada jer su izrazito vazne u daljnjem proucavanju centara i bicentri¢kih parova tocaka tro-
kuta. Proucavaju se najpoznatiji centri trokuta: srediSte trokutu upisane kruZnice, teZiste,
srediSte trokutu opisane kruZnice i ortocentar, a dani su i izvodi njihovih trilinearnih koor-
dinata.

Najpoznatiji bicentricki par toCaka trokuta su Brocardove tocke o kojima se piSe u
srediSnjem dijelu rada. Proucavaju se najvaznija svojstva ovih tocaka.

Posljednje poglavlje posveceno je neSto manje poznatom, bicentrickom paru tocaka,
Y ffovim tockama koje su jedna vrsta analogona Brocardovim tockama.






Poglavlje 1

Bicentricki parovi tocaka

1.1 Trilinearne i baricentricke koordinate

U analitickoj geometriji uobicajeno je tocki ravnine pridruZiti uredeni par brojeva koji opi-
suju poziciju te tocke u odnosu na neki dani koordinatni sustav (O, x,y) gdje su x 1y bro-
jevni pravci sa zajednickom ishodiSnom toc¢kom O. U proucavanju trokuta uobicajeno je

y
T(X,
LT < V)
|
|
|
|
|
|
|
| X,
O
T,(%,0)

Slika 1.1: Koordinatni sustav u ravnini

upotrebljavati koordinate koje opisuju smjestaj tocke u odnosu na neke elemente danog
trokuta. Rabe se dvije vrste takvih koordinata: trilinearne 1 baricentricke [4].

Definicija 1.1.1. Neka je P tocka koja se nalazi u ravnini trokuta ABC. Bilo koja tri
broja x, y, z proporcionalna udaljenostima tocke P do stranica BC, CA i AB (tim redom)
nazivamo trilinearnim koordinatama tocke P i oznacavamo

P=x:y:z=d(P,BC):d(P,CA): d(P,AB).
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Trilinearne koordinate vrhova trokuta ABC su:
A=1:0:0,B=0:1:0,C=0:0:1.

Naime, a’(A,E) = Vg, d(A,C_A) =01 d(A,E) =0, pasuv, : 0 : 0 trazene koordinate
vrha A. No, brojevi v,, 0, 0 su proporcionalni brojevima 1,0,0 pa je uobicajeno pisati

B

Slika 1.2: Trilinearne koordinate tocke P.

Definicija 1.1.2. Neka je tocka P takva da pripada ravnini trokuta ABC. Baricentricke

koordinate tocke P su bilo koja tri broja p,, p>, p3; proporcionalna povrsinama trokuta
PBC, PAC i PAB. Pisemo P(pi, p2, p3) ili P = py : py : ps.
Baricentricke koordinate vrhova trokuta ABC su:

A(1,0,0), B(0, 1,0), C(0,0, 1).

B

Slika 1.3: Baricentricke koordinate tocke P.

Baricentricke koordinate je 1827. godine uveo August Ferdinand Md&bius.
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Teorem 1.1.3. Ako su x : y : z trilinearne koordinate tocke P, tada su xsina : ysinf3 : zsiny
baricentricke koordinate tocke P.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC i tocka P Cije su trilinearne koordinate P = x : y : z. Za
povrSinu trokuta vrijedi

1 1 1
p= Eab siny = Ebc sina = Eac sin 3.

Tada imamo
XIYiZ=PpyxipyiP;

"—l'nb'lin 'l'nb
X:y:z= x251a c.yzsﬁac.z251ya,

tj.
x:y:z=(xsina-bc): (ysinf-ac): (zsiny - ab).

Dakle,
x:y=(xsina-bc): (ysing - ac).

S druge strane, za baricentricke koordinate tocke P vrijedi

ax by cz

P1IP22p3=7. > E=xa:yb:cz.

Zelimo pokazati jednakost
xa:yb = xsina : ysing.

Vrijedi
xa:yb = xsina :ysinf
& xaysinf = xby sin @
S asinf = bsina
©a:b=sina:sing
Sto je slijedi iz sinusova poucka u trokutu ABC. Na isti nacin, vrijedi
yb :cz=ysing:siny
& ybzsiny = yczsinf
& bsiny = csinf
& b:c=sinf:siny.
Dakle,
p1:p2ips=xsina:ysinf: zsiny.
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Cl%sYo)

P (X Yp)

Oo—

AlXzYa) B(Xp,Yp)

Slika 1.4: Kartezijeve koordinate tocke P.

Izrazimo trilinearne koordinate tocke P pomocu Kartezijevih koordinata. Neka u Kar-
tezijevom koordinatnom sustavu vrhovi trokuta ABC imaju koordinate

A(xa,ya), B(xs, yp), C(xc, yc)-
Izracunajmo implicitnu jednadzbu pravca BC.

Yc —YB
Xc — XB

Y—JYB = (x — xp)

(v — yp)(xc — xp) = (yc — yp)(x — xp)
x(yc —yB) — y(xc — xg) — xg(yc — yp) + yp(xc — xp)
x(yc — yp) — y(xc — xp) — xgyc + ypxc = 0.

Prema formuli za udaljenost tocke 7'(x, yo) od pravca p..Ax + By+ C =0

|AXO + By() + Cl
VA? + B?

d(T, p) =

imamo
|xp(ye — yB) — yp(xc — XB) — XgYc + ypXcl

\/(Xc - xg)> + (Ve — yp)*

To je prva trilinearna koordinata tocke P.
Analognim postupkom dobivamo

f; =d(P,BC) =

lxp(¥a — Yc) — yp(X4 — X¢) — Xcya + XaYcl

tr = d(P,CA) =
2 = AR ) VG — 207 + 0 — v
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|xp(Y — ya) — yp(XB — X4) — XayB + YaXg|

\/(XB —x4)* + (yg — ya)?
Time su trilinearne koordinate tocke P = t; : t, : t; izraZene pomocu Kartezijevih koordi-
nata.

ty = d(P,AB) =

1.2 Centar trokuta

Prisjetimo se definicija homogenosti i simetri¢nosti:
Funkcija f(a, b, c) je pozitivno homogena reda n u a, b 1 ¢ ako za svaku uredenu trojku
(a,b,c)it> 0 vrijedi

f(ta,tb,tc) = t"f(a,b,c).

Funkcija f(a, b, c) je simetri¢na u b i ¢ ako za svaku uredenu trojku (a, b, ¢) vrijedi

f(a,b,c) = f(a,c,b).

Definicija 1.2.1. Centar trokuta ABC je tocka s trilinearnim koordinatama x : y : z za koje

je
x = f(a,b,c),
y = f(b’ C’ a)’
z= f(c,a,b)

za neku pozitivno homogenu funkciju f sa svojstvom

[f(a,b,0)| = |f(a,c,b)l.

Regularan centar

Neka je p povrSina trokuta ABC.

Definicija 1.2.2. Centar X je regularan centar ako postoji funkcija f(a, b, c) koja ima oblik
polinoma u varijablama a, b, c, p takva da vrijedi

X = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b).

Centar trokuta se obi¢no navodi oznakom X; ili X(i), i € N i imenom ukoliko pos-
toji. Jednadzba centra trokuta, iz koje moZemo dobiti trilinearne koordinate ciklickom
permutacijom a, bicilia, iy, je x = f(a,b,c) ili x = fi(a,B,7y). Svaka se jednadzba
oblika x = fi(a,,y) primjenom sinusovog ili kosinusovog poucka moze transformirati u
jednadzbu oblika x = f(a, b, c).
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Svojstva centara trokuta opsezno je proucavao 1 opisao Clark Kimberling. Kimberlin-
gova lista [[I]] trenutno broji 7707 centara trokuta. Cetiri nama najpoznatija centra trokuta
su srediSte upisane kruZnice, teZiSte, srediSte opisane kruZnice i ortocentar, ¢ije Cu triline-
arne 1 baricentricke koordinate navesti u sljedeCem odlomku.

X(1) Srediste upisane kruZznice

Definicija 1.2.3. Srediste upisane kruZnice je tocka u kojoj se sijeku sve tri simetrale unu-
tarnjih kutova trokuta.

A B "

Slika 1.5: Centar X(1) - srediSte trokutu upisane kruznice.

Definicija je dobra, tj. srediSte upisane kruznice je dobro definirano jer se pokazuje da
se sve tri simetrale kutova trokuta sijeku u jednoj tocki.
SrediSte upisane kruznice jednako je udaljeno od svake stranice trokuta pa trilinearne ko-
ordinate centra X(1) glase
X1)=1:1:1.

Prema teoremu [I.1.3| baricentricke koordinate sredista upisane kruznice su

X(1) =sina :sinf : sinvy.

X(2) Teziste

Definicija 1.2.4. TeZiste trokuta je tocka u kojoj se sijeku teZisnice trokuta.

Neka je v, duljina visine iz X(2) na stranicu BC. Buduéi da tezite trokuta dijeli
teziSnicu AD u omjeru 2 : 1 raCunajuéi od vrha A, slijedi da su trokuti DX(2)F i DAE
sli¢ni (teorem K-K) s koeficijentom sli¢nosti

viiv,=1:3.
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Slika 1.6: Centar X(2) - teziSte trokuta.

Dakle,
1 1 2p 2p 1
Vi= <V, =< — = o

3°°3 a3 a
Analogno se dobiju i druge udaljenosti tocke X(2) do stranica:

= _2p 1
ax@,ca =2
dx), 4B = 2.1

3 ¢

pa trilinearne koordinate teZiSta glase

2p 1 2p 1 2p 1 1 1 1
X2)={—--):{=— =) |l==-)==:=:==bc: - ab.
@) (3 a) (3 b) (3 c) a b c.ca-a

Vidimo da je teziSte regularni centar trokuta ABC.
Odredivanje baricentri¢nih koordinata svodi se na izraCunavanje povrsina trokuta. Vrijedi

p(BCX(2)) = %a VI = za—— = P,
1 1
p(ABX(2)) = 3P p(CAX(2)) = 3P

pa su baricentricke koordinate teziSta

X2)=1:1:1.

X(3) Srediste opisane kruznice

Definicija 1.2.5. Srediste trokutu opisane kruZnice je sjeciste simetrala stranica trokuta.
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Slika 1.7: Centar X(3) - srediSte trokutu opisane kruZznice.

Trilinearne koordinate srediSta opisane kruZnice su
X(3)=cosa:cosf:cosy = ab® + - a®) : b(@® + - b*) : c(d® + b - ),
a baricentricke
X(3) =sinacosa : sinfcosf :sinycosy = sin2a : sin2f : sin2y.

Dokazimo te tvrdnje.
Opisemo li oko trokuta ABC kruZnicu, tada je ZBAC = a obodni kut nad tetivom BC.
Prema teoremu o obodnom i srediSnjem kutu vrijedi da je /BX(3)C = 2, a zbog jednako-
kraénosti trokuta BX(3)C i injenice da je simetrala stranice BC ujedno os simetrije trokuta
BX(3)C, slijedi da je £BX(3)D = «, gdje je D poloviite stranice BC. U pravokutnom tro-
kutu BX(3)D vrijedi

_Ix@)p)
R 9
tj. L
d(X(3),BC) = Rcosa.
Analogno,

d(X(3),AC) = Rcosp
d(X(3),AB) = Rcosy.
Dakle, tocka X(3) ima trilinearne koordinate
X(3)=cosa:cosB:cosy.
Izrazimo kosinuse kutova kao funkcije stranica pomocu kosinusovog teorema:
b+ -a
2bc

coSa =
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a+cr=b?
cosf3 = Toae
a+b*-c?
cosy = ———

Sad trilinearne koordinate tocke X(3) glase

P+ct—a* a+ct -0 a+br -
2bc ' 2ac ' 2ab

X(3) = = a(b*+?-a®) : b(@*+*=b?) : c(a®+b*—c?)

pri ¢emu smo posljednje koordinate dobili mnoZenjem s 2abc.
Funkcija centra za srediSte opisane kruZnice glasi

f(a,b,c) = ab? + * - d®).
Ova je funkcija homogena reda 3 jer vrijedi
f(ta, th, tc) = ta(t*b* + £°¢* — a®) = Pa(b® + > — a®) = £ f(a, b, ¢).
Ocito vrijedi 1 simetri€nost u drugoj i tre€oj varijabli, tj.
f(a,b,c) = f(a,c,b).

I f je polinom. Dakle, i X(3) je regularni centar trokuta. Izracunajmo jo$ i njegove bari-
centricke koordinate.
Prema teoremu baricentri¢ke koordinate od X(3) su

X(3) =cosasina : cosBsinf : cosysiny = sin2a : sin2f : sin 2y.

X(4) Ortocentar

Definicija 1.2.6. Ortocentar je tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leZe visine trokuta.

U trokutu ABC povucimo visine iz vrthova A, B i C ¢ija noZiSta ozna¢imo s A’, B’
i C’ redom. Iz to¢ke C’ povucimo okomice na stranice BC i AC, te nozista tih okomica
oznac¢imo s D1 E. Prema teoremu K-K o sli¢nosti trokuta trokuti CA’X(4) i CDC”’ su sli¢ni,
a isto tako i trokuti B'CX(4) i ECC’. 1z prve sli¢nosti imamo:

no_ICX(4)
ic'Dl - |cc)

a iz druge sli¢nosti imamo:
L _1CX@)

EC'| — |CC'|
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Q)

Slika 1.8: Centar X(4) - ortocentar trokuta.

Izjednacavanjem ta dva razmjera dobivamo:
)
|C’'D| |EC|
U trokutu C'BD kut /C'BD = B, paje /DC’B = 90° — . Buducida je ZCC’B = 90°, slijedi
da je

(CC'D = /CC'B-/DC’'B=90°-(90° - pB) =p.
Analogno dobivamo da je ZEC’C = «. U trokutu CC’D vrijedi |C’D| = v, cos 8, a u trokutu
EC’C vrijedi |[EC’| = v.cos . Sad je
hH 153

vecosa  v.cosf’
tj.
ty :tp =cosfB: cosa.
Ciklickim pomicanjem indeksa dobivamo i ovu relaciju
t) i t3 =CcoSy : cosp.
Da bi brojeve #, t, i t3 mogli staviti u produljeni omjer treba Cetvrti ¢lan prvog razmjera
biti jednak tre¢em ¢lanu drugog razmjera, a to dobivamo zapisujuci ovako:
11
cosa cosf
1
cosf cosy’

th :tpb =cosf:cosa =

Iy t3 =CcOSy:cosf =

Sada je
I T
cosa cosf cosy

Hh:bh:t3
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Kad u taj razmjer uvrstimo formule kosinusovog poucka dobivamo

l- . l- . l- — 1 . 1 . 1
PP T eosa T cosB T cosy
1 1 1
= b2+c2—a? : a?+c2-b? : b2+a?—c?
2bc 2ac 2ba
3 2bc _ 2ac _ 2ba
b+ -at @+ A-b P +a-c?
3 2abc ' 2abc ' 2abc
a2 —a?)  b(@®+ -0 (b +a? - c?)
1 1 1

:a(b2 +c2 —a?) : b(a? + ¢ — b?) : c(b? + a2 - c?)’

1 time smo dobili trilinearne koordinate ortocentra X(4) u uobi¢ajenom zapisu. Radi se o
fgnkciji f(a,b, c) = m za .koju se lako pokaze da je pozitivno homogena reda -3 i
simetri¢na u varijablama b i c, te je X(4) centar trokuta.

Dakle, trilinearne koordinate ortocentra su

1 1 1

X(4) = . . s
@) ab*+c2—a?) ba®+c*-b*) c(a>+b*-c?)

dok su baricentri¢ke jednake

a b c
2Ra(b? + c? —a?) " 2Rb(a* + c? — b?) " 2Rc(a? + b? — ¢?)’

X(4) =

.
T
PP+c2—a® @+t =D a?+b* -

X(4) =

1.3 Bicentricki parovi
Definicija 1.3.1. Neka je P tocka sa trilinearnim koordinatama

a:B:y=f(ab,c): f(b,c,a): f(c,a,b)

i U tocka sa trilinearnim koordinatama

a By =f(a,cb): f(b,a,c): f(c,b,a)

gdje je f neka pozitivno homogena funkcija takva da vrijedi |f(a,b,c)| # |f(a,c,b)|,
pri cemu su a, b, c duljine stranica ¢vrstog trokuta. Tocke P i U nazivamo bicentrickim
tockama ili bicentrickim parom tocaka.



14 POGLAVLJE 1. BICENTRICKI PAROVI TOCAKA

Bicentricke tocke ne mogu biti centri trokuta jer ne zadovoljavaju svojstvo simetri¢nosti,
tj.
|f(a,b,0)l # |f(a,c,b)l
za bilo koju uredenu trojku (a, b, ¢).

Najpoznatiji primjer bicentrickih parova tocCaka trokuta su prva i druga Brocardova
toCka Q 1 Q' Cije su trilinearne koordinate

_¢.a.b
b c
! b
c a
Q=—-:1—-:-.
c a b

Vise o Brocardovim to¢kama slijedi u srediSnjem dijelu rada.
Slijede raCunske operacije koje moZemo provesti medu bicentrickim parovima s trili-
nearnim koordinatama

P=p:q:r=f(ab,c): f(b,c,a): f(c,a,b)

U=u:v:w= f(a,cb): f(b,a,c): f(c,b,a),

a koje generiraju nove centre trokuta. Navedena je jednadZba prvog bicentrickog para
p = f(a,b,c). Jednadzba drugog bicentrickog para dobije se kao u = f(a,c,b), a ostale
ciklickim permutacijama.
Trilinearni produkt:
pu:qv:rw;
baricentri¢ni produkt:
apu : bqv : crw;
bicentricka suma:
(p+u):(g+v):(r+w)
bicentricka razlika:
(p—u:(g=v):(r—w)
unakrsna suma:
(gw+rv): (ru+ pw) : (pv + qu);
unakrsna razlika:
(gw —rv) i (ru—pw) : (pv — qu);
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trilinearni pol pravca PU:

1 . 1 . 1 .
gw—rv ru—pw pv-—qu

idealna tocka pravca PU:
[p(bv + cw) —u(bg + cr)] : [g(cw + au) — v(cr + ap)] : [r(au + bv) —w(ap + bq)];

poloviste:

(kp + hu) : (kg + hv) : (kr + hw),
gdjejeh=ap+bg+crik=au+bv+cw;
Cevina tocka:

(pv + qu)(pw + ru) : (gw + rv)(qu + pv) : (ru + pw)(rv + gw);

krizna tocka:
pu(rv + gw) : gv(pw + ru) : rw(qu + pv)

1 konjugirani vrh:

a b
a’qrvw — pu(br + cq)(bw + cv) “b*rpwu — gqv(cp + ar)(cu + aw)
c

2 pquv — rw(aq + bp)(av + bu)’

Provjerimo da prva operacija, nazvana trilinearni produkt stvarno od dvije bicentricke
tocke P 1 U stvara centar. Ako je f(a, b, c) jednadzba prve trilinearne koordinate za to¢ku
P, a f(a,c,b) jednadzba prve trilinearne koordinate za tocku U, tada trilinearni produkt za
prvu trilinearnu koordinatu glasi ovako

gla,b,c) .= f(a,b,c)- f(a,c,b).

Treba provjeriti homogenost i simetri¢nost funkcije g. Prema pretpostavkama f je pozi-
tivno homogena reda n. Tada je

g(ta,tb,tc) =f(ta,tb,tc) - f(ta,tb,tc) = t"f(a,b,c) - 1" f(a,c,b)
=t*"f(a,b,c) - f(a,c,b) = t*"g(a, b, c),

tj. g je pozitivno homogena reda 2n. Osim toga vrijedi

gla,c,b) = f(a,c,b) - f(a,b,c) = g(a,b,c),
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tj. g je simetri¢na u drugoj i trecoj varijabli. Dakle, g generira centar trokuta.

Provjerimo jo§ da operacija trilinearni pol pravca PU od dvije bicentricke tocke P i
U stvara centar. Analognim postupkom provjerimo homogenost i simetricnost funkcije g
definirane na sljedeci nacin:

1
8D 0= G e feba - feab - b
Vrijedi,
ta,th,tc) = 1
gla, tb, tc) ~ f(@th,tc, ta) - f(tc, th, ta) — f(tc, ta, tb) - f(tb, ta, tc)
1
0 f(b.c.a) - ' f(e.b,a) — ' f(c.a,b) - 1" f(b,a,c)
1
e [f(b,c,a)- f(c,b,a) - f(c,a,b) - f(b,a,c)]
1
:tz—ng(a, b, C),

tj. g je pozitivno homogena reda —2n. Nadalje provjerimo simetri¢nost funkcije |g|:

1

- ‘f(b, a,c)- f(c,a,b) — f(c,b,a) - f(b,c,a)
1

‘_ [f(b’c,a) 'f(C,b,Cl) _f(C,a,b) 'f(b,a,C)]
:l - g(a7b’ C)l
=lg(a, b, c)l.

lg(a, c,b)|

Dakle, funkcija g je homogena reda i |g| je simetri¢na u drugoj i trecoj varijabli, tj. g stvara

centar trokuta. Na isti se nacin i za ostale operacije dokazuje da generiraju centar funkciju.
Ocito je da bicentricki par to¢aka P i U lezi na jednom pravcu. Na tom pravcu PU leze

1 bicentricka suma 1 bicentricka razlika ovih dviju toCaka. Dokazat ¢emo joS opcCenitiju

tvrdnju:

Neka su 4, u € R. Definiramo to¢ku Q kao kombinaciju tocaka P i U ovako:

Q=AP+uU
s trilinearnim koordinatama
O =Up+uu) :(Ag+puv): (Ar + uw).

Tvrdimo da tocka Q pripada pravcu PU.
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kp P1

ClxeYe)

(Xp.Yp)

kr
B(xg,0)

A0
q 05

Slika 1.9: Prelazak iz trilinearnih koordinata u Kartezijeve koordinate.

Za jednadzbu pravca PU trebaju nam Kartezijeve koordinate to¢aka P i U. Odredimo
formulu za prelazak iz trilinearnih koordinata to¢ke P = p : g : r u Kartezijeve koordinate
P(xp,yp).

Neka je dani trokut ABC smjesten u koordinatni sustav tako da su koordinate vrhova
A,BiC su

A(0,0), B(xp, 0), C(xc, yc).

Udaljenosti tocke P do stranica trokuta jednake su
d(P,BC) = kp,d(P,AC) = kq,d(P,AB) = kr.

Neka pravci p; 1 p, prolaze tockom P tako da je p1||AC i p,||BC.
Jednadzbe tih pravaca su

Yc kq
p1..y =—x —
Xc cosa
__JYc XBYyc kp
P2y = X — -

Xc—Xg  Xc—2Xg COSf
Tocka P je presjek pravaca p; i p,. Slijedi,

Yec kg Yc . XBYc kp

Xc  cosa xc—Xxp  Xc—Xxg cosfB’
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tj.

x)’_c_ Yc —kl4___P |__*Xs¥c
Xc  Xc—Yc cosa  cosB| xc—=xp

U trokutu ABC stranica c je duljine ¢ = d(A, B) = xp, cosa = %C icosB = % = %

Duljine stranica a 1 b moZemo dobiti kao udaljenost toaka B 1 C, odnosno A i C:

a= \/(XB - x¢)? +)%

b= w/)c% +y%.

Uvrstavajuci navedeno u prethodnu jednakost dobivamo

b -
x:k[_q_ ap ]_x(:(c ) L
Xc C—Xc CYc
tj. x koordinata tocke jednaka je
ba(c — _
Xp = k- q(c — xc) —apxc txe.

Ccyc

Uvrstimo xp u jednadZbu pravca p; kako bi izracunali koordinatu yp tocke P.

Xc cos @

_JYc kq
y=—x

Y ( bq(c — x¢) — apxc ) kqb
y=—|k- +xc| - —
Xc ¢yc Xc
—ap—>b
yp =k - % +Yc

Dakle, Kartezijeve koordinate tocke P su

bg(c — - —ap —b
P(k ) q(c — xc) — apxc +xeok- ap q + yc) .
Cyc c

Izrazimo jos§ koeficijent kK pomocu poznatih podataka. Koordinata yp tocke P je jednaka
udaljenosti to¢ke P do stranice AB, tj.

yp = kr.

Slijedi,

—ap—b

—ap—bq ,
C

kr=k- ye
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ap +bg+cr

k =Yc

c
_ Cyc
ap +bg +cr’

Uvrstimo & u Kartezijeve koordinate tocke P iz ¢ega dobivamo

p c(bg + rxc) cryc
ap+bg+cr’ap+bg+cr)

Pokazimo vrijedi li dobivena formula za centar X(2) (teziSte) trokuta ABC. Kartezijeve
koordinate teziSta dobivamo kao

T(XA +Xp+ Xc Ya +}’B+)’c)
3 ’ 3 '
Kako su koordinate vrhova trokuta ABC jednake A(0,0), B(xp,0) i C(x¢,yc), koordinate
teZista su T'(*£5%, %), Provjerimo!
Trilinearne koordinate teZita su X(2) = 1 :
koordinate teZiSta su

1
b

T(C'*‘xc,}ﬁ),
3 3

: % Prema izvedenoj formuli Kartezijeve

tj. jer je ¢ = xp piSemo

T (xB + xc’ yc ) .
3 3
Dakle, izvedene formule se slazu s Kartezijevim koordinatama tezista.
Dakle, toc¢ke P i U s trilinearnim koordinatama P = p : g : ri U = u : v : w zapisujemo
u obliku Kartezijevih koordinata na sljedeci nacin:

p c(bg + rxc) cryc
ap +bq +cr’ ap + bq + cr

U c(bv + wxc) cwyc
au+bv+cw au+bv+cw/]’

Kartezijeve koordinate tocke Q tada su

b(Aq + uv) + xc(Ar + uw) c(Ar + uw)yc
= c, .
a(Ap + uu) + b(Ag + uv) + c(Ar + uw) ~ a(Ap + uu) + b(Aq + uv) + c(Ar + uw)

JednadZzba pravca koji prolazi tockama P i U je

Yu—Jp
Xy — Xp

y—yp= (x — xp).
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Ako toc¢ka Q lezi na pravcu PU tada vrijedi

Yu—Yyp

Yo —Yp = (XQ — Xp).

Xy — Xp

Kad uvrstimo sve izraze za koordinate toCaka P, U i Q u tu jednakost, nakon kraeg
racunanja dobivamo da je istinita, tj. tocka Q pripada pravcu PU.

Prethodno navedene operacije stvaraju centar trokuta od dvije bicentricke tocke. Na-
suprot tome, ako imamo centar trokuta X = x : y : z, tada se bicentriCke toCke X, 1 X, tog
centra definiraju ovako:

X,=y:z:x

X,=z:x:y.

Slijedi lista prvih deset bicentrickih parova tocaka trokuta sa pripadnom funkcijom f
za toCku P:
P(1)1 U(1) = prva i druga Brocardova tocka,

ﬂmao:g;

P(2)1i U(2) = prva i druga Beltramijeva tocka,
f=al’-a*);

P(3)1 U(3) = prvai druga Yffova tocka,

3 cC—u

b—-u’

f(a,b,c) = bc

gdje je u realno rjeSenje jednadzbe x* — (x — a)(x — b)(x — ¢) = 0;
P(4)1U(4) = prvo i drugo Grinbergovo sjeciste,
f=[ctgB+ctgy—2ctga + (tgf — tgy)L%] sec a,

gdje je L = —ctgactgfctgy(ctga + ctgf + ctgy);
P(5)1 U(5) = prvi i drugi Ehrmannov pivot,

f:smw—y—gx

P(6) 1 U(6) = bicentricki par centra X(6) tj. Lemoineove tocke,

f=b:c:a
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P(7)1 U(7) = prva i druga Evan-Yffova tocka,

f = be(b* — b*c* + 2c%a* - 3a*b?);

P(8) 1 U(8) = bicentricki par centra X(2),

flasb,c) = %;

P(9) 1 U(9) = trilinearni produkt X(6) - P(8),

fla,b,c) = g;

P(10) 1 U(10) = trilinearni produkt X(2) - P(8),

fla,b,c) = é
a
Lista bicentrickih parova tocaka stalno se povecava, pa su imena bicentrickih parova
posudena iz drugih podru¢ja. Preciznije, izabrana su imena cvijea za imena odredenih
bicentrickih parova, kao npr. tocke Acacia, P(43) i U(43) (hrvatski: akacija, mimoza).
Centar X(6) naziva se simedijalna tocka ili u cast Emile Michel Hyacinthe Lemoine-a,
Lemoineova tocka. Jer je jedan dio Lemoineova imena i Hyacinthe (hrvatski: zumbul),
bicentricki par tocaka P(6) i U(6) centra X(6) (tj. Lemoineove tocke) naziva se joS i Hya-
cinthovim tockama.






Poglavlje 2

Brocardove tocke

2.1 Prva Brocardova tocka i Brocardov kut

Definicija 2.1.1. Tocku Q trokuta ABC, takvu da vrijedi
LQAB = /QBC = /QCA = w

zovemo prvom Brocardovom tockom. Kut w zovemo Brocardov kut.

Slika 2.1: Prva Brocardova tocka

Brocardova tocka je dobila ime po Henriju Brocardu koji je postavio zadatak kako
odrediti takvu tocku i rijeSio ga. Medutim, on nije bio prvi koji je rijeSio taj problem. Prije
njega to je ucinio August Leopold Crelle 1816. godine. Konstruirajuci tocku Q dokazat
¢emo postojanje i jedinstvenost prve Brocardove tocke. Neka je dana Brocardova tocka (2
trokuta ABC. U trokutu ABQ tada vrijedi

LAQB = 180° - w — (B — w) = 180° — 5.

23
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Slika 2.2: Konstrukcija prve Brocardove tocke

Analogno, u trokutu BCS vrijedi
(BQC =180°-w—-(y—w) =180 —vy
1 u trokutu CAQ vrijedi

LCQA =180° —w — (@ — w) = 180° — a.

Slika 2.3: Konstrukcija prve Brocardove tocke
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Prema teoremu o srediSnjem i obodnom kutu, konstruiramo kruznicu k; sa srediSnjim
kutom veli¢ine 2« nad tetivom AC, kruZnicu k, sa sredi$njim kutom veli¢ine 28 nad tetivom
AB i kruZnicu k3 sa sredi$njim kutom veli¢ine 2y nad tetivom BC. Obodni kut kruZnice
k; nad tetivom AC je veli¢ine 180° — @, obodni kut kruZnice k, nad tetivom BA je veli¢ine
180° — S i obodni kut kruznice k3 nad tetivom BC je veli¢ine 180° — y. Sjeciite kruznica
ki, ky 1 k3 je toCka Q. Tako konstruirajuci prvu Brocardovu to¢ku dokazali smo njeno
postojanje i jedinstvenost. U nastavku slijedi joS jedna definicija prve Brocardove tocke

[2].

Definicija 2.1.2. Neka je dan trokut ABC. KruZnica ky koja prolazi vrhom A i dira stranicu
BC u vrhu C, kruzZnica k, koja prolazi vrhom B i dira stranicu AC u vrhu A i kruZnica ks
koja prolazi vrhom C i dira stranicu AB u vrhu B sijeku se u jednoj tocki Q koju nazivamo
prvom Brocardovom tockom.

Postojanje i jedinstvenost prve Brocardove tocke moZzemo dokazati na joS jedan nacin.
Konstruiramo kruZnicu k koja prolazi vrhom B i dira stranicu AC u vrhu C. Pravac koji
prolazi vrhom C i paralelan je sa stranicom AB sijece kruZnicu k u to¢ki D. Sjeciste duZine
AD i kruZnica k je totka Q. Neka je ZQAB = w. Tada vrijedi

LQAB = /QDC = w

jer su LQAB 1 £QDC kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca AB i CD. Kutovi ZQDC i
£QBC su obodni kutovi nad tetivom C< pa vrijedi

LQBC = /QDC = w.
Takoder je i ZQAB = w jer je kut tetive 1 tangente jednak obodnom kutu nad tetivom.
Teorem 2.1.3. Neka su a, B i y unutarnji kutovi trokuta ABC i w Brocardov kut. Vrijedi
ctgw = ctga + ctgf + ctgy.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC 1 prva Brocardova toc¢ka 2. Kruznica k prolazi to¢kama
Bi C, a pravac na kojem leZi stranica AB joj je tangenta. To¢ka D je presjek kruZnice k i
pravca paralelnog sa stranicom AB koji prolazi tockom C. Neka je to¢ka E noZiite visine
spustene iz vrha C na stranicu AB, a totka F noZiste okomice spustene iz to¢ke D na pravac
na kojem leZi stranica AB. Nadalje, odredimo tocku G takvu da vrijedi |BF| = |EG|. Prema
teoremu o kutovima uz transverzalu vrijedi

LABC = /BCD = 8.
Kutovi £BQC i £BDC su obodni kutovi nad tetivom BC i ZBQC = 180° — v, iz &ega slijedi

(BDC =1v.
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Slika 2.4: Brocardov kut w.

Tada je
(/CBD =180°-8-vy=a.

Prema teoremu K-K o sli¢nosti trokuta, slijedi trokuti ABC 1 BCD su sli¢ni. Tada je

/DBF = /CGE = y.

U trokutu AF D vrijedi:
|AF|
Ctga) = M,
u trokutu AEC
|CE| |DF|’
u trokutu BEC BE| |BE|
t = — = —
“eh = \cE = DR
1u trokutu DFB \BF]
Ctg’y = ﬁ

Tocke A, E, B i F leZe na istom pravcu zbog cega vrijedi
|AE| + |EB| + |BF| = |AF|.

Podijelimo li gornju jednakost s |DF| dobivamo

|AE] N |EB| N |BF| 3 |AF|
IDF| * |DF| |DF| |DF|’
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tj.
ctga +ctgf + ctgy = ctgw

¢ime je teorem dokazan. O

Propozicija 2.1.4. Za Brocardov kut w vrijedi

w <

X

Dokaz. Prvo dokazimo da je funkcija f(x) = ctg x konveksna za x € (0, 5). Deriviramo li
ju prvi put dobivamo

() =(ctgx)’ = -

sin’ x

Druga derivacija glasi

1

f(x) = (— — ) (—sin2x)’ = —(=2) sin> xcos x

sin” x
COS X

=2 3

sin” x

Za x € (0, %) vrijedi da je f”(x) > 0, pa je f konveksna. Za konveksnu funkciju vrijedi
Jensenova nejednakost

x+y+z) _ f)+fO)+ f)

f <
3 3

pri ¢emu su x,y,z > 0. Primijenimo li ovu nejednakost na f(x) = ctg x i na brojeve x = «,

y =, z = y uz primjenu teorema dobivamo

(oz+,8+y)<ctga+ctg,8+ctgy
3 B 3
T o ctgw
tg — <
373
1 1
— <
V3 3tgw

3tgw§‘/§

ctg

S

t <—.

Rjesenje te nejednadzbe u intervalu (0, 3) je

IA

w

il
6

Sto je upravo trebalo dokazati. m|
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U nastavku slijedi raun za trilinearne koordinate prve Brocardove tocke. 1z prve Bro-
cardove tocke Q povucemo okomice na stranice trokuta BC, CA, AB i noZiSta ozna¢imo s
D,EiF.

Prema definiciji trilinearnih koordinata
t =d(Q, BC) = |QD,
t, =d(Q, CA) = |QE|,
t; =d(Q, AB) = |QF].

U trima pravokutnim trokutima AFQ, BDQ i CEQ vrijedi

15)

COSw =

3 _h
|AQl,cosa) = —lBQl,cosw cqp

{.
BQ| _ 1
IcQl 1
cQl _n
AQ| 15’

U trokutu BCQ, kut /BQC jednak je 180° — y. Izrazimo povrSinu trokuta BCQ na dva
nacina: | |
P(ABCQ) = §|BQ| - |CQYsin(180° —y) = Eatl.
Odatle dobivamo
|BQ| - |CQ|siny = aty. (1)
U trokutu ABC) imamo
P(AABQ) = %lAQ| - |BQ|sin(180° — B) = %Ct_?,,
tj.
|AQ]| - |BQ|sin S = ct;. (2)
U trokutu ABC imamo
P(AACQ) = %lAQl - |CQJsin(180° — @) = %bh,
t].
|AQ| - |CQ|sin @ = bt,. 3)
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Dijeljenjem obiju strana u[2]i[3]dobivamo

|BQ[sinB  ct;
|ICQlsina bty
Prema sinusovom teoremu vrijedi sinf — b g0 zajedno s 22 = 1 daje:
sina a [CQ 153
t b _ ct3
Hh a B btz,
tj.
b2
3 =—0n
ac

Dijeljenjem obiju strana u[I]i[2] te primjenom sinusovog teorema dobivamo:

|ICQ[ siny atf
IAQ| sinB8  cts
p, ¢ _ aty
5 b Bl cls
t abl‘
2 = — 1.
c2
Sad je
ab b?
Hh:h: 13 =hH —Ztl . —h
c ac
ab b? ab b?
¢’ ac c
¢ a b
b ¢ a

¢ime smo dobili trilinearne koordinate prve Brocardove tocke.

Propozicija 2.1.5. Ako u trokutu ABC vrijedi @ < 8 <, tada je

Dokaz. Vrijedi:

a _ T_a)_ Ty ﬁ+U
%2‘%Q J‘%(z)‘%(z'

29
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Bududi da je '6127 < v 1da je kotangens padajuca funkcija na (0, 7r) slijedi da je

+
ctgﬂ 4 > ctgy,
tj.
g > clgy. )
Nadalje iz relacije @ < S slijedi
ctga > ctg . 5)
Zbrojimo nejednakosti [4]i[5}
a cosa 1-cosa 1
ctgf+ctgy <ctga+tg - = — + — =
2  sina sin & sin &

Iskoristimo li teorem 2.1.3]imamo

t t+t,8+t<t+1 cosat 1 ta
ctgw =ctga+c c ctga = =ctg —,
8 8 g gy =ct sin @ sin & g 2
tj.
ctgw < ctg g
g - 2 *
Buduci da je kotangens padajuca na (0, ), slijedi da vrijedi
L@
w )
2
tj.
2>«
Sto je i trebalo dokazati. O

Drugi naziv za prvu Brocardovu tocku je pozitivna Brocardova tocka.

2.2 Druga Brocardova tocka
Definicija 2.2.1. Druga Brocardova tocka trokuta ABC je tocka ) takva da vrijedi

L[Q'BA = /Q'CB=/Q'AC =o'
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9/’

Slika 2.5: Druga Brocardova tocka

A

Slika 2.6: Prva i druga Brocardova tocka

Drugu Brocardovu to¢ku nazivamo jos i negativnom Brocardovom to¢kom, a konstruira
se na jednak nacin kao i prva Brocardova tocka. Zbog toga za nju vrijede ista svojstva kao
1 za prvu Brocardovu toc¢ku. Veli¢inu drugog Brocardovog kuta «’ tada takoder moZemo
izraCunati prema teoremu ZakljuCujemo da su prvi i drugi Brocardov kut jednakih
veli€ina, tj. @’ = w.

OpiSimo trokutu ABC s prvom Brocardovom to¢kom € kruZznicu k,. Vrhove trokuta
ABC spojimo s tockom Q i te spojnice produzimo tako da sijeku kruznicu k, redom u
tockama A’, B’ i C’. Tada vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.2.2. Trokut A’B’C’ je sukladan trokutu ABC, a prva Brocardova tocka trokuta
ABC je druga Brocardova tocka trokuta A’B'C’.
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Dokaz. TocCka Q je prva Brocardova tocka trokuta ABC pa vrijedi
LQCA = /QAB = /QBC = w.
Kutovi QCA i C’A’A su sukladni jer su to obodni kutovi nad tetivom AC’. Na isti nadin
zaklju¢ujemo, /QAB = /A’B'B (obodni kutovi nad tetivom A’C’) i £QBC = /B'C'C
(obodni kutovi nad tetivom B’C). Dakle,
LQB'C' = /QA'C' = /1QC'B’ = w,

tj. Q je druga Brocardova tocka trokuta A’B’'C’.

Slika 2.7: Tocka Q kao tocka trokuta ABC i to¢ka trokuta A’B’'C’

Kutovi /B'BA i /B’'A’A su sukladni jer su to obodni kutovi nad tetivom AB’. Slijedi,
B = «. Na isti na¢in zaklju¢ujemo, /A’C’C = /A’AC (obodni kutovi nad tetivom A’C) i
/C'B'B = /C’CB (obodni kutovi nad tetivom BC") iz ¢ega slijedia =y iy = .

Neka je tocka O srediSte kruZnice k,. Tada je ZAOC’ = ¢ srediSnji kut nad tetivom AC’.
Kut ZAA’C’ = w je obodni kut nad tetivom AC’. Prema teoremu o srediSnjem i obodnom
kutu slijedi

¢ =2w.

Slijedi, trokut A’B’C” moZemo dobiti rotacijom trokuta ABC oko toCke O za kut veliCine
2w.

Dakle, trokuti ABC 1 A’ B’C’ su sukladni, ¢ime je teorem dokazan. O
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Slika 2.8: Trokut A’B’C’ je rotirani trokut ABC oko tocke O za kut 2w.

Neka je dan trokut ABC i1 Brocardove tocke Q1 Q' trokuta ABC. Povu¢emo polupravce
AQ, BQ, CQ, AQY, BQ' 1 CQ'. Polupravci AQ i BQ)' sijeku se u tocki C, BQ 1 CQ sijeku
se u tocki Ay, a polupravci CQ i AQ’ u tocki By. Dobiveni trokut A; B;C; nazivamo prvim
Brocardovim trokutom.

Slika 2.9: Prvi Brocardov trokut A;B;C;.
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Definicija 2.2.3. Neka su tocke Ay, By i C, tocke unutrasnjosti trokuta ABC takve da cine
vrhove jednakokracnih trokuta s osnovicama BC, AC i AB redom i Brocardovim kutom w
uz osnovice. Takav trokut A1 B,Cy nazivamo prvim Brocardovim trokutom.

___Uocimo da se prema definiciji tocke Aj, B, 1 C; nalaze na simetralama stranica
BC, AC i AB trokuta ABC.

2.3 Brocardova kruznica (Kruznica sedam tocaka)

Definicija 2.3.1. Brocardova kruznica je kruznica k,, opisana prvom Brocardovom trokutu
ABC.

’ P \ \ Se-l ~.
ot 1 \ PN
/- \ \ ~ -3
A \ ) B
\
\ \
\ \

Slika 2.10: Brocardova kruznica

Teorem 2.3.2. Brocardova kruznica prolazi vrhovima trokuta A,B,C,, prvom i drugom
Brocardovom tockom ()i Q') i sredistem O opisane kruznice k, trokuta ABC.

Dokaz. U trokutu ABQ znamo da je kut ZAQB = 180° — . Tada je njegov suplementarni
kut £C1QA, = B. Isto tako, u trokutu BCQ, kut Z/BQ’'C = 180° — 8. Njegov suplementarni
kut je LA, QQ'C; = B. Kut ZA;0C; = 180° — B jer su krakovi kuta Z/A;0C; okomiti na
krakove kuta Z/ABC.

Kutovi 2C,;QA,, A,YC, i LA,;0C, su obodni kutovi nad tetivom A, C; jedne kruZnice.
Oznadimo ju s k,,. Prema tome, tocke Ay, Q, ', C; 1 O leZe na kruZnici k.
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2N /'B
Slika 2.11: Obodni kutovi nad tetivom A;C;.

Analogno, promatrajuéi trokut AQC zakljucujemo da je ZAQC = 180° — a, pa je njegov
suplementarni kut /C;QB; = . U trokutu AQ’B, kut ZAQ’'B = 180° — @ mozemo zapisati
kao £B;QY'Cy = 180° — a jer tocka B pripada polupravcu AQY’, a to¢ka C; polupravcu BCY'.
Kut ZB;OC, = « jer su krakovi tog kuta okomiti na krakove kuta ZBAC.

::/

Slika 2.12: Obodni kutovi nad tetivom B;Cj.

Zakljucujemo, kutovi £CQBy, /B1'Cy i £B10C su obodni kutovi nad tetivom B,C;
jedne kruZnice. Oznacimo tu kruznicu s k. Tada tocke B;, Ci, ©, Q' 1 O leZe na toj
kruznici k.
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Tocke Cy, Q, Q" 1 O pripadaju i kruZznici k,, 1 k,,, iz Cega slijedi kruZznice k,, 1 k;, se poduda-
raju. O
Teorem 2.3.3. Trokut ABC i prvi Brocardov trokut A\B,C\ su slicni trokuti.

Dokaz. Prema dokazu prethodnog teorema /B,QC; i /B;A;C, su obodni kutovi nad teti-
vom B;Cy, pa slijedi
ZB]QC] =a = ZB]AlC].

Na isti nacin,
LA1QC, :ﬁ = /AB,C,
jer su LA1QC; 1 LA B;C; obodni kutovi nad tetivom A;C,. Tada je i
/A C1B, = Y
¢ime je teorem dokazan. O

Slijede definicije 1 teoremi koji su nam potrebni u sljede¢im razmatranjima.

Definicija 2.3.4. Neka je dan trokut ABC i tocke A € BC i B € AC takve da vrijedi
/CAB = /CAB = .
Duzinu AB zovemo antiparalela stranice AB trokuta ABC.

Jer je kut
/ACB = /BCA =vy

tada je 1
/ABC = /CBA = 8.

Na isti na¢in definiramo antiparalele za druge dvije stranice danog trokuta.

Definicija 2.3.5. Polovista svih antiparalela jedne stranice danog trokuta pripadaju pravcu
koji prolazi tre¢im vrhom trokuta i naziva se simedijana danog trokuta.

Teorem 2.3.6. Simedijane danog trokuta ABC sijeku se u tzv. Lemoineovoj tocki koju
oznacavamo s K.

Trilinearne koordinate Lemoineove tocke K su
K=a:b:ec.

Lemoineova tocka je drugi naziv centra trokuta X(6).
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Slika 2.14: Lemoineova tocka K trokuta ABC.

Teorem 2.3.7. Paralele sa stranicama BC, AC i AB povucene redom tockama Ay, By i C,
sijeku se u tocki K trokuta ABC koju nazivamo Lemoineova toc¢ka. Lemoinova tocka K leZi
na Brocardovoj kruznici k.

Dokaz. Neka je p pravac paralelan sa stranicom AB i prolazi to¢kom C,, a ¢ pravac pa-
ralelan sa stranicom AC 1 prolazi tockom B;. Neka je to¢ka K sjecisSte tih dvaju pravaca.
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Krakovi kuta /C{KB; su paralelni s krakovima kuta /B1A|Cy, = @, pajei LC;KB; = a.
Iz dokaza teorema gdje smo uocili da su obodni kutovi nad tetivom B;C, veliine a
slijedi da toc¢ka K pripada kruZznici k,,.

Neka je s pravac takav da prolazi tockom C; i paralelan sa stranicom AB. Sjecite
pravaca p 1 s je tocka K;. Zbog paralelnosti krakova kutova /A;K;C; 1 ZABC vrijedi
/A K,C; = B. Takoder iz dokaza teorema slijedi da toc¢ka K, pripada kruZnici k, jer
su obodni kutovi nad tetivom A;C; veli¢ine B. Isto tako, tocka K; mora lezati na sjeciStu
kruZnice k,, s duZinom C, K, koja je sukladna duzini C,K. Slijedi, K, = K.

Jo§ moramo pokazati da je K Lemoineova to¢ka. Znamo da je C;K||AB. Neka je C’
noziste okomice spustene iz to¢ke C, na stranicu AB, a K. noZiste okomice spustene iz K
na stranicu AB. Slijedi |C;C’| = |[KK_|. Prema definiciji prvog Brocardovog trokuta, trokut
ABC, je jednakokracan, s kutovima uz osnovicu Z/ABC; = /BAC| = w.

C /

Slika 2.15: Jednakokracan trokut ABC;.

Tada vrijedi
_2|C,C'  2|KK|

tow = =
SRNVY?] c
Prema definiciji prvog Brocardovog trokuta, jednakokracni su i trokuti A;BC 1 AB,;C
pa analognim promatranjem slijedi

2|1A1A’|  2|KK,|
tgw = =
|BC| a

t 2IB,B| 2IKK|
w = =
& AC] b
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Slijedi
t . t -b t .
KK, 1 KKyl 1 KK, = =2, 222 BYC_ 1 ipee,
2 2 2
¢ime je dokazano da je tocka K upravo Lemoineova tocka trokuta ABC. m|

Uocimo da Brocardova kruznica k,, prolazi kroz sedam tocaka zbog Cega se joS naziva
1 kruznica sedam tocaka. Te tocke su vrhovi prvog Brocardovog trokuta A;, B; 1 Cy, prva
1 druga Brocardova tocka Q 1 €', srediSte O opisane kruZnice trokuta ABC 1 Lemoineova
tocka K trokuta ABC.

Jedno od svojstava Brocardove kruZnice je da je OK promjer Brocardove kruZnice.
Dokaz slijedi iz ¢injenice da su duZine OA| i A|K okomite jer OA, leZi na simetrali stranice
BC, a A K na pravcu r paralelnom sa stranicom BC.

Drugo svojstvo Brocardove kruZnice je da su prva i druga Brocardova to¢ka medusobno
simetri¢ne s obzirom na promjer OK.

Dokaz. Prema teoremu o kutovima uz transverzalu,
LQC K = /BAQ' = w.
Takoder
(KCi1Q = /ABQ' = w
jer su to kutovi s paralelnim kracima. Slijedi
LQC K = LKC,Q.
Tada su jednaki i lukovi QK iKQ. O

Zbog simetrinosti toaka Q i Q' obzirom na promjer OK Brocardove kruZnice slijedi
da su trokuti OQ€Y 1 KQQ' jednakokracni.

Teorem 2.3.8. TeZiste trokuta ABC ujedno je i teZiste prvog Brocardovog trokuta A, B, C).

Dokaz. Neka je toCka C) na simetrali stranice AB takva da vrijedi |C,C’| = |C'C)|. Tocka
C’ je tada poloviste duzine C,C,. Trokuti AC’C; i AB’B; su sli¢ni prema teoremu K-K o
sli¢nosti trokuta. Oba trokuta su pravokutna, a s druge strane vrijedi

ZC/ACI = ZB,ABI = w

Zbog odabira tocke C), trokuti AC’C’ i AC’C; su sukladni prema S-K-S teoremu o suk-
ladnosti trokuta. Ta dva trokuta imaju zajednicku stranicu AC’, |C,C’| = |C'C}]| i kutovi
izmedu odgovarajucih stranica su veli¢ine 90°. Prema tome, vrijedi

Acy B |aB

AB,| ~ I JACT
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Slika 2.17: Trokuti OQ€Q 1 KQ€' su jednakokracni.

Takoder /BIAC" = @ —wi LC’AC) = LCAC = w, iz Cega slijedi
(BIAC) =a-w+w=a.

Prema S-K-S teoremu o sli¢nosti trokuta, trokuti ABC i B;AC) su sli¢ni. Na isti se nacin

pokazuje da su trokuti A;BC} i ABC sli¢ni. Tocka C), pripada simetrali stranice AB, pa
vrijedi |AC)| = |C}B| Sto povlaci da su trokuti BjAC] i A;BC), sukladni. Tada vrijedi
|AB|| = |BiC|1|AB| = |C}Aul, 1.

|B1C| = |CHA. ()
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Slika 2.18: Trokuti B;AC’ 1 A1 BC’, su sukladni.

Takoder |A;B| = |A,C| i |B,C5| = |AB], tj.
|A1Cl = |B, G- (**)

Jer vrijede [*|i[**| Cetverokut A;CB,C} je paralelogram. SjeciSte dijagonala C_C; iACy
tog paralelograma je toCka C’ koja je poloviste dijagonale C_C; Odatle slijedi da je TC;
teziSnica prvog Brocardovog trokuta A; B, C;.

Duzina C,C] je takoder i teZiSnica trokuta CC,C} (C| je poloviste dijagonale C_Cé).
Duzina CC’ je druga teZisnica trokuta CC’'C; jer je toCka C) odabrana tako da vrijedi
|IC,C’| = |C'C]|. TeziSte T trokuta CC,C) je sjeciSte teZiSnica CC' i TC{ iz Cega sli-
jedi |CT| = 2|C'T| 1 |CiT| = 2|C{T|, j. toCka T je i teZiSte danog trokuta ABC i prvog
Brocardovog trokuta A B;C;. O

Konstruirajmo u danom trokutu ABC dvije kruznice; kruznicu k takvu da prolazi tockom
C i dira stranicu AB u tocki B i kruZnicu k’ takvu da prolazi tockom A i dira stranicu BC
u B. Te se kruznice sijeku u vrhu B i tocki B,. U sljedeim su lemama navedena neka
svojstva koja vrijede za takvu tocku B;.

Lema 2.3.9. Tocka B, pripada semidijani vrha B trokuta ABC.
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Lema 2.3.10. Tocka B, je noZiste okomice spustene iz sredista trokutu ABC opisane kruZnice
O na simedijanu tog trokuta koja prolazi vrhom B. Odnosno,

LOB,B = 1OB;K = 90°.
Lema 2.3.11. Tocka B, leZi na Brocardovoj kruZnici k.

Dokaz. Jedno od svojstava Brocardove kruznice k,, je da je duzina OK promjer Brocardove
kruznice. Prema lemi [2.3.10] vrijedi ZOB,K = 90° $to znaci da tocka B, leZi na kruznici
k. O

Lema 2.3.12. Tocka B, leZi na kruZnici koja je odredena vrhovima A i B i sredistem opisane
kruznice O.

Na isti na¢in mozemo odrediti 1 tocke A, 1 C; za koja vrijede analogna svojstva dana u
prethodne Cetiri leme. Promatrajuci te tri tocke A,, B, 1 C; s njihovim svojstvima moZemo
definirati sljedeéi pojam.

Definicija 2.3.13. Drugi Brocardov trokut je trokut A,B,C, pri cemu tocke A,, By i C,
zadovoljavaju svojstva prethodnih lema.

Teorem 2.3.14. Vrhovi drugog Brocardovog trokuta A, B,C, leZe na Brocardovoj kruznici.

Dokaz. Slijediiz[2.3.12] m|

Slika 2.19: Prvi i drugi Brocardov trokut.

Kako svaka simedijana trokuta ABC sijeCe Brocardovu kruZznicu k, u Lemoineovoj
tocki K i u jo$ jednom vrhu trokuta, vrhove drugog Brocardovog trokuta A,, B, i C;
mozemo definirati na sljedeca dva nacina:
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Definicija 2.3.15. Vrhovi drugog Brocardovog trokuta A,, B, i C, su noZista okomica
spustenih iz sredista opisane kruzZnice O danog trokuta ABC na simedijane tog trokuta.

ili

Definicija 2.3.16. Vrhovi drugog Brocardovog trokuta A,, B, i C, su sjecista Brocardove
kruZnice k,, i simedijana danog trokuta.






Poglavlje 3

Y ffove tocke

3.1 Yffove tocke

Neka su tocke A’, B’ i C’ na stranicama BC, CAiAB udaljene od vrhova B, C i A za ¢vrstu
udaljenost u. Prema Cevainom teoremu duzine AA’, BB’ 1 CC’ sijeku se u jednoj tocki ako
1 samo ako je

d(A,C") d(B,A’) d(C,B) _ .
d(C’,B) A’,C dB,A)

tj. ako 1 samo ako je

u u u
=1,

c—u a-u b-u
tj.

w = (a—u)b—u)c—u).
Tu tocku nazivamo prvom Y ffovom tockom i oznacavamo P(3). o
__AkosuA’, B'i( jednako udaljene od C, A i B, tada tocku u kojoj se sijeku AA’, BB’ i
CC’ nazivamo druga Yffova tocka. Ove toCke je prvi opisao Peter YT u ¢lanku [3]]

Broj u je rjesenje jednadzbe x* = (a — x)(b — x)(c — x) koju zapisujemo i ovako
f(x) =2 —px*+gx—r=0,
gdje je
p=a+b+c,
q = ab + ac + bc,
r = abc.

PokaZimo da ova jednadzba ima samo jedno realno rjeSenje. OCito f(x) = 0 nema
negativnih rjeSenja, Sto znaci da se to¢ka nalazi u unutraSnjosti trokuta. Vrijedi

a<b+c

45
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Slika 3.1: Prva Yffova tocka Ps.

b<c+a
c<a+b.

Jer su a, b > 0 vrijedi
a* < alb +c)

b* < b(c + a)
A <cla+b).

Zbrojimo li te nejednakosti dobivamo
a*+b*+c <al+c)+b(c+a)+ cla+b) =2(ab + be + ac) =2g.
Pribrojimo 1i s obje strane 2g dobivamo
(@+b+c)l =a*+b*+ % +2qg < 4q,

tj.
(a+b+c) <4q

P’ <4q
PP —4g<0
atadajei
p*—6q <0.

Funkcija f je oblika f(x) = 2x* — px*>+gx—r. Prva derivacija od f je f'(x) = 6x*—2px+gq.
Diskriminanta je jednaka D = 4p? — 24qg = 4(p* — 6g) < 0. Dakle, f/(x) ima negativnu
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diskriminantu i 6 > 0 iz Cega slijedi f’(x) > 0 za svaki realni broj x. Funkcija f raste za
svaki realni broj x, pa samo na jednom mjestu sijeCe x-0s, tj. ima jednu realnu nultocku.
Ta realna nultocka naziva se Yffov broj i u ovom radu oznacavat ¢emo je s u.

Cc

Slika 3.2: Prva Yffova tocka Ps.

Trilinearne koordinate

Izracunajmo trilinearne koordinate #; : t, : 3 Yffove tocke.
Iz trokuta C’BD vrijedi
d(C’',BC) = (¢ — x)sinf.

1z trokuta AC’E vrijedi
d(C’',AC) = xsina.

Trokuti C’DC i P(3)FC su sli¢ni prema K-K teoremu, pa vrijedi

IC’Dl_IDC| _ |C'C
IP3)F| |FC| |PQ3)C|

Na isti nacin su sliéni i trokuti C'EC 1 P(3)GC. Vrijedi

IC’El _|EC| _ |C’C]
IP(3)G| IGC|  [P)C|

Slijedi
t1 :tp =d(C’',BC) : d(C",AC) = (¢ — x)sinf : xsina.
Primjenom sinusovog poucka na trokut ABC imamo % = S, paje
c—x 1

t1:th=(—x)b:xa= T -
ax b
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Analogno

Slijedi

POGLAVLIJE 3. YFFOVE TOCKE

1 X
b (a-x)c

L:tz=(a—x):xb=

c—x 1 X
Hh:1h 1z =

ax :E:(a—x)c'

Za daljnji izraCun trilinearnih koordinata Yffove tocke potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 3.1.1. Ako vrijedi

tada

Dokaz. Vrijedit; =

korijen dobivamo

Analogno

Dakle,

Imamo

h:th:3=A:B:C
hith:3=D:E:F
Hh:t:t3=G:H:I

ti it :ts = VADG : VBEH : VCFI.

kA = ID = mG iz ¢ega ako pomnoZimo sve jednakosti i izvadimo treci

t; = VkimVADG.

t, = VkinVBEH
ty = VkimVCFI.

ti it :ts = VADG : VBEH : VCFI.

Cikli¢ki permutiramo jednom

i drugi put

t-t -t_c_xnl- x
PR T b (a—x)c
ttl»tt_a_xtll x
2R T Ty e (b=x)a
ot b-x 1 X
T “a (c—-x)b
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Primjenom leme [3.1.1|na
f t2:t3zc_x:1: al
ax b (a-x)c
Wity ty= — a-x. 1
b-xa bx ¢
f t2:t3—l al b-x
a (c—x)b cx
dobivamo
it = 13c—x:l3a—x:l3b—x
b-x b\Nc—-x cVa-x

Sto su trilinearne koordinate prve Yffove tocke.

3.2 Analogija s Brocardovim toCckama

Y ffove tocke su sli¢ne Brocardovim to¢kama po mnogim svojstvima.

Za Brocardov kut w vrijedi @ < 2w gdje je @ najmanji kut trokuta ABC. Ako postavimo
analogiju s Yffovom toc¢kom (kutovi su analogoni stranicama) tada postavljamo hipotezu
da je a < 2u, gdje je a = min{a, b, c}. Dokazimo tu hipotezu.

Dokaz. Opet promatramo funkciju f(x) = 2x* — px> +gx —rgdjesup = a+ b +c,
q = ab + ac + bc1r = abc. Broj u je jedino rjeSenje jednadzbe f(x) = 01 za brojeve x
manje od u je f(x) < 01 to vrijedi samo za takve x. Dakle, dovoljno ¢e biti dokazati da je
f (%) < 0 jer Ce to znaciti da je x = § manji od u Sto trebamo dokazati.

Uzmimo daje a < b < c. Tada je

a a a? a a® pa*> a
15)=2 5 -r Gras =Gt vas s
:%3—%2 %—abc:g[az—pa+2q—4bc]
z—:[a ~(a+b+c)a+2ab +ac + be) - 4bc]
j—:[az—a —ab - ac+2ab+2ac+2bc—4bc]
Z[ab+ac—2bc]
a

:4 [b(a—c)+cla—-Db)].
Budu¢i dajea < bia < cslijedidajea—b <0ia-c <0, pajef(4)<08tosmoi
trebali dokazati jer sad iz toga slijedi da je 4 < u. m|
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Za Brocardov kut w vrijedi w < £, §to moZemo zapisati ovako:

a+pB+
w S ﬁ.
6
Ako postavimo analogiju sa Yffovom tockom (kutovi su analogoni stranicama) tada imamo

ovu hipotezu:
a+b+c
U —

B 6
DokaZimo ju.
Opet promatramo funkciju f(x) = 2x*> — px*> + gx — r, gdje su p, g i r definirani ovako:
p=a+b+c,q=ab+ac+bcir = abc. Broj u je jedino realno rjeSenje jednadzbe f(x) = 0
i za svaki (i samo za takve) x veéi od u je f(x) > 0. Ako dokaZemo da je f (%) pozitivan
broj to ¢e znaciti da je broj g veéiodu, tj. u < g, a to upravo trebamo dokazati.

Dakle, dokazujemo da je f (g) > 0. Uvrstimo x = £ uizraz za f:

3 2
P P P P -1 5 gp
Zl=n. & _pH. B 32
f(6) 6 36 16 Tl T Tl
tj.
(ab + bc + ac)la+ b+ c)
6

c abc,

f(le): ;—i(a+b+c)3+
tj.
f(Lb“) _ 1 (~(a+b+c)* +9ab + be +ac)a + b+ c) - Shabc).
6 54
Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je a < b < ¢ 1 uvedimo oznake:

x=b—-a>0
y=c—-az=>0

y—x=m2>0.

Izrazimo funkciju f pomocu x, y i m. Elementarni raCun nam daje ovo: b =a+x,c =a+y
i

1
f(x,y,a) :ﬁ (—(x +y+ 30t)3 + 9(xy + 2ax + 2ay + 3a2)(x +y+ 3a) — S4a(a + y)(a + x))
1
=5—4(—x3 +3x°Q2y + 3a) + 3xy(2y — 3a) — y*(y — 9a)).
Ako joS uvrstimo y = x + m dobivamo

1
f(x,m,a) = a(1ox3 +3(3a + 5m)x* + 3(3a + m)mx + (9a — m)ym?).



Iz nejednakosti trokuta ¢ < a + b imamo
y+a<a+ (x+a),

y<x+a,
y—x<a.

Dakle, m < a, pajei9a—m < 0. SViosuﬂipﬁbrqﬁﬁciuwfsu>nenegaﬁvnipaje‘f(§)
nenegativan broj odakle slijedi da je u < £ §to smo i trebali dokazati.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavani su bicentri¢ki parovi tocaka trokuta. Listu, koja
trenutno sadrzi 119 bicentric¢kih parova, navodi Clark Kimberling.

U prvom dijelu rada definirane su trilinearne i baricentricke koordinate, centar trokuta
1 bicentricki parovi tocaka trokuta. Dana je poveznica izmedu trilinearnih 1 baricentrickih,
kao 1 trilinearnih i Kartezijevih koordinata. Navedeni su najpoznatiji centri trokuta i njihove
trilinearne koordinate te nekoliko bicentrickih parova tocaka trokuta.

Sredi$nji dio rada Cine definicije, teoremi i dokazi vezani uz najpoznatiji bicentricki
par toCaka trokuta, prvu i drugu Brocardovu toc¢ku. Izvedene su trilinearne koordinate Bro-
cardovih tocaka 1 dana neka svojstva Brocardovog kuta. Navedene su definicije i teoremi
vezani uz Brocardovu kruZnicu te prvi i drugi Brocardov trokut.

U zavrSnom dijelu rada obraden je joS jedan poznatiji bicentri¢ki par tocaka, Yffove
tocke i neka njihova svojstva.






Summary

In this master’s thesis bicentric pairs of triangle points have been analysed. A table which
currently contains 119 bicentric pairs is guided by Clark Kimberling.

In the first part of the thesis, trilinear and barycentric coordinates, center of triangle,
bicentric pairs of points have been defined. Connections between trilinear and barycentric
as well as trilinear and Cartesian coordinates have been given. Best known centers of
triangle and their trilinear coordinates and some bicentric pairs of triangle points are given.

Central part of the thesis contains definitions, theorems, and proofs linked to the best
known bicentric pair of triangle points as well as the first and the second Brocard points.
Trilinear coordinates of the Brocard points are derived and some characteristics are given
to the Brocard angle. Definitions and theorems connected to the Brocard circle as well as
the first and the second Brocard triangle are given.

In the closing part ot this thesis we describe another bicentric pair of points, the so-
called Yft’s points and prove some of its properties.
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fakultet, Matematicki odsjek u Zagrebu. Godine 2013. zavrSavam Preddiplomski sveucili$ni
studij Matematika; smjer: nastavnicki i upisujem Diplomski sveucili$ni studij Matematika;
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