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Uvod

"Najbolji nacin da se nesto nauci jest - da se samostalno otkrije."

George Polya

George Polya je znacajni matemati¢ar 20. stoljeca i jedan od najboljih metodicara i
pedagoga. Njegova razmisljanja, nacin poucavanja matematike i rjeSavanja problema koriste
se i dan danas, trideset godina nakon njegove smrti.

Svojim znanstvenim radom fundamentalno je pridonio kombinatorici, teoriji brojeva, teoriji
vjerojatnosti, kompleksnoj analizi i parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, a bio je
zainteresiran i za geometriju i geometrijske metode.

Njegov doprinos dao je veliki zamah u podruéju edukacije matematike, konkretno u podrucju
matematicke metodike. Kratka lista prijedloga i sugestija za rjeSavanje Mmatematickih
problema, koju iznosi u knjizi "Kako rijesiti matematicki zadatak", pretvorila se u kona¢nu
stategiju rjeSavanja problema, koja ujedno opisuje nac¢in ljudske obrade informacija za one
koji istrazuju, ali 1 daje upute nastavnicima kako poducavati. Polya smatra da je rjeSavanje
problema temelj poucavanja matematike. Zalagao se za heuristicki pristup uéenju, i tvrdio da
postoji umijece otkri¢a i da ga je moguce nauciti.

Polya je poznat i u drugim znanostima kao $to su kemija, fizika i astronomija.

U podrudju fizike najvise se zanimao za podrucja relativnosti i optike.

Zbog sirokog podruc¢ja matematike i znanosti, kojima se Polya bavio, gotovo je nemoguce na
jednom mjestu detaljno opisati njegov rad, stoga ¢emo se usredotoiti samo na njegov

doprinos matematic¢koj edukaciji.



Biografija

George Polya roden je 13. prosinca 1887. u Budimpesti. Nakon osnovne Skole u kojoj
nije pokazao osobito zanimanje za matematiku, upisuje gimnaziju gdje uci klasi¢ne jezike,
grcki 1 latinski, kao 1 moderne, njemacki i naravno madarski.

Upisuje pravo 1905. na Budimpestanskom sveucilistu, ali kako je studij smatrao izrazito
dosadnim, ve¢ nakon prvog semestra se prebacuje na studij jezika i knjizevnosti, njegov
omiljeni predmet, te nakon dvije godine stjee zvanje profesora latinskog i madarskog jezika.
Tom se diplomom vrlo ponosio. Ona mu je dozvoljavala predavanje u gimnaziji, ali tu
mogucnost nije nikad iskoristio. Ubrzo se pocinje zanimati za filozofiju.

Na nagovor svoga profesora filozofije da upiSe teCaj iz fizike i matematike kako bi bolje
shvatio filozofiju, Polya napokon uvida, da je matematika predmet kojeg zeli proucavati te
jednom prilikom izjavljuje: "Smatram da nisam dovoljno dobar za fiziku i da sam predobar za
filozofiju. Matematika je izmedu."

Prilicno neobi¢no da netko tko u ranim danima svoga Skolovanja ne pokazuje nikakvu ljubav
prema matematici kasnije postane tako fasciniran matematikom na gotovo svim njenim
podru¢jima. Razlog bi mogao biti u profesorima matematike ¢ija su poducavanja bila Stura i
nezanimljiva. Polya je kasnije, dva od tri gimnazijska profesora opisao kao nepodnosljiva, a
jednog kao dobrog.

Akademsku godinu 1910/11. Polya je proveo studiraju¢i na be€kom SveuciliStu. Uz studij
povremeno je poducavao izvjesnog Gregora, barunovog sina, koji nije imao nikakvog talenta.
Polya je proveo sate i sate pronalaze¢i metodu rjeSavanja problema koja bi pomogla Gregoru,
kao 1 drugima u istoj situaciji, te je naposljetku ponosno zaklju€io da vjeStina rjeSavanja
problema nije urodena vjestina, ve¢ nesto §to se moZe nauciti.

Nakon godinu dana, vraéa se u Budimpestu gdje predaje svoju doktorsku disertaciju iz
matematike te upoznaje Gabora Szegu, koji kasnije postaje njegov najbolji suradnik.

Godine 1913. Polya odlazi na Gottingen na postdoktorski studij, a ve¢ sljedece biva pozvan
da predaje u Zlrichu studentima medu kojima su bili Rontgen i Einstein. Suradujuci s
doktorom E. H. Weberom upoznaje svoju buduéi suprugu Stellu, doktorovu kéer, s kojom je
proveo 67 godina u braku sve do svoje smrti.

1924. Polya odlazi u Englesku gdje provodi godinu dana na Oxfordu i Cambridgeu, a
sljedece, zajedno sa Szegom objavljuje jednu od svojih najutjecajnijih knjiga "Aufgaben und



Lehrsatze aus der Analysis”, u kojoj su klasificirali matemati¢ke probleme, ne po njihovoj
tematici, ve¢ po metodi rjeSavanja.

Jedno od poznatijih Polyinih otkri¢a je "Polya Enumeration Theorem" objavljen 1937., koji je
posljedica njegovog zanimanja za kemijske strukture 1 mogucée konfiguracije benzenskog
prstena.

Polya je 1940. zajedno sa suprugom emigrirao u Palo Alto u SAD zbog svojih Zidovskih
korjena i ratnih prilika.

Kratko je predavao na Brown Universityju, zatim na Stanfordu gdje je i radio do mirovine.
Ubrzo je postao poznat po svojim istrazivanjima i poucavanju rjeSavanja problema. Poucavao
je mnoge profesore u osnovnoj i srednjoj skoli kako da motiviraju svoje ucenike i razviju im
vjestine rjeSavanja problema.

Godine 1945. objavljuje knjigu "Kako rijesiti matematicki zadatak", koja je prodana u gotovo
milijun primjeraka i prevedena na 17 jezika. Drugi njegovi radovi znacajni za matematicku
edukaciju su "Matematika i uvjerljivo zakljucivanje" (1954.), prevedena na Sest jezika te
"Matematicko otkri¢e" (1962.), prevedena na devet jezika.

Redovno je posjec¢ivao srednje Skole na zapadu SAD - a, gotovo do dana smrti je drzao
predavanja i tako okupljao stotine mladih zainteresiranih za matematiku koji su posjecivali
njegove seminare na Stanfordu. Mnoge je potakao na matematicku karijeu.

Umro je 7. rujna 1985. u Palo Altu.



Tri djela koja "Zivot znace"

Djela "Kako rijeSiti matemati¢ki zadatak", "Matematika 1 uvjerljivo zakljucivanje" i
"Matematicko otkri¢e" su od iznimne vaznosti za svakog nastavnika matematike kao i za
osobe koje bi Zeljele "razumjeti" matematiku, stoga se s pravom moze reéi da su to djela koja
"zivot znace" svima kojima je matematika bliska srcu i zato zasluzuju da im se posveti
posebna paznja.

Ova djela ¢ine osnovnu sadasnjeg naCina educiranja matematike 1 jednako su vazna kao i

onda kad su bila objavljena.

A "Kako rijeSiti matematicki zadatak""

U knjizi "Kako rijesiti matematicki zadatak", sustavno i jednostavno, opisan je postupak
rjeSavanja matematickih problema koji se temelji na dugotrajnom i ozbiljnom proucavanju
rjeSavalackih metoda.

Knjiga se sastoji od tri dijela: "U ucionici", "Kako rjeSavati matematicki zadatak" 1 "Mali
heuristicki leksikon". Predvidena je za:

e nastavnike koji zele kod svojih uéenika razvijati vjestinu rjeSavanja zadataka,

e ucenike koji nastoje razviti svoje sposobnosti,

e sve koji zele shvatiti sredstva, motive 1 postupke rjeSavanja problema.

Razmatranja unutar djela grupiraju se oko niza pitanja i preporuka. Diskutira se o njihovoj
svrsi, objasnjavaju pojmovi i misaone operacije na kojima se ona zasnivaju, te pomocu
primjera ilustrira njihova prakti¢na primjena. Pitanja i preporuke su takve naravi da ako ih
nastavnik uputi samom sebi ili svome uceniku te ih pravilno primijeni, onda ¢e im ona
pomoci rijesiti zadatak. "Kako rjeSavati matemati¢ki zadatak" je ubrzo postala autorova

najpopularnija knjiga i gotovo da nema knjige o heuristickoj metodi koja se ne poziva na nju.

G Polya, How to solve it, Princeton University Press, Stanford 1945.
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A '"Matematic¢ko otkriée"

Ova knjiga se moze shvatiti kao nastavak djela "Kako rijeSiti matematicki zadatak".
U njoj autor izlaze svoja razmi$ljanja o matematiCkom otkri¢u te detaljno argumentira ideje i
poglede na sve dijelove nastave matematike. Moze shvatiti kao priru¢nik za nastavnike
matematike, kojeg takoder mogu koristiti roditelji i srednjoskolci. Ujedno je i velika zbirka
zadataka. Vise od 450 pazljivo odabranih povijesnih zadataka i problema, kao i nekih
osmisljenih za potrebe ove knjige, omogucuje Citatelju uvid u to kako se "matematika radila" i
kako bi je trebalo danas poucavati. Metodickom ras¢lambom zadataka autor nastoji uvesti
Citatelja u atmosferu znanstvenog istraZivanja, koje bi trebalo pobuditi njegovo zanimanje i
incijativu. Knjiga objedinjava poucavanje heuristike s konkretnim ciljem - poboljSanje
izobrazbe nastavnika. Autor smatra da nastavnik mora dobro poznavati ono §to se sprema
poucavati. On je duZan pokazati u¢enicima kako se rjeSavaju zadaci, ali i nastojati da $to bolje
ovladaju predmetom kako bi naucili bolje prosudivati.

Knjiga "Matematicko otkri¢e®" je prevedeno na devet jezika i na neki nadin predstavlja
Bibliju za nastavnike matematike i trebali bi je imati koji Zele razumjeti i nauciti kako se
matematika poucava jer nije samo vazno imati potrebno znanje, ve¢ vladati nac¢inima i

metodama poucavanja.

A ""Matematika i uvjerljivo zaklju¢ivanje''

"Matematika i uvjerljvo zaklju¢ivanje®" je knjiga koja se sastoji od dva dijela, a u njoj se
autor bavi na¢inom kako nauciti rjeSavati probleme 1 dokazivati teoreme. Polya je posveéivao
veliku paznju, ne samo ovom dijelu, ve¢ i opéenito, opisu i1 kvalifikaciji objekata koje je
proucavao I na taj na¢in sve0 na relativno malen broj, karakteristi¢nih i dobro klasificiranih
tipova problema, koje je nastojao medusobno povezati odredenom relacijom ili pravilom.

U prvom dijelu knjige autor raspravlja o induktivhom nacinu zaklju¢ivanja u matematici i

matematickoj indukeciji, te izvodi dva zakljucka.

2G. Polya, Mathematical discovery, John Wiley & sons inc., New York - London 1962,
3G. Polya, Mathematics and Plausible Reasoning, Princeton University Press, New Jersey 1954.
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Prvi je da induktivno i analogno zakljucivanje igraju glavnu ulogu u matemati¢kom otkric¢u, a
drugi da su i induktivno i analogno zakljucivanje posebni sluc¢ajevi uvjerljivog zakljucivanja.
U drugom dijelu knjige, koji se pokazao podjednako zanimljivim, kako matemati¢arima, tako
1 struénjacima iz prirodnih znanosti i kognitivne psihologije, Polya je nastojao formulirati
prepoznatljive primjere uvjerljivog zakljucivanja kako bi istrazio kada, kako 1 u kojoj mjeri se
ti primjeri mogu tretirati kao "pravila" i kakva je njihova veza s racunom vjerojatnosti.

Knjiga je prevedna na Sest jezika i namjenjena je svim Citateljima koji dijele interes i nacin

razmisljanja sa cijenjenim autorom.

A '"Matematicke metode u prirodoslovlju"

Pored tri navedena dijela, koja su od iznimne vaznosti za edukaciju matematike uzimam si
za pravo spomenuti jo$ i knjigu "Mathematical Methods in Science®'. U njoj su opisana
poglavlja s istoimenog kursa, kojeg je Polya u nekoliko navrata drzao nastavnicima
matematike i1 prirodoslovlja na Stanfordu. Iako se mozda na prvi pogled ¢ini da se ovo djelo
ne uklapa u temu diplomskog rada, u njemu je, kroz niz primjera iz fizike prakti¢no prikazan
Polyin rad o poucavanju i rjeSavanju problema.

Bitno je napomenuti da Polya u ovom raspravlja o jednostavnim fizikalnim problemima, npr.
problemima mjerenja i aproksimacija iz povijesti astronomije o kojima se moze diskutirati i sa
ucenicima srednjoSkolskog uzrasta. Zatim rasprava o vezi matematike i znanosti te znanosti 1
matematike. Ta veza se simboli¢ki moze prikazati kao dvosmjerna ulica, iako, kao §to znamo,
ne vrijedi uvijek da ste€eno znanje iz matematike sugerira na nesto iz fizike.

Ova knjiga moze biti izvor uzitka i dubljeg razumijevanja matematike ¢ak i pocetnicima Koji

posjeduju malo znanja ili ¢ak nimalo znanja iz fizike.

4G. Polya, Mathematical Methods in Science, The Mathematical Association of America, Washington 1975.



1. Poucavanje nastave matematike

Dobrih nacina poucavanja je toliko koliko je i dobrih nastavnika jer poucavanje nije
znanost; nego umijece.* Kada bi poucavanje bilo znanost, postojao bi samo jedan jedini nadin
na koji bi svi poucavali.

Poucavanje mora biti aktivno. Ne uci se samo cCitanjem, gledanjem ili slusanjem predavanja.
Ucenik treba uloziti odredeni intelektualni napor kako bi nesSto otkrio, a zatim i naucio. Tako
steCeno znanje ¢e se duze pamtiti. Postoje dva principa koja propagiraju aktivno ucenje, a
zastupljena su u gotovo svim podruc¢jima matematike.

To su akcija i percepcija. Postoji kineska poslovica koja ¢e mozda najbolje objasniti ulogu
akcije i percepcije u poucavanju: "Cujem i zaboravim. Vidim i zapamtim. Uginim i
razumijem." Dobri savjeti kao i informacije koje smo samo ¢uli veoma se brzo zaborave. Ono
Sto vidimo vlasititm o¢ima bolje ¢emo zapamtiti, ali ne¢emo u potpunosti razumjeti dok se ne
nademo u situaciji da osobno u¢inimo nesto kako bi rijesili problem.

Najvazniji dio matematickog misljenja je imati stav prema problemu, a u poucavanju
matematike najvaznije je razviti taktiku rjeSavanja problema.

Nastavnikov zadatak je pouciti u¢enika onome $to je korisno - kako drustvu, tako i samom
uceniku. On treba neprestano pamtiti taj zadatak pri kratkoro¢nom i dugoro¢nom planiranju
nastave, te uvijek moci odgovoriti na pitanje: "Gdje mi to moZe dobro do¢i?"

Planiranje procesa poucavanja je nesto viSe nego sastavljanje i nabrajanje ¢injenica koje treba

nauciti. Tu je vaZan poredak ¢injenica i metode kojima ¢emo poucavati.

Lcitirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 275.



1.1. Cilj poucavanja

Ne mozemo ocijeniti djelovanje nastavnika ako ne znamo Koji ciljevi pred njim stoje. Ne
mozemo smisleno prosudivati proces poucavanja ako ne postignemo odredenu suglasnost u
odnosu na to Sto je cilj poucavanja. Jedna od najvaznijih ideja o tome kakav mora biti cilj
poucavanja matematike (u okviru osnovne i srednje skole), je pokusati nauciti mlade kako
MISLITI.2

Parola "uciti misliti" nam govori da je nastavnik obavezan osposobiti svoje ucenike za
primjenu steCenih informacija ne samo na odredenom tipu zadatka, ve¢ i u konkretnim,
svakodnevnim situacijama. Zato nastavnik ne smije postati tek susti izvor informacija. On
mora kod svojih ucenika razvijati umijece misljenja i navike koje se na to odnose, odredeni
sklad uma.

Da bi u€enik bio sposoban rjeSavati matematicke probleme, on mora razumjeti matematiku
1 znati koristiti se njome. Zato je jedan od vaznijih ciljeva predmeta matematike u Skoli potaci
ucenika na voljna, produktivna razmisSljanja. Takva razmi$ljanja mogu se identificirati s
umijecem rjesavanja zadataka.

S druge pak strane ne smije se dopustiti da matematicko miSljenje postane sasvim
formalno. Formalno misljenje ne zasniva se samo na definicijama, aksiomima i strogim
dokazima, nego ukljucuje i niz drugih jednako bitnih stvari, kao na primjer: poopcenje
razmotrenih slucajeva, primjenu indukcije, uporabu analogije, otkrivanje ili izdvajanje
matematckih sadrzaja u nekoj konkretnoj situaciji. Zato nastavnik matematike treba upoznati
svoje ucenike s mnogim vaznim neformalnim stadijima misaonog procesa koriste¢i izmedu
ostalog konkretne primjere iz svakodnevnog zivota. NaZalost, te prilike su ¢esto nedovoljno
iskoriStene. Izrazavaju¢i misao sazeto, iako u nepotpunom obliku, moglo bi se reci da:
"Trebamo poucavati umijece dokazivanja, ne zaboravljajuéi pri tome procjenjivanja i

dosjetke.>"

2Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkri¢e, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 274.

3Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkri¢e, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 274.
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1.2. Poucavanje je umijece

PouCavanje ima mnogo zajednickog s raznim vrstama umjetnosti izmedu kojih su
kazaliSna umjetnost, glazba i pjesnistvo.
Pretpostavimo da nastavnik svojem razredu mora prikazati neki dokaz koji jako dobro zna jer
ga je ve¢ mnogo puta izvodio tijekom prethodnih godina poucavajuci isto gradivo. Naravno,
taj dokaz ga viSe ne zanima, ¢ak mu je i dosadan. Nastavnik nikako ne smije pokazati svoju
nezainteresiranost pred razredom. Jer ako ucenici primijete da je nastavniku dosadno, tada ¢e i
njima postati dosadno. Stoga bi nastavnik tijekom izlaganja trebao "odglumiti” odusevljenje
dokazom 1 nastojati iskoristiti svaku priliku kako bi naglasio zanimljive ideje i time uc¢enicima
pruzio priliku da primjete njegovo nadahnuce. Na taj nac¢in ucenici su odgledali predstavu u
kojoj je nastavnikov odnos prema razmatranom problemu dao mnogo viSe nego sama bit
problema.
Poucavanje, iako je to manje primjetno, ima nesto zajednickog i s glazbom. Nastavnik vrlo
Cesto dolazi u situaciju da o jednoj stvari govori ne jednom ili dva puta, ve¢ viSe puta.
Medutim, visekratno ponavljanje jedne te iste situacije bez predaha, bez promjene intonacije,
moze odvratiti slusatelja (ucenika) od recenog i samim time ugroziti razlog radi kojeg se
ponavlja. Kako bi izbjegao takav scenarij, nastavnik se moze posluziti jednim od vaznijih
glazbenih oblika, a to je "tema s varijacijama”.
Prenoseéi taj glazbeni oblik u poucavanje, nastavnik pocinje s izlaganjem teksta u
najjednostavnijem obliku, drugi put ga ponavlja s nevelikim izmjenama, tre¢i put dodaje nove
zarkije boje, itd. Zavr$ivsi izlaganje, nastavnik se moze vratiti prvobitnoj, najjednostavnijoj
formulaciji.
Drugi vazan glazbeni oblik je "rondo". Prenosec¢i taj glazbeni oblik u pouc¢avanje matematike,
nastavnik izmedu nekoliko uzastopnih ponavljanja osnovne misli s neznatnim izmjenama ili
S vremenom se poucavanje matematike moze pribliziti pjesnistvu, a ponekad i cinizmu.
Naime, Polya je bio prisutan Einsteinovu razgovoru s grupom fizicara. "Zasto svi elektroni
imaju isti naboj?" pitao je Einstein. "No dobro, a zasto svi kozji brabonjci imaju iste

dimenzije?*"

“Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkrié¢e, Hrvatsko matematicko drustvo, Zagreb 2003., str. 275.



Razlog postavljanja ovakvih pitanja sigurno ne lezi u Sokiranju nekoliko snobova nego u
necem puno dubljem.

ali i koristiti sva moguca sredstva kako bi ostvarili svoj cilj. Jer nista ne bi trebalo biti niti
previse dobro ni previse loSe, previse poeticno ili previse nepromjenjivo kako bi nastavnik
objasnio svoje apstraktne konstrukcije - bas kao Sto je Montaigne rekao: "Istina je toliko

velika stvar da ne smijemo zanemariti nista §to nas k njoj vodi.>"

SCitirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkri¢e, Hrvatsko matematic¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 276.
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1.3. Tri nacela ucenja

Svaki ucinkoviti nafin poucavanja mora odgovarati odredenom nacinu ucenja. lako ne
znamo puno o procesu ucenja, sljedeca tri "nacela ucenja" koja se mogu shvatiti kao i "nacela
poucavanja" rezultat su viSestoljetnih iskustava 1 misljenja velikih ljudi te psiholoskih

istrazivanja procesa ucenja.

» Aktivno ucenje

Vrlo cesto se govori da ucenje mora biti aktivnho, a ne pasivno ili perceptivno, tj.
zasnovano samo na opazanjima, ograni¢eno samo na Citanje knjige, sluSanje izlaganja ili
gledanje kino slika koje nije popraceno aktivnim djelovanjem vlasititog intelekta. Da bi
ucenje bilo djelotvornije, ucenik mora sam otkriti onoliki dio naucenog gradiva koliko je to u
danim uvjetima moguce.®
Gore opisani postupak ucenja je nacelo aktivnog ucenja ("principle of active learning"), koje

je ivrlo staro i lezi u temeljima ideje "Sokratove metode™.

» Najbolji poticaj (motivacija)

Da bi ucenje bilo aktivno potrebno je da ucenik bude aktivan, a da bi uéenik bio aktivan,
on mora biti motiviran. Znaci da bi u¢enika potaknuli na umnu aktivnost tj. intelekualni napor
potrebno ga je stimulirati, npr. nadom da ¢e dobiti neku nagradu.

Interes ucenika za ucenjem novog gradiva je najbolji stimulans, dok je najbolja nagrada za
intezivan intelektualni napor radost koju ucenik dozivljava tijekom ucenja.

Osim onih sasvim unutarnjih, postoje 1 drugi stimulansi koji se mogu smatrati poZeljnima kao
Sto je pohvala, nagrada u obliku dobre ocjene,...

Kazna zbog "ne u€enja" je zasigurno najloSija metoda stimuliranja koja u vecini slucajeva

moze dovesti do kontra efekta; u€enik pocinje mrziti predmet 1 samog nastavnika.

bCitirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkri¢e, Hrvatsko matematic¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 276.
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Mozemo zakljuliti: "Da bi ucenje bilo ucinkovito, ucenik se mora zainteresirati za gradivo

koje uci, nalaziti zadovoljstvo u samom procesu ucenja gradiva.”™

» Niz faza uenja

Polyino shvacanje poznatog Kantovog aforizma: "Svaka umna operacija pocinje
razmisljanjem, od njega prelazi na pojmove i zavrsava idejama" je: "Ucenje pocinje s
djelovanjem percepcije, od nje prelazi na pojmove, a mora rezultirati izradom nekih novih
osobitosti umnih navika.®"

U kontekstu shvac¢anja navednog aforizma razlikujemo tri faze rada:

Prva faza je faza istraZivanja i odvija se na intuitivnoj ili heuristi¢koj razini. Ona u uceniku
izaziva predodzbu o promatranju konkretnih predmeta i radu s tim predmetima.

Druga faza je faza formalizacije i povezana je s izgradnjom terminologije, definicija i dokaza
te se podize do vise razine - razine pojmova.’

Treca faza je faza usvajanja. U toj fazi poucavano gradivo moraju ucenici usvojiti i ono mora
u¢i u njihov sustav znanja. Ona ustvari predstavlja vezu izmedu primjena i poopcéavanja, te
pokusaj shvacanja unutarnje biti problema.

Rezimirajmo. Da bi proces ucenja bio djelotvoran, faza istraZivanja mora prethoditi fazi
formalizacije rijeci i izgradnje pojmova. Zakljucno, poucavano gradivo mora uci u opcu

pricuvu znanja ucenika, koja ga osposobljava i dize na visu intelektualnu razinu.*°

"Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 276.
8Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 277.
°Citirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 277.

OCitirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matemati¢ko drustvo, Zagreb 2003., str. 277.
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1.4. Tri nacela poucavanja

Da bi nastavnik mogao poucavati, on mora biti upoznat s tijekom procesa ucenja.
U svrhu $to kvalitetnijeg stjecanja znanja, nastavnik mora izbjegavati nedjelotvorne putove
stjecanja znanja kao $to su kazna u obliku loSe ocjene ili prisila, te koristiti prednosti
uc¢inkovitih putova kao §to su pozitivna stimulacija, npr. nagrada ili pohvala.
U tu svrhu potrebno je koristiti se trima nacelima koje smo prije razmatrali: nacelo aktivnog
ucenja, nacelo najboljeg stimuliranja 1 nacelo uzastopnih faza. Navedena tri nacela istodobno
Su i tri nacela poucavanja. Da bi nastavnik mogao izvuéi Korist iz tih nacela, on ih mora

poznavati ne samo povrsno nego i na osnovi svog osobnog iskustva.

m Aktivno ucenje

Ono $to nastavnik govori u razredu vrlo je vazno, ali daleko je vaznije ono $to misle
ucenici, jer ideje se moraju roditi u glavama ucenika. Nastavnik je taj koji samo prima i
usmjerava ucenikove ideje 1 misli kako bi se ostvario Zeljeni cilj.

Unato¢ ogranicenom vremenu za svladavanje odredenog gradiva, nastavnik ima mogucnost
sluziti se i metodom dijaloga, no bitno je ostaviti ucenicima prostora da sami otkrivaju
maksimum mogucega u danim okolnostima.

Jedna od mogucénosti je prepustiti u¢enicima mogucénost sudjelovanja u sastavljanju zadataka
koje ¢e kasnije sami rjeSavati. Uspjeh u rjesavanju takvi zadataka ¢e biti puno veci jer ako su
ucenici uloZili odredeni intelektualni napor, onda ¢e se 1 daleko viSe potruditi oko postupka
rjeSavanja.

Dopustiti uceniku da sudjeluje u formulaciji zadataka je najvrjedniji dio otkrica jer tada
uc¢enik mora u¢i u samu problematiku problema, koristiti svoju kreativnost i orginalnost u
znatno vecoj mjeri nego je to potrebno pri rjeSavanju zadataka. Na taj na¢in ucenik postaje ne

samo uporniji u radu nego i razvija odredene mentalne navike.

m Najbolji stimulans

Nastavnik mora gledati na sebe kao na trgovackog putnika koji u€enicima Zeli prodati

malo matematike. Kao $to u podrucju trgovine vrijedi da je kupac uvijek u pravu, tako i
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ucenik koji ne Zeli uciti matematiku moze biti u pravu §to nuzno ne znaci da je uc€enik lijen,
veé njega jednostavno moze zanimati nesto sasvim drugo.

Duznost nastavnika u takvoj situaciji je zainteresirati ucenika za matematiku. Pokusati mu
objasniti svrhu i primjenu prou¢avanog problema ukazuju¢i na neku konkretnu situaciju i
pomocu pozitivne stimulacije uvjeriti ga da nece pozaliti ulozi li viSe napora, truda i vremena.
Da bi uspio u tome, nastavnik bi trebao posvetiti posebnu paznju izboru zadataka, njihovoj
formulaciji i izlaganju.

Zadatak mora izgledati osmisljeno ne samo iz perspektive ucitelja, nego i iz perspektive
ucenika. Pozeljno je da je povezan sa svakodnevnim zivotom i iskustvom ucenika, a moze
poceti i nekom, ucenicima dobro poznatom ¢injenicom opéeg interesa i velike moguénosti
primjene. Kako bi ucenika motivirali za rad i stimulirali njegove stvaralacke aktivnosti
nastavnik je taj koji mu mora dati osnove kako napor ne bi bio uzaludan.

Jedna od mogucénosti je najaviti u¢eniku da ¢e ukoliko pokusa i uspije rijeSiti zadatak biti
nagraden. Medutim, postoje i drugi motivi koji se ne bi smjeli zanemariti. Jedan od njih je da
nastavnik predlozi uceniku da pokusa pogoditi rjesenje zadatka kojeg jos nije poceo rjesavati.
U takvoj situaciji uc¢enik daje svoju hipotezu moguceg rjeSenja zadatka. Zainteresiran je za
rjesavanje zadataka viSe nego inaCe, postaje nestrpljiv i jedva Ceka rijeSiti zadatak u

potpunosti kako bi doznao da li je pogodio ili pogresno procijenio rezultat.

m Uzastopne faze

Veéina zbirki zadataka u sklopu $kolskih udzbenika sadrze zadatke koji imaju vrlo usko
podrucje primjene i koji se sastoje od gotovo rutinskih zadataka koji sluze samo kao
ilustracija jednog pravila. Pri njihovom rjeSavanju nedostaju dvije vazne faze poucavanja. To
su faze istrazivanja i usvajanja koje povezuju razmatrani zadatak sa realnom situacijom i s
ranije steCenim znanjem. Budu¢i da u vecini rutinskih zadataka ne postoji takva veza, u€enici
teze uoCavaju svrhu rjeSavanja takvih zadataka, ali i njihovu praktiénu primjenu u
svakodnevnim situacijama.

Nasuprot takvim rutinskim zadacima bitno je da nastavnik uéenicima povremeno zadaje
zadatke problemskog tipa koji bi se mogli smatrati oblikom znanstvenog rada.

Predlozi 1i nastavnik ucenicima da prije nego Sto rijeSe problemski zadatak provedu
istrazivanje, tada ¢e oni sa ve¢im interesom pristupiti njegovom rjesavanju jer ¢e ih zanimati

jesu li njihove pretpostavke bile to¢ne ili ne. Na taj na¢in nastavnik je kod njih pobudio Zelju
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za dokazivanjem i formalnim rjeSavanjem zadataka. Takoder treba ostaviti vremena za
raspravu dobivenih rezultata. Detaljno raspravljaju¢i o postupku rjeSavanja i eventualnim
pogreskama, ucenici uocavaju svoje pogreske Sto im moze pomoci pri rjeSavanju drugih
zadataka.

Ova tri na¢ela poucavanja moraju organski u¢i u sve elemente svakodnevnog rada nastavnika

1 biti polaziste pri planiranju i sastavljanju programa svakog predmeta.
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1.5. Ucenje poucavanja

Mnogi smatraju da je predavanje umijece. Spontano nam se namecu pitanja: "A moze li se
poucavati umjetnost? Moze li se uopce nauciti predavati? Postoji li uopée takva disciplina kao
metodika matematike?"

Nase ovladavanje nekim predmetom sastoji se iz skupljenih znanja i steCenih navika, tj.
"umijeca". UmijeCe je sposobnost koriStenja prikupljenih znanja (informacija) upotrebom
vlastite kreativnosti i orginalnosti.

Umijeée u matematici je znatno vaznije od posjedovanja samih informacija. Zato je vazno da i
sam nastavnik, u svrhu razvijanja odredenh umije¢a kod svojih ucenika, ima razvijena
umijeca orginalnosti, samostalnosti i stvaralacke sposobnosti.

Postoje dva pravila poucavanja. Prvo je da nastavnik mora dobro poznavati predmet Koji
predaje, a drugo je da on mora znati viSe od onoga $to treba poucavati. AKo nastavnik ima
pravilan stav prema onome §to poucava, onda ¢e i takav stav imati 1 ucenici jer uce po uzoru.
Da li ¢e predavanje biti dobro ili ne, ovisi o kreativnosti i individualnim kvalitetama
nastavnika te njegovim predavalackim metodama.

Studenti matematike koji se pripremaju za rad u $koli obavezni su poloziti matematicke i
metodicke kolegije, te odraditi prakti¢ni rad u osnovnoj i srednjoj $koli. Mnogi smatraju

da je potrebno odvojiti viSe vremena za metodiCke kolegije 1 prakti¢ni rad u svrhu S§to
kvalitetnije izobrazbe buduceg nastavnika. Nastavnik bi takoder trebao imati iskustva u
znanstveno - istrazivac¢kom radu, kako bi kod svojih ucenika pobudio Zelju i interes za
matematikom.

Priprema nastavnika matematike mora biti plod njegove kreativnosti i samostalnog
stvaralackog rada, koji se u procesu poucavanja manifestira u obliku rjeSavanja zadataka ili
pak u nekom drugom obliku, kroz metodu dijaloga, usmenog izlaganja ili grupnog rada.
Znanja i ¢injenice koje ucenici usvoje moraju biti sustavna i dobro organizirana, stoga
nastavnik mora obratiti posebnu paznju na redoslijed izlaganja novih znanja. Novo znanje ne
smije se pojaviti "kao grom iz vedra neba" i mora imati vezu sa svakodnevnim, realnim
situacijama.

Nakon §to su neke ¢injenice ili pravila usvojeni, odmah treba krenuti s njihovom primjenom
u rjeSavanju drugih zadataka.Treba ih koristiti za rjeSavanje ve¢ poznatih zadataka na druk¢iji
nac¢in. Na taj nacin nastavnik ukazuje uceniku kako ve¢ poznate cinjenice, u malo

preformuliranom obliku, moze koristiti za otkrivanje novih mogucnosti.
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Nastavnik treba usmjeravati ucenike da tek steCena znanja povezuju i proSiruju poopc¢avajudi,
specijaliziraju¢i, primjenujuci analogiju ili pak druge dostupne metode.

Tako steceno znanje, koje je nastalo kao rezultat povezivanja ¢injenica sa ve¢ ranije naucenim
¢injenicama, na dobrom je putu da se pretvori u unutarnje znanje, koje ¢e uéenik uvijek mocéi

izvuéi iz svoje memorije i primjeniti ga na rjeSavanju konkretnog problema.
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1.6.

U seminarima i kolegijima, slobodno ih mozemo zvati i metodickim, koje je George Polya
drzao za nastavnike, velika pozornost je bila usmjerena na pitanja koja su od iznimne vaznosti
svakom nastavniku u njegovoj svakodnevnoj praksi. S vremenom su Polyine napomene

pocele dobivati aforisti¢an oblik i na kraju naSle svoj sazet izraz u obliku "Deset zapovijedi za

Polozaj uditelja

ucitelje". Evo ih redom:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Zanimaj se za svoj predmet.

Znaj svoj predmet.

Znaj kojim se putem moze nauciti ono $to je nuzno: najbolji nacin ucenja je -

otkrij sam.

Naugci Citati s lica svojih u€enika. Nastoj saznati §to oni od tebe o¢ekuju i pokusaj

razumjeti njihove poteskoce. Pokusaj se staviti na njihovo mjesto.

Nemoj ucenicima pruziti samo informaciju, pomozi im razviti sposobnost koriStenja

prikupljenih podataka i naviku sustavnog rada.

Nastoj ih nauciti naslucivati.

Nastoj ih nauciti dokazivati.

Isti¢i na zadatku ono $to moze biti korisno pri rjeSavanju drugih zadataka, a za danu

konkretnu situaciju nastoj otkriti opu metodu.

Ne odaj svoju tajnu odmah, neka ucenici pokuSaju pogoditi rjeSenje. Predlozi

ucenicima da sami pronadu §to vise.

Savjetuj, no ne namec¢i nasilno svoje misljenje.
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Vazno je napomenuti da su ova pravila, iako su prvobitno namijenjena nastavnicima

matematike u osnovnim i srednjim $kolama primjenjiva i za poucavanje bilo kojeg predmeta i

to na bilo kojoj razini.

Kako bi se uvjerili da li je odredeni savjet prigodan za konkretnu situaciju, nastavnici bi taj

savjet trebali provjeriti u razredu 1 tek nakon analize postignutih rezultata sami zakljuciti da li

je primjena savjeta postigla uspjeh ili je pak sav trud bio uzaludan.

Vazno je da nastavnik sve odluke donosi osobno, na temelju vlastitog iskustva i osobnog

misljenja ne podvrgavajuéi se ni¢ijem autoritetu.

Prouc¢imo sada navedena pravila redom, usmjeravaju¢i nasu paznju na probleme vezane uz

poucavanje matematike.

1)

2)

3)

4)

Ako je nastavnik zadovoljan svojim zanimanjem, oduSevljen svojim predmetom i
profesijom koju je odabrao i ako takvo oduSevljenje svakodnevno pokazuje tijekom

poucavanja, onda je sasvim jasno da ¢e i sami ucenici biti odusevljeni tim predmetom.

Nastavniku koji dobro poznaje svoj predmet, a nije zainteresiran za njega, najbolji
savjet bi bio da ga ne poucava jer to nikada nece uspjeSno raditi i uskoro bi mogao
postati jako lo$ nastavnik. S druge pak strane imati samo interes za poucavanje je
nuzno, ali ne i dovoljno jer sama iskrena zainteresiranost unato¢ mastovitosti I
posjedovanju metodickih dosjetki nastavniku koji ne zna svoj predmet nece biti
dovoljna da drugima dobro objasni ono $to ni sam dobro ne razumije. Znaci nuzno je

da se nastavnik zanima za svoj predmet i da ga zna.

Nastavnik moze imati velike koristi ako procita dobru knjigu ili odslusa neko
predavanje, ali to nije dovoljno. On mora poznavati putove i metode koje ¢e koristiti
prilikom poucavanja nuznih ¢injenica, ne samo povrSno, ve¢ na temelju osobnog
iskustva 1 iskustva steCenog u procesu samostalnog ucenja tijekom vlastitog

Skolovanja 1 iskustva steCenog promatranjem svojih ucenika.

Unato¢ ¢injenici da nastavnik dobro poznaje svoj predmet i vlada potrebnim znanjem,
zainteresiran je za njega i na temelju vlastitog iskustva poznaje proces ucenja, on ipak
moze biti slab nastavnik. Da bi poucavanje kojim rukovodi jedna individua
(nastavnik) imalo svoje rezultate za druge individue (ucenike), izmedu njih mora biti

uspostavljen odredeni kontakt. Nastavnik mora biti svjestan pozicije u kojoj se nalaze
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ucenici, nauciti Citati s njihovih zbunjenih lica 1 pokuSati se postaviti na njihovo
mjesto. Reakcija ucenika na ono Sto nastavnik poducava ovisi o razini njihove
pripreme, njihovom interesu te njihovom razmisljnju o buduénosti. Budu¢i da koli¢ina
usvojenosti gradiva ovisi o medusobnoj vezi uéenika i nastavika, vazno je imati na
umu Sto ucenici znaju i Sto ne znaju; Sto bi htjeli saznati, a Sto ih ne zanima; Sto

moraju znati 1 §to ne mogu znati.

Cetiri prethodna pravila smatraju se temeljima pedagoskog majstorstva. Ona tvore nuZne i

dovoljne uvjete uspjeSnog poucavanja.

5)

6)

7)

8)

Znanje Cine skup informacija i umijece primjene tih informacija. Umijece je skup
odredenih navika i1 sposobnost uporabe ¢injenica u svrhu ostvarenja zadanog cilja. U
matematici umijece je sposobnost rjeSavanja zadataka, provodenja dokaza teorema te
analiza rjeSenja. Umijee u matematici je vaznije od velike koli¢ine informacija.
Stoga, nastavnik treba nastojati kod svojih uéenika razviti naviku sustavnog rada i

sposobnost primjene prikupljenih znanja u sli¢inim uvjetima.

Nastavnik bi ucenike trebao potaknuti da nasluéuju, a zatim i dokazuju. Na taj nacin se
dolazi do otkri¢a. Takav naCin razmiSljanja i moguénosti ilustriranja dosjetke u
procesu oktri¢a, nastavnik na osnovi vlastitog iskustva treba nastojati prenijeti na
ucenike. Na taj nac¢in se u uc¢eniku pocinje razvijati pozitivan oblik razmisljanja prema
istrazivackom radu, ali 1 matematici kao predmetu. Slabiji uenici mogu izrec¢i sasvim
neprikladne i neupotrebljive slutnje, ali nastavnik je taj koji treba u¢enike usmjeriti na
pravi put. Svako nasluc¢ivanje treba biti razumno osmisljeno te zasnovano na primjeni

analogije i indukcije.

U svakodnevnom Zivotu vrlo se rijetko susre¢emo sa dokaznim rasudivanjima. Unato¢
tome 1 Cinjenici da nije sasvim jasno kako poucavati tom umijecu, nastavnik
matematike mora svoje ucenike (osim onih u niZim razredima), upoznati s njim.
Odgovor na pitanje kako poucavati dokazivanje bi mogao biti "otkrij sam" jer je to

najbolji na¢in da ucenik stekne nuZne navike 1 nesto nauci.

Umijeée je najvrjedniji dio matematickog znanja, puno vrjednije od posjedovanja

informacija. Postoje dva nacina ucenja kod ucenika. Prvi je oponaSanjem, a drugi
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praksom. Poznavajué¢i tu cinjenicu namece nam se jedno logi¢ko pitanje: "Kako
ucenike pouciti matematickom umijecu?" U svrhu stvaranja opée metode rjeSavanja
zadataka uz pomo¢ konkretnih primjera, nastavnik bi trebao motivirati svoje ucenike
demonstirajuci postupak rjeSenja zadatake izdvajajuci Cinjenice koje su primjenjive u
rjeSavanju drugih zadataka i naglasavaju¢i pouc¢ne osobitnosti rjeSenja, ne samo

pohvalama, nego i svojim stavom.

9) Koristan savjet nastavniku je da uéenicima, prije negoli po¢nu rjeSavati zadatak,
predlozi da pokusSaju pogoditi rjeSenje. Tako ¢e ucenik, koji se odvazio na glas izreci
svoju pretpostavku, postati motiviraniji za nastavak rada. On ¢e pazljivo pratiti tijek
rjeSavanja kako bi doznao je li bio u pravu ili nije, tj. da li je njegova pretpostavka bila

to¢na ili kriva.

10) Ukoliko nastavnik primjeti, pregledavajuci postupak rjeSavanja, da je rjeSenje nekog
zadatka pogresno, bilo bi korisno pregledati redak po redak, zajednicki s uc¢enikom,
kako bi mu pruzio priliku da sam otkrije pogreSku 1 na taj nacin nesto nauci. Ako bi
nastavnik postupio suprotno, uc¢enik bi se mogao obeshrabriti i prestati ga sluSati ¢ime
¢e svi nastavnikovi daljni naporni propasti.

Najpozeljnije bi bilo izbjegavati rijeci poput: "Vi ste pogrjesili", a umjesto njih reci
nesto poput: "Opéenito ste u pravu, no...". Upravo takav metodi¢ki postupak ukazuje

pravilo: "Savjetujte, no ne namecite svoje misljenje."

Posljednja dva pravila usmjerena su k istome cilju: ona preporucuju da se ucenicima ostavi
toliko slobode 1 inicijative koliko je to najviSe moguce pri postoje¢im uvjetima poucavanja.

Uslijed nedostatka vremena nastavnik matematike Cesto dolazi u napast grijesiti protiv tih
pravila, tj. protiv naela aktivnog ucenja. Tako se dogodi da nastavnik u€eniku "servira"
gotove Cinjenice 1 rjeSenja, ne ostavljaju¢i mu vremena da sam s razumijevanjem dode do
njih. Nastavnik moZe uvesti neki pojam ili pravilo, koristiti neko pomo¢no sredstvo koje ¢e ga
odmah dovesti do Zeljenog rezultata bez posebnog objaSnjenja, no takvi postupci mogu samo
stvoriti odbojnost ucenika prema predmetu. Stoga, bez obzira koliko velik vremenski
zaostatak bio, koristenje "trikova" koji se pojavljuju kao "grom iz vedra neba" bez ikakvog

objasnjenja, mora se izbjegavati.
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Kako bi izbjegli svjesno krSenje nacela aktivnog ucenja, mozemo se posluziti sljede¢im

savjetima:
I.  Neka ucenici postavljaju pitanja ili neka nastavnik pita pitanja koja bi mogli

postavljati ucenici.

Il.  Neka ucenici odgovaraju na pitanja ili neka nastavnik daje odgovorena pitanja, ali

onako kako bi na njih odgovorili ucenici.
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2. Kako rijesiti matematicki zadatak

Danas prepoznatljiv na¢in Polyinog razmiSljanja pocinje se javljati tijekom studija.
U zelji da bolje shvati i usvoji novo gradivo, Polya je kao revan student pozorno slusao
predavanja pokusavajuéi razumijeti prikazana rjeSenja i Cinjenice. No unato¢ silnoj zelji i
trudu uvijek mu se nametalo jedno pitanje koje ga je uznemiravalo: "Jest, rjeSenje je tu, ¢ini se
da je ispravno, no kako je moguce naci takvo rjeSenje? A kako bih ja mogao nesto takvo
pronaci i otkriti?" I upravo to njegovo nastojanje da osim razumijevanja postupka rjeSenja
shvati i razlog rjeSavanja nekog zadatka kako bi ga potom objasnio drugima, navela su ga,
izmedu ostalog, da postane sveucili$ni profesor matematike te autor mnogih knjiga kojima se
danas sluZe mnogi nastavnici matematike kao i ucenici 1 svi ostali koje zanimaju "sredstva i

putovi izuma i otkrica".

Rjesenje velikog problema je veliko otkrice, no u rjesavanju svakog problema ima nesto
otkrivalacko. 1 pri najskromnijem zadatku, ako on budi tvoj interes, ako pokrece tvoju
dosjetljivost, i ako ga rjesavas vlastitim snagama, dozZivjet ¢es napetost i trijumf

pronalazaca.t

Opcenito govoreci, nastavnik koji nastoji takve dozivljaje i utiske probuditi
kod svojih ucenika na dobrom je putu da bude dobar nastavnik, jer postupajuci na gore
navedeni nacin on ne samo da razvija pozitivan stav prema ucenju, vec 1 stvara sklonost za
umnim radom. Ako nastavnik u svoje raspoloZivo vrijeme s ucenicima samo mehanicki
uvjezbava postupke rjeSavanja zadataka, smanjuje im interes i ko¢i njihov intelektualni
razvoj. No ako on u svojim ucenicima budi radoznalost daju¢i im zadatake primjerene
njithovom znanju 1 ako im pomaZze stimulativnim pitanjima, razvijat ¢e u njima sklonost za
samostalnim misljenjem i dovest ¢e ih do zakljuc¢ka da matematic¢ki problem moze pruZiti isto

toliko zadovoljstva koliko i rjeSavanje krizaljki, a da umni rad mozZe biti jednako ugodan kao

napeta partija tenisa.

Rjesavanje zadataka je prakti¢na vjestina kao, na primjer, plivanje ili sviranje na glasoviru, a
kako bi stekli manire potrebne za usavrsavanje neke prakti¢ne vjestine moramo puno vjezbati

1 uciti oponasanjem.

'Citirano iz knjige: G. Polya, Kako rijesiti matematicki zadatak, Skolska knjiga, Zagreb 1966., str. V.
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Isto tako, onaj tko Zzeli nauditi rjeSavati zadatke mora oponaSati i promatrati §to njegov
nastavnik ¢ini kada rjeSava zadatake. Nastavnik mora svojim ucenicima davati dovoljno
prilike za vjezbanje 1 oponasanje ukoliko zeli da njegovi u€enici imaju razvijenu sposobnost

rjeSavanja zadataka.
RjeSavajuci zadatak pred razredom, nastavnik treba sam sebi postavljati pitanja, kao Sto su:
Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet?

a koja takoder upotrebljava kada pomaze svojim ucenicima. Na taj nacin, oponasajuéi, ucenik
stjeCe vjestinu pravilnog upotrebljavanja pitanja i preporuke §to je ¢ak vaznije od poznavanja

neke matematicke Cinjenice.
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2.1. Cetiri faze rada

Pokusavamo li rijesiti neki zadatak, morat ¢emo viSe puta mijenjati stajaliSte s kojeg taj
zadatak razmatramo. Neprestano ¢emo morati zauzimati drugi polozaj. U pocetku nasa ¢e
predodZba o zadatku vjerojatno biti dosta nepotpuna. Cim uznapredujemo, vidici nam se ve¢
mijenjaju, a opet su drugaciji kad je zadatak gotovo rijeSen.

Prilikom rjesavanja nekog zadatka bilo bi korisno pro¢i kroz sljedece Cetiri faze rada:

Prvo moramo razumijeti zadatak tj. moramo uvidjeti odnosno prepoznati §to se trazi.

Drugo, moramo razmoriti medusobne povezanosti pojedinih komponenti u zadatku, uociti
vezu izmedu zadanih podataka i nepoznanice, kako bi dosli do ideje moguceg rjeSenja zadatka
i stvorili plan rjeSavanja.

Trece, trebamo izvrsiti taj plan.

Cetvrto, osvréemo se na postupak rje§avanja, provjeravamo i diskutiramo gotovo rjesenje.
Svaka od ovih faza ima svoje znacenje. Moze se dogoditi da uceniku iskrsne neka dobra ideja
pa preskocivsi prve tri faze rada odmah dolazimo do Cetvrte. Isto tako moze se dogoditi da
ucenik izostavi koju od Cetriju faza, a nema dobre ideje. Najgore je kad se ucenik upusti u
izraCunavanja i konstrukcije, a zadatak uopce nije razumio. Opcenito mozemo rec¢i da ukoliko
nismo spoznali vezu izmedu zadanog i traZzenog te nacinili plan rjeSavanja, potpuno je
beskorisno upustiti se u provodenje pojedinosti. Uéenik ¢e izbje¢i mnoge pogreSke ako

kontrolira svaki korak u izvr§avanju svog plana i ako se drzi navedenih faza rada.
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2.2. Razumijevanje zadatka

Smijesno je i zalosno odgovarati na pitanja koja nismo razumijeli. Cesto se u §koli i izvan
nje, dogadaju takve stvari, no nastavnik treba uciniti sve kako bi ih sprjecio u razredu. Uc¢enik
se treba upoznati sa zadatkom: razumjeti ga, znati mu smisao, znati ga formulirati i prepoznati
Sto je zadano, a Sto se trazi. Potrebno je da on tezi k njegovu rjeSenju. Ukoliko uc¢enik ne
pokazuje interes za zadatkom ili pak ne razumije $to se od njega trazi, to nuzno ne znaci da je
na$ ucenik lijen, a nastavnik bi trebao pokusati pomnije odabrati zadatak jer on ne smije biti
nit pretezak nit prelagan, nego prirodan i zanimljiv svakom uceniku.

Prije svega valja shvatiti tekst zadatka. Nastavnik moze to donekle provjeriti zahtijevaju¢i od
ucenika da ponovi tekst. Ucenik bi trebao znati formulirati zadatak, ukazati na glavne
dijelove, tj. mo¢i prepoznati nepoznanicu, zadane podatke i uvjet.

Zato ¢e nastavnik rijetko kada moc¢i izostaviti pitanja:
Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet?

Ucenik treba pazljivo razmatrati glavne dijelove zadatka. Ako je sa zadatkom u vezi neki

crtez, treba nacrtati skicu i na njoj istaknuti nepoznanicu i zadane podatke.

Primjer 1.
Kolika je duljina prostorne dijagonala pravokutnog paralelopipeda (kvadra), kome su poznate

duljina, Sirina i visina?

Da bi ucenici uspjesno mogli rijesiti ovaj zadatak, potrebno ih je prethodno upoznati sa
Pitagorinim pouckom i nekim njegovim planimetrijskim primjenama te sa nekim ne znanjima
Ucionica ima oblik kvadra, kojemu bi se dimenzije mogle izmjeriti, a mogu se i "grubo"
procijeniti. Ucenici trebaju pronadi, tj. "direktno izmjeriti”, dijagonalu. Nastavnik pokazuje
duljinu, Sirinu 1 visinu ucionice, naznacuje pokretom ruke dijagonalu i ozivljuje sliku,

nacrtanu na ploci, upozoravaju¢i neprestano na ucionicu.
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Razgovor izmedu nastavnika i u¢enika odvijao bi se nekako ovako:

Nastavnik: "Sto je nepoznato?"

Ucenik: "Duljina prostorne dijagonale kvadra."

Nastavnik: "Sto je zadano?"

Ucenik: "Duljina, Sirina 1 visina kvadra."

Nastavnik: "Uvedi zgodne oznake! Kojim slovom ¢emo oznaciti nepoznanicu?"
Ucenik: "Sa x."

Nastavnik: "Koja slova zeli$ za duljinu, Sirinu i visinu?"

Ucenik: "a, bic."

Nastavnik: "Kako glasi uvjet koji veze a, b, ¢ i x?"

Ucenik: "x je dijagonala kvadra kojemu su a, b, ¢ duljina, $irina i visina."

Nastavnik: "Ima li zadatak smisla tj. jeli uvjet dovoljan za odredivanje nepoznanice?"
Ucenik: "Da. Ako znamo a, b, c, znamo kvadar. Ako je odreden kvadar, odredena je i

prostorna dijagonala.”
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2.3. Stvaranje plana

Plan imamo kada znamo ili barem naslucujemo koje racune, transformacije ili
konstrukcije moramo izvesti da dobijemo nepoznanicu.? Put od razumijevanja zadataka do
postavljanja plana moze biti dug. Prilikom rjeSavanja zadatka najvaznije je do¢i do ideje
plana. Ta se ideja moze pojavljivati postepeno ili pak nakon prividno bezuspjesnih pokusaja
iznenada iskrsnuti kao "sjajna ideja". U takvoj situaciji najbolje $to nastavnik moze uciniti za
svoje ucenike jest: nenametljivo im pomo¢i da dodu do takve ideje.

Da bi mogao shvatiti polozaj ucenika, nastavnik treba misliti na svoje vlastito iskustvo, na
teSkoce 1 uspjehe koje je sam imao pri rjeSavanju zadataka.

Kako bi dosli do ideje rjeSenja potrebno je dobro poznavati predmet ¢ijim se ¢injenicama i
znanjem koristimo. Ukoliko razmatrani predmet poznajemo vrlo malo ili nikako, do¢i do ideje
¢e biti jako tesko ili pak nemoguce. Stoga prirodno dolazimo do zakljucka da ako zelimo
rijeSiti zadatak moramo do¢i do ideje, a da bi do nje dosli moramo posjedovati bogato
iskustvo i znati dobro raspolagati sa ranije ste¢enim znanjem, jer samo sjecanje nije dovoljno
za dobru ideju. Slikovito reeno, sav materijal nije dovoljan za gradnju kuce, ali kuc¢u ne
mozemo graditi ako nemamo materijal.

Cinjenice neophodne za rjeSavanje zadatka su ranije rijeSeni zadaci ili dokazani teoremi
odnosno pojedinosti povezane s ranije steCenim matematickim znanjem. Prema tome, prije

rjeSavanja zadatka, potrebno je uceniku postaviti pitanje:
Znas li neki srodni zadatak?

TeSkoca je u tome Sto obi¢no ima previSe zadataka koji su na neki nacin srodni s naSim, tj.

koji s njim imaju nesto zajednicko. Zato je prethodno pitanje bolje preformulirati u:
Promotri nepoznanicu!
Jesi li iskoristio sve zadano?

Jesi li iskoristio Citav uvjet?

2Citirano iz knjige: G. Polya, Kako rijesiti matematicki zadatak, Skolska knjiga, Zagreb 1966., str. 7.
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Nastoj se sjetiti nekog tebi poznatog zadatka koji sadrZi istu ili slicnu nepoznanicu!

Ukoliko se u¢enik ne uspije prisjetiti nekog ranije rijeSenog zadatka, koji je vrlo srodan nasem

sada$njem zadatku, onda mu treba pomoci:

Evo zadatka koji je srodan tvom, a vec je rijeSen! MoZes li ga upotrijebiti?

Prethodna pitanja su oblikovana tako da pomaZu ucenicima pri pokretanju ispravnog lanca
misli. Ako ona ne djeluju, nastavnik mora biti spreman da s u€enicima istrazi i druge aspekte
zadatka, kao S$to su primjena analogije, specijalizacije, generalizacije ili pak znati varirati

(preobraziti, preinaciti) zadatak pitanjem poput:

Mozes li zadatak drukdije izraziti?

Variranje zadataka moze dovesti do "zgodnog" pomoc¢nog zadatka i sljedeceg zakljucka:

Ako ne moZes rijesiti postavljeni zadatak, onda pokusaj najprije rijesiti neki srodni zadatak!

Nastavnik takoder treba pripaziti da se ne udalji previse od prvobitnog zadatka.
Takvo udaljavanje moze izbje¢i tako da ne upotrebljava previSe raznih poznatih i pomo¢nih

(modificiranih) zadataka u svrhu rjesavanja prvobitnog zadatka.

Primjer 2.

Vratit ¢emo se na primjer 1., koji smo razmatrali u prethodnom poglavlju. Moguce je da ¢e
sad ucenici imati neke vlastite ideje i pokazati incijativu. No ukoliko se dogodi da ucenici ne
pokazu nikakvu incijativu za zadatak, nastavnik mora pazljivo nastaviti dijalog s njima. Mora
biti spreman da u nesto izmijenjenom obliku ponavlja pitanja na koja ucenici ne odgovaraju.
Nastavnik mora ocekivati da ¢e se Cesto sukobiti sa zbunjujuéom Sutnjom svojih ucenika

(koja ¢e se u daljnjem tekstu oznacavati ".......... ".

Nastavnik: "Znas li neki srodni zadatak?"

Ucenik: ".......... "
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Nastavnik: "Promotri nepoznanicu! Znas li neki zadatak koji sadrzi istu nepoznanicu?"
Ucenik: ".......... "

Nastavnik: "No, $to je nepoznato?"

Ucenik: "Prostorna dijagonala kvadra."”

Nastavnik: "Znate li neki zadatak s istom nepoznanicom?"

Ucenik: "Ne. Jo§ nismo imali zadatak o prostornoj dijagonali kvadra."

Nastavnik: "Znate li jos$ neki zadatak sa slicnom nepoznanicom?"

Ucenik: ".......... "

Nastavnik: "Vidite, dijagonala je duzina. Jeste li ikad rjeSavali zadatak u kome je bila
nepoznata duljina neke duzine?"

Ucenik: "Da, jesmo! Trazili smo, na primjer, stranicu pravokutog trokuta."

Nastavnik: "Dobro! To je zadatak srodan naSem, a koji je ve¢ rijeSen. Mozete li ga
upotrijebiti?"

Ucenik: ".......... "

Nastavnik: "Vi se sjecate jednog zadatka koji je srodan nasemu. Ne biste li ga upotrijebili?
Hocemo li uvesti neki pomo¢ni element kako bi mogli iskoristiti na§ srodni zadatak?"

Ucenik: ".......... "

Nastavnik: "Pazite! Zadatak kojeg ste se sjetili obraduje trokut. Imate li na svojoj slici takav
trokut?"

Posljednja napomena bi trebala dovesti do ideje rjeSenja, a sastoji se u tome da uvedemo
pravokutni trokut (Slika 1.) kojem je trazena dijagonala hipotenuza. Ipak, nastavnik treba biti
spreman i na slucaj da ni ta napomena nece biti dovoljna da "probudi" u¢enika, pa stoga treba
imati u rezervi niz pitanja 1 uputa koja pomazu uceniku da dode do rjesenja:

Biste li na slici htjeli imati trokut?

Koja vrsta trokuta bi nam najvise odgovarala?

Dijagonalu jos ne znate naci, a kaZete da biste mogli naci stranicu trokuta. No, $to Cete

uciniti?

Da li bi mogli odrediti dijagonalu kad bi ona bila stranica trokuta?
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Kad ucenici napokon uspiju uvesti odlu¢uju¢i pomoc¢ni element, zatamnjeni pravokutni trokut
(Slika 1.), nastavnik treba provjeriti "vide" 1i u¢enici dovoljno unaprijed prije nego ih potakne

na konkretna izra¢unavanja:

Slika 1.

Nastavnik: "Mislim da bi bilo dobro nacrtati taj trokut. Sad imate taj trokut, no imate li
nepoznanicu?"

Ucenik: "Nepoznanica je hipotenuza tog trokuta. Mi je mozemo izracunati primjenom
Pitagorina poucka."

Nastavnik: "Mozete ako su poznate obje katete. Jesu li one poznate?"

Ucenik: "Jedna je kateta zadana, a to je ¢. A drugu katetu nije teSko naci. Druga kateta je
hipotenuza jednog drugog pravokutnog trokuta."

Nastavnik: "Vrlo dobro! Sad vidim da imate plan.”

Nastavnik je mogao postupiti i druk¢ije. Mogao je krenuti drugim putem i postaviti sljedeca

pitanja:

Znas li neki analogan zadatak?

Vidis da je postavljeni zadatak stereometrijski. Bili mogao navesti analogan zadatak iz

planimetrije?

Vidis da zadatak obraduje prostornu dijagonalu pravokutnog paralelopipeda (kvadra).

Kako bi glasio analogan zadatak u ravnini?

31



Analogan zadatak bi glasio: Odredi duljinu dijagonale pravokutnog paralelograma tj.
pravokutnika.

Dobili smo zadatak srodan naSem, a koji je veé rijeSen, moZemo li ga iskoristiti?
Ucenici sad shvacaju da se dijagonala zadanog kvadra moze shvatiti kao dijagonala
prikladnog pravokutnika. Taj pravokutnik treba uvesti u sliku kao presjek kvadra ravninom

koja prolazi dvama suprotnim bridovima. Ovdje je analogija most prema ideji rjeSenja
problema.
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2.4. lzvrSavanje plana

Stvoriti plan tj. do¢i do ideje rjeSenja nije lako. Stovise, tesko je. Da bismo u tome
uspjeli, potrebno nam puno toga: ranije steCena znanja, koncentracija na cilj, sreca,...
Izvrsiti plan puno je lakse i potrebno je uglavnom strpljenje.
Ako je ucenik, potaknut vlastitim interesom, uz pomoc¢ vlastitog intelektualnog napora i
mozda odredene nastavnikove pomo¢i dosao do ideje plana, onda ¢e ga nikako ili jako tesko
zaboraviti. Ukoliko pak ucenik do plana dode iskljuc¢ivo zbog nastavnikova autoriteta, onda
nazalost prijeti opasnost da plan u¢enik zaboravi. Stoga je bitno poticati uenike da vlastitim
naporima dodu do ideje plana, potom ga izvrSe i tako izbjegnu opasnost od zaboravljanja.
Potrebno je kontrolirati svaki korak u izvrSavanju plana i uvjeriti se u njegovu ispravnost ili
"inuitivno" ili "formalno". Uc¢enik se moze uvjeriti u ispravnost nekog koraka koncentrirajuci
se na "kritiéno mjesto” sve dok ne prestane sumnjati u ispravnost tog koraka ili ga pak
razjasni uz pomo¢ formalnih pravila. Zato je vazno da nastavnik u pojedinim slu¢ajevima

jasno naglasi razliku izmedu "uvidjeti" i "dokazati":
Mozes li jasno vidjeti da je korak ispravan?

Mozes li i dokazati da je korak ispravan?

Primjer 3.

Na kraju primjera 2. u€enik napokon ima ideju rjeSenja zadatka. Ucenik na slici uvida
pravokutni trokut kome je nepoznata hipotenuza oznacena sa x, jedna kateta je zadana

visina c, dok je druga kateta dijagonala jednog od pravokutnika.

Pretpostavimo da je ucenik sa y oznaCio drugu katetu, tj. dijagonalu pravokutnika sa
stranicama a i b. Uvodec¢i ovu oznaku ucenik jasnije vidi ideju rjeSenja, koja se sastoji u tome
da se uvede pomo¢ni zadatak s nepoznanicom y.

Ucenikova pozornost tijekom analize jednog, pa zatim i drugog pravokutnog trokuta je
usmjerena na sliku 1, koja se cijelo vrijeme nalazi na ploci i koja mu zorno pomaze pri

rjeSavanju zadatka.
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Ucenik ¢e naposljetku dobiti:
x% =y?% +c?
y2 = g2 + b2

a odatle, eliminiranjem pomoc¢ne nepoznanice y,

x% =a?+ b% +c?

x =+vVa%+ b?% +c?.

Ako ucenik to¢no izvodi svaki korak, onda nastavnik nema potrebe prekidati ga, osim ako ga

zeli podsjetiti da kontrolira svaki korak. Tako nastavnik moze pitati:

MoZes li jasno vidjeti da je trokut sa stranicama x, y | ¢ pravokutan?
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2.5. Osvrt

Radec¢i onako kako i ¢ak najbolji u€enici rade, nakon §to rijeSe zadatak, kad uredno napisu
dokaz, zaklope svoje biljeznice i ¢ekaju nastavnikovu uputu za daljni rad, ucenici izostavljaju
jednu vaznu 1 pou¢nu fazu rada, a to je osvrt.

Osvrtom na gotovo rjeSenje, ponovnim razmatranjem i preispitivanjem rezultata i puta koji je
do njega doveo, ucenici bi mogli ucvrstiti svoje znanje i povecati svoje sposobnosti u
rjesavanju zadataka. Dobar nastavnik smatra da nijedan zadatak nije u potpunosti iscrpljen i
takvo misljenje treba usaditi svojim ucenicima: "Ako smo dovoljno marljivi i oStroumni,
osvrtom ¢emo poboljsat svako rjesenje, a u svakom slucaju bolje ¢emo ga razumijeti.>"

Ako je postupak dokazivanja bio dug i kompliciran, moguénost pogreske je veca. Unato¢
dobro razvijenom planu, kontroli svakog koraka i ucenikovom uvjerenju da je tocno rijesio
zadatak, moguénost potkradanja greske uvijek postoji. Zato je pozeljno ucenike poticati da,
narocito ako postoji neki brz i intiutivan nacin, provjere svoj postupak, rezultat ili pak dokaz.

Jedan od nacina kako ih potaknuti na provjeravanje je postavljanje pitanja:

MoZes li provjeriti rezultat?

MoZes li provjeriti dokaz?

Takoder je vazno da nastavnik nizom pitanja i preporuka pokaZze da se svaki matematicki
problem moze povezati sa nekim drugim matematickim problemom ili pak sa problemom iz
realnog zivota. Upravo osvrt na rjeSenje zadatka "zgodan"” je nacin istrazivanja veza medu
zadacima. UCenicima ¢e biti posebno zanimljivo "pogledati unatrag” ako su se pri rjeSavanju
zadataka koristili vlastitim intelektualnim naporom i ako imaju osje¢aj da su pridonijeli
necemu vaznome.

Nastavnik mozZe pitanjem potaknuti svoje ucenike da se prisjete slucajeva u kojima bi mogli

ponovo iskoristiti upotrebljeni postupak ili pak primjeniti dobiveni rezultat:

MoZes li rezultat ili metodu primjeniti na neki drugi zadatak?

SCitirano iz knjige: G. Polya, Kako rijesiti matematicki zadatak, Skolska knjiga, Zagreb 1966., str. 12.
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Uz nastavnikovu pomo¢, ve¢ nakon par primjera, ucenici bi trebali biti sposobni samostalno

pronadi primjere u kojima mogu primjeniti ve¢ koristeni postupak.

Zadaci u kojima je to moguce obi¢no se sastoje od toga da se zadani apstraktni matematicki

elementi zadatka konkretiziraju. Jedan takav zadatak obradili smo u primjeru 1.

Primjer 4.
U primjeru 3. ucenici su napokon dosli do rjesenja.

AKo su a, b, c tri brida koja kvadra koja izlaze iz istog vrha, dijagonala je

x =+vVa%+ b2 +c?.

MoZes li provjeriti rezultat?

Nastavnik na ovo pitanje ne moze ocekivati dobar odgovor ukoliko svoje ucenike, kroz
primjere, nije upoznao sa ¢injenicom da je ovo zadatak sa "slovima" tj. da njegov rezultat
mozemo provjeriti na razne nacine za razliku od ¢isto numerickih zadataka.

Nastavnik moZe pomoc¢i ucenicima ako im postavlja razna pitanja o rezultatu problemskog
zadataka, na koja oni mogu odgovoriti sa "da" ili "ne" $to pak upuéuje na moguénost
postojanja pogreske u rezultatu. Pitanja vezana uz na$ primjer bi mogla biti formulirana

ovako:

Jesi li iskoristio sve zadano?

Pojavljuju li se u tvojoj formuli za dijagonalu sve zadane velicine a, b, c?

Nas je zadatak stereometrijski: odrediti dijagonalu kvadra kome su zadani bridovi a, b, c.
Taj zadatak je analogan planimetrijskom zadatku: odredi dijagonalu pravokutnika kome su

zadane stranice a i b. Jeli rezultat naSeg "prostornog' zadatka analogan rezultatu nase
s D g g 24

"ravninskog' zadatka?

36



Ako se visina ¢ smanjuje i najzad nestaje, nas paralelopiped postaje paralelogram.

Uvrstis li u svoju formulu c¢ = 0, dobivas$ li ispravnu formulu za dijagonalu pravokutnog

paralelograma?

Ako raste visina ¢, onda raste i dijagonala. Pokazuje li to formula?

Mjerimo li a, b, ¢ u decimetrima, tvoja formula daje i dijagonalu mjerenu u decimetrima.

Ako sve pretvoris u centimetre, formula mora ostati ispravna. Da li je to to¢no?

Ucinak svih ovih pitanja je dobar i od velike je pomo¢i ucenicima iz vise razloga.

Ponajprije inteligentnog ucenika ne moze, a da ne impresionira ¢injenica da formula odolijeva
tolikim iskuSenjima. Ucenik je prije bio uvjeren da je formula ispravna, jer ju je pazljivo
izveo. Sad je uvjeren joS vise.

Nadalje, zahvaljuju¢i prethodnim pitanjima, uc¢enik primjecuje da su neke pojedinosti njegove
formule usko povezane sa Cinjenicama iz raznih podru¢ja matematike te da ju je moguce
primjeniti 1 pri rjeSavanju svakodnevnih, realnih problema. Takvo povezivanje matematic¢kih
¢injenica sa realnim i drugim matemati¢kim problemima povecava izglede da ucenik formulu
lakSe zapamti; njegovo znanje postaje ¢vrsce.

Sva navedena pitanja moguce je prenijeti 1 na slicne zadatke, a nakon odredenog iskustva,
inteligentan ucenik ¢e i sam modéi zapaziti opCe ideje: iskoriStavanje svih bitnih podataka te
njihovo variranje i konkretiziranje, stvaranje analognih zadataka.

Ako ucenik navikne usmjeravati svoju paznju na takve stvari, to ¢e biti svakako vrlo korisno

za usavrsavanje vjestine rjeSavanja zadataka.
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3. Znanstveno - istrazivacki rad na razini srednje

Skole

Poucavanje matematike u srednjoj Skoli mora sadrzavati upoznavanje ucenika sa svim
stranama matematicke djelatnosti, a jedna od njih je i znanstveno - istrazivacki rad.
Zato je vazno da nastavnik u procesu poucavanja unese elemente koji ¢e uc¢enike potaknuti na
stvaralacki rad. Biraju¢i primjerene zadatke, koje potom na odgovarajuc¢i naCin prezentira,
nastavnik moze dati povoda i prosje¢nom uceniku za istrazivanjem.
Najvazniji korak za matematicara je izbor zadataka. Kada nastavnik uceniku zadaje zadatak
koji je sam osmislio ili zadatak koji se nalazi u udzbeniku, vrlo je bitno da ucini §to god je u
njegovoj moci kako bi zadatak postao zanimljiv uceniku. Nastavnik treba djelovati tako da
ucenicima omoguci sudjelovanje u postavljanju zadataka. Takvi zadaci, s dubljim sadrzajem,
Cesto su povezani sa realnom situacijom, a ujedno su i zadaci namijenjeni primjeni
vjerodostojih zaklju¢aka i razvijanju kod uc¢enika umijeca rasudivanja. Prikladniji su za razvoj
umne djelatnosti nego vecéina zadataka iz zbirki 1 udzbenika koji su slabo povezani i sluze kao
ilustracija pojedinog pravila te daju moguénost stjecanja iskustva u primjeni samo tog pravila.
Matematicka pitanja, koja su nuzna u takvim zadacima, povezana su i s drugim prirodnim,
eksperimentalnim znanostima u kojima promatranje - eksperiment i metoda analogije mogu
dovesti do otkrica. Taj aspekt matematike mogao bi osobito privu¢i buduce "korisnike"
matematike - prirodoslovce i injzenjere. Zato je potrebno u nastavi matematike Kkoristiti
znanstvene metode, indukciju i matematic¢ko otkrice koliko god je to moguce.
U svakom znanstvenom istrazivanju (pa tako i u matematici) vazno je "naslucivanje". Zato se
koristi izreka koja se moze shvatiti gotovo kao pravilo: "Na pocetku naslucujte, a zatim
dokazite."
U sljedecim primjerima naslucivanje, promatranje, pretpostavke, induktivno zakljucivanje ili

kraée vierodostojna rasudivanja igraju vaznu ulogu.*

ICitirano iz knjige: G. Polya, Matematicko otkriée, Hrvatsko matematic¢ko drustvo, Zagreb 2003, str. 319., 332.
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3.1. Primjer

""Zadan je opseg o jednakostrani¢nog trokuta. Izracunajte njegovu povrSinu p."

Bas ovakvi tipovi zadataka se ¢esto susrecu u Skolskim matematickim zbirkama.

Nedostatak ovog zadatka je $to nije dovoljno zanimljiv ako je odvojen od srodnih zadataka.

Nastavnik govori:

"U legendarno vrijeme osvajanja prerije, svaki je stanovnik srednjeg Zapada imao mnogo
jutara, ali samo 100 metara bodljikave Zice za ogradu. Za ogradivanje pa$njaka namjeravao je
utroSiti svu raspolozivu zicu. Razmisljajuéi o razli¢itim oblicima, za¢udio se kako mali dio

pasnjaka moze ograditi."

"Evo problema. Koji biste vi oblik preporucili? Nemojte zaboraviti da ¢ete morati izraunati

njegovu povrsinu, stoga bi bilo dobro izabrati $to jednostavnije likove:

kvadrat,

pravokutnik sa stranicama 20 i 30 metara,

jednakostrani¢ni trokut

jedankokracan pravokutnu trokut,

= krug."

Nastavnik ucenicima daje pohvalu i navedenom popisu dodaje nekoliko likova koji su moguci

kandidati za tocno rjeSenje:

pravokutnik sa stranicama 10 i 40 metara,

jednakokracan trokut sa stranicama duljine 42, 29 i 29 metara,

jednakokracan trapez sa stranicama duljine 42, 13, 32 1 13 metara,

= pravilan Sesterokut,

polukrug.
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Nastavnik napominje da su svi ti likovi izoperimetrijski, tj. imaju jednake opsege, i zadaje

sljedeci zadatak:

"Izracunajte povrsine tih likova u kvadratnim metrima i poredajte ih po veli¢ini od najveceg
prema najmanjem. Pri raCunanju pokusajte pogoditi koji od njih ima najvecu povrsSinu?

A koji najmanju?"

Ovaj se zadatak moze zadati i u prosjeCnom razredu ukoliko nastavnik procjeni da ucenici
posjeduju potrebna znanja.

Evo liste rjeSenja, pri ¢emu je povrsina u nekim sluc¢ajevima priblizna:

LIK POVRSINA
krug 795
pravilan Sesterokut 722
kvadrat 625
pravokutnik 20 x 30 600
polukrug 594
jednakostranic¢an trokut 481
trapez 42,13, 32,13 444
jednakokracan pravokutni trokut 430
trokut 42, 29, 29 420
pravokutnik 40 x 10 400

Prije rasprave nastavnik pita:

Imate li kakvih pitanja?

Osnovni cilj nastavnika u ovom primjeru je privuéi paznju ucenika na popis opsega likova i
njihovih povrSina. Ukoliko i kada to uspije, daljnu raspravu ¢e voditi ucenici iskazujuci
vlastite primjedbe dobivene proudavanjem gore navedenog popisa. Sto manje nastavnik
sugerira, to ¢e rasprava biti bolja, no ukoliko ipak dode do zati§ja, nastavnik je taj koji potice

na diskusiju postavljanjem pitanja poput:

Sto moZete reéi o ovom popisu?
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Prvi na popisu je krug. Sto mislite zasto?

Na popisu ima nekoliko trokuta i etverokuta. Koji je od Cetverokuta prvi na popisu? A Koji

kod trokuta? Zasto?

Da, u pravu ste, a jeste li to dokazali?

Ako to niste dokazali, kakve su vase osnove da u to vjerujete?

Trokut moZemo smatrati degeneriranim Cetverokutom, kojem je jedna stranica duljine nula

ili jedan kut jednak 180°. PomaZe li vam ta primjedba?

Uz vedu ili manju nastavnikovu pomoc¢, ucenici dolaze do sljedeéih zakljucaka:
v Izmedu svih ravninskih likova jednakog opsega najveéu povrsinu ima krug.
v' Izmedu svih ¢etverokuta jednakog opsega najvecu povrsinu ima kvadrat.
v" Izmedu svih trokuta jednakog opsega najvecu povrsinu ima jednakostrani¢an trokut.

v’ Izmedu svih mnogokuta jednakog opsega najvecu povrsinu ima pravilan mnogokut.

Proucavaju¢i taj popis ucenici su mogli do¢i 1 do jos jednog zakljucka:
v Ako dva pravilna mnogokuta imaju jednake opsege, onda veéu povrs$inu ima onaj koji

ima vise stranica. Sto mnogokut vise sli¢i na krug, on ima vecu povrsinu.

Niti jedna od navedenih tvrdnji nije dokazana mogu¢im zakljuccima iz navedenog popisa jer
na osnovi njega navedene tvrdnje mozemo samo smatrati vjerodostojnima.

Eksperiment moze sugerirati 1 opéenitija razmisljanja, tj. mi iz navedenog popisa mozemo
do¢i do jos$ sliénih zakljucaka, a povecanjem broja primjera ¢e se potaknuti pojava novih

hipoteza.
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3.2. Jos jedan primjer

Nastavnik govori: "Jo$ su stari Grei poznavali vaznu formulu za racunanje povrsine trokuta
koju mi danas zovemo Heronova formula. Heronovu formulu koristimo za ra¢unanje povrsine
p trokuta ako su zadane duljine a, b i ¢ svih njegovih stranica.

Ta formula glasi

p?=s(s—a)(s—b)(s—c)

gdje je
_a+b+c

poluopseg trokuta."”

Nastavnik:
"Dokaz Heronove formule nije bas$ jako jednostavan i mi se tim dokazom nefemo baviti.
Medutim, i ne raspolazu¢i dokazom, mozemo se uvjeriti u njezinu valjanost. Kako se to moze

uciniti?"

. e . . . v . 3a .
"Prepostavimo da ona vrijedi za jednakostran¢an trokut. U tom sluéaju a =b =c¢, s = 7‘1 I

forumula daje istinit rezultat.”

nakon korjenovanja dobivamo

"Sto bismo mogli dalje?"

"Provjerimo njezinu valjanost za pravokutan trokut."
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"Provjerimo sad njezinu valjanost za jednakokrac¢an trokut."

"Tako je. Za pravokutni trokut vrijedi da je ¢? = a? + b?, dok je za jednakokra¢ni

trokut a = b. Nakon provodenja algebarskih transformacija dobivamo ispravan rezultat.”

"Kako vam se ovo svida?"

"Mozete li se dosjetiti joS kojeg posebnog slucaja koji bi vam mogao posluziti kao primjer?"

"Kakvo je vaSe misljenje 0 degeneriranom trokutu, kada trokut degenerira u tu duzinu?

U tom sluéaju je s = c (ili a ili b), pa nasa formula ocito daje istinit rezultat."

Rezultate provjera Heronove formule pomocu nekoliko trokuta odredenih oblika, nastavnik

moze objasniti pregledom svih mogucih oblika grafickim predocenjem.

Neka su x, y i z duljine stranica trokuta napisane redom od najmanje do najvece, tj. neka je

0<x<y<z

Ocito je da vrijedi (jer je zbroj duljina dviju stranica veéi od duljine trece stranice)

x+y>z.

Budu¢i da smo se pri razmatranju Heronove formule usredoto€ili samo na oblik trokuta, a ne
veli¢inu, mozemo uzeti da je

z=1.
Sada imamo slijedece tri nejednakosti:
x<y, y<1, x+y>1.
Trokut sa stranicama x,y i 1, tj. trokut (x, y, 1) predo¢it ¢emo tockom (x, y) u ravnini
Kartezijevog koordinatnog sustava.
Svaka od gore navedene tri nejednakosti ograni¢ava polozaj tocke (x, y) na neku poluravninu.

Za x <y i y <1, upoluravninu je ukljucen i njezin rub, dok je za x + y > 1 rub iskljucen.
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Ove tri nejednakosti Cine sustav Cije rjeSenje zadovoljavaju one samo one tocke ravnine kKoje

se nalaze i u presjeku tih triju poluravnina. Taj presjek je trokut (Slika 1.) s vrhovima kojima

pripadaju uredeni parovi (1,1),(0,1) i G%) Vrh (1,1) i stranice koje iz njega izlaze
pripadaju trokutu, dok su treca stranica i preostala dva vrha iskljuceni.
Kao $to smo ve¢ rekli, tocka (x,y) predstavlja trokut (x,y,1), dok druge, razli¢ite tocke

predstavljaju neke druge, razli¢ite oblike.

Mozemo zakljuéiti da trokut na slici 1. predstavlja sve trokute.

(0.1) \/ (1.1)

Slika 1. Skup oblika trokuta

X

Koje tocke na slici 1. odgovaraju razmatranim posebnim slucajevima?

Provjeru Heronove formule smo najprije napravili za jednakostrani€an trokut kojem

odgovaraju simboli (1,1, 1), a koji je na slici 2. predocen s koordinatama (1,1).

Slika 2. Provjera za jednakostrani¢an trokut
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Zatim smo provjerili da li je formula valjana i za pravokutan trokut. Neka je (x,y, 1),
pravokutni trokut, tada je najveca stranica trokuta upravo hipotenuza pa mozemo zakljuciti da

je

yva

------------- 7 (1,1,1)

v

Slika 3. Provjera za pravokutan trokut

I na kraju prije nego smo provjerili jeli formula valjana za degenerirane slu¢ajeve, ispitali smo

njenu valjnost na jednakokra¢nim trokutima. Razlikujemo dva slucaja.

Prvi je kada su krakovi dulji od osnovice (tj. y = z = 1), a drugi kada je osnovica dulja od

krakova (tj. x = y).

Stoga na slici 4. mozemo uoéiti da su tocke koje predocuju trokute dvije grani¢ne duzine koje

su sada, za razliku od prethodnih primjera, oznac¢ene punom linijom.

r:1

Slika 4. Provjera za jednakokracan trokut
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Jo§ nam preostaje ispitati valjanost formule za degenerirane trokute (x,y,1). Dolazimo do
zakljucka da vrijedi x +y = 1. Degenerirane trokute smo predocili tre¢om grani¢énom
duzinom koja je oznacena punom linijom, dok je na prethodna dva primjera bila oznacena

isprekidanom.

(0,1,1) (11,1)

G31)

Slika 5. Provjera za degenerirani slucaj

Proucavajuéi niz slika 1 - 5 zorno smo predocili proces razvoja induktivnog zakljuéivanja. Na
pocetku, radeéi provjeru za jednakostranican trokut, jedna je tocka (slika 2.) bila dovoljna
kako bi graficki prikazali istinitost nase tvrdnje. Zatim smo postupno uvodili sve vise i1 visSe
tocki §to je rezultiralo pojavljivanjem sve vise 1 viSe crta koje predocuju sve novije i novije
klase trokuta obuhvacenih provjerom. Trokuti posebnih oblika za koje je formula bila

provjeravana, predstavljeni su tockama koje se nalaze na tim krivuljama.

Iako nam se €ini da smo iscprili sve mogucnosti, joS nam preostaje provjerit valjanost formule
za "osnovnu masu” trokuta opéeg oblika, koji su reprezentirani unutarnjim to¢kama podrucja
omedenim tim krivuljama. Usprkos tome da formula nije provjerena, zakljucak se ipak moze
izvesti jer ukoliko je formula bila istinita za sve tocke ruba trokuta, kao i za toc¢ke jedne

krivulje koja sijece to podrucje, onda prirodno o€ekujemo da ¢e biti istinita 1 za sve slucajeve.
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3.3. Znanstvena metoda: naslutite i ispitajte

Pri proucavanju prethodnih primjera mogli smo zakljuciti da promatranje moze dovesti do
otkrica. Ako je promatranje usmjereno nekom spremnom mislju ili idejom, onda nas moze
dovesti do rezultata koji zasluzuje nasu paznju te posluziti kao motivacija za stvaranje novih
pretpostavki i poopéenja, no ono jo$ nije dokaz.

Zato treba provjeravati pretpostavku na op¢éim i posebnim slucajevima te na ¢injenicama koje
logicki slijede iz pretpostavke zadataka.

Vazno je razlikovati skicu dokaza i sam dokaz, te pretpostavku i ¢injenicu.

Analogiju se ne smije nikako zanemariti u kontekstu znanstveno - istrazivackog rada jer moze
dovesti do otkri¢a novih bitnih ¢injenica.

Zelimo li izvesti karakteristike znanstvene metode, onda ih moZemo opisati rijeima:
nasluéujte i ispitujte. Zeli li nastavnik potaknuti istrazivacki duh kod svojih u¢enika, onda ih

prije svega treba nauciti da nasluéuju i istrazuju.
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Sazetak

Diplomski rad "George Polya - doprinos matemati¢koj edukaciji" zapocinje biografijom
Georgea Polye, te se nastavlja kratkim prikazom njegovih triju najznacajnijih djela: "Kako
rijeSiti  matemati¢ki zadatak", "Matematicko otkrice" 1 "Matematika 1 uvjerljivo
zakljuc€ivanje". U nastavku se opisuje kakvo treba biti poucavanje nastave matematke, te u
kakvom su odnosu ucenje i poucavanje. Drugi dio diplomskog rada, "Kako rijesiti
matematiCki zadatak", veze se uz listu prijedloga i1 sugestija za rjeSavanje matematickih
problema. U tre¢em dijelu "Znanstveno - istrazivacki rad na razini srednje Skole" navode se
razlozi zbog Cega su znanstvena metoda, indukcija i otkriCe vazni u nastavi matematike.

Slijede dva primjera u kojima se vidi primjena znanstvene metode i matematicke indukcije.



Summary

Thesis "George Polya - contribution to mathematical education” begins with biography
of George Polya, and continues with a short overview of his three major works: "How to
solve it", "Mathematical discovery" and "Mathematics and plausible reasoning”.

The following describes what should be taught in Mathematics classes, and a relation between
learning and teaching. The second part of thesis, "How to solve a mathematical problem”, is
associated with a list of proposals and suggestions on solving mathematical problems. In the
third part "Scientific research work at secondary school level” there are reasons given why the
scientific method, induction and discovery are important in mathematics. In the end, there are
two examples given to illustrate the application of scientific methods and mathematical

induction.
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