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Uvod

Teorija izracunljivosti, koja ukljuCuje teoriju rekurzivnih funkcija, je grana matematicke
logike i teorijskog racunalstva. Nastala je tridesetih godina proslog stolje¢a proucavanjem
izraCunljivih funkcija i Turingovih strojeva.

Iako teorija izraCunljivosti pokriva veliko podruc¢je znanosti, u ovom diplomskom radu
ograniciti ¢emo se na izracunljivost na skupu prirodnih brojeva, na skupu racionalnih bro-
jeva, na skupu realnih brojeva pa sve do izracunljivosti metrickog prostora. Izmedu ostalog
baviti ¢emo se pojmom struktura izracunljivosti i pojmom linearne metrike.

Svi pojmovi koriSteni u radu precizno su definirani, a sve tvrdnje iskazane u radu su de-
taljno dokazane.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije NK & N

1.1 Inicijalne funkcije

Neka su z, s : N — N funkcije definirane sa z(x) = 0, s(x) = x+ 1, za svaki x € N. Nadalje,
zan € N\ {0}i1j e {l,...,n} neka je I N" — N projekcija na j-tu koordinatu, to jest
funkcija definirana sa
I;-‘ (X150, %) = Xj.
Za funkcije z, s, I;.’, ne N\{0}ije{l,...,n} kazemo da su incijalne funkcije. Neka
sun,k € N\ {0} te neka su gi,85,...,8, : N¥ - Ni f: N* — N. Definiramo funkciju
h: Nt - Nsa
h(x) = f(g1(x), ..., &u(X)).

Tada za h kazemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., g,-
Primjer 1.1.1. . Neka je g : N* — N funkcija definirana sa g(a,b,c) = a + 1. Vrijedi
g(a,b,c) = s(I}(a, b, c))
dakle g je kompozicija funkcija s i I f

2. Neka je f : N> — N te neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(x,y) = f(y, x).
Tada je
h(x,y) = f(3(x, y), 11 (x,)).
Prema tome, h je dobivena kompozicijom funkcija f, I, I3.
Nekajen € N\ {0} tenekasu f : N —» Nig : N**2 — N funkcije. Definiramo

h : N"*! — N na sljede¢i na¢in. Neka su xi,...,x, € N. Definiramo h(y, xi, ..., X,)
induktivno po y. Neka je

h(O,XI,...,xn) :f(x19---,xn)-

3



4 POGLAVLIJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJEN* —» N

Pretpostavimo da smo definirali A(y, xi, .. ., x,,) za neki y € N. Definiramo
h(y+ 1,x1,...,%,) = gh(Y, X15 ... s X0)s Vs X1y -« + 5 Xn)-
Tada za h kazemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f'i g.
Primjer 1.1.2. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(y, x) = y + x. Vrijedi:
h(0,x) = x,

hy+1,x)=y+1+x=0+x)+1=h0,x)+1.

Neka je g : N* — N funkcija definirana sa g(a, b, c) = a + 1. Tada je:
h(0, x) = I} (%),
h(y + 1, x) = g(h(y, x), y, x).
Iz ovoga zaklju¢ujemo da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I, g.
Primjer 1.1.3. Neka je v : N> — N funkcija definirana sa v(y, x) = x - y. Imamo:
v(0,x) =0 = z(x),

vy+ L) =@+ -x=y-x +x=g0W(,x),y,x)
gdje je g : N° — N definirana sa g(a,b,c) = a + c¢. Dakle, v(0,x) = z(x), v(y + 1,x) =
g(v(y, x),y, x). Prema tome, v je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija z i g. Neka
Jje h funkcija iz primjera[l.1.2] Tada je
g(a, b, ) = h(a, ) = h(I}(a, b, c), [;(a, b, ¢))

za sve a, b, c € N. Dakle, g je dobivena kompozicijom funkcija h, I3, I3

Neka je n € N\ {0} te neka je g : N**! — N funkcija takva da za sve xi,...,x, € N
postoji y € N takav da je g(xy,...,x,,y) = 0. Definiramo funkciju f : N — N sa
f(x1,....%,,y) = min{y e N| g(xy,...,x,,y) =0}. Za funkciju f kazemo da je dobi-
vena primjenom u — operatora na funkciju g. Broj min{y e N | g(x,...,x,,y) = 0}
oznacavamo sa uy(g(xy, ..., x,,y) = 0). Dakle,

f(xl’ s ’xn) = ﬂ)’(g(xl, cee ,me) = O)

Primjer 1.1.4. Neka je g : N> — N,

gx,y) =Ix—yl.

Uocimo da za svaki x € N postoji y € N takav da je g(x,y) = 0. Nekaje f : N — N
Sfunkcija dobivena primjenom u — operatora na funkciju g. Tada je

f(x) = uy(g(x,y) = 0) = x.
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Definicija 1.1.5. Definirajmo niz skupova Ry, Ry, ..., R,, ... induktivno na sljedeci nacin.
Neka je Ry skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da smo definirali R, za neki p € N.
Tada definiramo R, kao skup svih funkcija h koje zadovoljavaju jedno od Cetiri sljedeca
svojstva

1. Postoji n € N\ {0} i funkcije f,g1,...,8, € R, tako da je h dobivena kompozicijom
funkcija f,g1,...,8n

2. Postoje f, g € R, tako da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f, g.
3. Postoji g € R, takva da je h dobivena primjenom u-operatora na funkciju g
4. heR,

Za funkciju h kaZemo da je rekurzivna ako postoji p € N takav da je h € R,. Uoc¢imo da
Jje R, € Rp41, za svaki p € N. Nadalje, uocimo da je svaka inicijalna funkcija rekurzivna.

Primjer 1.1.6. Neka je g : N° — N,
gla,b,c)=a+1.

Funkcija g je kompozicija inicijalnih funkcija (primjer [I.1.1), stoga je g € R,. Neka je
7zb: N2 - N,
zb(y,x) =y + x.

Prema primjeru m zb je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I!,g. Imamo
I{,g € Ry (jer je I} € Ry C R1), stoga je zb € R,. Slijedi da su g i zb rekurzivne funkcije.

Propozicija 1.1.7. 1. Neka je n € N\ {0} te neka su f, gi,..., g, rekurzivne funkcije.
Pretpostavimo da je h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., gs.Tada je h rekur-
zivna funkcija.

2. Neka je n € N\{0} te neka su f, g rekurzivne funkcije. Pretpostavimo da je h dobivena
primitivnom rekurzijom od funkcija f i g. Tada je h rekurzivna funkcija.

3. Neka je g rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je f dobivena primjenom u —
operatora na g. Tada je f rekurzivna funckija.

Dokaz. 1. Bududi da su f, gy,..., g, rekurzivne postoje p,l,...,l, € N takvi da je
feR,.8 €Ry,....8, €R,. Toslijedi iz Cinjenice da je R; C Riy1, za svaki i € N.
Neka je v = max{p,[;,...,l,}. Opcenito, ako su i, j € N,i < jondaje R; € R;.
Imamo:
p<v,lhi<v,....,[,<v
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paje
R, C Ry, R, CRn.... R, SR,

Iz ovoga slijedi da su f, g1,...,8, € R,. Stoga je h € R,,;. Dakle, h je rekurzivna
funkcija.
2. Nekasul,,l, e Ntakvidaje f € R, g € R;,. Neka je v = max {/,, /,}. Tada je
R, SR iR, SR,
iz Cega slijedi da su f, g € R, pa je h € R,,;. Dakle, & je rekurzivna funkcija.

3. Neka je p € N takav da je g € R,,. Tada je ocito f € R,.;. Dakle, f je rekurzivna
funkcija.
O

Primjer 1.1.8. Neka je n € N\ {0}. Za m € N, neka je c,, : N" — N funkcija definirana sa
Cm(x) = m7

za svaki x € N". DokaZimo indukcijom da je za svaki m € N funkcija c,, rekurzivna.
Za m = 0 imamo

co(x) = 0 = z(I1(x)).

Stoga je ¢ rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija (propozicija[l.1.7).
Prepostavimo da je c,, rekurzivna za neki m € N.
Vrijedi:

Cna1 (X) = m + 1 = s(m) = s(cm(x)).
Prema tome c,,, je dobivena kompozicijom funkcija s i c,, pa iz propozicije |l.1.7) slijedi
da je ¢4 rekurzivna funkcija.
Time smo dokazali da je c,, rekurzivna funkcija za svaki m € N.

Primjer 1.1.9. Neka je g : N> — N rekurzivna funkcija. Definiramo funkciju G : N> — N,
G(a,b,c) = g(a,b). Tada je

G(a,b,c) = g(I}(a, b,c), I3 (a, b, ¢)).
Iz ovoga slijedi da je G rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija prema
propoziciji[l.1.7]
Propozicija 1.1.10. Neka je m € N te neka je g : N> — N rekurzivna funkcija. Neka je
h : N — N funkcija definirana sa:
h(0) = m,
My +1) = g(h(y).y)

Tada je h rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Definirajmo &’ : N> — N sa //(y, x) = h(y). Imamo
(0, x) = h(0) =m = ¢,(x)
gdje je ¢, : N — N konstantna funkcija sa vrijednos¢u m. Nadalje

R (y+1,%)=hQy+1)=gh0),y) =Wy, x),y) =gy, x),y,x)

pri ¢emu je g’ : N* — N funkcija definirana sa g’(a, b, ¢) = g(a, b). Prema primjeru m
slijedi da je g’ rekurzivna funkcija, a vrijedi

h'(0,x) = cp(x),

Wy+1,x)=g W0y, x),y,x).

Iz ovoga zakljucujemo da je 4’ dobivena primitivhom rekurzijom od funkcija c,, 1 g’. Stoga
zakljucujemo da je A’ rekurzivna funkcija.
Iz definicije funkcije A’ slijedi da je h(y) = h'(y,0) za svaki y € N. Dakle,

h(y) = h' (I} (), z)),

za svaki y € N. Ovo zna¢i da je h kompozicija funkcija /', 1] i z. Iz ovoga slijedi da je h
rekurzivna. O

Neka je pred : N — N funkcija definirana sa

| y-1, akojey=>1
pred () _{ 0, inace

Propozicija 1.1.11. Funkcija pred je rekurzivna.

Dokaz. Imamo
pred(0) = 0,

pred(y + 1) = y = I;(pred(y), y).
Iz propozicije[I.1.10|slijedi da je pred rekurzivna. ]

Neka su x,y € N. Neka je

L _Jx-y akojexxy
xy—{ 0, akojex<y

Za funkciju N> — N, (x,y) — x—y kaZemo da je modificirano oduzimanje.
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Propozicija 1.1.12. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je f : N> — N modificirano oduzimanje. Dakle, f(x,y) = x-y, za sve
x,y € N.
Definirajmo funkciju 4 : N> — N sa

h(x,y) = y=x,
zasve x,y € N. Za sve x,y € N vijedi
fOny) = x7y = h(y,x) = h(I5(x,y), [ (x, ).
Iz ovoga slijedi da je f kompozicija funkcija £, 12,112. Stoga je prema propoziciji m

dovoljno pokazati da je h rekurzivna funkcija.
Uocimo da za sve x,y € N vrijedi

x—(y + 1) = pred(x—y).
Naime, akoje x > y+ londaje x —y > 1, pa je
pred(x—y) =pred(x—y)=x-y—-1l=x-(Qy+1)=x-(+1).
Akojex <y+ londajex <ypaje

pred(x—y) =0ix—(y+ 1) =0.

Za sve x,y € N vrijedi h(y, x) = x—y, pa slijedi
h(0,x) = x

h(y +1,x) = x=(y + 1) = pred(x—y) = pred(h(y, x)) = g(h(y, x),y, x)

gdje je g : N° — N funkcija definirana sa g(a, b, ¢) = pred(a). Funkcija g je kompozicija
funkcija pred i I; pa je stoga g rekurzivna funkcija. Vrijedi

h(0, x) = 1} (x),

h(y + 1, x) = g(h(y, x), y, x).

Ovo znadi da je funkcija i dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija /] i g. Prema
propoziciji h je rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Propozicija 1.1.13. Neka je f : N*> — N funkcija definirana sa

fO,y) =lx—yl.
Tada je frekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x,y € N. Pretpostavimo da je x > y. Tada je x —y > 0 pa vrijedi
=yl =x-y= =y +0=(x=y)+G=-x).
Akojex <yondajex—y<O0paje
x—-y=-(x-»=y-x=0+0-x=x-y+-x.
U svakom sluc€aju vrijedi
lx =yl = (x=y) + (y=2). (1.1)

Neka je mo : N> — N modificirano oduzimanje.
Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(x,y) = y=x.
Imamo:

h(x,y) = mo(y, x) = mo(I3(x, y), [} (x, ),
iz Cega slijedi da je h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija mo, 13, I7.
Neka je zb funkcija iz primjera[[.1.6] 1z (I.1)) slijedi
f(x,y) = zb(mo(x, y), h(x, ).

Iz ovoga slijedi da je f rekurzivna funkcija jer je dobivena kompozicijom rekurzivnih funk-
cija zb, mo, h. ]

Propozicija 1.1.14. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
suif+g,f-g: N = N rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka je zb funkcija iz primjera te neka je mn : N> — N funkcija definirana
sa mn(a,b) = a - b. Funkcija mn je rekurzivna prema primjeru Za svaki x € N
vrijedi

(f +8)(x) = f(x) + g(x) = zb(f(x), g(x)),

(f - &) = f(x) - g(x) = mn(f(x), g(x)).

Prema tome, f + g je dobivena kompozicijom funkcija zb, f, g, a f - g je dobivena kompo-
zicijom funkcija mn, f, g.
Stoga su f + g i f - g rekurzivne funkcije. m|



10 POGLAVLIJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJEN* —» N

Korolar 1.1.15. Neka su n,k € N\ {0} te neka su fi, ..., f, : N* = N rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije fi + o+ ...+ fu il fi - o+ ...« [, isto rekurzivne.

Dokaz. Slijedi lako iz propozicije|l.1.14 O

Definicija 1.1.16. Neka su sg,sg : N — N funkcije definirane sa

0.y=0
Sg(y)={1§¢0 : (12)
_ Ly=0
sg(y):{0’§¢0 . (13)

Propozicija 1.1.17. Funkcije sg, sg su rekurzivne.

Dokaz. Neka jey € N. Vrijedi:
sg(0) = 0,
sgiy+ 1) =1.
Neka je g : N> = N, g(a, b) = 1. Funkcija g je rekurzivna prema primjeru Vrijedi

sg(0) =0,

sgv + 1) = g(sg(¥), ).
Iz propozicije [I.1.10| slijedi da je sg rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je sg rekurzivna funkcija. O

1.2 Rekurzivni skupovi

Neka je k € N\ {0} te neka je S € N*. Za S kaZemo da je rekurzivan skup u N* ako
je xs : N¥ — N rekurzivna funkcija. Pri tome sa ys oznacavamo karakteristi¢nu funkciju
skupa S u N* to jest funkciju takvu da je

1,xeS§
XS (X) _{ O,X¢S 7(1'4)

x € NF,

Primjer 1.2.1. Neka je k € N \ {0}. Promotrimo funkciju y,« : N* — N. OCcito je
X (x) = 1, za svaki x € N. Prema primjeru X je rekurzivna funkcija. To znadi da
je NF rekurzivan skup.

S druge strane yy : N* — N je konstantna funkcija s vrijednoséu 0 pa iz primjera
slijedi da je xy rekurzivna funkcija. Stoga je O rekurzivan skup u N,
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Primjer 1.2.2. Neka je S = {0}. Neka je x € N. Tada je

1,x=0
Xs () = { INPPIE)

Prema tome

Xs(x) = 8g(x),
za svaki x € N to jest ys = sg. To znaci da je xs rekurzivna funkcija, a S rekurzivan skup.
Propozicija 1.2.3. Neka su k,n € N\ {0} te neka su S, ...,S, rekurzivni skupovi u N*.

Neka su fi, ..., f, : N¥ = N rekurzivne funkcije. Pretpostavimo da za svaki x € NF postoji
jedinstveni i € {i,...,n} takav da je x € S;. Neka je F : N* — N funkcija definirana sa

fi(x), akojexeS§,

F () = fz(x)j akoje x € S, .

fu(x), akojexeS,
Tada je F rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je x € N, Tada je
F(x) = fi(x) - xs,(x) + -+ + fu(x) - xs,(%). (1.6)

Zasto?

Nekaje i€ {l,...,n}takavdaje x € §;. Tada je F(x) = fi(x).

S druge strane za svaki j € {1,...,n} takav da je j # i vrijedi da x ¢ S, pa je ys,(x) = 0.
Stoga je

F(x) = fi(x) = fi(x) - xs5,(x) = fi(x) - xs,(xX) + - + fu(X) - x5,(%).
Prema tome vrijedi.
Dakle, za svaki x € N¥ vrijedi F(x) = (f; “Xs )(X)+ -+ (fn - xs,)(x) odnosno
F=fi-xsi+-+fuxs,
Prema korolaru F je rekurzivna funkcija. m|

Propozicija 1.2.4. Neka je k € N\{0} te neka je S € N¥*! rekurzivan skup koji ima svojstvo
da za svaki x € N* postoji y takav da je (x,y) € S. Neka je f : N* — N funkcija definirana
sa
J() = py((x,y) €5),
x € N¥ odnosno
f(x) =min{y e N[ (x,y) € S}.

Tada je f rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Nekaje g : N¥*! — N funkcija definirana sa

g(x,y) = sglys(x,y)),

x € Nk, y € N. Funkcija g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Uo&imo
sljedeée: ako su x € N*i y € N onda je

gx,y) =0 (x,y)€S.

Stoga je
J(0) = uy(g(x, y) = 0).

Prema tome funkcija f je dobivena primjenom p-operatora na funkciju g. Stoga je f rekur-
zivna. =

Lema 1.2.5. Neka je
X
S =30, v,k)eN |k+1>——1}.
{(xy )EN" | k+ >y+1}

Tada je S rekurzivan skup u N3

Dokaz. Neka su x,y, k € N. Tada je

(x,y,k) €S <:>k+1>%<:>(k+1)(y+1)>x
y

Stoga je
Xs(x,y,k) = sg((k + Dy + 1) = x)
Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(x,y,k) =+ 1Dy+1)—x

Tada je ys kompozicija funkcija sg i h. Stoga je dovoljno pokazati da je h rekurzivna
funkcija.
Neka je mo modificirano oduzimanje te neka su &, h, : N* — N funckije definirane sa

h(x,y,k) = (k+ Dy + 1),

hZ(X7 Y, k) =X

Tada je

h(x, y, k) = mo(h(x, y, k), ha(x, y, k).
Stoga je dovoljno pokazati da su A i h, rekurzivne funkcije.
Funkcija /; je produkt funkcija s o I3 i s o I pa je hy rekurzivna prema propoziciji
Funkcija h, je ocito rekurzivna, stoga je h rekurzivna funkcija, odnosno ys je rekurzivna
funkcija, odnosno S je rekurzivan skup. m|
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Propozicija 1.2.6. Neka je f : N> — N funkcija definirana sa

X
flx,y) = Lm|
Tada je f rekurzivna.
Dokaz. Neka su x,y € N. Tada je
X X X
< < + 1.
L} +1 y+1 y+ 1|

Stoga je

{ a :mm{keN|—i—<k+1}

y+1 y+1
Neka je

S:%L%MGNH;%T<k+%.

Imamo da je
f(x,y) = pk((x,y, k) € S).
Iz leme [I.2.5]i propozicije [I.2.4]slijedi da je f rekurzivna funkcija. ]

Propozicija 1.2.7. Neka je
D={p.x)eN|y|xf.

Tada je D rekurzivan skup.
Dokaz. Neka suy, x € N. Pretpostavimo da je y > 1. Tada je
v,x)eD &
Sylx
& postoji k € Ntakavdajex =y-k

& postoji k € N takav da je Yok
Yy

X
o —-€eN
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*{[getye] o)+
(:}@('(Ly—lﬁ 'y)—x):

xp(,x) = sg(f(x,y=1)-y—xl), zay 2 1

Stoga je

pri ¢emu je f funkcija iz propozicije
Neka su
S1={0.0 e |y=1f,

Sy ={(.x)eN?|y=0, x>0,
S3=1{(0,0)}.
Neka je g : N> — N funkcija definirana sa

80, x) = sg(1f(x, y=1) - y = xI) .
Neka su x,y € N. Tada je

gy, x), akoje(y,x)€ S,
xp(y, x) = 0, akoje(y,x)e S, .
1, akoje (y,x) €83

Dokazimo da su skupovi S, S,,S3 rekurzivni te da je funkcija g rekurzivna. Tada
¢e iz propozicije slijediti da yp rekurzivna funkcija ¢ime e tvrdnja propozicije biti
dokazana.

Zasvey,x € N vrijedi

XSl(ya x) = Sg(y)

pa je xs, rekurzivna funkcija kao kompozicija funkcija sg i I7.
Vrijedi:

Xs,(y, X) = 5g(y) - sg(x)
pa je xs, rekurzivna funkcija kao produkt rekurzivnih funkcija.
Isto tako iz

Xs;(y, %) = 5g(y) - 5g(x)
slijedi da je ys, rekurzivna funkcija. Dakle, S, S, S 3 su rekurzivni skupovi.

Preostaje nam pokazati da je g rekurzivna funkcija. Neka je g; : N> — N funkcija defini-
rana sa

810, x) = |f(x,y=1 -y —x.
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Buducdi da je g kompozicija funkcija sg i g; dovoljno je dokazati da je g; rekurzivna.
Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(a,b) = |a — b|
te neka je g» : N> — N funkcija definirana sa

&0, x) = f(x,y=1)-y.

Tada je
g1y, X) = h(g2(y, ), [, X)).

Stoga je dovoljno dokazati da je g, rekurzivna funkcija.
Neka je g3 : N> — N definirana sa

83()” X) = f(x’yLl),

tada je
g=g-1

pa se problem sveo na dokazivanje rekurzivnosti funkcije gs.
Neka je g4 : N> - N,

g4y, x) = y-1.
Tada je g3 kompozicija funkcija f, I2, gs.
Preostaje joS pokazati da je g4 rekurzivna funkcija. No, g4 je kompozicija modificiranog
oduzimanja, funkcije /7 i konstantne funkcije N> — N, (y, x) —> 1. Stoga je g4 rekurzivna

funkcija. Time smo pokazali da je funkcija g rekurzivna.
Slijedi da je yp rekurzivna funkcija, odnosno D je rekurzivan skup. O

Primjer 1.2.8. Skup 2N = {2x | x € N} je rekurzivan jer je yn(x) = xp(2, x), pri Cemu je D
skup iz propozicije a iz ¢ega slijedi da je y,n rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija.

Skup 2N + 1 je rekurzivan kao komplement skupa 2N.

Napomena 1.2.9. Skup
D' ={(x,y) € N* | y| x}

je rekurzivan jer je
X (6,3) = X, %) = xp(5(x, ), [} (%, ),

pri ¢emu je D skup iz propozicije[1.2.7]
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Lema 1.2.10. Neka je f : N — N funkcija definirana sa:

£ = najmanji'y > 1 takav day | x, ako je x >?2
*) = 2, akojex<?2 °

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki x € N vrijedi

JO) =puy(y>1Li(y|xiliy>x)
Neka je
S ={(xyeN|y>1}.
Neka je D’ skup iz napomene [I.2.9]te neka je

Sy ={(xy) eN?|y>xf.

Tada je
J) = py((x,y) € S1 N (D" USL)).

Prema propoziciji dovoljno je pokazati da je skup SN (D’ U S,) rekurzivan, odnosno
dasu S, iS, rekurzivni skupovi (D" je rekurzivan prema napomeni (1.2.9).
Vrijedi

Xs,(x, ) = sgly=1)
pa slijedi da je ys, rekurzivna funkcija, odnosno S, je rekurzivan skup.
Vrijedi

Xs,(x,y) = sg(y=x)
pa slijedi da je s, rekurzivna funkcija, odnosno S, je rekurzivan skup.
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Neka je ¥ skup svih prostih brojeva.
Propozicija 1.2.11. Skup P je rekurzivan.

Dokaz. Neka je f funkcija iz leme[[.2.10] Neka je x € N. Tada je x prost ako i samo ako
jex = f(x).

Naime, ako je x prost onda je x > 2 i ne postoji broj y > 1 takavday | xiy < x. Stoga je
f(x) = x.

S druge strane ako je f(x) = x onda iz definicije funkcije f zakljucujemo da je x > 2 i ne
postojiy > 1 takavday| xiy < x. Stoga je x prost.

Dakle, x € # ako 1 samo ako je x = f(x) pa je

Xp(x) = sglf(x) - x.
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Nekaje fi : N - N,
fi) = 1f(x) - x].
Tada je y» kompozicija funkcija sg i f; pa ako dokaZzemo da je f; rekurzivna funkcija

slijediti ¢e da je yp rekurzivna funkcija odnosno da je # rekurzivan skup.
Nekaje A : N? - N,

Ax,y) =[x =yl
Tada je f; kompozicija funkcija A, f, 1] paiz Einjenice da su f i A (lema|l.2.10i propozicija
1.1.13)) rekurzivne slijedi da je f; rekurzivna. O

Neka je p : N — N funkcija definirana tako da su p(0), p(1), p(2), ... svi prosti brojevi
1 pri tome je p(0) < p(1) < p(2) < ...
Dakle,
p0)=2,p(1)=3,p(2) =5, ...

Za i € N umjesto p(i) piSemo i p;.

Propozicija 1.2.12. Funkcija p je rekurzivna.

Dokaz. Neka je f : N — N funkcija definirana sa

Jf(x) = py(y prosti y > x).

Neka je

St ={(x.y) € N* | y prost},

S, = {()c,y)eN2 |y>x}.
Tada je

Jx) = puy((x,y) €S1NS>). (1.7)
Imamo

Xs,(x, ) = xp(y)

pa je s, rekurzivna kao kompozicija funkcija yp i I3. Stoga je skup S rekurzivan.
U dokazu leme|1.2.10smo vidjeli da je skup S, rekurzivan. Stoga je 1.5 N S, rekurzivan

skup, pa iz (1.7) i propozicije slijedi da je f rekurzivna.
Ocito je p(0) = 2, a iz definicije funkcije f slijedi da za svaki y € N vrijedi

p(y +1) = f(p(y)).

Definirajmo g : N> — N sa

g(a,b) = f(a).
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Tada je g rekurzivna funkcija te vrijedi
p0) =2,

PO+ 1) = g(p(),y).
Iz propozicije|1.1.10|slijedi da je p rekurzivna funkcija. O

Neka je e : N> — N funkcija zadana sa

e(x, i) = eksponent kojim prost broj p; ulazi u rastav od x na proste faktore, akojex > 1
e 0, akojex=0 -

Lema 1.2.13. Funkcija f : N* — N definirana sa

fO,x) =x
Jje rekurzivna.
Dokaz. Zasve x,y € N vrijedi
fO,x) =1 (1.8)
fo+1L,0=x"=x"x=x-f(,%) (1.9)

Definirajmo F : N — Nsa F(x) = 1i G : N> - N sa G(a,b,c) = ¢ - a. Jasno je da su
F i G rekurzivne funkcije, a iz (1.8)) i (1.9) slijedi da je

f@0,x) = F(x),

fOo+1,%) =G(f(y,x),y, x).

Stoga zakljucujemo da je f funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija F' i G.
Stoga je f rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.2.14. Funkcija e je rekurzivna.

Dokaz. Neka su x,i € N. Pretpostavimo da je x > 1. Neka je k = e(x,i). Tada je k
eksponent kojim prost broj p; ulazi u rastav od x na proste faktore pa imamo da pf | x, ali
Pt x. Stoga je k najmanji broj y € N takav da

+1
Pt



1.2. REKURZIVNI SKUPOVI 19

Naime, ako je y € N takav daje y < k,ondajey + 1 < k pa pf“ | x jer p¥ | x.
Uocimo da je x = x + sg(x). Imamo dakle da je

e(x,i) = py(p " 4 (x +52(x))). (1.10)
Uoc¢imo da ova jednakost vrijedi i za x = 0.
Neka je
S ={x iy | p" 1 (x+5g(x)]
Prema (1.10) vrijedi:

e(x, i) = py((x,1,y) € S).

Dovoljno je sada dokazati da je S rekurzivan skup. Naime tada e iz propozicije [I.2.4]
slijediti da je e rekurzivna funkcija.
Neka je D skup iz propozicije Neka su x,y € N. Tada je

(xi,y) €S & p™f (x +5g(x)

& (p" x+58(x) ¢ D
& (), x +35g(x) € D°.
Prema tome
xs(61,y) = xpe(p] " x + 5E()). (L.11)
Prema propoziciji [1.2.7] skup D je rekurzivan. Stoga je 1 skup D¢ rekurzivan pa je ype

rekurzivna funkcija.
Neka su f, f> : N* — N funkcije takve da je

fitxi,y) = p*,

S(x,i,y) = x +sg(x).
Prema (I.T1) x5 je kompozicija funkcija e, fi, f>. Stoga da bismo dokazali da je S rekur-
zivan skup dovoljno je dokazati da su f; 1 f, rekurzivne funkcije.
Funkcija f; je zbroj funkcija If isg o I3, stoga je f> rekurzivna funkcija.
Neka je ¢ : N> - N,

ey, x) = x.

Prema lemi|1.2.13|¢ je rekurzivna funkcija.
Imamo

L iy) = +1,p)
iz Cega zakljuCujemo da je f; kompozicija funkcija ¢, s o I;’ i p o ;. Prema tome f; je
rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Definicija 1.2.15. Neka su n,k € N\ {0} te neka je f : N* — N" funkcija. Neka su
fis oo fo : N¥ — N komponentne funkcije od f. to jest funkcije takve da je

F0) = (fi(x), .oy fu(X)),
za svaki x € N, Za funkciju f kaZemo da je rekurzivna ako su fi, ..., f, rekurzivne funkcije.

Primjer 1.2.16. Neka je f : N> — N° definirana sa

f(x»)’) = (.X+ 1’ XY, 2)’)

Neka su fi, f>, 3 : N> — N komponentne funkcije od f. Tada za sve x,y € N vrijedi

fl(x’y) =X+ 1»
Hly)=x-y,
f(xy) = 2y.

Ocito su fi, f», f3 rekurzivne funkcije pa je stoga f rekurzivna funkcija.

Neka sun, k € N\{0} te nekasu g : N* — N"i f : N” — N funkcije. Nekasugi,...,g,
komponentne funkcije od g. Tada za svaki x € N vrijedi

(f o &)%) = f(g(x) = f(g1(x),..., &n(X)).

Prema tome fog je kompozicija funkcija f, g1, .. ., g,. [z ovoga slijedi da je fog rekurzivna
funkcija ako su f i g rekurzivne funkcije.
Nadalje, neka su n,m,k € N \ {0} te neka su g : N* —» N*i f : N* — N” rekurzivne
funkcije. Tada je i

fog: N N"

rekurzivna funkcija.

To slijedi iz &injenice da su f; o g, ..., fi, © g : N¥ — N komponentne funkcije od f o g pri
c¢emu su fi, ..., f,, komponentne funkcije od f.
Naime, za svaki x € N* vrijedi

(f 0 &)(x) = f(g(x) = (fi(g(X)), ..., fu(g(x))) = ((f1 © &)(X), ..., (fm © &)(X)),

a iz prethodne napomene slijedi da su f; o g, ..., f,, o g rekurzivne funkcije.



Poglavlje 2

Rekurzivne funkcije Nk 5 R

2.1 Rekurzivne funkcije N* — Z

Definicija 2.1.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Z. Za f kaZemo da je rekurzivna
ako postoje rekurzivne funkcije u,v : N* — Z takve da je

) = (=)' - w(w),
za svaki x € NF,
Primjer 2.1.2. Neka je f : N*> — Z funkcija definirana sa
fx,y) =x-y.

Tvrdimo da je f rekurzivna.
Neka je u : N* — N funkcija definirana sa

O, x>y
I,x<y

2

u(x,y) = {

te neka je v : N*> — N funkcija definirana sa
v(x,y) = lx—yl.
Tada za sve x,y € N vrijedi
fy) = (=) v(x, y).

Prema propoziciji|l.1.13|v je rekurzivna. Ostaje dokazati da je u rekurzivna.
Za sve x,y € N vrijedi

u(x, y) = sg(y=x). 2.1)

21
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Naime, ako je x > y onda je u(x,y) =0i
sg(y—x) = 5g(0) = 0,
a ako je x <y onda je u(x,y) =11
sg(y—x) =sg(y —x) = 1

jerjey—x>0.
Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(x,y) = y=x.

U dokazu propozicije|l.1.12\vidjeli smo da je h rekurzivna funkcija.
Prema vrijedi
u(x,y) = sg(h(x, y))

Sto znaci da je u kompozicija funkcija sg i h. Prema tome u je rekurzivna funkcija.

Propozicija 2.1.3. Neka su n,k € N\ {0} te neka su g : N* — N" i f : N — Z rekurzivne
Sfunkcije. Tada je i
fog:NF 5 7Z

rekurzivna funkcija.
Dokaz. Buduci da je f rekurzivna postoje rekurzivne funkcije u,v : N — N takve da
vrijedi
f) = (D" w(x),
za svaki x € N". Stoga za svaki x € N* vrijedi
(f 0 )®) = f(g(x) = (=1 v(g(x)) = (=1 - (v o &)().

Iz ovoga slijedi da je f o g : N¥ — Z rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.1.4. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Z funkcija. Tada je f rekurzivna
ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije a,b : N* — N takve da je

J(x) = ax) = b(x),

za svaki x € N,
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Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna. Tada postoje rekurzivne funkcije u, v : N¥ — N
takve da je

f) = (=1 v(x),
za svaki x € N¥. Neka su a, b : N* — N funkcije definirane sa

a(x) = v(x) - xou(u(x)),

b(x) = v(x) - x o1 (u(x)).
Neka je x € N¥. Ako je u(x) paran broj onda je

Jf(x) = v(x),
a(x) = v(x),
b(x) =0,
a ako je u(x) neparan broj onda je
f(x) = —v(x),
a(x) =0,
b(x) = v(x).

U svakom slucaju vrijedi f(x) = a(x) — b(x).

Funkcija a je rekurzivna jer je ona umnozak funckija v i yy o u. Na isti nacin zakljuCujemo
da je b rekurzivna.

Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije a, b : N¥ — N takve da je f(x) = a(x) — b(x),
za svaki x € N,

Neka je h : N> — Z funkcija definirana sa h(x,y) = x — y. Funkcija & je rekurzivna prema
primjeru[2.1.2]

Neka je ¢ : N¥ — N? funkcija definirana sa
c(x) = (a(x), b(x)), x € N-.

Tada su komponentne funkcije od ¢ upravo a i b, prema tome c je rekurzivna funkcija.
Neka je x € N¥, Vrijedi

() = a(x) = b(x) = h(a(x), b(x)) = h(c(x)) = (ho c)(x).

Dakle
f=hoc.

1z propozicije slijedi da je f rekurzivna funkcija. O
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Propozicija 2.1.5. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije

~ff+ef 8N oZ

rekurzivne.

Dokaz. Bududi da su f i g rekurzivne postoje rekurzivne funkcije uy, u, vy, v, : N¥ — N
takve da su

fx) = (=)@ .y (),
g(x) = (1)@ - yy(x)
za svaki x € N*, Imamo
(=)(x) = =f(x) = =((=D)"D - vy(x) = (=D Oy (x).

Dakle
(—F)(x) = (=D ().

Prema tome, (—f) je rekurzivna funkcija.

Nadalje, za svaki x € N* vrijedi

(f - @) = (=1 vi(x) - (1) - my(x) = (=1)1 D7D -y (x) - va (),

Dakle
(f - ©)(x) = (=)™ D (y; - py)(x),

pa je oCito da je f - g rekurzivna funkcija.
Prema propoziciji m postoje rekurzivne funkcije a;, by, as, b, : N¥ — N takve da je

fx) =a(x) = bi(x),
g(x) = ax(x) — by(x),
za svaki x € N¥. Imamo
(f +8)x) = f(x) + g(x) = a1(x) + ax(x) — (b1(x) + by(x)).

Dakle
(f + ©x) = (a1 + az)(x) — (b1 + by)(x)

pa iz propozicije 2.1.4]slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. mi
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2.2 Rekurzivne funkcije N — Q

Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — Q funkcija. Za f kaZemo da je rekurzivna (kao
funkcija sa N* u Q) ako postoje rekurzivne funkcije u, v, w : N¥ — N takve da je w(x) # 0 i

o)
w(x)’

() = (=1

za svaki x € N¥,
Uocimo sljedeée: Ako je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija onda postoje rekurzivne funkcije
V:NF > Ziw:NF— N takve da je w(x) # 01

za svaki x € N¥,
Obratno, ako takve funkcije v i w postoje onda je f rekurzivna.

Primjer 2.2.1. Neka je f : N — Q funkcija definirana sa

1
TO=5T
Tada je
£l = (—1y0 . M9
w(x)

gdje su u,v : N — N konstantne funkcije sa vrijednostima Qi l, aw = s.

Uo&imo sljedeée: ako je f : N¥ — N rekurzivna funkcija onda je f rekurzivna i kao
funkcija sa N u Z. Nadalje, ako je g : N¥ — Z rekurzivna funkcija onda je g rekurzivna i
kao funkcija sa N¥ u Q.

Propozicija 2.2.2. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije

—flfl.f+8.f-g: N> Q

rekurzivne.

Dokaz. Bududéi da je f rekurzivna postoje rekurzivne funkcije u, v,w : N¥ — N takve da
jew(x) #01

v(x)

w(x)’

fG) = (=1
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Tada je
) = (<1yort . Y
fx) =1 W)
pa je jasno da je —f rekurzivna funkcija.
Nadalje, imamo
— 1o = |1y @ . YR oy 2R 2 YD g Y0
109 = 00l = =1y - 28] = o] [ 28] = 28 = 2D

Stoga je | f| rekurzivna funkcija.
Bududi da su f i g rekurzivne postoje rekurzivne funkcije vi,v; : N¥ — Ziw;,w, : N¥ - N
takve da je

_ v . _ 1)
J® = 89 = Ly
Vrijedi
(ﬂmm:ﬂnwm=ﬂ“hﬁwtﬁﬂwﬂﬁﬁﬁwmw_Wﬁm+%wmm

wi(x) wa(x) wi(x) - wa(x) o wwm)(Y)

pri ¢emu u brojnicima ovih razlomaka na w; i w, gledamo kao na funkcije sa N* u Z. 1z
propozicije [2.1.5slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je f - g rekurzivna funkcija. O

Iz prethodne propozicije lagano dobivamo sljedecu tvrdnju:

Korolar 2.2.3. Neka su n,k € N\ {0} te neka su f, ..., f, : N* — Q rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije fi + fo + ... + fu i f1 - fo - ... f isto rekurzivne.

Dokaz. Slijedi lako indukcijom iz prethodne propozicije. O

Propozicija 2.2.4. Neka su n,k € N\ {0} te neka su g : N* — N f : N* — Q rekurzivne
funkcije. Tada je i

fog:N'->Q
rekurzivna funkcija.

Dokaz. Bududi da je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u,v,w : N — N takve da
jew(x)#01

[ = (D" %
, za svaki x € N, Vrijedi
(F 0 2)() = flg(x)) = (—1ye . YEXD g (VoD

w(g(x)) (wog)(x)

ZakljuCujemo da je fog rekurzivna jer su uog,vog, wog : N¥ — N rekurzivne funkcije. O
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2.3 Rekurzivne funkcije N* — R

Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R funkcija. Za f kaZemo da je rekurzivna funkcija
ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥! — Q takva da je

lf(x) = F(x, Dl < 27,
za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Za takvu funkciju F kaZemo da je rekurzivna aproksi-
macija od f.

Primjer 2.3.1. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f
rekurzivna i kao funkcija sa N* u R.
Naime, neka je F : N¥!' — Q funkcija definirana sa

F(x, i) = f(x),

za svaki x € N¥ i za svakii € N. Tada je F = f o g, gdje je g : N**!' — N* funkcija
definirana sa
g(xr, .oy Xy 1) = (X1, .oy X,

Funkcija g je rekurzivna jer su njene komponentne funkcije rekurzivne. Stoga je i F rekur-

zivna funkcija (propozicija2.2.4).
Iz definicije funkcije F ocito je da vrijedi

lf(x) = F(x, i)l <27,

za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Prema tome F je rekurzivna aproksimacija od f, to jest f
je rekurzivna kao funkcija sa N* u R.

Lema 2.3.2. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R. Pretpostavimo da je F : N¥*! — Q
rekurzivna funkcija takva da je

f(x) = F(x, D] <227,
za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka je G : N¥*! — Q funkcija definirana sa
G(x,i)=F(x,i+ 1),

za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Imamo G = F o H gdje je H : N¥*! — N¥! funkcija
definirana sa
H(x, i) =(x,i+1).
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Funkcija H je ocito rekurzivna pa je stoga 1 G rekurzivna funkcija.
Neka su x € N, i € N. Tada je

If(x) = G(x, )| = |f(x) = F(x,i+ 1)] <2-27@D =27,

Dakle
|f(x) = G(x, i) <27

za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Prema tome, f je rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.3.3. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije

_f9|f|’f+g:Nk_>R

rekurzivne.

Dokaz. Neka su F,G : N*¥ — Q rekurzivne aproksimacije od f, g.
Neka su x € N, i € N. Tada je

[(=/)x) = (F)(x, )] = [=f(x) = (=F(x, D)| = |- () + F(x, D) = | f(x) = F(x, )] < 27",

Prema tome —F je rekurzivna aproksimacija od —f.
Nadalje

1£1 o) = 11 (x, D)l = IF )l = 1F (e DI < £ (x) = Fx, DI < 27

Stoga je |F| rekurzivna aproksimacija od | f].

Vrijedi
I(f + 8)(x) = (F + G)(x, D)
=1f(x) + g(x) = F(x,i) = G(x, )]
= [f(x) = F(x, 1) + g(x) — G(x, D)
< 1f(x) = F(x, Dl + 1g(x) — G(x, i)
<2427 =2.27
Dakle,

I(f + 8)(x) = (F + G)(x, )] <227

paiz Cinjenice da je F+G rekurzivna funkcija i prethodne leme slijedi da je F'+G rekurzivna
funkcija. =

Propozicija 2.3.4. Neka su k,n € N\ {0}, neka je g : N" — N¥ rekurzivna funkcija te neka
je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je f o g : N" — R rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Bududi da je f rekurzivna postoji rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da za
svaki x € N¥ i za svaki i € N vrijedi

|f(x) = F(x,i)] < 27",
Tada za svaki x € N" 1 za svaki i € N vrijedi

f(g(x)) = F(g(x), D] <27 (2.2)

Definirajmo funkciju H : N"*! — Q sa
H(x,1) = F(g(x), 1)

za svaki x € N" i za svaki i € N. Tada iz (2.2) slijedi

|(f © )(x) = H(x, D)l <27,

za svaki x € N" i za svaki i € N. Preostaje jo§S dokazati da je H rekurzivna. Vrijedi
H = F o h gdje je h : N™*! — N**! funkcija definirana sa

h(x, i) = (g(x), D),

za svaki x € N" i za svaki i € N. Stoga je dovoljno pokazati da je h rekurzivna funkcija.
Tada ¢e iz propozicije [2.2.4]slijediti da je H rekurzivna.
Neka su Ay, ..., gy : N S5 N komponentne funkcije od 4. Tada je

hi(x1s ey X 1) = g1(X15 ooy X),

P15 vy Xy 1) = (X1, oens X),
hk+1(x1’ -ees Xns l) = i
Iz ovoga je jasno da su komponentne funkcije od s rekurzivne. Dakle, & je rekurzivna i

time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 2.3.5. Neka je k € N\ {0} te neka je S € N**! rekurzivan skup takav da za svaki
x € N¥ postoji i € N takav da je (x,i) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N
takva da je

(x, p(x)) €S,

za svaki x € N¥,
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Dokaz. Definirajmo ¢ : N* — N sa

@(x) = pi((x, i) € S).
Funkcija je rekurzivna prema propoziciji[I.2.4]i to je traZena funkcija. m|

Propozicija 2.3.6. Neka je k € N \ {0} te neka su A, B rekurzivni podskupovi od N*. Tada
su i
AUB,ANBIiA*

rekurzivni podskupovi od NF.

Dokaz. Neka je x € N*, Tada je

Xaup(X) = sglya(x) + xp(x)).
Dakle
Xaup = 8go(xa + XB)

Sto znaci da je yaup rekurzivna funkcija, odnosno A U B rekurzivan skup.
Nadalje

XanB(X) = xa(x) - xp(x),
Xae(x) = 8g(ya(x)).

Iz ovoga zakljuCujemo da su yanp 1 yac rekurzivne funkcije odnosno A N B 1 A rekurzivni
skupovi. O

Propozicija 2.3.7. Neka je k € N\ {0} te neka je h : N* — Q rekurzivna funkcija. Neka su

B

A:{xeNklh(x)>0},
xeNklh(x):O},
{

C = xeNklh(x)zO}.

Tada su A, B i C rekurzivni skupovi.

Dokaz. Buduéi da je h rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u, v,w : N¥ — N takve da
jew(x)#01

hx) = (— 1y 29
w(x)
Imamo

A ={xeN | hx) >0}
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= {x e N[ (1. YD o}

w(x)
= {x e N* | v(x) > 0 u(x) € 2N}.
Stoga za svaki x € N¥ vrijedi
Xa(x) = sg(v(x)) - you(u(x)).

Iz ovoga slijedi da je y4 umnoZzak funkcija sgov i yon o u koje su rekurzivne (2N je rekur-
zivan skup prema primjeru[1.2.8)). Stoga je x4 rekurzivna funkcija odnosno A je rekurzivan
skup.
Vrijedi

B ={xeN| h(x) =0}

= {x e N[ o1y YD o}

w(x)
:{xeNklv(x) :0},

paje xs(x) = sg(v(x)). Prema tome yp je rekurzivna funkcija Sto povlaci da je B rekurzivan
skup. Ocito je C = A U B pa iz propozicije [2.3.6|slijedi da je C rekurzivan skup. m|

Korolar 2.3.8. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Neka su
A={xeN| f(x) < g(x)},

B={xeN| f(x) = g},

C = {xe N'| f(x) < g(w)}.
Tada su A, B i C rekurzivni skupovi.

Dokaz. Definirajmo h : N¥ — Q sa
h(x) = g(x) = f(x).
Vrijedi
h=g+(f)
pa iz propozicije slijedi da je & rekurzivna funkcija. Imamo

A:{xeNk|h(x)>o},
B:{xeNklh(x):O},

C = {xeN | h(x) 2 0},
pa iz propozicije slijedi da su A, B i C rekurzivni skupovi. |
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Primjer 2.3.9. Neka je h : N — Q funkcija definirana sa

e(x, 1)

— (_1\¢x0) |
h) =D T T

Tada je h rekurzivna funkcija prema propoziciji Tvrdimo da je h surjekcija.
Neka je y € Q. Tada je
b

= (=1)%. —/——
y=D c+1

gdje su a,b,c € N. Neka je x = 2% -3 . 5°. Tada je

e(x,0) =a,
e(x,1) =b,
e(x,2)=c
paje
ho) = (-1 ——
Y= c+1

to jest h(x) = y.
Primjer 2.3.10. Neka je h : N — Q funkcija definirana sa

_e(x,0)
D= Tt

Ocito je h rekurzivna funkcija. Tvrdimo da je

Im h =[0,00) N Q.
Ocito je h(x) > 0, za svaki x € N, stoga je

Im h C[0,00) N Q.

Obratno neka je y € [0, 00) N Q. Tada je

_a
YA
gdje su a,b € N. Neka je
x=2.3"
Tada je
h(x) = =y.
) b+1 Y

Prema tome, y € Im h.. Time smo pokazali da je Im h = [0, c0) N Q.
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Lema 2.3.11. Neka je x € R, x > 0 te neka je € > 0. Tada postoji nenegativan racionalan
broj r takav da je
r<x<r+e

Dokaz. Ako je x = 0 onda uzmemo r = 0 i tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je x > 0. Promotrimo prvo sluc¢aj kada je

0<x-e
Vrijedi x — € < x pa postoji racionalan broj r takav da je
X—€<r<x

iz Cega slijedi da je
r<x<r+e

Uzmimo sada da je
x—e<0.

Tada uzmemo r = 0 i imamo
r<x<e=r+e.

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Teorem 2.3.12. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija takva da je
f(x) > 0 za svaki x € N*. Tada je funkcija g : N* — R definirana sa

g(x) = Vf(x)

rekurzivna.
Dokaz. Neka je h : N — Q rekurzivna funkcija takva da je Im h = [0, 00) N Q. Takva
funkcija postoji prema primjeru [2.3.10]
Neka su x € N, i € N. Prema lemi [2.3.11|postoji r € [0, o) N Q. takav da je
r<Afx) <r+27° (2.3)
Imamo r = h(j), zaneki j € N pa iz (2.3)) slijedi
. . —iN2
h(j)* < f(x) < (h(j) +27)".
Neka je

S ={(x.i.j) e N"? | x e N5 i, j e Ni h(j) < f(x) < (h(j) +27)}.



34 POGLAVLIJE 2. REKURZIVNE FUNKCIJENf — R

Dakle, za svaki x € N¥ i svaki i e N postoji j € N takav da je (x,i, j) € S.
Neka je
Si={(nij) e N | x e Ni, je Ni f(x) < (h(j) +27)).

Neka su F,G : N¥*2 — Q funkcije definirane sa

F(x,i, j) = f(x),
G(x,i,j) = h(j) + 27"

Funkcija F je kompozicija funkcije N2 — N¥ (x, i, j) — x (koja je rekurzivna jer su joj
komponentne funkcije projekcije) i funkcije f : N¥ — Q. Stoga je F rekurzivna funkcija
prema propoziciji|2.2.4
Sli¢no zakljucujemo da je G rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija.
No, tada je i

G-G:N'5Q

rekurzivna funkcija. Uo¢imo da je
$1 =y e N2 FO) < (G- GO}
Iz korolara[2.3.§|slijedi da je S| rekurzivan skup. Analogno zaklju¢ujemo da je skup
Sy ={(x.i,j) e N2 | x e N i, j e Ni h(j)’ < f(x)}

rekurzivan. Vrijedi S = §; NS, pa iz propozicije slijedi da je S rekurzivan skup.
Buduci da za svaki x € N¥ i za svaki i € N postoji j € N takav da je (x,i, j) € S, prema
lemi postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥*! — N takva da je

(x, 1, p(x,0) €S,

za svaki x € N¥ i za svakii € N.
Neka su x € N, i € N. Iz definicije skupa S slijedi da je tada

(h(e(x, ) < f(x) < (h(p(x, i) +27)

paje
h((x,1) < VF(x) < hlp(x, ) +27.
Stoga je
0 < VF() = hig(x, ) < 27,
to jest

18(x) = (h o @)(x, i) < 27".
Prema propoziciji hog : NFU — Q je rekurzivna funkcija pa imamo da je h o ¢
rekurzivna aproksimacija od g. Prema tome, g je rekurzivna funkcija. O



Poglavlje 3

Izracunljivi metricki prostori

3.1 Metricki prostori

Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija. Za d kaZemo da je metrika
na skupu X ako za sve x,y,z € X vrijedi sljedece:

1. d(x,y) >0
2. d(x,y) = 0 ako i samo ako x =y
3. d(x,y) =d(y, x)
4. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
Ako je d metrika na X onda za uredeni par (X, d) kaZzemo da je metricki prostor.

Primjer 3.1.1. Ako je (V,+,-) realni vektorski prostor onda je norma na (V,+,-) svaka
funkcija ||-|| : V — R koja ima sljedeca svojstva (za x € V sa ||x|| oznacavamo vrijednost
funkcije ||-|| na X):

1. ||x|| =0, za svaki x € V

2. xl=0&=x=0,

3. A= x| = |A] - ||x]l, za svaki x € V i za svaki A € R
4. lx +yll < [Ixll + lyll, za sve x,y € V

Pretpostavimo da je (V,+, -) realni vektorski prostor te da je ||-|| norma na (V, +, -). Defini-
rajmo funkcijud : VXV — R sa

d(x,y) = [lx =yl

35
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Tada je d metrika na V. Provjerimo to:
Ocito je d(x,y) > 0 za sve x,y € V.
Nadalje, ako su x,y € V onda je

dx,y) =0 |x-)l=0ex-y=0,ox=y
Za sve x,y € V vrijedi
dx,y) =llx =yl =D - =2l =1-1 -y -l = lly — xll = d(y, x).
Neka su x,y,z € V. Imamo
dix,y) =llx =yl =llx —z+z=yl <llx —zll + llz = yll = d(x,2) + d(z, y),

dakle
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).

Za d kazemo da je metrika inducirana normom |||| .

Primjer 3.1.2. Neka je ||| : R" — R funkcija definirana sa

(X1, X2y ooy XNl = {22 + X5 + X2

Tada je ||-|| norma na R* (pri cemu na R" promatramo standardnu strukturu vektorskog
prostora).

Naime, svojstva 1,2,3 iz definicije norme (primjer[3.1.1) se lako provjere.

Da bismo dokazali svojstvo 4 potrebno je dokazati da za sve Xy, ..., X, V1, ..., Yn € R vrijedi

VO + 312 + o+ (902 < \/x% +o a2+ \/y% +o 42

Kvadriranjem i sredivanjem dobiva se da je ova nejednakost ekvivalentna sa

XiVL 4 oo+ XyYp < \/xf ot X2 \/yf +..+ )2
Stoga je dovoljno dokazati da je
(X1 + e+ 00" S (X 4 e+ X0 - O] + oo+ 0. (3.1
Za fiksirane Xy, ..., Xn, V1, -.., Yo € R definirajmo funkciju f : R — R sa
F@ = (xp + 1517 + e+ (3 + 1)

Ocito je
f(H) =0,
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za svaki t € R. S druge strane f moZemo zapisati i kao

f(H)y=1- (y% + ... +yﬁ) +2-t-(x1y1 + .o + X)) + x? + ..+ xi.
Dakle, f je kvadratna funkcija pa iz f(t) > 0 za svaki t € R slijedi da je diskriminanta
kvadratne funkcije manja ili jednaka od 0. To povlaci da vrijedi nejednakost ([3.1).

Dakle, ||-|| je zaista norma na R".

Za |||| kazemo da je euklidska norma na R".

Neka je d : R" X R" — R metrika inducirana ovom normom. Za d kaZemo da je euklidska
metrika na R".

Uoc¢imo da za x,y € R", x = (X1, ..., X,), ¥ = (V1, ..., Yu) VFijedi

d(x,y) = llx =yl = [I(x1 = Y1, s X0 = Yl

pa je

d(x,y) = Vx = Y1) + oo+ (X, — Y0)*

Uocimo da za n = 1 imamo da je

d(x,y) = V(x=y)* = Ix—)l.
Primjer 3.1.3. Neka je X neprazan skup. Neka je d : X X X — R funkcija definirana sa

Lx#y
O,x=y

d(x,y) = { ;
Dokazimo da je d metrika na X. Svojstva 1 — 3 iz definicije metrike su ocita.
Neka su x,y,z € X. Nejednakost

d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)

je jasna u slucaju kada je x =y, a ako je x # y onda je z # x ili 7 # y pa je jasno da je bar
Jjedan od brojeva d(x,z) i d(z,y) jednak 1, iz cega zakljucujemo da navedena nejednakost
vrijedi. Dakle, d je metrika na X.

Za d kazemo da je diskretna metrika na X.

Definicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je G C X. Za G kaZemo da je gust
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji g € G takav
da je

d(x,g) < e.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor onda je X gustu (X, d).
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Primjer 3.1.5. Neka je d euklidska metrika na R te neka je G = R\ {0}. Tada je G gust
skup u (R, d).

To vidimo na sljedec¢i nacin: ako su x € Ri € > 0, onda uzmemo g = x, ako je x # 0 i
g =5.akoje x =0, tadaje g€ Gid(x,g) < €.

Dakle, G je gust u (R, d).

Dokazimo sada da je Q gust skup u (R,d). Neka su x € Rie > 0. Vrijedi x < x + €
pa postoji racionalan broj q takav da je

xX<g<x+e
Slijedi da je 0 < g — x < €. Stoga je
dx,q)=|x-ql=lg-xl=g-x<e

Dakle, za svaki x € R i za svaki € > 0 postoji q € Q takav da je d(x,q) < €. Prema tome,
Q je gust u (R, d).

Primjer 3.1.6. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tvrdimo da je Q" gust
skup u (R", d).

Neka je x € R", x = (x1,...,x,) te € > 0. Neka jei € {l,...,n}.

Buduci da je Q gust u (R, p) pri cemu je p euklidska metrika na R, postoji racionalan broj
qi takav da je

€
p(xia q1) < =

N
fo jest

€
IXi — qil < —.

Vi

Neka je g = (q1, ..., q,). Imamo

2 2 2
d(x,q) = V(X1 = q1)* + oo + (Xy — @) < \/%+...+%: \/n-%: Ve =

Dakle, d(x,q) < €i g € Q". Prema tome, Q" je gust u R".

Definicija 3.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (a,) niz u X. Za niz (a,) kaZemo
da je gust u (X, d) ako je njegova slika, skup {a, | n € N} gust u (X,d). Dakle, niz (a,) u X
Jje gust u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji
n € N takav da je

d(a,,x) < e.



3.1. METRICKI PROSTORI 39

Primjer 3.1.8. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (a;) niz u R definiran sa
e, 1)
e(i,2)+1°

Tada je {a; | i € N} = Q (primjer [2.3.10). Iz primjera slijedi da je (a;) gust niz u
(R, d).

a; = (=10

Primjer 3.1.9. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je (a;) niz u R"
definiran sa

. i1 .
a; = ((_1)‘5(’50) . & e (=)

' €i3/=2) iy, _:31=2)
e(i,2)+ 1’ ’ '

e(i,3j—-D+1" ei,3n—1) + 1
Ocito je a; € Q", za svaki i € N. DokaZimo sada da je svaki element iz Q" oblika a; za neki
i €N

Ako je g € Q" onda postoje brojevi ay, - -- ,a,, by, ,b,,c1, - ,c, takvi da je
b, b b,
— (=) . e (=)%Y e (=D .
9 (( ) c1+1 =D cj+1 =D c, +1
Definirajmo
/ - al . bl . cl. DR} al . b/ . c/ . DY an . bn . cn
=Py *Py Py 5P3j 3 P3jo P3j1" " s P3p3 P3p2 " Papr

Tada je a; = q. Prema tome {a; | i € N} = Q". Iz primjera[3.1.6] slijedi da je niz (a;) gust u
®R", d).

Primjer 3.1.10. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (a;) niz iz primjera
Neka je h : N*> — R funkcija definirana sa

h(i, j) = d(ai, a;).

Tvrdimo da je h rekurzivna funkcija. Za sve i, j € N vrijedi

hi, j) = |a; — a)|.
Definirajmo f,g : N> — Q sa
fG, j) = ai,
80, j) = a;.

Tada je f kompozicija funkcija a i I?, a g je kompozicija funkcija a i I%. Stoga su fig
rekurzivne (iz definicije funkcije a, to jest niza a, jasno je da je a rekurzivna kao funkcija
saNu Q). Vrijedi

h=1f+(=gl,
pa iz propozicije slijedi da je h rekurzivna kao funkcija N* — Q. Stoga je h rekurzivna
kao funkcija N*> — R.
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Napomena 3.1.11. U prethodnom primjeru smo zapravo dokazali sljedecu tvrdnju:
Ako je a; niz u R koji je rekurzivan kao funkcija sa N u Q onda je funkcija h : N*> — R,

h(i, j) = d(a;, a;)

rekurzivna pri cemu je d euklidska metrika na R. Zapravo iz propozicije |2.3.3|slijedi da je
za rekurzivnost funkcije h dovoljno da je a rekurzivna kao funkcija sa N u R.

Propozicija 3.1.12. Neka je n € N te d euklidska metrika na R". Neka sua',...,a" : N —
Q rekurzivne funkcije. Definirajmo niz (a;) u R" sa

_ 1 n
ai—(ai,...,ai).

Tada je funkcija h : N> — R definirana sa
h(i, j) = d(a;, a;)
rekurzivna.

Dokaz. Nekasui, j € N. Tada je h(i, j) = d((a}.....a!).(al.....a")) to jest

i J’

Wi, )= @ —all+ .+ (@] - al)
Definirajmo funkciju f : N> - Q sa
S B v n o2
fa. D= —a) +...+ (@ —-d)).

Tada je
h(i, j) = N f( ))
za sve i, j € N pa je prema teoremu [2.3.12) funkcija £ rekurzivna ako je funkcija f rekur-

zivna.
Dokazimo da je f rekurzivna. Za k € {1, ...,n} neka je g; : N> — Q funkcija definirana sa

i, j) = (@ — ),
za sve i, j € N. OCcito je da je g, rekurzivna funkcija za svaki k € {1,...,n}. Iz f =

g1 +...+g,ikorolara[2.2.3|slijedi da je f rekurzivna funkcija. Prema tome % je rekurzivna
funkcija. O
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3.2 Izracunljivi metricki prostori

Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je a gust niz u (X, d) takav da je
funkcija N> — R,

i, j) — d (e, ;)
rekurzivna. Tada za (X, d, @) kaZemo da je izracunljiv metricki prostor.

Primjer 3.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je a niz u R definiran sa

e(i,1)
e(i,2) +1°

Tada je prema primjeru a gust nizu (R, d), a prema primjeru|3.1.10|funkcija N> — R,
i, j)yr—d (ai, a j) je rekurzivna. Prema tome (R, d, @) je izracunljiv metricki prostor.

@ = (-1

Primjer 3.2.3. Neka je n € N\ {0}. Neka je d euklidska metrika na R". Neka su ay,...,a, :
N — Q funkcije definirane sa

kon _ €(i,3k=3) e(i,3k —2)
= (-1 B e A
@ () =D e 3k—1)+1
kef{l,...,n},i € N. Uoc¢imo da su ay,...,a, rekurzivne funkcije.
Neka je a niz u R" definiran sa
a; = (a,-l,...,a?),

i € N. Prema primjeru[3.1.9\niz a je gust u (R", d).
Iz propozicije 3.1.12| slijedi da je funkcija N* — R, h(i, j) — d(a;, a;) rekurzivna.
Prema tome (R", d, @) je izracunljiv metricki prostor.

Definicija 3.2.4. Neka je x € R. Za x kaZemo da je rekurzivan broj ako postoji rekurzivna
funkcija f : N — Q takva da je
lx = fO)I <27,

za svakii € N.
Primjer 3.2.5. Svaki racionalan broj je rekurzivan.
Uocimo prije svega ovo: ako je k € N\ {0} onda je svaka konstantna funkcija N* — Q

rekurzivna.
Naime, ako je f : N* — Q konstantna funckija, onda postoje a,b,c € N, c > 1, takvi da je

b
J =D -,
c
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za svaki x € N,
Definirajmo funkcije u,v,w : N¥ = N sa

u(x) = a,v(x) = b,w(x) =c,
za svaki x € N¥. Funkcije u, v, w su kao konstantne funkcije rekurzivne, a vrijedi

vx)
w(x)’

f() = (=1

za svaki x € N¥ pa zakljucujemo da je f rekurzivna funkcija.
Neka je x racionalan broj. Neka je f : N — Q funkcija definirana sa f(i) = x, za svaki
i € N. Tada je f rekurzivna funkcija i vrijedi

lx— f()l =0 <27,
za svaki i € N iz ¢ega zakljucujemo da je x rekurzivan broj.

Primjer 3.2.6. Neka je k € N\ {0} te neka je g : N¥ — R rekurzivna funkcija. Neka je
a € N*. Tada je g(a) rekurzivan broj.
Naime, bududi da je g rekurzivna postoji rekurzivna funkcija G : N¥*!' — Q takva da je

8(x) = G(x, )| < 27,

za svaki x € N j za svaki i € N.
Posebno, za x = a dobivamo
lg(a) — G(a,i)| <27,

za svaki i € N.
Neka je f : N — Q funkcija definirana sa

f() = G(a, ).
Funkcija f je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi
l8(a) = f()] < 27,
za svaki i € N. Ovo znaci da je g(a) rekurzivan broj.
Primjer 3.2.7. Neka je g : N — R funkcija definirana sa
gx) = V2,

za svaki x € N, Iz teorema |2.3.12| slijedi da je g rekurzivna funkcija. Prema prethodnom
primjeru g(a) je rekurzivan broj za svaki a € N. Dakle, V2 je rekurzivan broj.
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Uocimo sljedece: ako je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te x € X onda za svaki
i € N postoji j € N takav da je
d(x,a;) < 27,

Definicija 3.2.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te x € X. KaZemo da je x
izracunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

d(x, le(i)) < 2_i,

za svaki i € N.

Propozicija 3.2.9. Neka je d euklidska metrika na R te neka je « niz iz primjera Neka
je x € R. Tada je x rekurzivan broj ako i samo ako je x izracunljiva tocka u izracunljivom
metrickom prostoru (R, d, @).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je x izraCunljiva tocka u (R, d, ). Tada postoji rekurzivna
funkcija f : N — N takva da je _
d(x, a’f(i)) < 2_1,
za svaki i € N. Dakle,
lx = (ao (D <27,
za svaki i € N pa bududidaje e o f : N — Q rekurzivna funkcija prema propoziciji [2.2.4]
imamo da je x rekurzivan broj.

Obratno, pretpostavimo da je x rekurzivan broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N —
Q takva da je

lx — f()] <27,
za svaki i € N. Neka je
S ={i.k) eN| f() = a (k).
Imamo
S ={.k) eN? | (foI})(i.k) = (0 B3) (i, )}

pa iz korolara[2.3.8]i Cinjenice da su f o I7, @ o I3 : N* > Q rekurzivne funkcije slijedi da
je S rekurzivan skup.

Nadalje, za svaki i € N postoji k € N takav da je (i, k) € S (zato §to je svaki racionalni broj
oblika @, za neki k € N). 1z leme slijedi da postoji rekurzivna funkcija g : N — N
takva da je

(i,8(0) €S,
za svaki i € N. To znaci da je f(i) = a(g(i)), za svaki i € N pa slijedi da je

|X - a’g(,')| < 2_i
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to jest
d (X, CYg(,')) < 2_i,

za svaki i € N. Prema tome, x je izraCunljiva tocka u (R, d, @). m]

Definicija 3.2.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (x;)jay niz u X.
Za (x;) kaZemo da je izracunljiv niz u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija F : N> - N
takva da je

d (X,', a’F(i,k)) < Z_k,

za sve i,k € N,
Propozicija 3.2.11. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor.

1. Ako je (x;) izracunljiv niz u (X, d, @) onda je x; izracunljiva tocka u (X, d, @), za svaki
ieN.

2. Ako je a izracunljiva tocka u (X,d, @) onda je niz (x;) definiran sa x; = a, za svaki
i € N izracunljivu (X, d, ).

Dokaz. 1. Neka je (x;) izracunljiv niz u (X, d, @). Tada postoji rekurzivna funkcija F :
N? — N takva da je
d (x;, apap) <27,

za sve i,k € N. Fiksirajmo i € N. Definirajmo funkciju f : N — N sa
fk) = F(i, k).

Funkcija f je kompozicija funkcija F, konstantne funkcije N — N, k + i i funkcije
I]. Stoga je f rekurzivna funkcija. Iz definicije f je ocito da je

d (x,-, af(k)) < 2"‘,
za svaki k € N. Prema tome, x; je izracunljiva tocka u (X, d, ).

2. Vrijedid (a, af(k)) < 27% zasvaki k € N pri ¢emu je f : N — N rekurzivna funkcija.
Definirajmo F : N> — N sa
F(i,k) = f(k).

Funkcija F je rekurzivna jer je kompozicija funkcija f i I3. Nadalje, ocito je
d (x;, arip) <275,

za sve i, k € N. Prema tome, (x;) je izraCunljiv niz u (X, d, @).
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Primjer 3.2.12. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada za sve i,k € N vrijedi
_ —k
d(a’i, CYI]Z(i’k)) =0<2™.

Iz ovoga zakljucujemo da je « izracunljiv niz u (X, d, @).
Posebno, «; je izracunljiva tocka za svaki i € N.

3.3 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 3.3.1. Neka je n € N\ {0} te neka je S € N". Za S kaZemo da je rekurzivno
prebrojiv skup u N" ako je S # 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N" takva da
je

S={fOlielN}

(to jest takva da je S slika funkcije f).

Primjer 3.3.2. Neka je S rekurzivan skup u N, S # 0. Odaberimo a € S. Definirajmo
funkciju f : N — N sa
X, x€S

= {518

Tada je f rekurzivna prema propoziciji[l.2.3) a slika funkcije f je S.
Naime, za svaki x € N je ocito f(x) € S. S druge strane, za svaki x € S vrijedi x = f(x).
Prema tome

{f() [ xeN}=S.

Dakle, S je rekurzivno prebrojiv skup.

Lema 3.3.3. Neka su n,k,l € N\ {0}, neka su fi,...,f, : N* — N rekurzivne funkcije
te neka su S, ...,S, rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstveni
i€{l,...,n}takav da je x € S,. Neka je F : N* — N funkcija definirana sa

filx), akojexe S,
f(x), akojexe S,
F] (X) = .

fu(x), akojexeS,
Tada je F rekurzivna.

Dokaz. Za j € {1,...,1} neka je F; j — ta komponentna funkcijaod F te zai € {1,...,n}
neka je (f;); j — ta komponentna funkcija od f;. Tada za svaki j € {1,..., 1} i svaki x € NF
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vrijedi
(f)j(x), akojexe S,
Fi() = (fz)j(x)z akojex €S, |
(f)j(x), akojexeS,

Iz propozicije slijedi da je F'; rekurzivna funkcija. Dakle, F,..., F; su rekurzivne
funkcije pa slijedi da je F rekurzivna. O

Lema 3.3.4. Neka su k,n € N\ {0}, neka je S rekurzivan skup u N" te neka je a : N¥ — N"
rekurzivna funkcija. Tada je skup {x eNFla(x)e S } rekurzivan.

Dokaz. Oznacimo ovaj skup sa 7. Tada za svaki x € N¥ vrijedi

xr(x) = xs(a(x))
pa zaklju¢ujemo da je y7(x) rekurzivna funkcija. Prema tome, 7 je rekurzivan skup. O

Propozicija 3.3.5. Neka je n € N\ {0} te neka je S rekurzivan skup u N". Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je S prazan skup.
Pretpostavimo da je S neprazan. Neka je a : N — N” funkcija definirana sa

a(x) = (e(x, 1), e(x,2),...,e(x,n)).

Ocito je a rekurzivna funkcija.
Nadalje, a je surjekcija: akoje (yi,...,y,) ondazax = p)',..., p, vrijedia(x) = (y1, ..., yn).
Odaberimo b € S, b = (b4, ..., b,). Definirajmo funkciju f : N — N" sa

| ax),a(x) €S
f@ ‘{ b,a(x) ¢ S

Iz leme [3.3.3|1 leme [3.3.4|slijedi da je F rekurzivna funkcija.
Tvrdimo da je

{f(0) | xeN}=S. (3.2)

Jasno je da je f(x) € S, za svaki x € N.
Obratno, neka je y € S. Bududi da je a surjekcija postoji x € N takav da je a(x) = y.
Imamo f(x) = a(x), to jest

J) =y.
Prema tome, (3.2) vrijedi. 1z (3.2) zakljucujemo da je S rekurzivno prebrojiv skup. O
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Teorem 3.3.6. Neka su k,n € N\ {0} te neka je T rekurzivno prebrojiv skup u N¥*". Neka
je S € N¥ takav da za svaki x € N* vrijedi ekvivalencija

x €S8 © postoji y € N" takav da je (x,y) € T (3.3)
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je p : N¥" — NF funkcija definirana sa
P(X1s ey Xy Vs e es V) = (X150 ey Xp)-
Ocito je p rekurzivna funkcija. Tvrdimo da je
S = p(T). (3.4)

Neka je x € §. Tada postoji y € N" takav da je (x,y) € T. OCito je x = p(x,y). Stoga je
x € p(T).
Obratno, ako je x € p(T) ondaje x = p(t),t € T. Imamo t = (¢, 1), gdje su t; € N¥ 1, € N”,
Imamo

x=pt) = plt, 1) = 1,
dakle x = 1, pa je

(x1,5) = (11, ) €T,
Iz (3.3) slijedi x € S. Time smo dokazali da vrijedi (3.4).
Akoje T =0 ondaje S = 0 pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je T neprazan. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da
je
T = f(N).
1z (3.4)) slijedi
S =p(T) = p(fN)) = (p o HN).

To znaci da je S slika funkcije p o f koja je ocito rekurzivna.
Prema tome, S je rekurzivno prebrojiv skup. O

Lema 3.3.7. Neka je € > 0. Tada postoji i € N takav da je 27" < €.
Dokaz. Dokazimo prvo indukcijom da je
i <2, (3.5)

za svaki i € N\ {0}.
Zai =1 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je i < 2 za neki i € N.
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Imamo 1 <ipajei+ 1 <i+i=2i Daklei+1<2i<2-2 =2 Zakljutak (3.5) vrijedi
za svaki i € N\ {0}.
Odaberimo sada i € N\ {0} takav da je

Slijedi 1 < 2" paje 5 <e. i
Teorem 3.3.8. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija. Neka je

S ={xeN| f(x) > 0}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je F : N¥! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Dakle, F je rekurzivna
funkcija i za sve x € N, i € N vrijedi

|F(x) — F(x,i)] <27
Iz ovoga slijedi f(x,i) — f(x) <27 paje
F(x,i)—27" < f(x). (3.6)
Takoder imamo f(x) — F(x,i) <27 paje
f(x) =271 < F(x,i). (3.7)
Neka je x € N¥, Pretpostavimo da postoji i € N takav da je 27 < F(x, i). Tada je
0<F(x,i)—2"

pa iz (3.6) slijedi da je
0 < f(x),

to jest x.
Obratno, pretpostavimo da je x € S. Tada je 0 < f(x) pa postoji i € N takav da je

27 < >
Slijedi
227 < f(x)

paje , ,
27 < f(x) - 27",
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1z (3.7) zakljuCujemo da je
27" < F(x,i).

Nekaje T = {(x1,...,x.0) € N | 27 < F (xy,..., x4, )}. Za svaki x € N* vrijedi
x €S © postojii € Ntakavdaje (x,i)) e T (3.8)

Definirajmo G : N**! — Q sa

G(xl,...,xk,i) = E

Ocito je G rekurzivna funkcija. Vrijedi
T ={zeN""|G() < FR)}.

Iz korolora [2.3.§]slijedi da je T rekurzivan skup.
Posebno, T je rekurzivno prebrojiv pa iz (3.8) i teorema slijedi da je S rekurzivno
prebrojiv skup. O

Korolar 3.3.9. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — R rekurzivne funckije. Neka je

S = {xeN| f(x) < g()}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Funkcija g + (—=f) : N¥ — R je rekurzivna prema propoziciji 2.3.3] a za svaki
x € NF vrijedi
xeS e+ (= >0,

dakle
§ ={xeN | (g + (=N >0}

pa tvrdnja slijedi iz prethodnog teorema. O
Lema 3.3.10. Neka su k,n € N\ {0} te neka su f,g : N* — N" rekurzivne funkcije. Neka je
§ =[x eN| f(x) = ()]

Tada je S rekurzivan skup.

Dokaz. Nekasu fi,...,f, : N¥ - Nte gy,...,g, : N¥ —» N komponentne funkcije od f i
g.-Zaie€{l,...,n}nekaje

Si={xeN*| fitw) = gi(x)}.
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Neka je x € N¥, Vrijede ekvivalencije

xesS o

& fx) = gx)

& (fi(x), ..., [i(x) = (g1(x), ..., gu(x))
& filx) = g1(x), ..., fu(x) = gu()
o xelS,...,xe8,
xeS N...nS,.

Iz propozicije lako indukcijom slijedi da je presjek kona¢no mnogo rekurzivnih sku-
pova rekurzivan skup. Stoga je dovoljno pokazati da su Sy,...,S, rekurzivni skupovi.
Nekaje i € {1,...,n}. Funkcije f;, g; : N¥ — N su rekurzivne i kao funkcije sa N¥ — Q pa
rekurzivnost skupa S, slijedi iz korolara[2.3.8] Time je lema dokazana. m|

Teorem 3.3.11. Neka su k,n € N\ {0} te neka je S € N rekurzivno prebrojiv skup takav
da za svaki x € N¥ postoji y € N" takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija
f N = N” takva da je

(x, f(x)) €S,

za svaki x € Nk,

Dokaz. OCito je S neprazan skup pa stoga postoji rekurzivna funkcija 7 : N — N takva
da je
S ={h@)|ieNj}.

Stoga za svaki x € N¥ postoje y € N" i i € N takvi da je
(x,y) = h(D). (3.9)
Imamo y = (yy,...,y,). Definirajmo
Zzpf)-p{' R
Tada je
e(z,1)=yi,...,e(z,n) = y,,e(z,0) =i

paiz slijedi
(x,e(z,1),...,e(z,n)) = h(e(z,0)). (3.10)

Dakle, za svaki x € N* postoji z € N takav da vrijedi (3.10).
Neka je T skup svih (x,z) € N¥*! x € N*, z € N takvih da vrijedi (3.10). Neka su a,b :
N&*1T — NM7 funckije definirane sa

a(xy,...,x,2) =, ..., x,e(z, 1),...,e(z,n)),
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b(xi,...,x,2) = h(e(z,0)),

X1,..., X2 € N. Neka su ay, ..., i, : N — N komponentne funkcije od a. Tada je

a) = I]f+],. I II]:H
pasuay,...,a rekurzivne funckije.
Zai € {1,...,n} funkcija ai,; je kompozicija funkcija e, I{7] i konstantne funkcije N**! —
N, (x1,...,x,2) — i. Stoga je ai4; rekurzivna funkcija. Prema tome, a je rekurzivna
funkcija..

Neka je i’ : N¥*! — N funkcija definirana sa
W (xi,...,x2) = e(z,0).

Tada je /' rekurzivna funkcija te vrijedi b = h o h’ pa slijedi da je b rekurzivna funkcija.
1z definicije funkcija a i b te skupa T slijedi da je

T = {v e N | g(v) = b(v)}.

Iz leme |3.3.10|slijedi da je T rekurzivan skup.
Znamo da za svaki x € N¥ postoji z € N takav da je (x,z) € T. Iz leme slijedi da
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N takva da je

(x,o(x)) €T,

za svaki x € N¥, Stoga, za svaki x € N¥ prema definiciji skupa T vrijedi

(x, e(p(x), 1), ..., (@(x), 1)) = h(e(p(x),0))

pa slijedi
(x, e(p(x), 1), ..., ((x),n)) €S.
Definirajmo funkciju f : N¥ — N" sa

F(x) = (e(p(x), 1), (@(x), n)).

Tada je (x, f(x)) € S, za svaki x € N¥. O¢&ito su komponentne funkcije od f rekurzivne pa
je f rekurzivna funkcija. |

Lema 3.3.12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,a’,b,b’ € X. Tada je

ld(a,b) —d(a’,b")| < d(a,a’) +d(b, ).
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Dokaz. Koriste¢i nejednakost trokuta dobivamo
d(a,b) < d(a,a’)+d(d',b) < d(a,a’)+ d(d',b") + d(b,b").

1z toga slijedi
d(a,b) —d(d',b") < d(a,a’) +d(b,b"). (3.11)

Analogno dobivamo
dd',b')—d(a,b) <dd,a)+d®,b). (3.12)

Iz (3.11)) i (3.12)) zakljucujemo da je
|d(a,b) —d(a’,b")| < d(a,a’) +d(b,b").

O
Lema 3.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,a’,b,b’ € X. Tada je
ld(a,b) — d(d’,b)| < d(a,a").
Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne leme za b" = b. O

Propozicija 3.3.14. Neka je k € N\ {0}, neka je f : N* — R, te neka je F : N*! — R
rekurzivna funkcija takva da je

f(x) = F(x, )] < 27, (3.13)
za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je ® : N2 — Q rekurzivna aproksimacija od F. Tada za svaki x € N¥ i za
sve i,/ € N vrijedi
|F(x,i) — D(x,i, D] <27,

Posebno, za svaki x € N* i svaki i € N vrijedi
|F(x,i) — ®(x, i, i) <27
Koristeéi ovo i dobivamo da za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi
G, D) = Dx, i, D) =

= |f(x) — F(x,i) + F(x,i) — O(x, i, i)l
<|f(x) = F(x,i)| + |[F(x, i) — D(x,i,1)|
<27 427 =0.270
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Dakle,
|f(x,i) — D(x,i,i)] <2-27".

Posebno, za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi
[f(x) = ®d(x, i+ 1,i+ 1) <2-27@D =27 (3.14)
Definirajmo funkciju G : N*! — Q sa
Gx,i)=®(x,i+1,i+1).
Funkcija G je kompozicija funkcije NFt!T — N2,
X1, XD — (xg,..., 0+ 1,0+ 1)

koja je ocito rekurzivna i funkcije ®. Stoga je G rekurzivna.
Prema (3.14)) vrijedi
lf(x) = G(x, D) <27,

za svaki x € N¥ i za svakii € N.
ZakljuCujemo da je f rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.3.15. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je x € X. Tada je
x izracunljiva tocka u (X, d, @) ako i samo ako je funkcija g : N — R,

g(i) = d(x,a;)
rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je x izracunljiva tocka.
Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

d(x, af(k)) < 2"‘,
za svaki k € N. Neka su i, k € N. Koriste¢i lemu [3.3.13|dobivamo
|d(x, @) — d(a s, @) < 27

Dakle
|g(i) —d(@ @), 01i)| <2 (3.15)

Definirajmo funkciju G : N> — R sa

G(i, k) = d(a g, @).
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Neka je y : N> — R funkcija definirana sa
v(, j) = d(a;, a;).
Tada je y rekurzivna funkcija te za sve i, k € N vrijedi
G(i, k) = y(f(k), D).

Stoga je G kompozicija funkcije N> — N2, (i,k) —> (f(k), i) i funkcije y. Zakljucujemo
da je G rekurzivna funkcija. Prema (3.135) vrijedi

lg(i) — G(i, k)| < 27%.

Iz propozicije [3.3.14] slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Obratno, pretpostavimo da je g rekurzivna. Definirajmo

§ = {(k.i) | (i) <27},

Neka su i, b’ : N> — R funkcije definirane sa

h(k, ) = g(0),
W (k,i) =27,
za sve k,i € N. Vrijedi
h=goly

pa iz propozicije slijedi da je & rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju H : N> — N sa

H(y,x) = x".
Znamo da je H rekurzivna. Neka je @ : N> — N funkcija definirana sa
Ok, i) = 2",

Imamo

O(k,i) = H(I{ (k. 1).2)
iz Cega zakljucujemo da je ® kompozicija funkcija H, I? i konstantne funkcije N> — N s
vrijednos$éu 2. Prema tome @ je rekurzivna funkcija. Vrijedi

1
Dk, 1)

W (k,i) = (=1)°
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pa je o&ito i’ rekurzivna kao funkcija N> — Q. Stoga je h’ rekurzivna (kao funkcija
N? — R). Uoc¢imo da je

S = {(k, i) e N2 | h(k,i) < W (k, i)}.

Iz korolara[3.3.9|slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je k € N. Budu¢i da je « gust niz u (X, d) postoji i € N takav da je

d(x,a;) <27*

to jest
g(i) < 27*

Sto povlaci da je (k, i) € S. Dakle, za svaki k € N postojii € N takav da je (k,7) € S. Prema
teoremu [3.3.11] postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

(k, f(k)) €S,

za svaki k € N. Dakle, za svaki k € N vrijedi

g(ftky) <275,

to jest
d(x, af(k)) < 2"‘.

Prema tome, x je izraCunljiva tocka u (X, d, @). O

Propozicija 3.3.16. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (x;) niz u X.
Tada je (x;) izracunljiv niz u (X, d, @) ako i samo ako je funkcija g : N* — R,

g(j,i) = d(xj,Oli)
rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x;) izra¢unljiv niz. Tada postoji rekurzivna funkcija F : N* —
N takva da je
d(.Xj, aF(j,k)) < 2_k.

Neka su i, j,k € N. 1z leme |3.3.13| slijedi
Id(xj, a;) — d(arp, a’i)| < d(xj, apgr) <278

Definirajmo g : N> — R sa
G(], i, k) = d(ap(j,k), a/i).
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Analogno kao u dokazu prethodne propozicije dobivamo da je G rekurzivna funkcija.
Zasve j,i,k € N vrijedi
180, ) = G i, k) < 27

pa iz propozicije [3.3.14]slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo sada da je g rekurzivna funkcija. Definirajmo

S ={Gi ki) | gGiri) < 27},
Nekasuh, i : N3 > R funkcije definirane sa

h(jok, i) = g(j, i) i W' (jok, i) = 27F,
J.k,i € N. Vrijedi
h=gop
gdje je p : N* — N? funkcija definirana sa
PGk, D) = (j,1).

Ocito je p rekurzivna funkcija pa iz propozicije [2.3.4{slijedi da je & rekurzivna. Analogno
kao u dokazu prethodne propozcije vidimo da je 4’ rekurzivna funkcija.
Vrijedi

S =AUk, D) | h(j. k. D) < B (j.k, D)}

pa iz korolara [3.3.9slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup.
Neka su j, k € N. Budu¢i da je a gust niz u (X, d) postoji i € N takav da je

d(x,a;) <27F,

to jest
g, <27

pa slijedi da je (j, k, i) € S. Dakle, za sve j, k € N postoji i € N takav da je (j,k,i) € S.
Prema teoremu [3.3.11|postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva da je

(. k, f(J, k) €S,
za sve j, k € N. Iz definicije skupa S slijedi da je
g f(G, k) <27,

to jest
—k
d(xj, apgr) <27,

za sve j,k € N. Stoga je (x;) izraCunljiv niz. i
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Propozicija 3.3.17. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;) i (y;)
izracunljivi nizovi u (X, d, @). Neka je g : N> — R funkcija definirana sa

g(l’ .]) = d(xi’ yj)
Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Buduéi da su (x;) i (y,) izra¢unljivi nizovi postoje rekurzivne funkcije f,h : N* —
N takve da je
d(xi, @pp) < 2751 dQy ), anga) < 27,

zasve i, j,k € N.
Neka su i, j, k € N. Koriste¢i lemu [3.3.12] dobivamo

|d(xi,)’j) SRUCT a’h(j,k))| <d(xi, app) + A0y, ange) < 27+ 278

Dakle,
|d(xi, y) = d(@sips anga)| < 227" (3.16)

Neka je G : N* — R funkcija definirana sa
G, j, k) = d(@ix, anin)-
Neka je E : N? — R funkcija definirana sa
E(u,v) =d(a,, a,).

Funkcija E je rekurzivna po definiciji izracunljivog metrickog prostora. Za sve i, j,k € N
vrijedi

G(i, j, k) = E(f(i, k), h(j, k).
Stoga je G = E o A gdje je G : N> — N? funkcija definirana sa

A(, j, k) = (f(i, k), h(j, k)).
Ocito je A rekurzivna funkcija pa iz propozicije [2.3.4] slijedi da je G rekurzivna. Iz (3.16)
slijedi da je

18, J) = GG, j, k)l < 2-27F,

za svaki i, j,k € N,
Posebno, za sve i, j, k € N vrijedi

lg(i, j) = GG, j,k+ 1) <2- 2% =7k (3.17)

Funkcija N* — R, (i, j,k) — G(, j,k + 1) je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija pa iz (3.17)) i propozicije [3.3.14]slijedi da je g rekurzivna funkcija. O






Poglavlje 4

Strukture izracunljivosti

4.1 Efektivni separirajuci nizovi

Definicija 4.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan skup Ciji elementi
su nizovi u X. Za S kazemo da je struktura izracunljivosti na (X, d) ako vrijede sljedeca
svojstva:

1. Ako su (x;),(y;) € S onda je funkcija N? - R,(i, j) — d(x;,y ;) rekurzivna.
2. Ako je (xi)ien € Ste f : N — N rekurzivna funkcija onda je (xf;))ien € S.

3. Ako je (y;) niz u X takav da je d(y;, xrix) < 275, za sve i,k € N gdje je F : N> - N
rekurzivna funkcija i (x;) € S onda je (y;) € S.

4. Postoji (x;) € S takav da je (x;) gust niz u (X, d).
Definicija 4.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je a niz u X. KaZemo da je a
efektivan separirajuéi niz u (X, d) ako je a gust u (X,d) i funkcija N> — R, (i, j) —>

d(a;, @) je rekurzivna.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor i @ niz u X onda je a efektivan separi-
rajuci niz (X, d) ako i samo ako je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor.

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je a efektivan separirajuci niz (X, d). Oznac¢imo sa
S, skup svih nizova (x;) koji su izracunljivi u izraCunljivom metrickom prostoru (X, d, @).

Propozicija 4.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je « efektivan separirajuci niz u
(X,d). Tada je S, struktura izracunljivosti na (X, d).

59
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Dokaz. Dokazimo da vrijede svojstva 1-4 iz definicije strukture izracunljivosti.

Neka su (x;),(y;) € S;. Tada su (x;),(y;) izraCunljivi nizovi u (X, d, @) pa iz propozicije
slijedi da je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna. Prema tome, svojstvo
1 vrijedi.

Iz primjera [3.2.12] slijedi da je a izraCunljiv niz u (X, d, ), odnosno & € S,. Znamo da je
a gust niz u (X, d). Prema tome, svojstvo 4 vrijedi.

Neka je (x;) € S; te neka je f : N — N rekurzivna funkcija. Slijedi da je (x;) izracunljiv
niz u (X, d, @), to jest postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da vrijedi

d(x;, ) <27,
za sve i, k € N. Iz ovoga slijedi da za sve i, k € N vrijedi

d(x s, @p(rin) < 27 4.1
Definirajmo funkciju G : N*> — N sa
G(i, k) = F(f(i), k).
Vrijedi
G(i.k) = F((f © I, k)., 13, )
iz Cega slijedi da je G rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz (@.1) slijedi
d(x g, @oip) < 275,

odnosno (xz;) je izraCunljiv niz u (X, d, @), to jest (x5;) € S,. Time smo dokazali da
vrijedi svojstvo 2.

DokazZimo sada da vrijedi svojstvo 3. Pretpostavimo da su (x;) i (y;) nizovi u X pri ¢emu je
(x;)) € S, te daje F : N> — N rekurzivna funkcija takva da je

di, Xrip) < 27, (4.2)

za sve i,k € N. Slijedi da je (x;) izraCunljiv niz (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija
G : N? - N takva da je
d(x;, @gp) < 275 (4.3)

zasve i,k € N.
Neka su i, k € N. 1z (4.2) slijedi

d(yi, XFij+1)) < 2~k+D 4.4)

Nadalje, iz (4.3) slijedi
d(xF(i,k+l)’a/G(F(i,k+l),k+l)) < 2_(k+1) (45)
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Koristeéi i dobivamo
dyi, ¥GF k1 k1) < dVis XFps1) T A(XEG R4 AGEFEG I+ A1)

< 9=k+l) | p=(ksl) _ k.
Odnosno

d(yi, @G nan) < 27 (4.6)
Neka je H : N> — N funkcija definirana sa

H(i,k) = G(F(i,k+ 1),k + 1).
Neka je F’ : N*> — N funkcija definirana sa
F'(i,k) = F(@i,k+1).
Funkcija F” je kompozicija funkcija F, I7 i s o I;. Stoga je F’ rekurzivna. Imamo
H(i, k) = G(F'(i, k), (s o I5)(i, k),
stoga je H rekurzivna funkcija. Iz[.0) slijedi da je
d(yi, apiip) < 27,

odnosno (y;) € S,. Time je svojstvo 3 dokazano. O

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a i S efektivni separirajui nizovi u (X, d).
KazZemo da su « i 8 ekvivalentni 1 piSemo a ~ § ako je a izraCunljiv u (X, d, ).

Lema 4.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i B efektivni separirajuci nizovi u

(X, d). Pretpostavimo da je a ~ . Tada je B ~ .
Dokaz. Imamo da je « izraCunljiv niz u (X, d, ) pa iz propozicije [3.3.16] da je funkcija

g : N? — R definirana sa

g(, j) = d(@;,8))
rekurzivna. Zelimo dokazati da je 3 izralunljiv niz u (X, d, @). Prema propoziciji [3.3.16
trebamo dokazati da je funkcijay : N> — R definirana sa

Y@, j) = dBi, ;)
rekurzivna. Za sve i, j € N vrijedi

Wi, j) = dBra)) = d(a;.B) = §(ju1) = g(H, ),
gdje je H : N*> — N? funkcija definirana sa
H(, j) = (J, D).

Dakle, y = g o H, a o¢ito je h rekurzivna funkcija pa iz propozicije [2.3.4] slijedi da je y
rekurzivna funkcija. Prema tome £ je izracunljiv niz u (X, d, @), odnosno 8 ~ a. |
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Propozicija 4.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i B efektivni separirajuci
nizovi u (X, d). Tada je « ~ 8 ako i samo ako je S, = Sg.

Dokaz. Pretpostavimo da je @ ~ 8. Dokazimo da je S, € Sg. Neka je (x;) € S,. Tada je
(x;) izraCunljiv niz u (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

d(x;, apip) < 275, 4.7)

zasve i,k € N.

Zbog a ~ 8 imamo da je a izraCunljiv u (X, d, ), odnosno & € Ss. Prema propoziciji .1.3]
S; je struktura izraCunljivosti na (X, d) pa iz i @ € Sg1isvojstva 3 definicije strukture
izraCunljivosti slijedi da je (x;) € Sg.

Prema tome je S, € Sp. Nadalje, iz @ ~ fileme slijedi 8 ~ @ pa prema dokazanom
vrijedi S € S,. Stoga je S, = Ss.

Pretpostavimo sada da je S, = Sg. Znamo da je « izraCunljiv niz u (X, d, @) to jest da je
a € S,. Slijedi & € S pa je a izraCunljiv u (X, d, 8) odnosno a ~ . O

Korolar 4.1.6. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su a, B iy efektivni separirajuci
nizovi u (X, d). Pretpostavimo da je a ~ B te da je B ~ y. Tada je a ~ vy.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi S, = Sgi1 S = S, paje S, = S,. Slijedi da
jea ~v. O

Propozicija 4.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor, S struktura izracunljivosti na (X, d) te
neka je a gust niz u (X, d) takav da je a € S. Tada je « efektivan separirajuci niz u (X, d)
teje S, = S.

Dokaz. 1z definicije strukture izracunljivosti na (X, d) slijedi da je funkcija N?> — R,
(i, j) = d(a;, a;) rekurzivna. Prema tome, « je efektivan separirajuci niz u (X, d). Neka je
(x;) € S,. Tada je (x;) izralunljiv niz u (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija F : N> — N
takva da je

d(x;, apgp) < 275,

zasve i,k € N. Iz ovoga i svojstva 3 definicije strukture izracunljivosti slijedi da je (x;) € S.
Prema tome S, C S.
Obratno, neka je (x;) € S. Tada iz svojstva 3 definicije strukture izracunljivosti slijedi da
je funkcija N> — R

i, ) — d(xi,aj)
rekurzivna. 1z propozicije slijedi da je (x;) izraCunljiv u (X, d, @). Stoga je (x;) € S,.
Zakljucak, S, = S O

Korolar 4.1.8. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S struktura izracunljivosti na
(X, d). Tada postoji efektivan separirajuci niz @ u (X, d) takav da je S, = S.
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Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije i svojstva 4 definicije strukture izraCunljivosti.
O

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X. Definirajmo funk-
cijud :YxXY — Rsa
d'(x,y) = d(x,y).

Tada je d’ metrika na Y. Za (Y, d’) kazemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za izraCunljiv metricki prostor (Y, d’, B)
kaZzemo da je potprostor od (X, d, @) ako je (Y, d") potprostor metrickog prostora (X, d) te
ako je B izraCunljiv niz u (X, d, ).

Propozicija 4.1.9. Neka su (X,d, @) i (Y,d',[) izracunljivi metricki prostori pri Cemu je
(Y,d") potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y,d',[) potprostor izracunljivog me-
trickog prostora (X, d, @) ako i samo ako je Sg C S,.

Dokaz. Pretpostavimo da je (Y,d’, ) potprostor od (X, d, @). Tada je 8 izraCunljivi niz u
(X,d,a), tojest B € S,. Neka je (x;) € Sp. Tada je (x;) izracunljiv niz u (Y, d’, B) pa postoji
rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

d(x;, Brax) < 275,

zasve i,k € N. IzovogaiB € S, te svojstva 3 definicije strukture izracunljivosti slijedi da
je (x;) € S,. ZakljuCak Sz C S,,.

Obratno, pretpostavimo da je Sz C S,. Vrijedi 8 € Sy pa slijedi 8 € S, $to znaci da je
B izraCunljiv u (X, d, @), odnosno (Y,d’,8) je potprostor izracunljivog metri¢kog prostora
X, d,a). m]

Neka je X neprazan skup te neka su d i d’ metrike na X. Za d i d’ kazemo da su
ekvivalentne metrike ako postoji pozitivni brojevi M i N takvi da je

dx,y) <M -d'(x,y)id'(x,y) <N -d(x,y),
zasve x,y € X.

Propozicija 4.1.10. Neka je X skup te neka su d i d’ ekvivalentne metrike na X. Neka je
S C X. Tada je S gust skup u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je S gust skup u
metrickom prostoru (X, d").

Dokaz. Pretpostavimo da je S gust u (X,d). Buduci da su d 1 d’ ekvivalentne metrike
postoji pozitivan broj N takav da je

d'(x,y) <N -d(x,y), (4.8)
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zasve x,y € X. Nekasux € X1ie > 0. Buducidaje S gustu (X,d) postoji s € S takav da
je

€
dlx,s) < —.
(x, 5) N
Iz ovoga slijedi da
Nd(x,s) < €
pa je prema (4.8)
d(x,s) <e.

ZakljuCujemo da je S gust skup u (X, d"). Analogno dobivamo da je S gust u (X, d) ako je
S gustu (X,d"). O

4.2 Linearna metrika

Definicija 4.2.1. Neka je d metrika na R. Za d kaZemo da je linearna metrika ako za sve
X,v,Z € R takve da je x <y < z vrijedi

d(x,2) = d(x,y) + d(y,2).

Uocimo da je euklidska metrika na R linearna metrika. Nadalje, uoc¢imo da diskretna
metrika na R nije linearna metrika.

Propozicija 4.2.2. Neka je d : R XR — R funkcija. Tada je d linearna metrika ako i samo
ako postoji strogo rastuca funkcija f : RXR — R takva da je

d(x,y) = |f(x) = fOI, (4.9)
za sve x,y € R.
Dokaz. Pretpostavimo da je d linearna metrika. Definirajmo funkciju f : R — R sa

[ d0,x),x>0
flo) = { A0 <0 (4.10)

Tvrdimo da je f strogo rastuca funkcija. Neka su x,y € R, x < y. Dokazimo da je
f(x) < f(y). Imamo tri slucaja:

I.0<x<y
Tada je d(0,y) = d(0, x) + d(x,y) pa je

d(0, x) < d(,y),
to jest f(x) < f(y).
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2. x<y<0
Tada je d(0, x) = d(x,y) + d(0,y) pa je

d(0,y) < d(0, x),
to jest —d(0, x) < —d(0,y). Slijedi f(x) < f().

3. x<0<y
Tada je f(x) <0 < f(y), tojest f(x) < f(y).

Prema tome, f je strogo rastuéa funkcija.
Dokazimo da vrijedi (4.9). Dovoljno je dokazati da za sve x, y € R takve da je x < y vrijedi

d(x,y) = f(y) = f(%).
Neka su x,y € R takvidaje x < y.

I.0<x<y
Koristeéi ¢injenicu da je d linearna metrika dobivamo f(y) = f(x) + d(x,y) pa je

d(x,y) = f(y) — f(x).

2. x<y<0
Tada je —f(x) = d(x,y) — f(y) pa je

d(x,y) = f(y) = f().

3. x<0<y
Tada je
d(x,y) = —f(x) + f().

Obratno, pretpostavimo da je f : R — R strogo rastu¢a funkcija te da vrijedi . Zelimo
dokazati da je d linearna metrika. Ocito je da za sve x,y € R vrijedi

dix,y)20,dx,y) =0 x=y 1 dx,y) =d@,x).
Neka su x,y,z € R. Tada je
dx,z) = |f(x) - f@)| =
=f(0) =)+ - @)

<1f) = fOI+ 1) = f@)

Dakle
d(x,2) <d(x,y) +d(y,2).
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Prema tome, d je metrika na R.
Neka su x,y,z € R takvi da je x < y < z. Budu¢i da je f strogo rastuca funkcija imamo

J(x) < f(y) < f(2) paje
d(x,y) +d(y,2) = |f(x) = fOI+ [f () - f2)] =
=fO) =)+ [ - f©)
= f(@) - f(x) = d(x,2).
Prema tome, d je linearna metrika. O

Lema 4.2.3. Neka je d linearna metrika na R. Neka su a,b € R, a < b. Neka je x € R.
Tada je a < x ako i samo ako je d(x,b) < d(a,b) ili d(x,b) < d(x, a).

Dokaz. Pretpostavimo da je a < x.

1. x<b
Tada je a < x < b paje d(a,b) = d(a, x) + d(x,b). Budu¢i da je d(a, x) > 0 imamo
d(x,b) < d(a,b).

2. b<x
Tadaje a < b < xpajed(a,x) =d(a,b) + d(b, x), to jest d(b, x) < d(a, x).
Obratno, pretpostavimo da je
d(x,b) <d(a,b)ili d(x,b) < d(x,a) “4.11)

Tvrdimo da je a < x. Pretpostavimo suprotno, tada je x < a pa imamo x < a < b §to
povlaci
d(x,b) > d(x,a)id(x,b) > d(a,b).

Kontradikcija s (4.11)). Dakle, a < x. O

Lema 4.2.4. Neka je d linearna metrika na R. Neka su a,b € R, a < b. Neka je x € R.
Tada je x < b ako i samo ako

d(x,a) <d(a,b)ili d(x,a) < d(x, D). (4.12)
Dokaz. Pretpostavimo da je x < b. Tada je
a<x<bilix<a<hb,

a u oba slucaja lako slijedi (4.12).
Obratno, neka vrijedi (4.12)). Tvrdimo da je x < b. Pretpostavimo suprotno, to jest b < x.
Imamo a < b < xpaje

d(a,x) > d(b,x)1d(a, x) > d(a,b)

Sto je u kontradikciji sa (4.12)). Prema tome, x < b. m|
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Propozicija 4.2.5. Neka je k € N\ {0} te neka su S i T rekurzivno prebrojivi podskupovi
od N, Tada su i skupovi S UT i S N T rekurzivno prebrojivi u N*,

Dokaz. Akoje S = 01T = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo daje S # Qili T # (. Tada
postoje rekurzivne funkcije f, g : N — NF takve da je

S={fO1ieN}iT ={g()|ieN}.

Definirajmo & : N — N¥ sa

h(@) =

{f@@OD,dLD paran (4.13)

g(e(i,0)), e(i,1) neparan
Neka je S| = {i € N | e(i, 1) paran}. Vrijedi

xs, (@) = xan(e(i, 1))
pa zakljuujemo da je y, rekurzivna funkcija. Prema tome, S, je rekurzivan skup. Vrijedi
N f(e(l,())), ieS]
ho = { §(ei.0)), i€ S§ 19

Iz leme [3.3.3]slijedi da je & rekurzivna funkcija. OCito je {(i) | i € N} podskup od S U T.
Obratno, nekajeye S UT. Tadajeye Siliye T. Akojey € § onda je y = f(i), za neki
i € N, te imamo

y = f(i) = h@2"-3°.
Akojey e T ondajey = g(i), zanekii € N paje

y=g@)=h2"-3".
U svakom slucaju y € {h(i) | i € N}. Prema tome

{h())|ieN} =S UT.

Zakljucak, S U T je rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je x € N¥, Tada je
xeSNTexeSixeT
& postoji i € N takav da je x = f(i) i postoji j € N takav da je x = g())
Dakle,
xeS NT & postoji (i, j) € N? takav dajex = f(i)ix=g()) 4.15)

Definirajmo
Q ={(x.i,j) eNM2 | x = £ i x = g(j)}.
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Tada je Q = Q' N Q" gdje je
QO ={(xi,j) e N | x = f(D)],
Q" = {(x,i, j) e N°? | x = g(j)}
Neka su fi, ..., fi : N = N komponentne funkcije od f. Za svakil € {1,...,k} neka je
Q) = {(x1..... %0, j) € N¥2 | 3y = fi(i)}.
Zasvakil e {1,...,k}isve xy,...,x;, 1, j € N vrijedi
X (X1, X, 6 J) = 58(1x = fi(D)).

Stoga je yo rekurzivna funkcija. Dakle €] je rekurzivan skup.

Buduci daje Q' = Q) N ...N L imamo da je Q' rekurzivan skup (propozicija2.3.6).
Analogno dobivamo da je Q" rekurzivan skup. 1z Q = Q" N Q" slijedi da je Q rekurzivan
skup, stoga je i Q rekurzivno prebrojiv skup (propozicija[3.3.5)).

Iz slijedi da za svaki x € N¥ vrijedi

xeS NT & postoji (i, j) € N? takav da je (x, i, j) € Q.
Iz teorema[3.3.6|slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv skup. m|

Propozicija 4.2.6. Neka je d linearna metrika te neka je a efektivan separirajuci niz u
metrickom prostoru (R, d). Neka je x, izracunljiva tocka u (R, d, «). Tada su skupovi

S={{eN|xx<aq}liT={I{eN|q < x}
rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Odaberimo y, € R takav da je xo < yo. Neka je r = d(xp,y0). OCito je r > 0.
Bududi da je e gust niz u (X, d) postoji n € N takav da je

d(yo, @) <.

Imamo
d(ay,,yo) < d(xo,Y0)

paiz leme4.2.3|slijedi da je xp < @,. Neka je i € N. Iz leme 4.2.3|slijedi da je
Xo < a; © d(a;, a,) < d(xy, a,) 1l d(a;, ) < d(a;, xp) (4.16)
Definirajmo funkcije f,g : N — R sa
() = d(aj, an),
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g() = d(ai, xo).

1z propozicije slijedi da su f 1 g rekurzivne funkcije. Neka je 4 : N — R funkcija
definirana sa
h(i) = d(xo, ay).

Uocimo da je h(i) = g(n) pa je h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz
slijedi da je
ieS e fi) < h()ili £G) < g(i) 4.17)

Neka je
S"={ieN|f@)<h@}iS”" ={ieN| f(i) < g@)}.

Prema korolaru[3.3.9]S” i S” su rekurzivno prebrojivi. Iz jasnojedajeS =S'US”
pa iz propozicije 4.2.5|slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno, koristeéi lemu dobivamo da je T rekurzivno prebrojiv skup. O

Lema 4.2.7. Neka je d linearna metrika. Neka su a,b, x € R. Pretpostavimo da je x < a i
x<bilia<xib < x Tada je

|d(x,a) — d(x,b)| = d(a,b). (4.18)
Dokaz. Uzmimodajex <aix <b. Akojea < bh,tadajex <a<bpaje
d(x,b) = d(x,a) + d(a, D).

Iz ovoga slijedi da je
d(a,b) = |d(x,b) — d(x,a)|.

Do istog zakljucka dolazimo ako je b < a.
Analogno dobivamo da nejednakosti a < xi b < x povlace (@.18). O

Propozicija 4.2.8. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S rekurzivno prebrojiv skup u N*. Tada je f~'(S) rekurzivno prebrojiv skup u NF,

Dokaz. Akoje S =0 ondaje f71(S) = 0.
Pretpostavimo da je S # 0. Tada postoji rekurzivna funkcija g : N — N” takva da je

S ={g(@)|ieN}.
Neka je x € N*. Tada je
X € f‘l(S) & f(x) € S & postojii e N takav da je f(x) = g(x). (4.19)

Q ={(x1,.... % 1) €N flxn,. . x) = ().

Iz leme [3.3.10] lako zakljuujemo da je Q rekurzivan skup. Iz m slijedi da je f~(S)
rekurzivno prebrojiv skup. O
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Teorem 4.2.9. Neka je d linearna metrika te neka su « i B efektivni separirajuci ni-
zovi u (R, d) takvi da izracunljivi metricki prostori (R,d,a) i (R,d,) imaju zajednicku
izracunljivu tocku. Tada je a ~ .

Dokaz. Neka je x( zajednicka izracunljiva tocka od (R,d, @)1 (R, d,8). Neka su
St={ieN|xg<a}iS ={ieN|a; < xp}

T+:{i€N|XO<ﬁi}iT_:{i€N|ﬁi<X0}.

Prema propoziciji [#.2.6]ti skupovi su rekurzivno prebrojivi.
Neka su i, k € N. Tvrdimo da postoji j € N takav da je

|d(xo, 8:) = d(x0, )| < 27 (4.20)

(jeS*tiieTHili(jeS iieT7)ili (d(xy,B) <2 “Vid(xp,a;) <27®V).  4.21)

Prema propoziciji [4.2.6]ti skupovi su rekurzivno prebrojivi.
Neka su i, k € N. Tvrdimo da postoji j € N takav da je

|d(xo, 8:) — d(x0, )| < 27F, (4.22)
(jeS*tiieTHili(jeS iieT)ili (d(xp,B) <2 ®Vid(xy,a;) <27®V).  (4.23)
Da bismo ovo dokazali pretpostavimo prvo da je x, < ;. Neka je
r = d(xo, ).
Bududi da je o gust niz postoji j € N takav da je
d(a;. ) < min {27, r}. (4.24)

Imamo
d(a;,Bi) < r=d(xy,p;)
pa iz leme slijedi da je xo < «;. Dakle,i € T*ije S*.

Nadalje
|d(x0. ) = d(xo, @))| < d(Bi, @),
a prema (4.24)) vrijedi
dBi,a;) <27
Prema tome

|d(xo, 8)) — d(x0, )| < 275,
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Zakljucak, vrijede (4.22) i (4.23)).
Na isti na¢in dobivamo da postoji j € N takav da vrijede (¢.22) i (4.23) u slucaju kada je

ﬁi < Xp.
Ako je B; = xo onda odaberemo j € N takav da je

d(xg, ;) < 2 k),

Tada je ocito da vrijede (4.22)) i (4.23).
Prema tome, za sve i, k € N postoji j € N takav da vrijedi (4.22)) i (4.23)).
Pretpostavimo sada da su i, j, k € N takvi da vrijede (4.22)) i (4.23). DokaZimo da je

dBi,a;) <27~
Imamo tri slucaja:
l.ieT*ijeS*
Tada je xo < @; i xo < B; pa iz leme [#.2.7]slijedi da je
|d(x0, B) = d(xo, )| = d(Bi, ).
Iz (4.22) slijedi da d(B;, @) < 27%.
2.ieT"1jeS™
Tada je @; < xo i B; < xo pa analogno zaklju¢ujemo da je d(B;, @) < 27*.

3. d(xo,ﬁ,-) < 2~ (k+D) id()Co,a’j) < ~(k+1)
Tada je
d(Bi,aj) < d(B;, xo) + d(xo, @)

< 2—(k+1) + 2—(k+1) — 2k.

Dakle, ako su i, j, k € N takvi da vrijede (4.22) i (4.23) onda je d(8;, @;) < 27*.

Neka je Q skup svih (i, k, j) € N° takvih da vrijede (4.22) i (4.23).

Neka je Q' skup svih (i, k, j) € N° takvih da vrijedi (4.22)). Nadalje, neka je Q" skup svih
(i, k, j) € N° takvih da vrijedi (4.23).

Ocito je
Q=Q'NnQ". (4.25)
Neka su f, g : N — R funkcije definirane sa
(@) =d(x0,B:) 18()) = d(xo, @), (4.26)

zasve i, j € N. Funkcije f i g su rekurzivne prema propoziciji[3.3.15]
Imamo

Q' = {(i.k. ) € N |If() - 8] < 27},
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Definirajmo funkcije 2, ' : N* — R sa
h(i k. j) = (@) = g@I i 1 Gk, j) = 275
Ocito je h’ rekurzivna funkcija, a iz

b

h=|foR-gol}

propozicije [2.3.4]i propozicije [2.3.3]slijedi da je & rekurzivna funkcija.
Vrijedi

Q' =Gk, j) € N° | Wik, j) < WGk, )
pa iz korolara [2.3.§]slijedi da je Q' rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je
I={Gkj)eN’ | jeS*iieT?),
L=k j)eN’ | jeS iieT),
I3 = {(i, k, j) € N° | d(x0,8;) < 27%V i d(x,@)) < 2‘“‘“)},
Tada je
Q" =T UL UT; (4.27)
Neka je
U=k j)eN [ieT) iV =Gk e’ |jes).
Imamo

U={ik e’ | eT =)'

pa iz propozicije 4.2.8slijedi da je U rekurzivno prebrojiv skup. Analogno dobivamo da je
V rekurzivno prebrojiv skup.

Buduéi da je I'y = U N V prema propoziciji dobivamo da je I'; rekurzivno prebrojiv
skup. Analogno zaklju¢ujemo da je I'; rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je

A ={(i.k, j) € N | d(xp, ) < 275V} i B = {(i.k, j) € N* | d(x0. ;) < 274D},
Neka je H : N° — R funkcija definirana sa
H(i,k, j) = 27®*D,
Ocito je H rekurzivna funkcija. Imamo

A={i.k j) e N | (g o BNk, ) < HGisk, )
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pri ¢emu je g funkcija iz (4.26)). 1z korolara[2.3.§]slijedi da je A rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno dobivamo da je B rekurzivno prebrojiv skup.

IzT'5 = ANBsslijedi da je I'; rekurzivno prebrojiv skup. 1z slijedi da je Q" rekurzivno
prebrojiv.

Konacno iz zakljuCujemo da je I' rekurzivno prebrojiv.

Znamo da za sve i, k € N postoji j € N takav da vrijede i (4.23). Prema tome, za sve
i,k € N postoji j € N takav da je (i, k, j) € Q.

Iz teorema slijedi da postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

(i, k, F(i, k)) € Q, (4.28)

za sve i,k € N. Takoder znamo da ako su i,k, j € N takvi da je (i,k, j) € Q onda je
dBi, @) < 275 1z (4.28) slijedi da je

—k
d(Bi, arip) <277,

zasve i,k € N.
Prema tome, S je izraCunljiv niz u (X, d, @) to jest 5 ~ a.
Dakle, a ~ 6. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu pokazali smo kako je teorija izracunljivosti dobila primjenu
i na metricke prostore. Prije toga izveli smo neke bitne zakljucke kako ona djeluje na
skup prirodnih brojeva, skup racionalnih brojeva, skup cijelih brojeva i skup realnih bro-
jeva. Kasnije smo promatrali strukture izracunljivosti te pojam linearne metrike. Bitno je
napomenuti da iako relativno nova grana znanosti, teorija izraCunljivosti poprima Siroke
primjene kako u matematici tako i u ostalim znanostima i zasigurno ¢e joS neko vrijeme
ostati zanimljiv predmet istrazivanja.






Summary

In this master thesis, we have shown how the theory of computation was included in the
field of metric space. Before that, we carried out some important conclusions how this
theory acts on the set of natural numbers, the set of rational numbers, the set of integers
and the set of real numbers. Later we watched the structure of computation and the term of
linear metrics. It is important to mention that, although a relatively new branch of science,
the theory of computation has wide applications both in mathematics and in other sciences,
and it will certainly remain an interesting object of study for time to come.
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