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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢ava se pojam izracunljivog topoloS§kog prostora te pojmovi
s tim u vezi. Poseban naglasak stavlja se na izraCunljive metricke prostore i neka njihova
svojstva koja sluZe kao motivacija za uvodenje izraCunljivih topoloskih prostora.

U prvom poglavlju navode se osnovni pojmovi izracunljivosti, procavaju se rekurzivne
funkcije N¥ — Z, N¥ — Qi Nf — R te se dokazuju rezultati vezani za te funkcije koji su
potrebni u nastavku rada.

Drugo poglavlje svodi se na proucavanje metrickih i topoloSkih prostora. Dokazani su
odredeni rezultati vezani uz pojam neprekidnosti, konvergencije niza, kompaktnosti, Ha-
usdorffovog prostora te uz pojam baze topologije.

U treCem poglavlju uvodi se pojam izracunljivog metrickog prostora. Proucavaju se ra-
cionalne kugle u izraCunljivim metrickim prostorima te njihove efektivne enumeracije.
Uvodi se pojam formalne disjunktnosti te formalne sadrzanosti te se ispituju razna svoj-
stva tih relacija. Nakon toga, definira se izraCunljiv topoloski prostor te se proucavaju neka
njegova svojstva.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije Nk 5 R

1.1 Osnovni pojmovi teorije rekurzivnih funkcija
Definicija 1.1.1. Funkciju Z : N — N definiranu sa
Z(x)=0

nazivamo nul-funkcija.
Funkciju Sc : N — N definiranu sa

Sc(x) =x+1

nazivamo funkcija sljedbenika.
Neka je n € Nsg i k € {1, ...,n}. Funkciju I'! : N" — N definiranu sa

IZ(X], xz’ e xn) = xk

nazivamo projekcija.
Funkcije Z,Sc i I'(n € N, k < n) zovemo inicijalne funkcije.

Definicija 1.1.2. Neka suk,n € Noyte S1,S,...,S, € N¥. Neka su

gl:Sl—>N
g2:S2—)N

g :S,—N
funkcije. Neka je T CN" te f : T — N. Definirajmo k-mjesnu funkciju h sa
h(X) = f(g1(X), ..., 8a(¥)).

3



4 POGLAVLIJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJENf — R

Drugim rijecima: Domena funkcije h je skup:
(XeSin..nS,: (gi®),...g.(X) € T}

i za X iz tog skupa je h(X) = f(g1(X), ..., g(%)).
KaZemo da je funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f, g, ..., g-

Za f:S — N,S c NfkaZemo da je totalna ako je S = N,

Definicija 1.1.3. Neka je n € Ny te neka su f : N" - Nig: N2 - N,
Definirajmo funkciju h : N"*! — N sa:

h(0, x1, ..., X,) = f(X1, ooy Xp) (1.1)
h(y + 1, X1, e, X)) = @AY, X1y ooy X1)s Vs X1y weey X)) (1.2)

Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Na prirodan nacin se definira da je funkcija 4 dobivena primitivnom rekurzijom funk-
cijafigusluéajukada f: S > N,ag:T — N, gdjeje S CN'"te T C N"*2,

Definicija 1.1.4. Neka je n € N te neka je g : N**' — N funkcija. Neka je
S ={¥e N": postoji y € N takav da g(X,y) = 0}.
Definirajmo f : S — N sa
f(®) = min{y e N : g(¥,y) =0}, X € S.
Za f kaZemo da je dobivena primjenom u - operatora na funkciju g. Broj
min{y € N : g(¥,y) = 0}

oznacavamo i sa
uy(g(x,y) = 0),

za svaki X € S.

Na prirodan nacin definiramo da je f dobivena primjenom y - operatora na funkciju g
akojeg: T — N, gdje je T C N"*!,

Definicija 1.1.5. Definirajmo skupove S ,,n € N na sljedeci nacin:

o Neka je S o skup svih inicijalnih funkcija
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e Pretpostavimo da je n € N, te da smo definirali S ,,. Tada A definiramo kao skup svih
funkcija koje se mogu dobiti kompozicijom i primitivnom rekurzijom od funkcija iz
S, te definiramo S ,,; = AJS,

Za uniju \J,en S kaZemo da je klasa primitivno rekurzivnih funkcija, a za elemente tog
skupa kaZemo da su primitivno rekurzivne funkcije.

Definicija 1.1.6. Najmanju klasu funkcija koja sadrZi inicijalne funkcije te je zatvorena
na kompoziciju, primitivau rekurziju i u - operator nazivamo klasa parcijalno rekurzivnih
Junkcija, a njene elemente nazivamo parcijalno rekurzivne funkcije.

One parcijalno rekurzivne funkcije koje su totalne nazivamo rekurzivne funkcije.

Definicija 1.1.7. Neka jek € N,k > 1te S C N, Za skup S kaZemo da je rekurzivan ako
je njegova karakteristicna funkcija Xs : N* — N rekurzivna.

1, akojeXe€S,

X =
s {0, ako X ¢ S.

Navedimo sada neke Cinjenice vezane za rekurzivne funkcije i rekurzivne skupove.
Dokazi se mogu naci u [1]].
Propozicija 1.1.8. Sljedece funkcije su rekurzivne:

o [N SN, f(x1,2) = x1 + X

o fIN? SN, f(x1, %) =x X%

e funkcija modificiranog oduzimanja sa N*> — N, (x1, x) — X = X3

) X1 — X2, X1 2X
X]p— X2 =

0, inace

e abs : N* — N, abs(xy, x2) =|X—Y|

o funkcije sg,sg : N — N definirane sa:
o I, x>1 — 10, x=>1
Sg(Xx) = Sg =
Y70, x=0 7L x=o0

o funkcija (x,i) — (x);, gdje je (x); eksponent uz p; u rastavu broja x na proste faktore
ako je x > 1, inace (x); = 0. Pri tome je p; (i + 1). prost broj.
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Propozicija 1.1.9. Neka su n,k € Noy. Neka su F,F,,...,F, : N* — N rekurzivne funk-
cije. Neka su S, ...,S, € N* rekurzivni skupovi takvi da za svaki ¥ € N¥ postoji tocno
jedani € {1, ...,n} takav da je ¥ € S,. Neka je f : N* — N funkcija definirana sa:

Fi1(%), dkojexXe S,

@) = Fy(X), akojeXe€S,,

F,(%), akojeXeSs,.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Propozicija 1.1.10. Neka je k > 1 te neka su S i T rekurzivni podskupovi od N¥. Tada su
S,SNTiS UT rekurzivni skupovi.

Napomena 1.1.11. Neka je k € N, te f,g : N¥ — N rekurzivne funkcije. Tada su
f+g, f-g: Nk - N rekurzivne funkcije.
Naime, funkcija h : N> — N,

h(x1, x2) = X1 + X2

je rekurzivna. Za svaki ¥ € N¥ vrijedi

(f + )X = h(f(X), g(2)).

Prema tome f + g je kompozicija funkcija h, f i g pa slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je f - g : N* — N rekurzivna funkcija.

1.2 Rekurzivne funkcije N* — Z

Definicija 1.2.1. Neka je k € N, te f : N* — Z. Za funkciju f kaZemo da je rekurzivna
ako postoje rekurzivne funkcije a,b : N* — N takve da je f(X) = (—1)*Pb(®), za svaki
¥ e N,

Propozicija 1.2.2. Neka je k € Ny te f : N — Z. Tada je f rekurzivna ako i samo ako
postoje rekurzivne funkcije u,v : N* — N takve da je f(X) = u(¥) — v(¥), za svaki ¥ € N¥,

Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija. Tada postoje rekurzivne funkcije a, b :
NF — N takve da je f(¥) = (=1)*@b(X), za svaki ¥ € N,
Neka je ¥ € N, Tada je
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F@) = {b()?), ako je a(X) paran

~ {b(xv ~0, akojea(®) € 2N

—b(X), ako je a(X) neparan

0—b(%), akojea(xX)e 2N+ 1
Definirajmo u, v : N¥ — N na sljedeéi nacin:

u(X) = b(X)X n(a(x)),
V(X) = b(X 1 (a(X)).

O¢ito su funkcije u, v rekurzivne te za svaki ¥ € N¥ vrijedi (%) = u(¥) — v().

Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije u,v : N¥ — N takve da je f(%) = u(¥) — v(%),
za svaki ¥ € NK,

Neka je ¥ € N*, Tada je

(=D°lu(®) = v(®)|,  ako je u(®) > w(¥)

ﬂﬂ:£4PM@—WW,aMﬁM@<Wﬂ

Definirajmo funkcije a, b : N¥ — N sa:

b(®) =|u(®) - v(¥)
@) = 0, ako je u(x) > v(%),
TN, akoje u® < v(@)
Tada je jasno da je f(¥) = (=1)"Dh().

Funkcija b je rekurzivna kao kompozicija funkcija abs,u i v pri ¢emu je abs : N? —
N, abs(x,y) = |x - y|. Funkcija a je rekurzivna jer su skupovi S| = {¥ € N* : u(®) > v(¥)} i
S, = {¥e NF: u(@) < v(®)} rekurzivni (ys, = sSg(X) = u(0)), S, = S ).

Zakljucak: f je rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.2.3. Neka je k € N, te neka su f, g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada su i
funkcije —f, f + g, f- g : Nk — Z rekurzivne.
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Dokaz. Bududi da su f, g : N — Z rekurzivne, postoje rekurzivne funkcije
ai, by, ax, by : N¥ — N takve da je

f(@) = (=) Dby (),
g(® = (=1)"Dby(®)

za svaki ¥ € N¥,
Imamo
(=N = =f@ = (D" by (D)
pa je oCito — f rekurzivna funkcija.
Nadalje vrijedi

(f-9)(X) = f(%) g(X)
= (=1 Oby(@)(- 1) Dby(D)
= (=100, (R)by(F)
— (_1)(al+az)®blb2(@

pa je oCito f- g rekurzivna funkcija.
Prema propoziciji postoje rekurzivne funkcije u;, vy, us, v» : N¥ — N takve da f(¥) =
up (%) = vi(X) i g(X) = ua(X) — va(%).

Slijedi
(f +8)(X) = f(X) + &)
= (u1(X) + ua(X)) — (V1(X) + va())
= (w1 + up)(X) = (v +v2)(¥)
Iz propozicije slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. i

Uocimo sljedece:

Ako je f : N¥ — N rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao funkcija f : N — Z
(f(®) = (=1 f (D).

Nadalje, ako je f : N*¥ — Z rekurzivna funkcija, onda je funkcija| f | : N — N rekurzivna.
Naime f(¥) = (—=1)*@b(X), za svaki ¥ € N¥, gdje su a, b : N¥ — N rekurzivne funkcije, iz
Cega slijedi da je|f(¥)| = b(X), za svaki ¥ € N¥, tj,|f] = b.

Uocimo 1 ovo:

Ako je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija takva da je f(IN*) C N, onda je f rekurzivna i kao
funkcija s N¥ — N, tj. funkcija g : N¥ — N definirana s g(¥) = f(¥), za svaki ¥ € N je
rekurzivna.

To naprosto slijedi iz ¢injenice da je g = | f |
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1.3 Rekurzivne funkcije N* - Q

Definicija 1.3.1. Neka je k € Nog te f : N¥ — Q. Za funkciju f kaZemo da je rekurzivna
ako postoje funkcije a, b, c : N¥ — N tako da je c(X) # 0 i

W@
@

Uotimo da je funkcija f : N¥ — Q rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne

funkeije g : N — Zi h: NF > N td. h(Z) # 01 f(¥) = 82 V¥ e N,

f@) = (D" ve N

Propozicija 1.3.2. Neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
Sfunkcije -Q

Dokaz. Neka su fi,g, : N — Z i f5,g, : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je
So(X) #0,8(X) #01i

fl(f) gl(f)
@Y= 0@

NH@) _ A D@D

LD HE® T HD

Buduéi da je —f; : N*¥ — Z rekurzivna funkcija slijedi da je —f : N¥ — Q rekurzivna.
Nadalje

f(X) = e N

Imamo

() = —f@) = -

|A®)| _ |A®)|
lr® LD

1| @ =|f@| =

pa slijedi da je | f | rekurzivna funkcija.
Imamo

fi(X) gl(f) _ fi(D)g2(X) + g1(¥) fo(X)
£ gz(f’) F(X)g2(%)

Koriste¢i propoziciju i ¢injenicu da su f> i g, rekurzivne i kao funkcije sa N*¥ — Z,
zakljuCujemo da je f + g : N¥ — Q rekurzivna.

(f + (X)) = f(X) + g(%) =

Vrijedi
) 2 _ _ fi(®) ) g1(%) _ (fi - g(X)
(- 8)%) = f(De(®) = LX) g2(X) - (f2 - 82)(%)
pa slijedi da je f - g : N¥ — Q rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.3.3. Neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Neka je S = {¥ € NF :
J@) =g@LT ={XeN: f(D) <g®D}iV={(¥eN: f(X) < gQX) TadasuS,TiV

rekurzivni skupow.
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Dokaz. Nekaje h : N¥ — Q rekurzivna funkcija. Tvrdimo da su skupovi

S’ ={XeN: h(® =0}

T' = {¥eN‘: h(®) > 0}
rekurzivni.
Neka su a,b,c : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je ¢(¥) # 01 h(X) = (—1)“(@%.
Neka je ¥ € NX, Tada je

h(xX)=0 < bX)=0

paje Xs:(¥) = SE(B()).
Iz ovog zakljuCujemo da je X5 kompozicija rekurzivnih funkcija pa je S’ rekurzivan skup.

Nadalje za ¥ € N¥ vrijedi A(¥) > 0 ako i samo ako a(¥) € 2N i b(¥) > 0. Stoga je
Xr(X) = sg(b(X)WXan(a(X)), pa slijedi da je funkcija X7 rekurzivna kao produkt rekurzivnih
funkcija.

Dakle 7" je rekurzivan skup.

Definirajmo sada & : Nf — Q sa h(X) = g(¥) — f(¥),¥X¥ € N¥. Funkcija & je rekur-

zivna prema propoziciji|l.3.2ljer je h = g + (—f).
Za svaki X € N¥ vrijedi

f(X)=¢g(3) &= gD -f(X)=0 = h(x)=0
te
f(®) <g®) & gD -f(X)>0 & h(x)>0
Prema tome
S ={XeN:n» =0}
T ={XeN:hX >0}

Prema dokazanom, skupovi 7' i § su rekurzivni. Rekurzivnost skupa V slijedi iz ¢injenice
dajeV=SUT. O

Definicija 1.3.4. Neka su n,k € Ny, te neka je g : N* — N". Za funkciju g kaZemo da
je rekurzivna ako su komponentne funkcije od g rekurzivne, tj. ako su rekurzivne funkcije
a,a, ...,a, : N¥ = N takve da je

g()?) = (al()?)’aZ()?)’ ) an(-f))

za svaki ¥ € N,
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Uo&imo sljedeée: Akosu g : N¥ — N"i f : N" — N rekurzivne funkcije, onda je
f o g : N¥ — N rekurzivna funkcija.
Naime, neka su ay, ..., a, komponentne funkcije od g. Tada za svaki ¥ € N* vrijedi

(f © g)()?) = f(g(-f)) = f(al()?)’ (L) an(-f))

Iz ovog zakljucujemo da je f o g dobivena kompozicijom funkcija f, a, as, ..., a,. Stoga je
f o g rekurzivna funkcija.

Propozicija 1.3.5. Neka su g : N¥ — N" | f : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada je
f o g : NF — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su a,b,c : N* — N rekurzivne funkcije takve da je ¢(X) # 0 i
f(®) = (~1)"OXD v € N". Vrijedi
_ (aog)()'c’) (b o g)()?)

b(g(%))
— 1)) = (-1
b b (c0g)(¥)

(f o)X = f(g(X)) = D

Iz ¢injenice dasuaog, bog,cog : N¥ — N rekurzivne funkcije, slijedi daje fog : N¥ - Q
rekurzivna funkcija. O

Lema 1.3.6. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija
H : NfF = N tako daje|f()?)| < H(%), za svaki @ € N¥,

Dokaz. Neka su a,b,c : N*¥ — N funkcije takve da je ¢(X) # 0i f(¥) = (—1)“(5‘3%, za
svaki ¥ € N,

Definirajmo H : N*¥ — N, H(%) = b(X)+ 1. Funkcija H je o¢ito rekurzivna i za svaki ¥ € N¥
vrijedi

[f@)] = =5 < b(@D) < HD).

b
(%)
1.4 Rekurzivne funkcije N — R

Definicija 1.4.1. Neka je k € N, te neka je f : N¥ — R. Za funkciju f kaZemo da je
rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F : N**! — Q tako da je

|f®) - F(& | <27

za svaki X € N¥ i za svaki i € N. Za F kazemo da je rekurzivna aproksimacija od f.
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Lema 1.4.2. Neka je k € N, te neka je f : N¥ — R. Pretpostavimo da postoje rekurzivna
funkcija F : N*' = Qi M € N tako da je

[f() - F@i)| < M- 27
za svaki @ € N¥ i za svaki i € N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Odaberimo broj iy € N takav da je 2 > M. Tada je QMO < 1. Neka su ¥ € Nt {
i € N. Imamo

M
ﬁZ <2

[f@) = F(¥,i+ig)| < M- 2700 = p. 27270 =
Dakle,
|f(D) - F(Ri+ig)| < 27 (1.3)
Neka je G : N**! — Q funkcija definirana sa G(¥,i) = F(%,i + iy). 1z slijedi da je
|f(®) - G(%,i)| < 27, ¥R e NA, Vi € .

Ako dokaZemo da je G rekurzivna, onda smo gotovi. Imamo G = F o ¢, gdje je ¢ : NF! —
N**! funkcija definirana sa

P(x1, X2, X3, .0y 1) = (X1, X2, ooy Xgy | + 1)

Neka su ¢y, ..., or+1 komponentne funkcije od ¢. Tada je

‘p] — If+1,
()02 — I/2<+l,
Sok — I]l:+1.

a @i je zbroj funkcija 114 i konstantne fukcije N*! — N s vrijednoscu iy. Prema tome,
¢ je rekurzivna funkcija pa iz G = F o ¢ i propozicije[[.3.5|slijedi da je G rekurzivna.
m

Propozicija 1.4.3. Neka je k € N te neka su f,g : N¥ — R rekurzivne funkcije. Tada su
i—f: NS Rif+g: N — R rekurzivne funkcije.
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Dokaz. Neka su F,G : N*! — Q rekurzivne aproksimacije od f i g. Za svaki ¥ € N¥ i za
svaki i € N vrijedi _
|f(@® - F@&@ | <27
No,
[fD) = F@ | =|=f(D) + F@ )| =|=f(D) = (~F@ )| =|(-H@) = (~F)& D).

Dakle, |
(=@ = (=F)(& )| < 27

za svaki ¥ € N¥ i za svaki i € N. Iz ovoga slijedi da je —F rekurzivna aproksimacija od —f,
prema tome —f je rekurzivna funkcija.
Neka su ¥ € N*ii € N. Tada je

|(F + @) = (F + G)(X, )| =|f(D) + g(X) - F(&,i) = G(X, )
=|f(®) = F(%,i) + g(¥) - G(Z.1)|
<|f(@® - FR | +[g(D) - G, )|
<2742 =2.27"

Dakle, |
|(f + )@ = (F + G)(&,)| < 2-27.

Iz leme i propozicije slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.4.4. Neka su k,n € N te neka je g : N¥ — N" i f : N* — R rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N¥ — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Bududi da je f rekurzivna, postoji F : N"*! — Q takva da je
lfO) = F(, )| < 27,

zasvakiy € N"izasvakii € N.
Stoga za svaki ¥ € N¥ i za svaki i € N vrijedi

[f(g(®) ~ F(g(®), ] <27 (1.4)
Definirajmo funkciju H : N**! — Q sa
H(xy, ..oy x5, 1) = F(g(X1, evey Xg), D).
Prema (1.4), za svaki ¥ € N¥ i za svaki i € N vrijedi

|(f 0 @)(¥) — H(, )| < 27"
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Stoga je dovoljno dokazati da je H rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju G : N¥! — N"*! g3

G(X15 ey Xy 1) = (8(X1, ey X0, D).

Neka su g1, ..., g, : N¥ — N komponentne funkcije od g. Neka su Gy, ...,G,,; : N¥! - N
komponentne funkcije od G. Imamo:

G('xl’ i xk’ i) = (g] ('xl’ b xk), 4 gl’l(x17 b 'xk)’ i)'

Iz ovoga je jasno da je G,,, = [{7]. Nadalje, neka je i € {1, ...,n}. Tada je

Gi(X1s s Xiy 1) = iK1, ey Xp),

pa je G; kompozicija funkcija g;, I'*', ..., IF*! §to povlaci da je G; rekurzivna funkcija.
Slijedi da je G rekurzivna funkcija.

Iz definicije funkcije G jasno je da je H = F o G, pa iz propozicije slijedi da je H
rekurzivna funkcija.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Napomena 1.4.5. Neka je k € N, te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f
rekuzivna i kao funkcija N — R.
Naime, definirajmo F : N*! — Q sa

F(xy, oy X, 1) = f(X15 00y Xp).
Imamo F = f o g, pri emu je g : N¥*!' — N funkcija definirana sa
g('xl’ ey xk, i) = (‘xl’ b xk)'

Ocito je g rekurzivna funkcija pa iz propozicije [1.3.3] slijedi da je funkcija F rekurzivna.
Za svaki ¥ € N¥ i za svaki i € N vrijedi

If(®) - F(=.i)| =0 <27,

pa zakljucujemo da je f rekurzivna kao funkcija N* — R.

1.5 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 1.5.1. Neka je k € N, te neka je S C N¥. Za S kaZemo da je rekurzivno
prebrojiv skup ako je S = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N¥ takava da je
S = fN).
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Propozicija 1.5.2. Neka je k € Ny te neka je S rekurzivan podskup od N*. Tada je S
rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S neprazan. Odaberimo s, € S. Definirajmo funkciju g : N — Nf sa

g()?) = ((X)(), (x)l’ () (x)k—l)-

Podsjetimo se da smo u uvodu definirali broj (x); za x,i € N. OCcito su komponentne
funkcije od g rekurzivne, dakle g je rekurzivna. Funkcija g je surjekcija, naime ako je
(ai,as, ...,a;) € Nf onda je

g(pgl . plllz . pZ’il) = (al,az, ...,ak).

Definiramo f : N — N sa

(1.5)

S0, inace.

fmzkm,xqmme&

Tvrdimo da je f(N) = §.

Ako je x € N, onda je o€ito f(x) € S.

Obratno, ako je s € S, onda zbog Cinjenice da je g surjekcija postoji x € N takav da je
s = g(x). Iz definicije funkcije f je tada jasno da je f(x) = s. Time smo dokazali da je
fN)=S§.

Preostaje pokazati da je f rekurzivna funkcija. Imamo

50 = (815 .05 Sk)

gdje su sy, ..., sy € N. Neka su fi, ..., fy komponentne funkcije od f. Prema (1.5) vrijedi

((X)0s o (1), ako je g(x) € S,
(S15 00 SK)s inace.

(f1(2), s fi(X)) = {

Neka je i € {1,...,n}. Tada je

o = {<x>,-_1, ako je g(x) € S,

Si, inace.

Neka je
T={xeN:gkx)eS}
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Tada je X7(x) = X5(g(x)), tj. X7 = X5 0g, iz Cega slijedi da je X7 rekurzivna funkcija. Dakle
T je rekurzivan skup i vrijedi:

(x)i-1, akojexeT,
fix) = { b
Si, inace.

Iz propozicije[I.1.9]slijedi da je f; rekurzivna funkcija. Prema tome fj, ..., fi su rekurzivne
funkcije pa zakljuCujemo da je f rekurzivna. |

Neka su n,m,k € Noy te neka su g : N¥ — N*i f : N” — N” rekurzivne funkcije.
Neka su fi, f3, ..., fin : N = N komponentne funkcije od f.
Funkcije fi, ..., f;, su rekurzivne i za svaki ¥ € N” vrijedi

f()—])) = (fl(y))’ RS fm(.)_/)))
Stoga za svaki X € N* vrijedi (za y = g(¥))
f(&(®) = (f1(g(X)), ..., fm(g(¥)))
tj.
(f 0 8)(X) = ((fi 0 8)(X), ..., (fm © )(X)).
Iz ovoga slijedi da su f; o g, ..., f,, © g komponentne funkcije od f o g. Stoga je fo g

rekurzivna funkcija.

Napomena 1.5.3. Ako su S,T i V skupovite f : S — T ig: T — V funkcije, onda za
svaki A C S vrijedi

(g 0 /)A) = g(f(A)).
Naime neka je z € (g o f)(A). Tada je z = (g o f)(x) za neki x € A. Slijedi da je
z = g(f(x)). Oznacimo y = f(x). Imamo y € f(A) (jer je x € A) iz € g(f(A)).

Obratno, neka je z € g(f(A)). Tada je z = g(y) zanekiy € f(A). Slijedi da je y = f(x)
zaneki x € A. Imamo z = g(f(x)), j. z = (g o f)(x). Prema tome z € (g o f)(A).

Propozicija 1.5.4. Neka su n,k € N, te neka je g : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka je
S C N* rekurzivno prebrojiv skup. Tada je g(S) rekurzivno prebrojiv skup u N",

Dokaz. Ako je S =0, onda je g(S) = 0 pa je tvrdnja jasna.

Pretpostavimo da je § # (. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N* takva da je
f(N) = S. Funkcija g o f : N — N”" je rekurzivna.

Prema napomeni [1.5.3] vrijedi

(g o HIN) = g(f(N)) = g(S).

Prema tome, g(§) je rekurzivno prebrojiv skup. m|
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Teorem 1.5.5. Neka su n,k € N te neka je T rekurzivno prebrojiv skup u N Neka je
S = (¥ € N* : postoji ¥ € N"takav da je (%,5) € T}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je n : N¥*" — NF projekcija na prvih k koordinata, odnosno funkcija takva
da je

TO(X1 eeey Xy X 15 oees Xirn) = (K15 ooy Xp).
Funkcija 7 je rekurzivna. Naime komponentne funkcije od 7 su I+*", ..., I,’C‘”‘.
Tvrdimo daje n(T) = S.
Neka je # € m(T). Tada postoji 7 € T takav da je ¥ = 71(?). Imamo Z = (@, b), gdje su @ € N
ib € N". Tada je n(?) = @, pa slijedi @ = . Dakle Z = (£ b), pa je (£, b) € T. Slijedi, X € S.

Obratno, neka je X € S.
Tada postoji ¥ € N” takav da je (&, ) € T. Imamo = n1(Z, 7). Stoga je x € 71(T).
Time smo dokazali da je n(T) = S.
Iz propozicije slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. i

Napomena 1.5.6. Neka su x,y e RireR,r > 0. Tada je
|x—y|<r — yel{x—r,x+r).
Naime
|x—y|<r — x-y<ri-(x-y<r

= x-r<yiy<x+r
— yel{x—r,x+r).

Teorem 1.5.7. Neka je k € N te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija. Tada je skup
(e NF: £(2) > 0} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Oznalimo ovaj skup sa §.
Neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada je

|f(¥) = F(&,i)| < 27 (1.6)

za svaki ¥ € N¥ i za svaki i € N.
Neka je ¥ € N, Pretpostavimo da je f(¥) > 0. Tada je

SO o
2

IACS)

=~ > 0 pa postoji i € N takav da je
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Slijedi | o
f(@D)>2-27" paje f(¥)—27">27".
Prema i napomeni vrijedi
F(Zi) e (f(D)-27, f(®) +27)

paje
F(%, i) > f(x)-27".

Stoga je _
F(xi) > 2"
Dakle, ako je f(¥) > 0 onda postoji i € N takav da je F(X,7) > 27

Obratno, pretpostavimo da postoji i € N takav da je F(%,i) > 2. Tada je
F(Xi)-27">0.
Iz (1.6) i napomene [I.5.6|slijedi
fR) e(FE@i)—27, F(Xi)+27")

paje .

f(@) > F&x,i)—27".
Stoga je f(¥) > 0. Dakle, vrijedi sljedeca ekvivalencija:

f(¥) >0 < 3ieNtakav daje F(¥,i) > 2" (1.7)

Neka je .
T ={(%i) e N* : F(® i) > 27).

Skup T je rekurzivan prema propoziciji(l.3.3|jer je
T ={(%i) e N 1 F(%,i) > G(X, i)}
pri ¢emu je G : N¥*! — Q funkcija definirana sa

1
=5
Stoga je T i rekurzivno prebrojiv. 1z[1.7]slijedi da je

G(%,1)

XeS < dieNtakavdaje (Xi)eT.

Iz teorema [I.5.5]slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. m|
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Korolar 1.5.8. Neka je k € N, te neka su f, g : N¥ — R rekurzivne funkcije. Tada je skup
{(FeN“: f(D) < g(D)
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Nekaje h : N¥ — R funkcija definirana sa
h(%) = g(X) — f(X), za svaki X € N¥,

Iz propozicije [1.4.3|slijedi da je h rekurzivna funkcija (naime 7 = g + (—f)).
Za svaki ¥ € N vrijedi:

f(X) <g(®) &= 0<f(D)-g®) < 0<h.

Stoga je
(e N : f(X) < g(@)} = (e N : 0 < h(D))

pa iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja korolara. O






Poglavlje 2

Metricki i topoloski prostori

2.1 Metricki prostori

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija takva da za
sve x,y,z € X vrijedi sljedece:

1. d(x,y) 2 0,d(x,y) =0 & x=1y;
2. d(x,y) = d(y, x);
3. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki
prostor.

Primjer 2.1.2. Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa
d(x,y) = |x - y| .
Ocito je da d zadovoljava svojstva 1 i 2 iz definicije metrike. Neka su x,y,z € R. Tada je
d(x,y) =[x =) =|x =2+ z—)| <l =2l +]z =y = d(x,2) + d(z. y).
Dakle, d je metrika na R. Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

Podsjetimo se da je norma na realnom vektorskom prostoru (V, +, -) funkcija ||-|| : V —
R, x +— [|x]|, koja ima sljedeca svojstva:

L Xl =0,]Ix]| =0 & x=0

2. [l =[] - lxl

21
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3. e+ Il < flxdl + [yl
zasve x,y € V, zasvaki @ € R.

Primjer 2.1.3. Neka je norma |||| na vektorskom prostoru (V, +,-). Nekajed : VXV — R
funkcija definirana sa

d(x,y) = llx = yll.
Tvrdimo da je d metrika na V. Ocito je d(x,y) > 0 za sve x,y € V. Nadalje vrijedi

dx,y) =0 & |x—)y| x—y:6 = x=y.
Za sve x,y € V vrijedi:
d(x,y) = llx =yl = I(DQ =0l ==Ly —xll = 1-|ly = xll = lly — xll = d(y, x).
Neka su x,y,z € V. Imamo
dx,y) =llx =yl =llx —z+z=yll <llx = zll + llz = yll = d(x, 2) + d(z, ).
Dakle, d je metrika na V. Za d kazemo da je metrika inducirana normom ||-|.
Primjer 2.1.4. Neka je n € N,. Neka je ||||; : R* — R funkcija definirana sa
1O, ey x)ll =l + o |

Tada je ||-|| norma na R".
Naime svojstva 1 i 2 iz definicije norme su ocita, a Sto se tice svojstva 3 imamo:

NCery oo X0) + s e Yl = 1Ge1 + Y15 o X + Y1
=|x 4|+t

Xn + Yn

< (il +Hyi) + e+ Gl + [y

= [1Cers ceos )l + 115 e )l

Neka je d metrika na R" inducirana normom ||-||,. Tada vrijedi

A((X15 ey %), D1 ceen Y)) = N coes X)) =1 e Yl = (=1, coes Xyl =1 = w1 [t = 3]

Dakle,

d((xla ceey xn)’ (yla ,yn)) :|X1 _yl| + ..t Xn — Yn|-

Podsjetimo se da je skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (V, +, -) funkcija
Cly: VXV >R, (x,y) — (x]|y)takvadazasve x,y,z € Vil e R vrijedi:
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L (x+ylay =<l + |2
2. (A-x|y)y=Ax]y)
3. (xly)=1xy
4. (x|x) 2 0,{(x|x) =0 & x=0.
Pretpostavimo da je (- | -) skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (V, +, -). Defi-

nirajmo funkciju ||-|| : V — R sa
llxll = v/ {x [ x).

Tvrdimo da je ||-|| norma na (V, +, -). OCito je da ||-|| zadovoljava svojstvo (1) iz definicije
norme. Neka su x € Vi1 € R. Tada je

42l = V- x4 x) = VA [ A-x) = VA2x | x) =14 Vx| x) =141 1.

Preostaje dokazati da vrijedi svojstvo (3) iz definicije norme.
Neka su x,y € V. Tada je

e+ 31 < llell + Iyl &= e+ I <l + 211yl + Dyl
= (x+ylx+y) < (ol x)+ 2yl + vy
&= (x| x)y+2x [ y) + 3 1y) < Gl x) =+ 2Illyll + v 1y
= (x|y) < Vxlx- Vol

Stoga je dovoljno dokazati da vrijedi

[ Im| < Vxlxy - Vo Ty,

t.
(x| yy* <{xlx) -y Iy (2.1)

Akojey = 6,jasno je da vrijedi (2.1)).
Pretpostavimo da je y # 0. Definirajmo funkciju f : R — R sa

J@O = +ty|x+1y).
Ocito je f(¢) > 0 za svaki ¢t € R. Nadalje, za svaki r € R vrijedi
f(0) = (x| x) +26x | yy + 2y | y),

tj.
f(t) = at* + bt + c.
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gdje je
a={ly,
b=2x]|y),
c={(x]|x).

Dakle, f je kvadratna funkcija takva da je f(r) > 0, za svaki ¢ € R. Stoga je diskriminanta
od f manja ili jednaka nuli, tj. b> — 4ac < 0, odnosno b* < 4ac, pa je

Ax |y <Ky lyy-(xl|x),

iz Cega slijedi (2.1)).
ZakljuCujemo da je ||-|| norma na V i za ||-|| kazemo da je norma inducirana skalarnim
produktom (:|-).

Primjer 2.1.5. Neka je n € N, te neka je {-|-) skalarni produkt na R" definiran sa

(Ot ooy Xl V15 o0y Yn)) = X1 Y1+ oo+ X Y

Neka je ||| norma na R" inducirana ovim skalarnim produktom. Za ||| kaZemo da je
euklidska norma na R".
Za sve X1, X2, ..., X, € Rvrijedi

||(.X1, (X3 -xn)” = \/<(xla (X3} xn)l(XI, ooy -xn)>’

(Xt o XNl = 5T + o+ X2

Neka je d metrika na R" inducirana ovom normom. Neka su x,y € R", x = (X1, ..., Xp),y =
1y .- Yu)- Tada je

1.

d(x,y) = llx = yll = [(x1 = y1, e X = Yl
paje

d(x,y) = V(x =y + e+ (X, — yo)*

Za d kazemo da je euklidska metrika na R".
Definicija 2.1.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je xo € X te r € R*. Definiramo
K(xp,r) ={x e X : d(x, xg) < r}.

Za K(xy,r) kaZemo da je otvorena kugla (ili naprosto samo kugla) oko xo radijusa r u
metrickom prostoru (X, d).
Pisemo i Kx 4)(xo, ).
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2.2 Otvoreni skupovi u metrickom prostoru

Definicija 2.2.1. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren
skup u metrickom prostoru (X,d) ako

Vx € U dr > 0 takav da je K(x,r) C U.
Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xy € R te r > 0. Tada je

K(xp,r) = {(xg — 1, x0 + 7). (2.2)

DokaZimo to.
Neka je x € R. Koristeci[l.5.6|dobivamo

x € K(xg,r) = d(x,xp)<r
= |[x—xo|<r

— x€{xg—1,x,+71).

Dakle vrijedi (2.2)).
Nadalje, ako su a,b € R,a < b, onda je a = xo —ri b = xo + r, pri Cemu je xy = % i
r= l%. Prema tome

(a,b) = {xo —r,xg + 1),
4.

(a,b) = K(xq,1).

Skup [0, o) nije otvoren u metrickom prostoru (R, d). Naime ne postoji r > 0 takav da je
K(0,r) C [0, c0) jer je K(0,r) = (—r,r), te imamo 5 € (—r,r), no 5 ¢ [0, o).
S druge strane skup (0, o) je otvoren u (R,d). Naime za svaki x € (0, c0) moZemo uzeti
r = x, tada je r > 0 i vrijedi

Kx,r)={(x—r,x+r)={0,2x) C (0, c0),

dakle
K(x,r) €0, c0).

Propozicija 2.2.3. Neka je (X,d) metricki prostor, xo € X, te r > 0. Tada je K(xy, r) otvoren
skup u (X,d).

Dokaz. Neka je x € K(xy, r). Tada je d(x, xo) < r, paje r —d(x, xy) > 0.
Odaberimo s > 0 takav da je
s <r—d(x,xp).
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Tada je
s+d(x,xg) <r.

Tvrdimo da je
K(x, s) € K(xg,r). (2.3)
Neka je x” € K(x, s). Tada je d(x, x’) < 5. Imamo
d(x',x0) <d(X',x) +d(x,x9) < s+d(x,xp) <r.

Dakle d(x’, xo) < r, paje
x" € K(xp, r).

Time smo dokazali da vrijedi (2.3) pa zakljucujemo da je K(xo, ) otvoren skupu (X,d). O

Primjetimo da obrat prethodne propozicije ne vrijedi, Naime, ako je d euklidska me-
trika na R, onda je (0, co) otvoren skup u (R, d) no (0, o) nije otvorena kugla u (R, d).

Napomena 2.2.4. Neka je X skup. Za funkciju U : A — P(A), pri cemu je A neki skup,
kaZemo da je indeksirana familija podskupova od X. Pisemo U = (U,)qea-

(Npr. funkcijaU : Q — P(R),U, ={q—1,q+1),q € Q je inducirana familija podskupova
od R.

Propozicija 2.2.5. Neka je (X,d) metricki prostor.
1. 0 i X su otvoreni skupovi u (X,d);

2. ako je (Uy)gea indeksirana familija otvorenih podskupova metrickog prostora (X,d),
onda je | ) U, otvoren podskup od (X,d);

acA
3. ako su UiV otvoreni skupovi u (X,d), onda je U NV otvoren skup u (X,d).
Dokaz. 1. Za svaki x € X i za svaki r > 0 o€ito vrijedi K(x,r) C X. Prema tome X je

otvoren u (X, d).
Prazan skup je trivijalno otvoren u (X, d).

2. Neka je x € |J U,. Tada postoji @y € A takav da je x € U,,. Buduci da je U,,

€A

otvoren podskup metrickog prostora (X, d), postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U,,.
Slijedi
K(x,r) C U U,.
a€A

Prema tome, J U, je otvoren skup u metrickom prostoru (X, d).
acA
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3. Nekajexe UNV.Tadaje x € U1ix € V. Budu¢idasu U iV otvoreni skupovi u
(X, d), postoje pozitivni brojevi ry, r, takvi da je

K(x,r))cU

K(x.rp) C V.

Neka je r = min{ry, r,}.
Tadajer >01ir < ry,r < r,iz Cega slijedi

K(x,r) C K(x,r)

K(x,r) C K(x, ).
Stoga je K(x,r) C U1 K(x,r) CV,t.

Kx,rncUnV.

Prema tome U NV je otvoren skup u (X, d).
O

Korolar 2.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka sun € N i Uy, ..., U, otvoreni skupovi
u (X,d). Tada je Uy N ... N U, otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.
Zan = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su U, ..., U, otvoreni skupovi u
(X,d). Tada je
Uo N..N Un+1 = (U() Nn...N Un) N Un+1.

Iz induktivne pretpostavke slijedi da je Uy N ... N U, otvoren skup u (X, d) pa iz propozicije
2.2.5|(3) slijedi da je (UpN...NU,) N U, otvoren skup u (X, d). Prema tome UyN...N U,
je otvoren u (X, d).

Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1, ¢ime je propozicija dokazana. O

Primjer 2.2.7. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (U,),en niz podskupova od R
definiran sa

11
Uy =(—~.-).
nn
Tada je (U),) niz otvorenih skupova u (R, d), no (| U, nije otvoren skup u (R, d).
neN

DokaZimo to.
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Tvrdimo da je (\ U, = {0}. Jasno je da je {0} C () U,.

neN neN
Obratno, uzmimo da je x € (| U,. Pretpostavimo da x ¢ {0}, tj. x # 0. Tada je 0 < |x| pa
neN
postoji ng € N takav da je
1
— <y 2.4)
no
Iz x € (" U, slijedi da je
neN
1 1
x e <__’ _>’
no no
4.
1
x € K@, —)
no

(primjer[2.2.2). Stoga je
1 1
d(x’ O) < ) tj' |'x| < )
no no

$to je u kontradikciji sa (2.4). Prema tome x € {0}, ¢ime smo dokazali da je

ﬂ U, € {0}.

neN
Zakljucak: vrijedi (| U, = {0}.
neN
Jasno je da {0} nije otvoren skup u (R, d), dakle (\ U, nije otvoren skup u (R, d).

neN

Propozicija 2.2.8. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je U C X,U # 0. Tada je U
otvoren u (X,d) ako i samo ako je U unija otvorenih kugla, tj. ako postoji indeksirana
Sfamilija (By)qea otvorenih kugla u (X, d) takva da je U = | B,.
acA

Dokaz. Ako je U unija otvorenih kugla, onda iz propozicije [2.2.3] i iz propozicije [2.2.5]
slijedi da je U otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo da je U otvoren skup. Tada za svaki x € U postoji r, > 0 takav da
je K(x,ry) CU.
Tadaje U = | K(x,r,). O

xeU
Definicija 2.2.9. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori. Neka je f : X — Y funkcija te
neka je xo € X. KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, s obzirom na metrike d,d’
ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x,xp) <6 = d'(f(x), f(x0)) < €.

Ako je funkcija f neprekidna u tocki xo s obzirom na metrike d i d’ za svaki xy € X, onda
kaZemo da je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’.
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Primjer 2.2.10. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te yy € Y. Nekaje f : X — Y
funkcija definirana sa
f(x) = yo,
za svaki x € X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d'.
Naime, neka je xo € X i € > 0. Tada za svaki 6 > 0 vrijedi implikacija

d(x,x) <6 = d'(f(x), f(x0)) < €

jer je
d'(f(xo), f(x)) = d'(yo,y0) = 0, za svaki x € X.

Prema tome, f je neprekidna u x,. Dakle, f je neprekidna.

Primjer 2.2.11. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — X identiteta na X, tj.
funkcija definirana sa

f(x) =x,

za svaki x € X. Tada je f neprekidna s obzirom na metriku d (tj. obzirom na metrike d i d).
Naime, neka je xy € X te neka je € > 0. Uzmimo 6 = € (ili 6 € {0, €]). Tada za svaki x € X
vrijedi implikacija

d(x,xp) <0 = d(x,xp) <e.
Dakle, f je neprekidna u x.
Zakljucak: f je neprekidna.
Uocimo sljedece:
Ako su (X,d) i (Y,d’) metricki prostori, f : X — Y funkcija te xy € X, onda je f neprekidna
u xo s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za
svaki x € X vrijedi impilkacija

x € Kixa)(x0,0) = [f(x) € Kyar)(f(x0), €),

Sto je ekvivalentno s tim da za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je

{f(x) : x € Kixa)(x0,0)} S Kyan(f(x0), €).

Teorem 2.2.12. Neka su (X,d) i (Y,d’) metricki prostori te neka je f : X — Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y,d’)
vrijedi da je f~'(V) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (¥, d"). Zelimo doka-
zati da je f~1(V) otvoren skup u (X, d).
Neka je x € f~!(V). Tada je f(x) € V, pa bududi da je V otvoren skup u (¥, d’) postoji r > 0
takav da je

Kiya(f(x),r) S V.
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Buduci da je f neprekidna u x postoji 6 > O takav da za svaki y € K(x4)(x, 0) vrijedi

SO € Kiyary(f(x), 1).

Prema tome, za svaki y € Kx4)(x,0) vrijedi f(y) € V, iz Cega slijedi y € (V). Prema
tome
Kxa(x,6) € f7H(V).

Zakljucak: f~!(V) je otvoren skup u (X, d).

Obratno, pretpostavimo da je f~'(V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup V u (Y, d’).
PokaZimo da je f neprekidna.

Neka je xo € X te neka je € > 0. Neka je

V = Kyan(f(x0), €).

Tada je V otvoren skup u (Y,d’). Stoga je f~'(V) otvoren skup u (X,d). Uo&imo da je
xo € f7H(V) (jer je f(xo) € V), $to povlaci da postoji 6 > 0 takav da je

Kixa)(x0,6) S f1(V).

Iz ovoga zakljuCujemo da za svaki x € Kx 4 (xo,0) vrijedi f(x) € V, .

J(x) € Kiya)(f(x0), €.

Prema tome, f je neprekidna u x.
Zakljucak: f je neprekidna. O

Definicija 2.2.13. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Za niz (x,) kaZemo
da teZi (konvergira) prema a u metrickom prostoru (X, d) i piSemo x, — a, ako za svaki
€ > 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi

d(x,,a) < e.

Uocimo da (x,) teZi prema a ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi x, € K(a, €).

Propozicija 2.2.14. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Tada x, — a ako
i samo ako za svaki otvoren skup u (X, d), takav da je a € U, postoji ny € N takav da za
svaki n > ng vrijedi x,, € U.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — a.
Neka je U otvoren skup u (X, d) takav da je a € U. Slijedi da postoji € > 0 takav da

K(a,e) C U.
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Zbog x, — a postoji ny € N takav da za svaki n > n vijedi
x, € K(a, €).

Stoga za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoren skup U u (X, d), takav da je a € U, postoji
ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € U.

Zelimo dokazati da X, = d.

Neka je € > 0. Tada je K(a, €) otvoren skup u (X, d) (propozicija te je oCito a €
K(a, €). Stoga postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi x,, € K(a, €).

Dakle, x, — a. ]

Propozicija 2.2.15. Neka je (X, d) metricki prostorte a,b € X, a # b. Tada postoje otvoreni
skupovi U iV u (X,d) takvidajeac UbeViUNV=40.

Dokaz. Buduci da je a # b vrijedi d(a, b) > 0. Neka je

_d(a,b)
=—
Ocito je r > 0. Neka su
U =K(a,r),
V =K(b,r).

Ocito je da su U i V otvoreni skupoviu (X,d)tedajeaec U be V.

Dokazimodaje U NV =0.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji x € X takavdaje x € Uix € V. Dakle x € K(a,r) 1
x € K(b,r)pajed(x,a) <rid(x,b) <r. Vrijedi

d(a,b) <d(a,x)+db,x)<r+r=2r =d(a,b),
tj.
d(a,b) < d(a,b),

Sto je kontradikcija.
Dakle, U NV = Qi time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 2.2.16. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Za a kaZemo da je
limes niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako niz (x,) teZi prema a u metrickom prostoru

(X, d).

Propozicija 2.2.17. (JEDINSTVENOST LIMESA NIZA) Neka je (X,d) metricki prostor,
(x,)nizuXtea,b € X takvida x, — aix, — b. Tada je a = b.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj a # b.
Tada prema propoziciji 2.2.15| postoje skupovi U i V takvidajea € U be ViU NV = 0.
Iza € Ui x, — aslijedi (prema propoziciji [2.2.14) da postoji ny € N takav da x, € U,
zasvakin > ng. Iz b € Vi x, — b slijedi da postoji my € N takav da je x, € V, za svaki
n > my. Neka je

n = max{ng, mp}.

Tadajen>myin>nppajex, € Uix, €V, .
x,euny,

Sto je u kontradikciji s Cinjenicomdaje U NV = 0.
Dakle, a = b. m]

Primjer 2.2.18. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija definirana sa

I, x#y

ﬂ%w={0 r=y

Tvrdimo da je d metrika na X.
Svojstva (1) i (2) iz definicije metrike su ocito zadovoljena. Preostaje provjeriti svojstvo

(3).
Neka su x,y,z € X. Nejednakost

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)

je ocita u slucaju kada je x =y, a ako je x # yonda je 7 # xili z # y, pa je d(x,z) = 1 ili
d(z,y) = 1, pa nejednakost vrijedi.
Za d kazemo da je diskretna metrika na X.

Neka je xy € X. Tada je

1 1
K(xo, E) ={x € X :d(x, xo) < 5} = {xo}

K(xp,2) ={xe X :d(x,xy) <2} =X.

Opcenito, ako je r > 0, onda je

{XO}, r< 1’

K(Xo,i’):{x >
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Neka je U C X. Tvrdimo da je U otvoren skup u (X, d).
Neka je x € U. Tada je

1
K(x’ 5) = {X},
pa je ocito

1
K(x,z)c U
(x. 5)

Dakle, U je otvoren skup.

Primjer 2.2.19. Neka je X skup koji ima barem 2 elementa. Neka je d diskretna metrika
na X te neka je p : X X X — R funkcija definirana sa

2, x#Yy,

p(x,y) = {0’ Y=y,

Na isti nacin kao u prethodnom primjeru zakljucujemo da je p metrika na X.
Neka je U C X. Neka je x € U. Vrijedi
K(X,p)(xa D) = {x},

pa je

Kxp(x,1)C U.
Prema tome U je otvoren skup u metrickom prostoru (X, p).
Iz prethodnog primjera znamo da je U otvoren i u metrickom prostoru (X, d). Dakle, fami-
lija svih otvorenih skupova u metrickom prostoru (X, d) je jednaka familiji svih otvorenih
skupova u metrickom prostori (X, p), no d # p (naime postoje x,y € X takvi da je x # y pa
Jed(x,y) = 1, p(x,y) = 2 4. d(x,y) # p(x,)).

2.3 Topoloski prostori

Definicija 2.3.1. Neka je X neprazan skup te neka je 7 familija podskupova od X koja ima
sljedeca svojstva:

1. 0,XeT;

2. ako je (Uy)ea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T, za svaki
a € A, onda je | Jyep Uy €T (1. T je familija zatvorena na proizvoljne unije);

3. akosuU,V € T,ondajeUNV eT.
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Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7T") kazemo da je
topoloski prostor.

Primjer 2.3.2. Neka je (X,d) metricki prostor. Oznacimo sa T familiju svih U C X takvih
da je skup U otvoren u metrickom prostoru (X, d). Vrijedi sljedece:

1. 0,X € Ty jer su®iX otvoreni skupovi u (X,d)

2. Neka je (U,)qca indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T4, za svaki
a € A. To znaci da je U, otvoren skup u (X,d), za svaki a € A, pa iz propozicije
2.2.5|slijedi da je | ) eq Uy 0tvoren skup u (X, d), dakle \ ) yes Uy € Ty

3. Ako su U,V € Ty, onda iz propozicije 2.2.5|slijedi da je UNV € T,

Zakljucak: T, je topologija na X.
Za T 4 kaZemo da je topologija inducirana metrikom d.

Definicija 2.3.3. Neka je (X,7") topoloski prostor. Neka je U C X. Za U kaZemo da je
otvoren skup u topoloskom prostoru (X,7) ako je U € T .

Primjer 2.3.4. Neka je X = {1,2,3}, te neka je T = {0,{1},{1, 2, 3}}. Tada je T topologija
na skupu X.

Ocitosud, X €T

Pretpostavimo da je (Uy)qea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T, za
svaki a € A.

Ako postoji ay € A takva da je U, = X, onda je

UUQ:X.

acA

Pretpostavimo da je U, # X, za svaki a € A.
Ako postoji ay € A takva da je U, = {1}, onda je

Inace vrijedi

U svakom slucaju, | Jyeq Uy € T .
Nadalje, ako su U,V € T, onda je U NV € T. Naime, ako je U = 0 ili V = (), onda je

unv=20.
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Akoje U = X ili V = X onda je

unvs=yv
ili

unv="0,
a inace vrijedi U =V = {1} pa je

unv={1}.

U svakom slucaju, U NV € T.
Skup {1} je otvoren u topoloskom prostoru (X,7T ). Skup {2} nije otvoren u topoloskom
prostoru (X,7) ({2} ¢ 7).

Primjer 2.3.5. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kaZemo
da je diskretna topologija na X.

Nadalje, {0, X} je takoder topologija na X. Za {0, X} kaZemo da je indiskretna topologija
na X.

Uocimo: Ako je (X,d) metricki prostor i U C X, onda je U otvoren u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren u topoloskom prostoru (X, 7).

Definicija 2.3.6. Za topoloski prostor (X,T") kaZemo da je metrizabilan ako postoji me-
trika d na X takva da je T~ = T ,.

Primjer 2.3.7. Neka je X neprazan skup. Tada je topoloski prostor (X, P(X)) metrizabilan.
Naime, neka je d diskretna metrika na X. Vidjeli smo da je tada svaki podskup od X otvoren
u metrickom prostoru (X, d). To znaci da je T, = P(X).

Primjer 2.3.8. Neka je X skup koji ima bar dva elementa, Tada topoloski prostor (X, {0, X})
nije metrizabilan.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji metrika d na X takva da je {0, X} = T .

Prema pretpostavci postoje a, b € X, takvi da je

a#b.

Tada prema propoziciji[2.2.15| postoje otvoreni skupovi U i V u metrickom prostoru (X, d)
takvi da je
acUbeViUNV=0.

Slijedi da su U,V € T, pa su U,V € {0, X}.
Ocito su U i V neprazni skupovi pa slijedi

U=XiV=X,

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da su U i 'V disjunktni.
Zakljucak: topoloski prostor (X, {0, X}) nije metrizabilan.
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2.4 Hausdorffovi prostori

Definicija 2.4.1. Za topoloski prostor (X, T") kaZzemo da je Hausdorffov ako za sve a,b €
X, a # b postoje otvoreni skupovi U i V u (X,T") takvi da je

acUbeViUNV=0.
Uoc¢imo da topoloski prostor iz primjera nije Hausdorffov.
Propozicija 2.4.2. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X, 7") metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d takva da je
T =7

Uzmimo a,b € X,a # b.
Prema propoziciji postoje otvoreni skupovi U 1 V u (X, d) takvi da je

aceUbeViUNV=0.

Tada su U i V otvoreni skupovi u (X, 74), dakle u (X, 7).
Zakljucak: (X, 7") je Hausdorffov topoloski prostor. m|

Definicija 2.4.3. Neka je (X,7T") topoloski prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
KaZemo da niz (x,) teZi ili konvergira prema a u topoloskom prostoru (X, 7) ako za svaki
otvoren skup U u topoloskom porstoru (X,T"), takav da je a € U, postoji ny € N takav da
za svakin > ng je x, € U.

Uocimo sljedece:
Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X, onda niz (x,) teZi prema a u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako (x,) teZi prema a u topoloSkom prostoru (X, 74) (ovo slijedi
iz propozicije [2.2.14).
Ako je (X, 7) topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X tocka takva da (x,,) tezi prema a, onda
pisSemo x,, — a i kazemo da je a limes niza (x,) u topoloskom prostoru (X, 7).

Primjer 2.4.4. Neka je X = {1,2,3} te neka je T = {0,{1},{1,2,3}}. Neka je (x,) nizu X
definiran sa
x, =1, za svaki n € N.

Tada x, — 1i x, — 2.
Nadalje, neka je (y,) niz u X definiran sa

Y, =2, za svakin € N.

Taday, — 2, aliy, + 1.
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Prethodni primjer pokazuje da limes niza u topoloSkom prostoru ne mora biti jedins-
tven.
Ovo takoder vidimo i na primjeru indiskretne topologije. Naime, ako je X neprazan skup,
onda svaki niz u X konvergira svakoj to¢ki u X u topoloskom prostoru (X, {0, X}).

Propozicija 2.4.5. (Jedinstvenost limesa niza u Hausdorffovom prostoru)
Neka je (X,T) Hausdorffov topoloski prostor, (x,) nizu X te a,b € X takvi da x, — a i
x, = b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a # b.
Tada postoje otvoreni skupovi UiV u (X,7 ) takvidajeac U,be ViUNV =0.
Zbog x, — aia € U, postoji ng € N takav da za svaki n > n vrijedi da je

x, € U.
Takoder x, — b1b € V pa postoji m, € N takav da za svaki n > mj vrijedi da je
x, € V.

Neka je
n = max{ng, mp}.

Tadajen>myin>nyppajex, € Vix, € U, .
x,euny,

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom daje U NV = 0.
Zakljucak: a = b. O

Korolar 2.4.6. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a,b € X takvida x, — a'i
X, — b u metrickom prostoru (X,d). Tada je a = b.

Dokaz. Ovu smo tvrdnju ve¢ dokazali (propozicija[2.2.17)), no sada ¢emo je jednostavno
dokazati koriste¢i prethodnu propoziciju.

Iz prethodne propozicije slijedi da x, — a1 x, — b u topoloskom prostoru (X, 74). OCito
je (X, T4) metrizabilan prostor pa je i Hausdorffov i1 sada iz prethodne propozicije slijedi
a=b. O
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2.5 Baza topologije

Definicija 2.5.1. Neka je X skup, T topologija na X te B familija podskupova od X takva
da vrijedi sljedece:

1. BCT;

2. svaki neprazan element od T moZe se napisati kao unija nekih elemenata od B, tj.
ako je U neprazan element od T, onda postoji indeksirana familija (By)qeca eleme-
nata od B takva da je U = | ,ep Bo-

Tada za B kaZemo da je baza topologije T .

Primjer 2.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je
B={K(x,r): x€ X, r > 0}.

Da je B C Ty slijedi iz propozicije [2.2.3] a da se svaki neprazan element od T, moZe
napisati kao unija elemenata od 8 slijedi iz propozicije Dakle, B je baza topologije
Ta.

Primjer 2.5.3. Neka je T topologija na X. Tada je T baza topologije T .

Primjer 2.5.4. Neka je X neprazan skup, te neka je
B={{x}:xe X}
Tada je B baza topologije P(X).

Propozicija 2.5.5. Neka je X skup, T topologija na X te B familija podskupova od X. Tada
Jje B baza topologije T ako i samo ako vrijedi sljedece:

1. BCT;
2. za svaki U € T isvaki x € U postoji B € B takav da je x € B C U.

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije 7. Ocito je tada 8 C 7 . Pretpostavimo da
je U € T te x € U. Tada postoji indeksirana familija (B, ).es €lemenata od B takva da je

U = UBQ.

€A

Iz x € U slijedi da postoji ¢ € A tako da je x € B,,. Ocito je B,, C U.
Dakle, B,, e Bix€ B,, C U.
Obratno, pretpostavimo da vrijede svojstva (1) 1 (2).
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Dokazimo da je 8 baza topologije 7. Neka je U € 7,U # (. Prema svojstvu (2) za
svaki x € U postoji B, € B takav da je x € B, C U. Tada je (B,),cy indeksirana familija
elemenata od 8 i vrijedi

U=|JB.

xeU

Prema tome, B je baza topologije 7. O

2.6 Kompaktnost

Definicija 2.6.1. Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je K C X. Neka je U C T, U +
0. Za U kazemo da je otvoreni pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, T") ako je

kel u

Definicija 2.6.2. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada za T, kaZemo
da je euklidska topologija na R".
Dakle, euklidska topologija na R" je topologija inducirana euklidskom metrikom.

Primjer 2.6.3. Neka je & euklidska topologija na R. Neka je
U= {<_OO’ 1)9 <O’ OO>}

Tada je U otvoreni pokrivac skupa R u topoloskom prostoru (R, E). Zapravo U je otvoreni
pokrivac skupa K u (R, &) za svaki K C R.
Naime, ocito je R C | Jyeqy U jer je

(=0, 1) U (0, ) = R.

Zasto je U C &, tj. zasto je (—oo, 1),(0, 00) € E?
Neka je d euklidska metrika na R. Vrijedi:

(=00, 1) = Ja, 1).

a<l1

Prema primjeru skup (a, 1) je otvoren u metrickom prostoru (R,d), za svaki a < 1,
stoga je (—oo, 1) otvoren skup u (R, d), tj. (—o0, 1) € &.
Posve analogno dobivamo da je {0, c0) € &.

Primjer 2.6.4. Neka je & euklidska topologija na R. Neka je

U = {{(-a,a):a > 0}.
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Tada je U otvoreni pokrivac od R u topoloskom prostoru (R, E).
Neka je
YV ={{(-a,a) :ac{0, 1)}

Tada je V otvoreni pokrivac skupa (-1, 1) u topoloskom prostoru (R, E). Jasno je da je
Vcé
DokaZimo da je

-Lhel v

Vev
fj.
-1, ¢ | J(-aa.

ae(0,1)

Uzmimo x € (-1, 1). Tada je|x| < 1. Odaberimo a € R takav da je
x| <a<1.

Ocito je a € {0, 1) i x € (—a, a). Dakle, V je zaista otvoreni pokrivac od (—1,1) u (R, E).

Uocimo da V nije otvoreni pokrivac od [—1,1] u (R, E), jer je 1 € [-1,1], no
1¢ | ) (-aa.
a€(0,1)

Definicija 2.6.5. Ako je (X, T") topoloski prostor te U otvoren pokrivac od X u (X, 7") onda
naprosto kaZemo da je U otvoren pokrivac topoloskog prostora (X, T).

Definicija 2.6.6. Neka je (X,7") topoloski prostor te neka je K C X. Za K kaZemo da je
kompaktan skup u topoloskom prostoru (X,7") ako za svaki otvoreni pokrivac¢ U od K u
(X,T) postojen e Ni U,,...,U, € U takvidaje K C UyU ...U U,.

Primjer 2.6.7. Skup R nije kompaktan u (R, &), gdje je & euklidska topologija.
Naime, u primjeru smo vidjeli da je familija U definirana sa

U ={{(-a,a) :a >0}

otvoreni pokrivac toploskog prostora (R, E), no ne postoji konacno mnogo ¢lanova od U
koji prekrivaju R, jer bi u suprotnom postojao n € N i pozitivni brojevi ay, ..., a, takvi da je

R C{—agp,ap) U ... U{-a,,a,),

Sto je nemoguce jer broj
x = max{ay, ..., a,}

nije element od (—ay, ap) U ... U {(—ay,, a,).
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Primjer 2.6.8. Neka je (X,7") topoloski prostor. Neka je K konacan podskup od X. Tada
Jje K kompaktan skup u (X, 7).

Ovo je ocito ako je K = ().

Ako je K # 0 onda je K = {ay, ..., a,}, pri cemu je n € N i ay, ...,a, € X.

Neka je U otvoren pokrivac od K. Neka je i € {1, ...,n}. Imamo

aieKQUU,

UelU

pa postoji U; € U takav da je a; € U,.
Dakle, Uy, ..., U, € Ui
{Cl(), ...,(ln} c U() Uu..u Un,
4.
KcUyu..uU,.

Prema tome, K je kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, 7).

Primjer 2.6.9. Neka je (X, T") topoloski prostor takav da je T konacan skup. Tada je svaki
podskup od X kompaktan u (X, 7).

Ovo slijedi iz ¢injenice da je svaki otvoren pokrivac¢ U svakog podskupa od X vec¢ sam po
sebi konacan (jer je U C T").

Primjer 2.6.10. Neka je X neprazan skup te neka je K C X. Tada je K kompaktan skup u
topoloskom prostoru (X, {0, X}).

Posebno N je kompaktan u topoloskom prostoru (R, {0, R}) sto pokazuje da kompaktan skup
ne mora biti konacan.

Definicija 2.6.11. Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je F C X. Za F kaZemo da je
zatvoren skup u topoloskom prostoru (X, T") ako je F° otvoren skup u (X, T), tj. FC € T.

Isto tako definiramo pojam zatvorenog skupa u metrickom prostoru, dakle ako je (X, d)
metricki prostor i F C X onda kazemo da je F zatvoren u (X, d) ako je F° otvoren u (X, d).
Uocimo sljedece, ako je (X, d) metricki prostor i ' C X, onda je F zatvoren u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako je F' zatvoren u topoloSkom prostoru (X, 7).

Propozicija 2.6.12. Neka je (X, T) topoloski prostor. Tada vrijedi:
1. 0, X su zatvoreni skupovi u (X, 7T);

2. ako je (Fy)aeca indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,7") onda je (\yes Fa
zatvoren skup u (X, 7T);

3. ako su F i G zatvoreni skupovi, onda je i F U G zatvoren skup.
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Dokaz. 1. Vrijedi 0° = X, X¢ = 0, dakle 0°, X° € 7 pa je tvrdnja jasna
2. Vrijedi

ﬂFa]C:UFge'T

acA €A

jerje FS € T zasvaki a € A.
Dakle (M ,eq Fo je zatvoren u (X, 7).

3. Imamo
(FUGY =F°NFeT,

pa zaklju¢ujemo da je F U G zatvoren skup.
O

Napomena 2.6.13. Neka je (X,7) topoloski prostor, n € N i U,,...,U, € T. Tada je
Un..NnU,eT.

To lako dobivamo indukcijom po n iz svojstva (3) iz definicije topoloskog prostora (slicno
kao u dokazu korolara[2.2.6)).

Propozicija 2.6.14. Neka je (X, T ) Hausdorffov prostor, K kompaktan skup u (X,7) te x €
X tocka takva da x ¢ K. Tada postoje otvoreni skupovi U,V € T takvida je x € U K CV
iunNnv=0.

Dokaz. Ako je K = 0 onda moZemo uzeti U = X1V = 0.
Pretpostavimo da je K neprazan.
Neka je y € K. Tada je x # y, pa postoje otvoreni skupovi U, i V), takvi da je

xeU,yeV,ilU,nV,=0.

Neka je
U={V,:yeK}.
Tada je U otvoreni pokrivac skupa K u (X, 7°). Budu¢i da je K kompaktan, postoji kona¢no
mnogo ¢lanova od U koji prekrivaju K, tj. postoje n € Ni yy, ..., y, € K takvi da je
KcV,u..uV,.
Uocimo da je
xeU,n..nU,,
te da je Uy, N ... N U,, otvoren skup u (X, 7") (napomena [2.6.13).
Primjetimo da su skupovi Uy, N ... N U, 1V, U...UV, disjunktni. Naime, ako je

xeU,n..nU,,
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onda je
x e Uy, zasvakii € {l,...,n}

pa
x¢V,, zasvakii € {l,...,n}

jerje UyNV, =0zasvakiy € K. Dakle

x¢gV,u..uV,

Time je tvrdnja propozicije dokazana i traZzeni skupovi su
U,N..NnU, iV, U..UV,.
|

Teorem 2.6.15. Neka je (X, T) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Tada je K zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Dokazimo da je K¢ otvoren skup.
To je jasno ako je K¢ = 0. Pretpostavimo da je K¢ # 0.
Neka je x € K€. Slijedi x ¢ K, pa prema propoziciji postoje U 1 V takvi da
KCcVxeUiUNnU=0.
Iz ovoga slijedi daje KNV = O paje U C KC. Dakle, za svaki x € K¢ postoji otvoren
skup U, takav da je

x €U, C K"

Iz ovog zaklju€ujemo da je

K€ = U U,

xeK€

a ovo povlaci da je K€otvoren skup (prema svojstvu (2) iz definicije topoloskog prostora).
Zakljucak: K je zatvoren skup u (X, 7). i

Primjer 2.6.16. Odaberimo skupove K i X takve daje K C X i K # 0,K # X. Skup K je
kompaktan u topoloskom prostoru (X, {0, X}), no K nije zatvoren skup u ovom topoloskom
prostoru.

Naime, kada bi K bio zatvoren onda bi K€ bio otvoren skup, tj vrijedilo bi K¢ € {0, X},
odnosno K€ = X ili K¢ = 0, a to bi povlacilo K = 0 ili K = X, $to je nemoguce.

Propozicija 2.6.17. Neka je (X, 7)) Hausdorffov prostor te neka su K i L kompaktni skupovi
u (X, 7)) takvida je KNL = (. Tada postoje otvoreni skupovi U i V takvida je K C U,L CV
iunv=0.
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Dokaz. Ako je K = () onda je tvrdnja jasna (moZemo uzeti U = 01 V = X). Pretpostavimo
daje K # 0.

Neka je x € K. Tada x ¢ L pa prema propoziciji [2.6.14] postoje otvoreni skupovi U, i V,
takvidajexe U,,LC ViU, NV, =0. Neka je

U={U,: x€K}.

Tada je U otvoreni pokrivac od K pa buduci da je K kompaktan, postoje n € N i xy, ..., X, €
K takvida je
KcU,U..UU,,.

Neka je
W=V, n.nV,.

Tada je L € Wi W je otvoren skup. Nadalje, Wi U,, U ... U U, su disjunktni skupovi.
Naime, ako je
yeU,U..UU,,

ondajey € U,, zanekii € {0,...,n} paslijedidajey ¢ V,,. Stogay ¢ W.
Dakle, Wi U,, U ... U U,, su dva disjunktna skupa, prvi sadrzi L, a drugi K. O



Poglavlje 3

Izracunljivi topoloski prostori

3.1 Izracunljivi metricki prostori

Definicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je D C X. Za D kaZemo da je gust
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € X i € > 0 postoji y € D takav da je
d(x,y) <e.

Uocimo sljedece. Ako je (X, d) metricki prostor onda je X gust skup u (X, d).

Primjer 3.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Q gust skup u metrickom prostoru
(R, d).

DokaZimo to.

Neka su x e Rie > 0. Tada je x < x + € pa postoji q € Q takav da je

x<qg<x+e

Iz ovoga slijedi
O<g—x<e
paje
d(g, x) :|q—x| =g—-x<e€
Dakle, d(q, x) < €.
Prema tome, Q je gust u (R, d).

Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) nizu X. Za (x,) kazemo da
Jje gust niz u metrickom prostoru (X, d) ako je slika tog niza, tj. skup {x, : n € N} gust u
(X, d).

Definicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je a niz gust u metrickom prostoru
(X, d) takav da je funkcijay : N* — R definirana sa y(i, j) = d(@;, @;) rekurzivna.
Tada za uredenu trojku (X, d, @) kaZemo da je izracunljiv metricki prostor.

45
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Primjer 3.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je « : N — R funkcija definirana

sa 0
N — (—1)Do 2
a(i) = (-1) Dt 1

Tada je « rekurzivna kao funkcija sa N — Q. Tvrdimo da je
{a;:ieN}=Q 3.1

Ocito je a; € Q, za svaki i € N. Obratno, ako je g € Q onda je
k
= (=1 —,

9=D [+1
gdje su n,l, k € N. Definiramo

i=po"-p-pd.
Ocito je (i)y = n, (i)y = k, (i), = 1, pa je a(i) = q.
Prema tome, tvrdnja vrijedi.
Iz i Cinjenice da je Q gust u (R, d) slijedi da je a gust niz u (R, d).
Neka je y : N*> — R funkcija definirana sa

v(, j) = d(a;, a;).

Za sve i, j € N vrijedi y(i, j) = |a,- - a/j|. Neka su f,g : N> — Q funkcije definirane sa:
[, j) = a),
8@, j) = a()).
Ocito je
f=ao I,
g=aoly’

pri cemu ovdje na a gledamo kao funkciju saN — Q, pa iz propozicije slijedi da su fi
g rekurzivne funkcije. Tada je po propoziciji rekurzivna i funkcija| f+(- g)| N - Q.
Za sve i, j € N vrijedi:

|If + (=9)| G, j) =|£G, j) - 8G, j)| =|ei — @] = ¥, ),
dakle
|f + (=9)| G, j) = v, ).

Ovo znaci da je vy, kao funkcija N> — Q, jea’naka| f+ (—g)| pa je vy rekurzivna kao funkcija
N2 — Q. Stoga je y rekurzivna (kao i funkcija sa N — R).
Zakljucak: (R,d, @) je izracunljiv metricki prostor.
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Definicija 3.1.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je x € X. Za x kaZemo
da je izracunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
d(x, asu) < 27%, za svaki k € N.

Uocimo sljedeée: Ako je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, onda je ; izraunljiva
tockau (X,d, @) za svaki i € N.

Naime, vrijedi
d(ai, apg) =0 < 275,

za svaki k € N, pri ¢emu je f : N — N konstantna funkcija s vrijednosc¢u i.

3.2 Racionalne kugle

Definicija 3.2.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je i € N te neka je
re Q,r > 0. Tada za K(«;, r) kaZemo da je racionalna kugla u (X, d, a).

Fiksirajmo rekurzivne funkcije &,&, : N - N,  : N — Q sa sljede¢im svojstvima:
1. Im¢ =Q N0, o)
2. {630, 61()) 1 i € N} = N?

Takve funkcije sigurno postoje, npr. mozemo uzeti:

&1 = (Do
&) = (0,
za svakii € N.
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka je B racionalna kugla u (X, d, @). Tada

postoje n,m € N takvi da je
B = K(ay, &)

Nadalje, postoji i € N takav da je
(n,m) = (1), £(1)),

stoga je
B = (aga0) {e.0)-
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Definicija 3.2.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo

I; = K(as ) Leriy)-

Uocimo, za svaki i € N skup I; je racionalna kugla u (X, d, @) i obratno, svaka racionalna
kugla u (X, d, @) je oblika I;, za neki i € N.
Za i € N neka je

Ai = g )
te
Pi = L6
Dakle,
I; = K(4;, pi).

Propozicija 3.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,b € X i r,s > 0 takvi da je
r+ s <d(a,b). Tada
K(a,r)NnK(b,s) =0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji x € K(a,r) N K(b, s).
Tadaje x € K(a,r)1x € K(b.s), pajed(a,x) <rid(b,x) < s. Imamo:

d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <r+s

tj.
da,b)<r+s

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Prema tome K(a,r) N K(b, s) = 0. ]

Primjer 3.2.4. Neka je X skup te neka su a,b € X,a # b. Neka je d diskretna metrika na
X. Tada je

K(a, 1) = {a},
K(b,1) = {b},

paje K(a,1) N K(b, 1) = 0. No ocito ne vrijedi
1+1<d(a,b).

Dakle, ne vrijedi obrat prethodne propozicije.
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3.3 Formalna disjunktnost i formalna sadrzanost

Definicija 3.3.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. KaZemo
da brojevi i, j predstavljaju formalno disjunktne kugle ako je

pi +pj <d(A;, ).

Ako i, j predstavljaju formalno disjunktne kugle, onda ¢emo krace govoriti da su I; i I;
SJormalno disjunkini i pisati 1;01;.
Uocimo sljedece: Ako su I; i I; formalno disjunktni, onda prema propoziciji vrijedi:

I,OIJ:(Z)

Primjetimo da obrat gore navedene tvrdnje ne mora vrijediti. To éemo pokazati sljedecim
primjerom.

Primjer 3.3.2. Neka je d diskretna metrika na N te neka je « : N — N funkcija definirana
sa

a(i) =i, za svakii € N.

Tada je (N, d, @) izracunljiv metricki prostor.
Naime, a je ocito gust niz u (N, d). S druge strane, funkciju y : N> — R definiranu sa
Y, j) = d(a, ;) vrijedi:
. I, i#}
v(, j) = {

0, i=}]
1.
¥, ) = sgli = Jl
iz Cega zakljucujemo da je y rekurzivna kao funkcija sa N> — N, pa i kao funkcija sa
N? > R.
Odaberemo a,b € N,a # b te k € N takav da je {; = 1.
Nadalje, odaberimo i, j € N takve da je

(a,k) = (£1(D), £20)),
(b, k) = (&1()), &2/

Tada je

I; = K(ag iy, L) = K(ag, &) = K(a, 1) = {a},
I = K(ag ) Lerj) = K(aw, &) = K(b, 1) = {b}.
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Stoga je I; N 1; = 0.
S druge strane,

Pi"‘Pj:l"‘l:z,

d(A;, ;) = d(ag, @) = d(a,b) = 1
pa zakljucujemo da I; i I; nisu formalno disjunktni.
Propozicija 3.3.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je
S ={(i,j) e N?: I; i I; formalno disjunktni}.

Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka su f, g : N> — R funkcije definirane sa:

fG. J) =pi+pj

8@, j) = d(4;, ;).

Imamo:
S =1{(i.)) €N : p; + pj < d(A;, )}
tj.
S =1{G, /) e N1 f(i, j) < g(i, )
Stoga je prema korolaru dovoljno pokazati da su funkcije f 1 g rekurzivne.
Neka su f, > : N> — Q funkcije definirane sa:

fl(i’ J) = Pis fZ(la .]) = pPj-
Zasve i, j € N vrijedi
filh, ) = L&) = L& © I ).

Stogaje fi =L o (& o I7), paiz propozicije slijedi da je f; rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je f, rekurzivna funkcija, stoga je i f; + f> : N> — Q rekurzivna
funkcija.

zasve i, j € N vrijedi

@, )=+ LG D,
pa je stoga f rekurzivna kao funkcija N> — Q. Prema tome f je rekurzivna (kao funkcija
N? — R). Neka je ¥ : N*> — R funkcija definirana sa

v(i, j) = d(a;, Clj)-



3.3. FORMALNA DISJUNKTNOST I FORMALNA SADRZANOST 51

Tada je y rekurzivna funkcija po definiciji izracunljivog metri¢kog prostora.
Neka su 7, j € N. Imamo:

8@, J) = d(A;, A)) = d(ag i), @eyjy) = (610, £2()).
Dakle,
83, J) = y(&1(®), &()) (3.2)
Definiramo funkciju G : N*> — N? sa
G(i, j) = (£1(D), &(0).
Ocito je G rekurzivna funkcija, a prema (3.2) vrijedi
g=v70°G.

Sada iz propozicije[I.4.4]slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor, x,y € X te r, s > 0 takvi da je
dix,y)+s<r.

Tada je K(y, s) € K(x,r).

Dokaz. Uzmimo z € K(y, s). Tada je d(y, z) < s. Vrijedi

dx,2) <d(x,y) +d(y,z) <d(x,y)+ s <,

{.
d(x,z) <r,

odnosno z € K(x, r). O

Definicija 3.3.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. KaZemo
da je I; formalno sadrZan u I; i pisemo I; Cr I; ako je

d(A;, ;) + pi < pj.
Uocimo da prema propoziciji [3.3.4| vrijedi sljedeca implikacija:

Iigplj - I,QIJ
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Propozicija 3.3.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je
S =1{(i,j)) eN*: I, Cr I}}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka su f, g : N> — R funkcije definirane sa:
f@, ) =p;—pi
g(i, j) = d(4;, 4))

Analogno kao u dokazu propozicije 3.3.3| zakljucujemo da je f rekurzivna funkcija. Nada-
lje, u dokazu propozicije smo vidjeli da je i g rekurzivna funkcija.
Imamo
S ={G, ) EN? 1 d(A;, 4)) < p; = pi)
tj.
S =1 j) € N* : g(i. ) < f(Q. )
pa iz koroloara [I.5.§]slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. m|

Lema 3.3.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y, z € X. Tada je
|d(x,2) - d(y,2)| < d(x.y).

Dokaz. Imamo
d(x,z) <d(x,y) +d(y,2)

paje
d(X, Z) - d(y’ Z) < d(xa )’) (33)
Nadalje
d(y,2) < d(y, x) + d(x,z)
paje
d(y, Z) - d(x? Z) < d(y’ X),
.

—(d(x,2) —d(y,2)) < d(x,y). (3.4)

Sada iz (3.3) 1 (3.4) slijedi tvrdnja leme.
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Propozicija 3.3.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su i, j,k € N takvi
dajel; Cp ljtel; Cp I. Tada je I; Cr Ii.

Dokaz. Imamo
d(i, ) < pj = pi
A, ) < pr—p;j
pa zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo
d(A;, A;) + d(A;, &) < px — pi- (3.5)
S druge strane, prema nejednakosti trokuta vrijedi:
d(A;, A) < d(A;, Aj) +d(A;, )

Sto zajedno sa (3.5)) povlaci:
d(Ai, &) < pr — pi.
Dakle, I; Cr I. O

Propozicija 3.3.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, te neka su i, j, k € N takvi
daje I; Cp I; te da je 1,01 Tada je I;O1L.

Dokaz. 1z I; Cr I slijedi
d(A;, ;) <pj—pi
pa je
pi—pj < —=d(;, ;).
Nadalje vrijedi
Pr +pj < d(Ag, ;).

Zbrajanjem dviju posljednjih nejednakosti dobivamo

P+ pi < d(Ag, ;) — d(A;, 4;). (3.6)
Prema lemi vrijedi:
(A A7) = d(A;, 4)) <|d(e, 4)) = d(Ai, A))] < (A, 2. (3.7)
Iz i slijedi:

Px + pi < d(Ag, ).
Dakle 1,1, O
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Propozicija 3.3.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su x,y € X, x # y.
Tada postoje i, j € N takvida je x € I;,y € 1; i I;01;.

Dokaz. Odaberimo pozitivan racionalan broj r takav da je r < @ (to moZemo jer je
d(x,y) > 0).

Odaberimo k € N takav da je r = .

Buduci da je a gust niz u (X, d) postoje n,m € N takvi da je

dx,a,) <r,
diy,a,) <r

odnosno,
x € K(a,,r)iye K(a,,r). (3.8)
Znamo da postoje 7, j € N takvi da je

(n, k) = (£1(0), £2(1)),
(m, k) = (&1()), £20)).

Imamo:

Ai = @z 6) = A,
Aj = g () = U,
Pi=lon =4 =T,
Pi=lop =8 =T

Stoga je prema (3.8))

x € K(4;, p),
y € K(4;,p)),
tj.
x €l
y € Ij.
Tvrdimo da je I;01;.

Pretpostavimo suprotno. Tada je d(4;, ;) < p; + p; paje

d(a;, 2;) < 2.
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Imamo:
d(x,y) <d(x, ;) +d(4;,y)

<d(x, ) +d(A;, A)) +d(A;,y) = d(x, a,) + d(A;, 4;) + d(am, y)

<r+2r+r=4r

0. 38D _ o,

4
Dakle,
d(x,y) <d(x,y),

Sto je kontradikcija.
Prema tome, ;1. O

Propozicija 3.3.11. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su x € X ii, j€ N
takvi da je x € I; N 1. Tada postoji k € N takav da je x € Iy te I Cp I; i Iy Crp 1.

Dokaz. Tmamo x € I;ix € I, §j. x € K(4;,p;)) 1 x € K(4;,p;) pa je d(1;,x) < p; i
d(/lj, x) < Pj-
Slijedi da su brojevi

pi —d(4;, x)

T

pj—dd;,x)
2

pozitivni.
Odaberimo racionalan broj r takav da je

pi —d(i, x) pj—d4;, x)}

0 i , 39
< r < min{ > > (3.9
Budu¢i da je o gust niz u (X, d) postoji n € N takav da je

dlx,a,) <r. (3.10)

Odaberimo m € N takav da je r = {, te odaberimo k € N takav da je
(&1(k), &2(k)) = (n,m).
Tada je

Ak = Qg ) = Ay,

Pk =Low =L =1
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Iz (3.10) slijedi da je
d(-x’ /lk) < Pk>

tj. x €l
Dokazimo da je I Cr I;. Uocimo da iz (3.9) slijedi da je

pi — d(4, x)

Pr < 5

paje
d(A;, x) + 201 < pi.

Koristeci prethodnu nejednakost dobivamo:

d(Ai, A) + pr < d(A;, x) + d(x, A) + pr
< d(/li’ X) +pk +pk = d(/li’ X) + 2pk

< p;.
Dakle
d(Ai, ) + pr < pi,
odnosno
Iy Cr 1.
Analogno dobivamo da je I Cr ;. O

Propozicija 3.3.12. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je B familija svih
racionalnih kugla u (X, d, @). Tada je B baza topologije T ;.

Dokaz. Svaka otvorena kugla u (X, d) je otvoren skup u (X, d), stogaje B C 7.
Nekasu U € 7,1 x € U. Tada je U otvoren skup u (X, d), pa postoji r > 0 takav da

K(x,r) C U.
Odaberimo racionalan broj s takav da je
’
0<s<—.
)

Nadalje, odaberimo n € N takav da je d(a,, x) < s (to moZemo jer je @ gust niz u (X, d)).
Ocito je x € K(a,, s). Tvrdimo da je

K(a,, s) € K(x,r). (3.11)
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Neka je y € K(a,, s). Tada je d(a,,y) < s. Imamo

d(x,y) < d(x, a,) + d(a,y)

<s+s=2s
<r.
tj.
dix,y)<r

pajey € K(x,r).
Vidimo da vrijedi (3.11)), pa zaklju€ujemo da je K(e,, s) C U. Dakle,

K(a,,s) e Bixe K(a,,s) CU.
Iz propozicije slijedi da je B baza topologije 7. o

Uocimo da iz prethodne propozicije slijedi: Ako je (X, d, @) izracunljiv metricki pros-
tor, onda je
{I, :ie N}

baza topologije 7.

3.4 Izracunljivi topoloski prostori

Definicija 3.4.1. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je (I;)ien niz u T takav da je
{I; 1 i € N} baza topologije T. Za uredenu trojku (X, T, (I;)ien) kaZemo da je izracunljiv
topoloski prostor ako postoje rekurzivno prebrojivi skupovi C,D C N? takvi da vrijede
sljedeca svojstva:

1) (G,)eD = NI =0

2) (G,))eC = L, CI;

3) G,)eD = (j)eD;

4 (G,)eC (jkeC = (i,k)eC;

(5) (k,iyeC,(i,j) e D = (k,j) e D;

(6) ako su x,y € X, x # y onda postoje i, j € N takvi da je

xel,yel;i(ij) €D,
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(7) ako su i,j € N te x € I; N I; onda postoji k € N takav da je x € I, (k,i) € Ci
(k, j) € C.

Za D, C kaZemo da su karakteristicni skupovi za (X, T, (I;)ien).

Primjer 3.4.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je (X, T 4, (I;)ien) izracunljiv
topoloski prostor.
DokaZimo to.
Prema propoziciji|3.3. 12| familija {I; : i € N} je baza topologije T,;. Neka je
C={Gj)eN*: [, Cr I},
D ={(, j) e N*: [,O1}}.
Prema propozicijama 3.3.3i[3.3.6] skupovi C i D su rekurzivno prebrojivi.
Dokazimo da za ovako definirane skupove C i D vrijede svojstva (1) — (7) iz definicije
izracunljivog topoloskog prostora.
Ocito je da svojstva (1) — (3) vrijede. Pretpostavimo da su i, j,k € N takvi da (i, j) € C i
(j,k) € C. Tada je
I i CF I s
I; Cp Iy
pa je prema propoziciji[3.3.8|
I; Cr I,

odnosno (i, k) € C.
Dakle vrijedi svojstvo (4).
Neka su i, j, k € N takvi da je (k,i) € C i (i, j) € D. Tada je
I Cp L i IO
pa je prema propoziciji[3.3.9|
1015,

odnosno (k, j) € D.
Time smo dokazali da vrijedi svojstvo (5).
Neka su x,y € X, x # y. Prema propoziciji|3.3.10 postoje i, j € N takvi da je x € I;,y € I; i
I;015, 4. (i, j) € D.
Prema tome, vrijedi svojstvo (6) iz definicije izracunljivog topoloskog prostora.
Neka su i, j € N te x € X takav da je x € I; N I;. Prema propoziciji 3.3.11| postoji k € N
takav da je

x €I,

I Cr1ii

I Cr Ij,
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1.

(k,i)e Cil(k,)) eC.
Prema tome (X, T 4, (I;)ien) je izracunljiv topoloski prostor.

Propozicija 3.4.3. Neka je (X, T, (I)icv) izracunljiv topoloski prostor. Tada je (X, T ) Ha-
usdorffov prostor.

Dokaz. Neka su x,y € X, x # y. Neka su D, C karakteristicni skupovi za (X, 74, (I;)ien).
Tada postoje i, j e Ntakvidajexe ;jiy € [, te

(i, j) € D.

Slijedi ; N I; =0, aocitosu l;,1; € T .
Dakle, (X, 7") je Hausdorffov topoloski prostor. O

Lema 3.4.4. Neka su n,k € N, te neka su f, g : N* — N" rekurzivne funkcije. Neka je
Q={XeN: f(D) = g(D).
Tada je Q) rekurzivan skup.

Dokaz. Nekasu fi, ..., f, : N¥ - Ni gy, ..., g, : N¥ - N komponentne funkcije od fi g.
Neka je i € {1, ..., n}. Definiramo

Q; = (e N fi(D) = gi(D).

Funkcije f;, g; : N¥ — N su rekurzivne pa su rekurzivne i kao funkcije sa N¥ — Q. Stoga
je Q;, prema propoziciji [1.3.3|rekurzivan.
Neka je ¥ € N¥, Imamo

¥YeQ & f(¥) =g
= (fi(X), e, [u(X) = (81(X), ..., ga(F))
— fl()?) = gl(f)’ ,fn(f) = gn(-f)
= e, X€D,, ... XeQ,
— feQINnHLN..NQ,
Stoga je
Q:QIHQZO...HQH

pa je Q rekurzivan kao presjek kona¢no mnogo rekurzivnih skupova. O

Propozicija 3.4.5. Neka je k € N, te neka su S,T C N rekurzivno prebrojivi skupovi.
Tada su S UT i S NT rekurzivno prebrojivi skupovi.
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Dokaz. Akoje S =01ili T = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da su S i T neprazni. Tada postoje rekurzivne funkcije f, g : N — N takve
da je
fMN)=SigN)=T.
Neka je x € N¥, Tada je
XeSNT & X¥e€SiXeT — Ai,jeNtd. ¥= f(i)ix=g()) (3.12)
Neka je
Q = {(x1, ey Xt By ) € N2 2 (5, s i) = (D))
te
T = {1, e Xao 0, J) € NF20 (py ey 20) = g0
DokaZimo da je € rekurzivan skup.
Definirajmo funkcije v, w : N¥*2 — N sa
V(X1 5 eeey Xy Iy J) = (X1 eey Xi)
W(X1, ooy Xiy 1, ) = f(0).
Funkcija v je rekurzivna jer su joj komponentne funkcije ocito rekurzivne, a rekurzivnost
funkcije w slijedi iz
w=fol

Iz definicije skupa Q je jasno da je
Q = {(X1, o X By ) € N2 0 0(xy, ooy Xpy By ) = WXL oy X 1, )]

pa iz leme [3.4.4slijedi da je Q rekurzivan skup.
Posve analogno zakljuCujemo da je I rekurzivan skup.
Iz (3.12)) slijedi da za svaki ¥ € N* vrijedi:
XeSNT — 3Ai,jeNtd. (£i,)) e Qi(X,i,j)eTl
& di,jeNtd. (Xi,))eQnT

Dakle,
SNT ={xeN:3(@,j)eN*td. (X,i,/) e QNnT}. (3.13)

Skup Q@ NT je rekurzivan pa je prema propoziciji [I.5.2]i rekurzivno prebrojiv. Iz (3.13)) i
teorema|l.5.5|slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je ¥ € N¥. Imamo:
XeSUT — XeSiliXxeT
& i, jeNtd. ¥= f()ili ¥ = g())
— Ai,jeNtd. (i, )) € Qili (4,1, ) eT.
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Dakle,
¥eSUT & 3, j))eN*td. (i, /) eQUT

pa analogno kao u slucaju skupa § N T zakljuCujemo da je S U T rekurzivno prebrojiv
skup. O

Propozicija 3.4.6. Neka su n,k € N.. Neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija te neka je
S C N" rekurzivno prerbrojiv skup. Tada je f=(S) rekurzivno prebrojiv skup u N

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je ocita.
Pretpostavimo da je S # (. Tada postoji rekurzivna funkcija 2 : N — N takva da je
h(N) =S.
Neka je
Q = {(x1, ., Xpy 1) € NFTL 2 £(xy, 0, xp) = h(D)).

Dokazimo da je € rekurzivan skup.
Definirajmo funkcije v, w : N1 — N sa

V(X1 ey X, 1) = f(00 e Xk

V(X1, ooy Xi, 1) = h(D).
Funkcije v, w su rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. Imamo:
Q = {1y ooy X5 1) € N p(ys o Xy 1) = WXL woey Xy )

pa iz leme [3.4.4]slijedi da je Q rekurzivan skup.
Neka je ¥ € N*, Tada je
Xef(S) < f(X¥eS
— AieNtd f(X) = h()
«— JieNtd. (£i)eQ.

Dakle,
Xe f7(§) < AieNtd (£i) € Q.
Prema tome,
FOS)={xeN:JieNtd (¥,i) € Q).
Iz teorema slijedi da je f<(S) rekurzivno prebrojiv skup. o

Teorem 3.4.7. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je (I;)ien niz u T takav da je {I; :
i € N} baza topologije 7). Neka su D, C rekurzivno prebrojivi podskupovi od N? za koje
vrijede svojstva (1), (2), (3), (4), (6), (7) iz definicije izracunljivog topoloskog prostora.
Tada je (X, T 4, (I)ien) izracunljiv toploski prostor.

Stovise, postoji rekurzivno prebrojiv skup D' C N? takav da je D C D’ te da su D’,C
karakteristicni skupovi za (X, T 4, (I})ien)-



62 POGLAVLIJE 3. IZRACUNLIJIVI TOPOLOSKI PROSTORI

Dokaz. Neka je
D" ={(k,j) eN*: Ai e Nd. (k,i) € Ci(i, j) € D}.

Dokazimo da je D” rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je

Qi = {(k, j,i) e N’ : (k,i) € C},
Q, = {(k, j,i) € N’ : (i, j) € D}.
Neka je f : N°> — N? funkcija definirana sa:

[k, j,i) = (k, ).

Ocito je f rekurzivna funkcija.
Imamo
Q, = {(k, j,i)) e N*: f(k, j,i) € C} = f(C)

pa je prema prethodnoj propoziciji 2, rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno zaklju€ujemo da je Q, rekurzivno prebrojiv.
Prema definiciji skupa D" vrijedi:

D" ={(k, ) eN*: Ji e Ntd. (k, j,i) € Qi (k, j,i) € Q)
g.
D" ={(k,j) eN*: Jie Ntd. (k, j,i) € Q N D}

Prema propoziciji [3.4.5| skup Q; N Q, je rekurzivno prebrojiv pa je prema teoremu
skup D" rekurzivno prebrojiv.
Neka je

D" ={(j,k) e N*: (k, j) € D"}.

Definiramo funkciju g : N> — N? sa
8(j, k) = (k, j)
Ocito je g rekurzivna funkcija te vrijedi:
D" ={(j,k) €N : g(j.k) € D"} = g~ (D)

pa iz prethodne propozicije zakljucujemo da je D’ rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je

E={Gj)eN*:37, jeNu. (i,i)eC,(,j)eCi(i,])e D)
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Neka je

I =1{G .7, j)eN: (i) eC)
T, =1{G, )7, j)eN*: (j,j)eC},
3 ={(,ji,j)eN*": () e D).
Definiramo 4 : N* — N2 ga
h(, j, 7, ) = (@i,1).

Ocito je h rekurzivna funkcija. Uo¢imo da je
I =h"(C)

pa iz prethodne propozicije zakljuCujemo da je I'; rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno dobivamo da su I'; i I'; rekurzivno prebrojivi skupovi.
Prema definiciji skupova E, I'1, I, '3 imamo:

E={Gj)eN2:37,7eNtd. G,j,i,j/) el NT>,NT3).

Iz teorema [I.5.5]slijedi da je E rekurzivno prebrojiv skup.
Definiramo
D'=DUD’"UD"” UE.

Tada je D’ rekurzivno prebrojiv skup i ocito je D C D’.

Dokazimo da su D’ i C karakteristi¢ni skupovi za (X, 7, (1;)ien)-

Svojstva (2),(4), (7) iz definicije izraCunljivog topoloSkog prostora ocito vrijede prema
pretpostavci teorema. DokaZzimo da vrijedi svojstvo (1) (za D").

Neka je (i, j) € D’. Imamo 4 slucaja:

(a) (i, ) € D. Tada je I; N I; = 0 prema pretpostavci teorema.

(b) (i, j) € D”. Tada postoji i’ € N takav da je (i,i") € C 1 (i’,j) € D. Slijedi I; C I} 1
I NI;=0.Stogaje ;N 1; = 0.

(¢) (i, j) € D". Tadaje (j,i) € D" paje prema (b) I; N I; = (.

(d) (i, j) € E. Tada postoje 7, j/ € N takvi da (i, ') € C, (7', /') € Di (j, /) € C. Slijedi
I,' - Il‘/,lj QIJ/ iIi’ anl = 0. Stogajel,»ﬂlj =0.

Dakle, vrijedi svojstvo (1). Dokazimo sada da vrijedi svojstvo (3) iz definicije izraCunljivog
topoloskog prostora. Neka je (i, j) € D’. Imamo 4 slucaja:

(a) (i, j) € D. Tada je (j,i) € D prema pretpostavci teorema. Dakle (j,i) € D’.
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(b) (i,j) € D”. Tadaje (j,i) € D" paje (j,i) € D'.
(¢c) (i,j) € D"”". Tadaje (j,i) € D" paje (j,i) e D'.

(d) (i, j) € E. Tada postoje 7, ' € N takvi da (i,7") € Ci (j, j/) € Ci (7, j') € D. Slijedi
(/)€ C, G,i)eCi(j,i') e D.Dakle (j,i) € E, paje (j,i) € D'.

Prema tome, svojstvo (3) vrijedi.
Dokazimo svojstvo (5).
Pretpostavimo da su (k, i) € C i (i, j) € D’. Zelimo dokazati da je (k, j) € D’.

(a) (i, j) € D. Tada, zbog (k, i) € C, vrijedi (k, j) € D, stoga je (k, j) € D’.

(b) (i, j) € D”. Tada postoji i’ € N takav da je (i,i") € C i (i, j) € D. Zbog (k,i) € C
imamo (k,i") € C. Iz ovoga i (7, j) € D slijedi (k, j) € D”. Stoga je (k, j) € D'.

(c) (i,j) € D'. Tada je (j,i) € D”. Tada postoji j* € N takav da (j, j) € C, (j',i) € D,
tj. (i, j') € D. Zbog ovoga i zbog (k,i) € C imamo (k, j) € E, paje (k, j) € D'.

(d) (i, j) € E. Tada postoje i’, j’ € N takvida (i,i") e Ci(j,j) € Ci (7, )) € D. Zbog
(k,i) € Ci(i,i") € C vrijedi (k,i") € C. Dakle, (k,i") € C,(j,j) e Ci(i,j) € D pa
(k, ) e E, tj. (k,j) e D'.

Dakle, (k, j) € D’. Prema tome, svojstvo (5) vrijedi.
Dokazimo svojstvo (6).
Neka su x,y € X, x # y. Tada, prema pretpostavci teorema, postoje i, j € N takvi da je

xel,yel;i(i,j)eD.
Stoga je (i, j) € D'.

Time smo dokazali da su D’, C karakteristi¢ni skupovi za (X, 7, (I;);en), Sto ujedno znaci
daje (X, 7, (I;)ien) 1zraCunljiv topoloski prostor. O
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Sazetak

Ovaj rad podijeljen je na tri glavna poglavlja. Kroz prvo proglavlje navode se osnovni
pojmovi izradunljivosti, proudavaju se rekurzivne funkcije N — Z N — Qi N¥ — R
te se dokazuju rezultati vezani za te funkcije koji su potrebni u nastavku rada. U dru-
gom poglavlju definiraju se metricki i topoloski prostori te se dokazuju odredeni rezultati
vezani uz pojam neprekidnosti, konvergencije niza, kompatnosti, Hausdorffovog prostora
te uz pojam baze topologije. Trece poglavlje posveceno je proucavanju izracunljivih to-
poloskih prostora. Uvodenje izracunljivih topoloskih prostora motivirano je proucavanjem
izraCunljivih metrickih prostora te nekih njegovih vaznih svojstava.






Summary

This thesis consists of three main parts. The first part of thesis is devoted to the basic
terms of computation, definition of recursive function N* — Z Nf¥ — Q and N* — R as
well as to some important results regarding these recursive functions. The definitions of
metric and topological spaces are presented in the second part of thesis. This part states and
discusses the main results related to the continuity, convergence of sequence, compactness,
Hausdorff spaces as well as to the notion of a basis for a topology. The third part of thesis
is dedicated to the computable topological spaces. Introduction of computable topological
spaces was motivated by computable metric spaces and some of its important properties.
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