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Uvod

U ovom diplomskom radu bavit éemo se proucavanjem Levinsonove nejednakosti. To je
jedan od primjera koji nam ilustriraju kako matematicari poopcavaju objekte i zakonitosti.
N. Levinson je 1964. godine dokazao sljede¢u nejednakost:

i Pid(x;) i DiXi Zn: pip(2b — x;) i pi(2b — x;)
i1 | L A |

il’i ipi . il’i ipi
i=1 i=1 i=1 i=1

pricemusup; >0,i=1,...,n, Zpi # 0, x; € [0,2b], ¢ je takva da je ¢W > 0.
i=1

b

Njegov je rad bio potaknut tzv. Ky Fanovom nejednakoscu

[]_[ x,-] / [Z xl-) < [ﬂ(l - x»)/ (Z(l - x»]
i=1 i=1 i=1 i=1
u kojoj su x; € [0, 1]. Vec je u Levinsonovoj nejednakosti vidljivo nekoliko poopcenja koje
je napravio u odnosu na Ky Fanov rezultat: uveo je tezine (p;), interval [0, 1] proSiren je na
[0, 2b], funkcija In zamijenjena je s funkcijom ¢ za koju je ¢~ > 0.

U narednim godinama vrSena su joS neka generaliziranja kako uvjeta na toCke tako i uvjeta
na funkciju. U ovom radu opisat ¢emo nekoliko takvih rezultata.



Poglavlje 1

Levinsonova nejednakost

1.1 Biografija Normana Levinsona

Slika 1.1: Norman Levinson
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Norman Levinson americki je matematicar roden 11. kolovoza 1912. godine u Lynnu
u Massachusettsu. Diplomirao je 1 magistrirao elektrotehniku na Massachusetts Institute
of Technology 1934. godine. U svojoj ranoj karijeri suradivao je s Norbert Wienerom,
matematicarom kojeg danas smatramo ocem kibernetike. Od Massachusetts Institute of
Technology primio je Redfield Proctor Traveling Fellowship za studij na SveuciliStu u
Cambridgeu. U prva Cetiri mjeseca u Cambridgeu, vec je uspio napraviti dva rada. Dok-
torirao je 1935. godine. 1937. godine poceo je raditi na fakultetu Massachusetts Institute
of Technology. Godine 1954. nagraden je s Bocher Memorial Prize of American Mathe-
matical Society. 1970. godine je osvojio Lester R. Ford nagradu, a sljedece godine dobiva
Chauvenet nagradu od Mathematical Association of Amerika za svoj rad ”A Motivated
Account of an Elementary Proof of the Prime Number Theorem”. Baza MathSciNet koju
vodi The American Mathematical Society sadrZi osvrte na 113 Levinsonovih radova. Veci
dio svoje matematicke karijere bavio se problemima vezanim uz diferencijalne jednadZzbe
i kompleksnu analizu, no posljednjih je desetak godina intenzivno istrazivao Riemannovu
zeta funkciju. Pod njegovim mentorstvom doktorirali su Raymond Redheffer i Harold
Shapiro. Levinson je umro 10. listopada 1975. godine u Bostonu od posljedica tumora na
mozgu.
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1.2 Levinsonova nejednakost

U knjizi Beckenbacha i Bellmana [3, p. 5] dana je sljedeca nejednakost Ky Fana:

Nekasu 0 < x; < 7’ i=1,2,..,n.

(135 (e S0

i=1 i=1

sa jednakoS$c¢u samo ako su svi x; jednaki.

Korjenujemo li Ky Fanovu nejednakost dobivamo

Vaxe X A= x)( = x).. . (1= x)
XX 2 (1= x;) '
n n
Dakle, i1 na lijevoj i na desnoj strani u brojniku se javlja geometrijska sredina, a u na-
zivniku aritmeticka sredina nekih brojeva. Drugim rije¢ima Ky Fanovom nejednakoscu
usporedujemo kvocijente geometrijske i aritmeticke sredine niza brojeva (xi, X2, ..., x,) i
(1=x1,1=xp,...,1=x,).
MoZemo ju zapisati 1 ovako

G(x1,...,%x,) < G(A-x,...,1=x,)
Axy,....,x,) - A(d=x,...,1=x,)
Ukoliko Ky Fanovu nejednakost logaritmiramo dobivamo

1 n i 1 T (1 - J
“log(xr - ... - %) —1og(2‘——1x) < —log((1 = x1)...(1 = x,)) - log(M)
n n n n
tj.
iz log x; _ log(ZiZI xi) < iz log(1 — x;) _ log(Zizl(l - xi)) . (1.1)
n n n n
Pojavljuju se pitanja:
11 1
1. Mogu li se teZine (—, — s —) koje se javljaju u originalnoj Ky Fanovoj nejednakosti
nn n

zamijeniti opéim teZinama? Naime, poznato je da osnovna AG nejednakost vrijedi ne samo
za jednake teZine vec i za opce, pa zaSto ne bi i ovu nejednakost pokusali poop¢iti u tom
smjeru.
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2. U osnovnoj se Ky Fanovoj nejednakosti pojavljuju parovi (x;, 1 — x;). OCito je suma
brojeva x; 1 1 — x; jednaka 1. MozZe li se taj uvjet poopciti?

3. Funkcija log je primjer rastuce konkavne funkcije. Koje od tih svojstava je nuzno?
MozZe li se log zamijeniti nekom drugom funkcijom, a da oblik Ky Fanove nejednakosti
ostane isti?

Odgovore na ova pitanja dao je Levinson dajuci sljedecu generalizaciju Ky Fanove nejed-
nakosti [6]. Danas se ovaj rezultat naziva Levinsonova nejednakost.

Teorem 1.1. Neka ¢ ima nenegativnu trecu derivaciju na (0, 2b).
Za0<x;<bi0<p;, 1 <i<nvrijedi

Zn: Pid(x;) Zn: DiXi Zn: pip(2b — x;) Zn: pi(2b — x))
pay | i=1 | '

S n n
DI DI 2P 2P
i=1 i=1 i=1 i=1

Osim toga, ako je ¢""'(u) > 0 za u € (0,2b) onda jednakost nastaje samo ako su svi x;
Jjednaki.

(1.2)

U sluc€aju kad je ¢p(u) = logu, p; = 1zasvakii =1,2,...n1b = % tada se nejednakost
(1.1)) svodi na Ky Fanovu nejednakost.

Dokaz. Neka je a konstanta, 0 < a < b.
Neka je
F(u) = ¢(w) — $(2b - u). (1.3)

Razvijmo F oko broja a.
Tada postoji 6 € (0, 1) tako da je

Fu) = F(a)+ (u—a)F ' (a) + %(u —a)’F"(a + 0(u — a)). (1.4)
Derivirajmo F dva puta:
F(u) = ¢(u) — ¢(2b — u)
F'u)=¢'(w) - ¢'(2b —u) - (1)
F"(u) = ¢"(u) = ¢"(2b —u) - (=1)* = ¢" (1) — ¢ (2b — )
pa stavljaju¢i umjesto u broj a + 6(u — a) dobivamo

F'(a+0(u—-a))=¢"(a+0u-a)—¢"2b—a—-60(u- a)). (1.5)
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Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti primjenjenom na funkciju ¢’ na inter-
valu [a + 6(u — a), 2b — a — 6(u — a)] postoji u; iz unutrasnjosti tog intervala tako da

¢"Qb—a—-0u—-a)—¢"(a+0u—-a) = ¢"w)2b-a—-0u-a)-(a+6u-a))
= 2b-a-0(u-a)- ¢" ),
a kad to vratimo u (1.5]) dobivamo

F'(a+60(u—a)=-2[b-—a-0u-a)l-¢" (u). (1.6)

Bududi da je po pretpostavci teorema ¢”’ > 0, slijedi da je
F'(a+6(u—-a)<O0.
Tako je F(u) < F(a) + (u — a)F’(a), pa koristeci dobivamo
o) — p2b —u) < p(a) — ¢(2b — a) + (u — a)F'(a). (1.7)

U (1.7) stavimo u = x;, i = 1,2,...,n, pomnoZimo sa p; i sve te nejednakosti zbrojimo.
Dobivamo

i pid(x;) — Zn: pip(2b — x;) < i pip(a) — Zn] pip(2b — a) + Zn] pi(xi — a)F (a),
P P P P P
.
an pip(x;) — Zn: pid(2b — x;) < ¢(a) an pi— ¢(2b - a) Zn: pi+ F(a) an pi(xi — a).
P im1 P P P

Stavimo da je

(1.8)

Dobivamo

C C Y pi%i\ Y pixi\ X
;pi¢(xi)_;pi¢(2b_xi) < ¢( pr):)zpi_¢(2b_ pr):)zpi
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Buduc¢idaje O < x; < bslijedidaje 0 <a <b.
Pretpostavimo sada da je ¢"’(u) > 0 na intervalu (0, 2b). Tada prema (I.6) vrijedi

F'(a+6u—a) <0 (1.9)

osim ako je @ = biu = b. Prema (I.8) a = b je samo ako su svi x; = b.

Upotrebom (I.9) u (I.4) dokazujemo da u vrijedi nejednakost osim ako je u = a.
Dakle, osim ako su svi x; = a tada znak jednakosti ne moze se pojaviti u (I.2)).

Time je teorem dokazan. O



Poglavlje 2

3 - konveksnost i Bullenov rezultat

T. Popoviciu je u svom ¢lanku [10] pokazao da se pretpostavke o diferencijabilnosti funk-
cije f mogu oslabiti i da Levinsonova nejednakost vrijedi ako je f 3 - konveksna.
Definirajmo n - konveksne funkcije.

Definicija 2.1. Za funkciju f kaZemo da je n - konveksna na [a,b] ako za svaki izbor (n+1)
razlicitih tocaka xg, x1, . .., X, iz [a,b] vrijedi

V(fs Xos - . Z fw) @.1)

w (xk)

gdje je w(x) = l—[(x — Xx), a znak ' u ' (x) oznacava da je u produktu izostavljen faktor
k=0

(x — xp).

Ako je x; = xjzanekii, j=0,1,...,n tada se definira

V(s X0 e oo s Xig ooy Xiy e v vy X)) :}i_)mVn(f;xo,...,x,-,...,t,...,xn)
Xi

ako limes postoji pri cemu je t na j + 1- nom mjestu.
Izraz na lijevoj strani u (2.1) se zove n - ta podijeljena razlika.

Pojam n - konveksnosti je generalizacija monotonosti i konveksnosti. Naime, uzmemo
lin=1,tadaje f 1 - konveksna ako za n + 1 = 2 razliCite tocke xo i x; vrijedi (2.1)), tj.

f(xo) N f(xn) 50

(xo—x1)  (x1—Xxp)

8
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(x0 — x1)(f(x0) = f(x1)) = 0.

Ako je xp > x, tada je 1 f(xo) > f(x1), §j. f je rastuca funkcija. Vrijedi 1 obrat, ako je f
rastuca, tada prateci gornje nejednakosti dobivamo da je 1 - konveksna.

Promotrimo §to moZemo reci o 2 - konveksnoj funkciji.

Dokazat ¢emo da je 2 - konveksna funkcija ujedno konveksna funkcija. Prisjetimo se da
funkciju f nazivamo konveksnom ako za svaki a € [0, 1] i za svaki x,y € [ vrijedi

Jflax+ (1 -a)y) < af(x)+ 1 -a)f).

Graf konveksne funkcije ima svojstvo da ako povucemo sekantu u tockama (x, f(x)) i
(v, fO), x,y € [a, b] tada je graf na intervalu [x, y] ispod te sekante.

Ako konveksna funkcija ima drugu derivaciju, tada je f* > 0. Mnoge elementarne funkcije
su konveksne, bilo na cijeloj svojoj domeni, bilo na nekim intervalima. Tako je kvadratna
funkcija f(x) = ax*> + bx + ¢ konveksna za a > 0. Na cijelom R konveksne su funkcije
f(x) = e”1 f(x) = log,xza 0 < b < 1. Funkcija sinus je konveksna na intervalima
oblika [ + 2kn, 2 + 2kr],k € Z. Funkcija tangens je konveksna na intervalima oblika
[0+ kn, 5 + kn >, k € Z.

Neka su dani x,y € I, x < yte @ € (0,1). Buduéi da je f 2 - konveksna u definicijsku
nejednakost

f(xo) N fCx) N fx) >0 (2.2)

(xo —x)(xo — x2) (X1 —x0)(x1 —x2) (X2 —xp)(x2 — x1)

stavimo
Xo=x, x; =ax+ (1 —-a)y, x, =y.

Iz x; = ax + (1 — @)y mozemo izraziti @ pomocu xo, X1, x,. Naime, vrijedi

x1 = ax+(-a)y

X; = ax+y-—ay
alx—y) = x1—-y
Xl—)’:y—xl_xz—xl

xX=y y—X Xa—Xo
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Uz to je
y—X _y—x-Q-x) _Xx-Xx_X-X
y—X y—X y=—X X=X

l-a=1-

Pomnozimo (2.2)) sa (x; — xo)(x; — x2). To je negativni broj jer je x, < x; < x, pa dobivamo

Fe) T )+ paen) T
Xp — X2 X2 — Xo

) € T2 ) + L ()
X0 — X2 X2 — Xo

flax + (1 - a)y)

IA

af(x) + {1 -a)f(y)

Sto je 1 trebalo dokazati. Vrijedi i obrat: ako je f konveksna, tada je ona 2 - konveksna Sto
se dokazuje sli¢nim supstitucijama.

Specijalno, f je 3 - konveksna ako za svake Cetiri razliCite tocke xg, x1, X2, x3 € [a, b]
vrijedi

Sf(xo) N fx)
(x0 = x1)(x0 — x2)(xp — x3) (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — Xx3)
f(x2) N f(x3)

(X2 = x0)(x2 — x1)(X2 — x3) (X3 — xp)(x3 — X1)(X3 — X2)

Ako je treca podijeljena razlika pozitivna za svaki izbor toaka xy, x;, x,, x3 tada kazemo
da je funkcija f strogo 3 - konveksna.
Za podijeljene razlike vrijedi

(xo — xr)Vr(f;an cea X)) = Vr—l(f;-xo,- cs Xpo1) — Vr—l(f; Xiyenns Xp).

Dokazimo tu tvrdnju.

Dokaz. RaspiSimo posebno desnu stranu jednakosti:

f(x0) f(x)
Via(fs x0s .o osXm1) =
Wi ) = e e ) o) T G m) =) (=5
+ f(XZ) + +
(2 = x0)(x2 — x1) -+ - (X2 — X—1)
f(xr—l)

(Xr—1 = x0)(X—1 — Xx1) -+ - (Xpmg — X22)
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i
, _ Jf(x1) f(x2)
Valfo 2, %) = (1 = x2)(xp — x3) -+ (X1 — x,) " (2 = x)(x2 — x3) -~ (X2 — x,)
+ f(xr—l)
(Xr—1 = x1) -+ (X1 = X2)(Xm1 — Xp)
. fx) |
(= xD)(x — x2) -+ (X — Xp—1)
Promotrimo razliku V,_(f; xo, .. ., X)) = Via(fsx1,.. ., X,).
. ) _ J(x0)
Vr—l (f7 X0s - v e xr—l) Vr—l(f’ Xlsenns xr) - (XO — xl)(xo _ xz) . (xO _ xr—l)
N f(x) ‘ 1 N f(x2) _ 1
(xp—=x2)- (1 —x21) (1 —x0) (2—x1) (2 —x_1) (x2—xp)
L S(xr-1) _ 1 B S(x) . 1
(o1 —x1) - (o1 = X2) (o1 —X0) (g —x2) - (X1 — x—p) (X1 — X;)
3 f(x2) _ 1 B B
(p=x)(=x) (o—x)
f(xr—l) 1 f(xr)

Gt = X)) (1 = %2) o = %) (% = X)X = X) - (X = X,y)

Izlu€ivanjem dobivamo

S (x0)
Vii(fsxo, - - -, %) = Vea(fix. *) = (X0 — x1)(x0 — x2) * + - (X0 — X,—1)

N S(x1) ( 1 1 )
(X1 = x2) - (1 = xm) \(X1 —X0) (X1 — X))

+ f(x2) ( 1 - ! )+ oot
(X2 = x1) - (2 = x—1) \(X2 = x0) (X2 — X;)

+ JS(xr-1) ( 1 _ 1 )
(Xt = x1) = (o1 — X2) \ (X1 — X0)  (Xpm1 — Xp)

S(x)

(X, = X)X, — x2) -+ (X, — Xpp)
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Sredivanjem dobivamo

S(x0)
Veoa(fs X0, o0 Xm1) Via(fixi,..0,x) = o =)o = x2) - o — )
N S(x1) _ (xo — x,)
(X1 —x2) - (xr = x—1) (X1 — Xo)(x1 — X/)
N S(x2) _ (xo0 — x,) L
(2 = x1) - (2 —x—1) (2 — x0)(x2 — X/)
N S(x-1) . (xo — x,)
(-1 = x1) - (o1 = X22)  (X—1 — X0)(X—1 — X;)

f(x)

(-xr - xl)(-xr - x2) U (-xr - -xr—]) ‘

. . .. .. .. Xo — X N . . ..
Pomnozimo li prvi i zadnji kvocijent s E 0= %) te izlu¢imo i (xo — x,) dobivamo lijevu
X0 — Xp
stranu jednakosti tj. (xo — x,)V,(f; X0, . . ., X»), @ to je upravo ono $to smo trebali dokazati.

O

Izracunajmo ¢emu je jednako V[ f; xo, xo1, VLS’ X0, X0, X0] 1 VLS X0, X0, X0, Xo], ako funk-
cija f ima prvu, drugu, odnosno trecu derivaciju.
Upotrijebimo li definiciju podijeljene razlike dobivamo

N (f(t) - fx)

r— Xo

VLS x0, X0l = ,ll,r)% VIf; xo.1] = tl ) = £ (x0).

i
—X0
Tu ¢emo formulu iskoristiti i u sljede¢em racunu:

V[f’ v, M] - V[f’ Xos l/l]

VIf:xo, %0, %] = lim (lim VLE: xo,v, u]) = lim (lim
u—xp \v—oXxp u—xp \v—oxp u — _X,'O
/ J ) = f(xo)
- (f/(u)—V[f;Xo,M]) . f = u— X
= lim = lim
U—Xxg U— X U—Xxo u— X
- lim [ @)(u = x0) = (f(w) - f(xo)).
U—s X (u — xo)?

Taj je razlomak oblika (9) pa moZemo primijeni L’Hospitalovo pravilo za raCunanje limesa,
tj. gornji je limes dalje jednak

VL o 300 o] = lim LU= H LW ZJ Gy S G0 S (o)

u—xp 2(l/l - XO) u—xp 2 2
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Dakle, V[ £: x0. x0. 0] = 2 (2x°).

Izracunajmo jos i podijeljenu razliku V[ f; xo, xo, u], u # xo.

VL xo, X0, u] lim V[f; xp,v,u] = lim

) V—X0

( foo) LSO f@ )
(o= Mo -u)  G=x)0 -0 (= x)u—)
R (ON hm( fo) SO )

=0 =3 =) =\ (G =V — 1) (=) =)

f) L fO0 =)+ f) = x)

—; * lim — _ _
(1 — xo) o (xo = v)(xo —u)(v —u)

Razlomak u drugom pribrojniku je oblika % pa primjenimo li L’Hospitalovo pravilo dobi-
vamo:

i JOOO =0 + fO)u = x0) _ . f(x0) + FW—x0) _ f(xo)+ f (x0)u— xo)
im = lim

voxo  (xg — u)(xg — v)(v — u) v=x0 (X — U)(=2V + X0 + u) —(u — x0)?

’

t.
_ f) = fxo) = f (xo)(u — XO)_

VLfs xo, X0, u] = U —x0)?

Sad ¢emo izracunati V[ f; xo, X0, X0, Xo].

VLfs x0, X0, t] = VLf X0, X0, X0l

VLf; xo, X0, X0, Xo] lim V[f; xo, X0, X0, ¢] = lim

—Xx0 —Xo tr— Xxo
@ = f(xo0) = f (xo)(t = xo) _ I (xo)
~ lim (t = x)* 2
1= (t — xo0)
@) = f(x0) = f (x0)(2 = x0) — % " (xXo)(r — x0)?
= lim .
1=x0 (t = x0)?

Taj je razlomak oblika 2, pa primjenom L’Hospitalova pravila dva puta dobivamo

i FO-fxo)—f xo)t—x) . f@O—-f(x) 1
im =lim ———

=0 3(t — x)2 -0 6(t—x) 6

I (x0).

1 /17
Dakle, V[ f; xo, xo, X0, Xo] = yf (x0)-

1
MozZe se pokazati da za (n + 1) tocku x, vrijedi V[ f; xo, xo, . .., Xo] = —'f"(xo).
n!
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Najcesce koriSteni kriterij za utvrdivanje n - konveksnosti je ovaj:

Ako postoji n-ta derivacija od f, tada je f n - konveksna funkcija ako i samo ako je f™ > 0.
U slucaju kad je f(x) = x" tada je f"”/(x) = r(r — 1)(r — 2)x" 3.

Funkcija f je strogo 3 - konveksna ako 1 samo ako O < r < 1 ili r > 2. Funkcija f je strogo
3 -konkavnaakojer <0ilil <r < 2.

I funkcije fi(x) = Inx, fo(x) = e* su strogo 3 - konveksne na skupu (0, o).

Dokaz. Derivirajmo funkciju fi(x) = In x:

, 1
i) = -
X
7’ 1
A = -
i 2
f1 (x) = F

/1 (x) > 0 na skupu (0, co) pa zaklju¢ujemo da je funkcija f;(x) 3 - konveksna.

Za funkciju f(x) = e* vrijedi:
L@ =) =f(x)=e"

fzm(x) > 0, x € R pa zakljuCujemo da je funkcija f>(x) 3 - konveksna.

Sada ¢emo prikazati Bullenov rezultat za 3 - konveksne funkcije.
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Teorem 2.2. .
(a) Neka je funkcija f realna, 3- konveksna na intervalu [a, b] i x;, y; (1 < k < n)2n to¢aka
iz intervala [a, b] tako da vrijedi

max(xy,...,x,) <min(y;,...,y,), X1 +y1 =Xa+y, =+ =X, + Y. (2.3)

k
Ako su py >0,k =1,2,...n, uz oznaku Py = Z pi» (2 <k < n)tada vrijedi

i=1

Zn: Prf(xx) Zn: PrXk Zn: pif i) Zn: Pk
k=1 k=1

k=1 k=1
- < - . 2.4
P f o f P (2.4)

Ako je funkcija f strogo 3- konveksna tada jednakost u vrijedi ako i samo ako je
Xp ==Xy

(b) Ako za neprekidnu funkciju vrijedi (2.4) (strogo) za svaki n i za svakih 2n tocaka koje
zadovoljavaju i za sve pr > 0 (1 < k < n), tada je funkcija f (strogo) 3 - konveksna.

Dokaz. .

(a) Da ovo dokazemo dovoljno je za pretpostaviti x; < -+ < X, <y, < Vo1 <+ < Y.
Dokaz slijedi indukcijom po n 1 prvo gledamo slucaj kada je n = 2. RaspisSimo podijeljene
razlike Vj za brojeve zo, 21, 22, 23, 24, Z5-

(20 — 23)V3(f 20, 21, 22, 23) = Vo[ 20, 21, 22) — Va(f3 21, 22, 23)
(21 = 2)V3([f3 21, 22,23, 24) = Va5 21, 22, 23) — Vol f'5 20,23, 24)
(22 — 25)V3(f3 20,23, 24, 25) = Vo f3 22,23, 24) — Vo' 23, 24, 25).

Ako je zo > 73,21 = 24,22 = 75 zbog 3 - konveksnosti funkcije f vrijedi da je

Va(fs 20,21, 22) = Vol 21, 22, 23) 2 Va(f5 22, 23, 24) = Va(f's 23, 245 25),
.
Va(fs 20,21, 22) 2 Valf5 23, 24, 25)- (2.5)
Stavimo u

P1Y1 + P2y P1X1 + P2xo
20=Y1, 2=Y2, A= B3=X, I53=X, U=—T—""".
p1+ D2 p1+ D2
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Uz pretpostavku da je x; + y; = xo + y, 1 X1 < X < y» < y; dobivamo

f(z0) N f(z) N f(22)

(zo—z21)(z0—22) (21 —20)(z1 —22) (22— 20)(22 — 21)

Vol fs 20,21, 22) =

(M)
_ SO pi+p
piy1 + pay» Piy1 + pays piy1 + p2y»
1=y - Vi |\ —»
p1t+p2 p1t+ p2 P11+ P2
N fOn)
P1Y1 + D2y2
02—y |y —————
p1+ P2
(w)

_ SOn) N PL+p2 N S(2)
B 1 —»2) - - 02 —=y1)

1 _y2)(p2 Y1~ )2 ) (Pz(yz )’1))(171@1 Y2) (Yz—yl)(pl Y2 = )i )

P+ p2 p1+po p1+po P+ D2

(p1+p|1 (p1 + p2) + 1
_ P22 [—f(yl) T p2 f(Pl)’1 P2)’2) + —f(m)]

1 =y2)* [ p2 Pip2 P11t D2 D1

(p1+p2)* 1 +
= 2P Pl pyy - p TPy P2 ) (2.6)

01 =y2)* pip2 | p1+ P2 p1+p2 p1+p2

f(z3) + f(z4) 4 f(zs)

(3 —2)z3—25) (4—23)zs—25) (25 —23)(25 — 24)

P1X1 + D2xo
()

Vo(fsz3,24,25) =

_ f(x2) N p1+p
P1X1 + p2Xxo P1X1 + p2Xxo P1X1 + D2Xxo
(xz_xl) X ————— —  — — X ||/ — Xy
p1t+ p2 P11+ P2 p1+ D2
N f(x)
P1X1 t p2xo
(x1 —x)[x) - ———
P1+ D2
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(Plxl + szz)

f(x2) N p1+ D2 f(x)

B (XZ - xl) pl(xl - Xz) pz(Xz — X1 p2(xl - y2)
(o — (222~ ), ( )( ) (1 — (P2 =22y

P1+ P2 P11+ D p1+ P2 P11+ D2

_(pitp)| 1 _(piAp) (pixi+ x| 1

T (x) = x)? [plf(XZ) piD2 f( pi+ D2 )+ pzf(xl)]
(p1+p)* 1 P2 Pi1X1 + paxs D1 ]

- - ) 2.7
(x1 = x2)* pip2 [ P1 + pzf(XZ) K p1+p2 )+ P+ pzf(xl) @7

Primjenom jednakosti (2.6)) i (2.7) slijedi (2.4).
Bududi da je x; +y; = x, + y,, slijedi da je (y; — y2)* = (x; — x2)?, pa kad nejednakost
(i =)’ Pip2

Va3 20,21, 22) 2 Va(f 23,24, 25) pomnozimo s 2
(p1 + p2)

kost 2.4) zan =2, 4j.

p1fOn) N p2f(2) (plyl +P2)’2) . Pif(x) N pof(x) (plxl +p2xz)
pi+p pi+p ptpy | pitpr pitp pr+p )

upravo dobivamo nejedna-

Sada pretpostavimo da rezultat vrijedi zan = 2,3, ...,m — 1 i razmotrimo razliku

i Prf (xi) i Pef ()
k=1 k=1

P, P,
m—1 m—1
> pef ) . D pef o)
m—1 k=1 m m—1 k=1
= + — m) ( + — m
Pm Pm—l me(x ) Pm Pm—l me(y )

m-1 m—1
Pm—l Pm Pm—l Pm
< Pm— Y m - Pm— Y m
_{ > f[; P/ 1]+ ol )} { > f(;pkyk/ |+ e >}
ali za slucaj n = 2 zadnji izraz je manji ili jednak od

f(z kak/Pm] - f(z pkyk/Pm]
k=1 k=1



POGLAVLIJE 2. 3 - KONVEKSNOST I BULLENOV REZULTAT 18

¢ime je dovrSen dokaz o nejednakosti (2.4) u slucaju kada je n = m, pa prema aksiomu
matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n > 2.
(b) Stavimo da je

3h
n=2, x1 =x, x2:y2:x+7, yvi=x+3h, pr=1, pp =2.
Sume koje se pojavljuju u nejednakosti (2.4) glase

- 3h
DS () = pufn) + paf(x) = f(0) +2f(x+ )
k=1

- 3h
Zpkxk =p1X1+ prxy = x+2(x + 7) =3x+3h=3(x+h)
k=1

Pn=Zpk=p1+pz:3
k=1

” 3h
Zpkyk =piy1 + pay2 = (x+3h) + 2(x + 7) =3x+ 6h = 3(x + 2h)
=1

: 3h
2, P00 = prfOn) + paf(72) = 0+ 30) + 2f (6 + 2);
k=1

pa nejednakost (2.4)) izgleda ovako

3h 3h
f(x)+2f(x+7) ) (3(x+h))< f(x+3h)+2f(x+7)_ (3(x+2h))
3 3 B 3 3

odnosno:

@—ﬂmzhnﬂxw)—@zo.

Podijelimo li tu nejednakost s 24° > 0 dobivamo

J(x+3h)  f(x+2h) N f+h  fx) S
oh’ 2h3 2h3 on’

0
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tj. uz Cinjenice da je h = (x + 3h) — (x + 2h), h = (x + 2h) — (x + h) 1 sli¢no, dobivamo

f(x + 3h)
((x + 3h) — (x + 20))((x + 3h) — (x + W)((x + 3h) — x)

f(x+2h)
((x+2h) = (x +30)((x +2h) — (x + h)((x + 2h) — x)

f(x+h)
((x+h)—(x+3n)((x+h) = (x+2h)((x+ h) —x)

f() 0
(= G+ 3 (= (e 2= ()~

Izraz na lijevoj strani je upravo podijeljena razlika V3(f; x + 3h, x + 2h, x + h, x), tj. dobili
smo da za svaki x, h > 0 vrijedi
Va(f;x+3h,x+2h,x+ h,x) >0

tj. f je 3 - konveksna.
|

Definicija 2.3. Neka je (a) = (ay,...,a,) n-torka pozitivnih brojeva, te neka je (w) =
(w1, ...,wy,) n-torka nenegativnih brojeva. Tada se r-ta sredina n-torke (a) s teZinom (w)
definira ovako:

1

1 ¢ ’
M (a;w) = —Za;w,-) (0 < |r| < +e0)
"=l
1
n . Wn
M a;w) = a,-w’] (r = 0);
i=1

pri ¢emu je W, = Z w;. Ako je r = 1,0 tada koristimo zapis

i=1

MM(a;w) = A,(a;w) (aritmeti¢ka sredina)
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MY(a;w) = G,(a;w) (geometrijska sredina).

Uz ovaj zapis nejednakost (2.4) postaje

An(f(x); p) = f(Au(x; p) < (An(f): p) = f(Au(Y: D)) (2.8)
gdje je (f(@)) = (f(a), ..., flan).
Budu¢i da je A, samo jedna specijalna sredina, ovaj zapis potiCe pitanje moze li se A,

zamijeniti s bilo kojom sredinom M. Odgovor na to pitanje je dan u sljede¢em korolaru.

Korolar 2.4. Neka je s realan broj i (a) i (b) n- torke pozitivnih brojeva koje zadovoljavaju

max(ai,...,a,) <min(by,...,b,),

aj+by=---=a,+b, (s#0), ab =---=ab, (s=0)

te neka je (p) jos jedna n- torka pozitivnih brojeva.
(iYAkojeO<t<s,t>25s>20,s<t<0ilit <2s <0 tada vrijedi

(M (a; pT = (M a; p))' < (M s p)I = [(MEYb; p)IT - (2 # 0), (2.9)

Gu(a; p) < G.(b; p)

M a;p) — MY(b; p)

(iAkojet <0 <5, 0<s<t<2s,s<0<tili2s <t < s < 0vrijede suprotne

nejednakosti u i (2.10).

Jednakost se javlja ako i samo ako vrijedi a; = - -- = a,.

(t=0). (2.10)

Dokaz. Ovi rezultati slijede iz prethodnog teorema za specijalne funkcije f.
) t t
Stavljanjem f(x) = x/* (0 < — < 1,ili- > 2)u li i
K K

xi=a;, yi=b (1<i<n)
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¢lanovi nejednakosti (2.4)) se svode na:

n n

S
§ PrXk § Pray
k=1 k=1

= (M@ p))

P, P,
Dipf) D pl@nt
k=1 _ k= _ k=1 Prdly _ (M[t](a, ))t
P, P, P, P
Zpkyk Zpkb;i Y
k=1 _ k= _ (M[S](b'p))l
P, P, e
S0 p@yy ,
=1 =1 k=1 Prby ( [, )
= = = M b, .
P, P, P, 2
Konacno (2.4) postaje

(MY a; p)) — f(MY(a; p)*) < (MY(b; p))' — F(MY(b; p)*)
tj. uz f(x) = x5 imamo

(M@ p))' = (M} @ p))™ < (M} \(Bs p))' = (M} (B p)*™
(M, (@ p))' = (M (a; p))' < (M, \(b: p))' = (M, (B p)Y',

usluCajukadje0<r<s5,1>25s>0,s<t<011<2s<0.

1
U slucaju da je r = 0, s > 0 nejednakost (2.10) slijedi uzimanjem funkcije f(x) = —Inx1
s

upotrebom iste supstitucije za x;, y; (1 <1 < n) kao gore:

Zpif(xi) le% Ina; Zp% - slnag;

P P2 pn)

P, P, P,
Zp,-lnal- Zlnaf'
=1 ‘=1 In(a;'a;” ...a,
= = =InG,(a; p)

Pn - Pn Pn
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n n
S
§ PrXk E Pra;
i=1 i=1

P, P,
1
Z DXk . Z Pka;i Z Pkai
i=1 i=1 i=1
= -1 =1 = In M"Y q:
N =F s TP, " n M, (@ p)

P, P, P,
piInb; InbY
,Z‘ Z‘ In(b”' b2 ... L)
= P =7 p = 7 =InG,(b; p)
Z PiYk Z Pkb}z
i=1 i=1
P, P,
1
D P 1 D pb; D pibi
f lZIP = Eln ’:1P =1In ZZIP = In MY (b; p)

Konacno (2.4)) postaje

InG,(a; p) — In M) (a; p) < In G, (b; p) — In M (b; p)

In G,(a; p) <In G,(b; p)
M a;p) MY b; p)
G,(a; p) < G,(b; p)
M a;p) ~ MY(b; p)
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Konac¢no ako je f(x) = ¢*,t > 0ix; = Ing;,y; = Inb; (1 < i < n) tada se ¢lanovi ne-
jednakosti (2.4) svode na:

n n n

Pk
E PrX E prIna; E Ina;
k=1 k=1 k=l

P = 7 = InG,(a; p)
Dpef) D e D pde™™ ) pid t
k=1 k=1 =1 k=1
P, P, P - TP, (M’[“t](a;p ))
Db Y pidnbe Y bl
k=1 k=1 k=1
P = P =—> =InG,(b; p)
DGO D pe™) D ™) > pib) [
k=1 k=1 k=1 k=1
P, P, P -, (M’[lt](b; P ))
Konacno (2.4) postaje

(M™(a; p)) - f(nG,(a; p)) < (MU (b; p)) - f(In G, (b; p))
tj. uz f(x) = ¢* imamo

(M[l‘](a;p))t _ etlnGn(a;p) < (M[t](b,p))t _ etlnG,,(b;p)
(M, (@ p)) = (Gula: p))' < (M (B; p))' = (Ga(b; p)Y', 5 =0

t.

(M a; p)) = (M p))' < (ML (B3 p)) = (MY (B; p))'



Poglavlje 3

Promjena uvjeta za tocke

Kao Sto smo ve¢ uocili, u originalnoj Levinsonovoj nejednakosti to¢ke se biraju tako da
suma odgovarajucih tocaka jednaka 1. No, taj se uvjet moZe oslabiti.

J. Pecari¢ je u svom radu [8]] razmatrao Levinsonovu nejednakost ali uz nesto slabije uvjete
na izbor tocaka x, ..., x,, y1,...,Y,. Pokazao je da vrijedi ovaj teorem.

Teorem 3.1. Neka je funkcija f realna, 3 - konveksna na intervalu [a, b], p; > 0
O<i<n)ix,y:(0<k<n)2n+?2tocaka iz intervala [a, D] tako da vrijedi

Xo+Yo=X1+y1=-=x,+y, =2 (3.1

i

Xoi + X n

Xop + Xopay < 26, P2iXok T Pok+1X2k+1 <c (k:O,l,--- [_])
D2k T D2+ 2
n—2Xn— + n—1Xn—
(akoje n paran tada vrijedi x,,| = Prn-2%n-2 T Pn-1¥n-t Dust = Pos +Pn—1)-
Pn—2 7+ Pn-1

Tada vrijedi

IRV 1 « 1 < | &
P, ; pif(xi) — f(P_,, ; Pixi) < P ; pifyi) — f{P—n ; piy,-] . (3.2)

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po 7 i prvo dokazujemo slucaj zan = 1.
Buduci da je funkcija f 3 - konveksna tada iz

(X() _xr)Vr(f;an---’xr) = Vr—l(f;an---axr—l) - Vr—](f;xl’-- -,xr)’

zar =3, zazy > zz vrijedi Vao(f; 20, 21, 22) = Va(f 21,22, 23)-

24
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Postupajuci kao u dokazu Bullenovog teorema dobivamo da vrijedi

Va(f's 20,21, 22) = Vol f'5 23, 24, 25) (3.3)
ako je zo > 23,21 > 24,22 > 5.
Neka je
PoYo T P1Y1 PoXo + p1Xi
200=Y0, 2=y, ="—"—"""T"",WB3=X,3B=X, Y=—"T"""".
Do+ D1 Do+ D1

Tada (3.3) postaje (3.2)) za n = 1, ako je zadovoljeno xy + yo = x; + y1 = 2c,

PoXo + p1X1

Xo + x1 < 2c, <
Po + D1
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = m.
. . |m m—1

Neka je m neparan. Tada je {EJ =

Tada za n = m vrijedi (3.2)) uz pretpostavke xo +yo = - -+ = X + yu = 2¢ i
Xox + X

Xog + Xopay < 20, PakXok t Pok+1X2k+1 <c (3.4)
P2k + DP2k+1
m—1
zasvakik:O,l,...,T.

KoriStenjem supstitucije:
Pm—-1Xm-1 + PmXm

Pm-1 + Pm

Pm-1 = Pm-1t Pm> Xm =™ Xm+1, Pm = Pm+1» Xm+1 t Yme1 = 2c

Xi—x, yi—=y pi—opi (1<i<m-2), Xx,1—

prema (3.2) za n = m dobivamo

1 m+1 1 m+1
Py (f( 52 pixi]—f( > 1Zpiyl-)) (3.5)

m-2
> " pilFO) = FOD) + Pt (FGmst) = FOmen)
i=1

Pm—1Xm-1 + mem) _ f(pm—]ym—l + pmym))

+(pm + pm) (f(
o Pm-17+ Pm Pm-1 1 DPm

uz pretpostavku da je (3.4)) zadovoljeno za svaki
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— pm—l(xm—l + ym—l) + pm(xm + ym)

x0+}’0:x1+}’1:"' :xm+1+ym+l’
. Pm-1 + DPm
1 ako
Pm-1Xm-1 + PmXm + Xy < 26‘, Pm-1Xm-1 + PmXm + Pm+1Xm+1 <
Pm-1 + Pm Pm-1 + DPm + Pm+1
I ako jos vrijedi
_ Pm-1Xm—-1 + DX
Xm-1 + Ym-1 = Xnm + Yms Xm-1 + Xm < 26 < C,
Pm-1 + Pm
tada prema (3.5) dobivamo (3.2) zan = m + 1.
Sada, neka je m paran. Tada za n = m vrijedi (3.2) ako je xo + Yo = -+ = Xy + Y = 2¢, ako
.o 4. m— 4,
1) vrijedizak =0,1,..., 1 ako
X, + Pm-2Xm-2 + Pm-1Xm-1 < 2C, Pm-2Xm-2 + DPm-1Xm-1 + PmXm <
DPm-2 + Pm-1 DPm-2 + Pm-1 + Pm
Uz supstituciju
Xm T 1Xm+1 .
X, — PrmXm T Pt 1 X+ s DPm = Pm + Pm+1, Prema |i za n = m dobivamo
DPm + DPm+1

1 m+1 1 m+1 m—1
P (f [Pm+1 Z pixi) -f (Pm+l ZO piyi]} > Zl pi(f(x) = fOi)

i+0

PmXm t PmXm Pm¥Ym + Pm+1Ym
+(Pm+Pm+1)(f( +1)_ ( +1 +1))

Pm +pm+1 Pm + Pm+1
(3.6)
m xm+ m + m xm + m
prema pretpostavel xo + Yo = -+ = Xpog + Vo1 = Pl Yn) & P et + 3 +1), 1'
pm + pm+l
vrijedizak =0,1,..., > i ako vrijedi
mXm T Pm+1Xm m—2Xm—-2 T Pm—1Xm— m—2Xm—2 Tt Pme1Xm
p Pm+1 +1+P 2Xm-2 + Pm-1 1§2c,p 2Xm-2 Pm+1 HSC. 3.7)

Pm t Pm+1 Pm-2 + Pm-1 Pm—2t+ Pm+1
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Ako 1' vrijedi za k = % i ako x,, + yu = Xpi1 + Yme tada iz 1} dobivamo (3.2))
zan =m+ 1 (uovom slucaju je (3.7) uvijek zadovoljeno).

O
Iz prethodnog teorema slijedi:
Teorem 3.2. Neka je funkcija f realna, 3 - konveksna na intervalu [a, b], p; > 0
O<i<n)ix,yr (0<k<n)2n+?2tocaka iz intervala [a, b] tako da vrijedi
Xo+Yo=X1+y1 ==X, +y, =2 (3.8)

x+ X
pll pnlnl<c (O<l<n).

Di + Pn—i

Xi + x,; < 2c,
Tada vrijedi (3.2).
Ako su teZine p; sve jednake 1, tada se Levinsonova nejednakost ((3.2)) svodi na

n n

1 . 1 1 n 1
m;f(xi)—f(min]Sm;f@i)—f(mzyz'] (3.9

i=0 i=0
uz pretpostavke (3.8) i ako je x; + x,_; <2c¢ (i=0,1,...,n).
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A.McD.Mercer je u svom radu [[7]] dokazao sljedecu generalizaciju Levinsonove nejed-
nakosti.

Teorem 3.3. Neka su (x) i (y) n-torke pozitivnih brojeva pri Cemu je max{xi,...,x,} <
min{yi,...,y,}. Nekajew, >0zak =1,2,...,n pri cemu je ), wy = 1.
Uz oznake A| = Y, wixy i Ay = Y Wiy, pretpostavimo da vrijedi

D wie— A = > wil— Ao, (3.10)

Tada za bilo koju funkciju f za koju je f~ > 0 na intervalu koji sadrZi sve x; i yi,
k=1,2,...,nvrijedi

D wef ) = FAD < D wief G = f(Aa).
Dokaz. Neka je
JQ) = > wif A+ (1= DA = > wif (i + 1(1 = DA,).
Tada je
T =) wil = ADf (Axc+ (1= DA = D wilyie = A f (e + (1= DA)
i
T = wile = A o+ (1= DAY = Y wiie = AP (i + (1= DA) (3.11)

odnosno,

T =D wiln = AP £ @) = [ D weon = A0 £ B),

pri ¢emu su @ € span{xi, xp,...,Xx,} 1 B € span{y,y,,...,¥,}, zato §to su svi faktori u
svakoj sumi u (3.11)) pozitivni. Ovdje a i ovise 0 4, x; 1 4, y;, redom, i @ < .

Buduéi daje f > 0 tada (@) < f (B) i buduéi da prema pretpostavci takoder vrijedi
S wi(xx — A1) = wi(yx — Ay)?, tada J < 0i J je padajuéa. Dakle,

JO)=0>J() za 0<a<l.
Buducdi je J(A) padajuca funkcija imamo da je J(1) < J(0), tj.

D wf) = D W) < ) wif(AD) = ) wif(Aa) = f(AD = f(Ad)

1 time je teorem dokazan. |
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Zanimljivo je da se uvjet da su zbrojevi x; + y; medusobno jednaki moZe zamijeniti
uvjetom da su im razlike jednake. Taj rezultat je dan u €lanku [9] i glasi ovako:

Teorem 3.4. (a) Neka je funkcija f realna, 3- konveksna na intervalu [a, b] i x;,y, (1 <
k < n) 2n tocaka iz intervala [a, b] tako da vrijedi

Vi—XI=y—X=-=y,—x,>0 (3.12)

i neka je py > 0,k = 1,2,...n, tada vrijedi (2.4). Ako je funkcija f strogo 3- konveksna
tada jednakost u vrijedi ako i samo ako je x; = -+ = x,,.

(b) Ako za neprekidnu funkciju f vrijedi (2.4) (strogo) za svaki n i za svakih 2n tocaka
koje zadovoljavaju (3.12) i za sve py > 0 (1 < k < n), tada je funkcija f (strogo) 3 -
konveksna.

Dokaz. .
(a) Dokaz provodimo indukcijom po n i prvo dokazujemo slucaj za n = 2.
Kao u dokazu teorema (2.2) dokaZe se da za zp > z3,21 > 24,22 > Zs, vrijedi

Va(f's 20,215 22) 2 Va(f5 23, 24, 25)-
Kad se u tu nejednakost uvrsti

_ _ _ piy1t payn _ _ _ D1xX1t+ paxo
=Y, =YH A= B =X,3B=X,U=""_—
p1+ P2 p1+p2

na lijevoj strani, tj. u izrazu V,(f; 20,21, 22) u nazivniku se dobije (y; — y,)*, a na desnoj
strani, tj. uizrazu Vs (f; 23, 24, 25) se dobije (x;—x,)?. Po pretpostavci vrijedi y; —x; = y,—x»,
tj. Y1 — Y2 = X1 — X, pa se izrazi (y; — )2 i(x; —x)*u lijevoj 1 desnoj strani nejednakosti
krate i ono Sto ostane je upravo Levinsonova nejednakost (2.4) za n = 2.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zan = 2,3,...,m — 1.
KoriStenjem supstitucije

m—1 m—1
1 1

iXis X2 > Xm;, - iYi
P ;:1 p 2 Y1 P ;:1 piy

Y2 = Vm» p1— Pm—l, P2 ™ Pm

X1 —
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prema (2.4) za n = 2 dobivamo
1 < 1 < 1 1 &
5> Yi|l=JS 5 iXi | £ =Py iYi
f[Pm ;py} f[Pm ;NJ P ‘f(Pm_l ;py)
1 m—1 1 m
- 5|+ P (F ) = £ () < 5= D pi(F () = F ()
f[Pm_I;p ] P (f G) = f Pm;p fO-f
gdje smo koristili pretpostavku indukcije zan = m — 1.
Izy,—x1 = =Yp1—Xpu1>01
1 m—1 1 m—1
P, ;Pi)’i - m;mxi = Ym = Xm >0
dobivamo da vrijedi y; —x; = -+ = y,, — x,, > 0 ¢ime je dovrSen dokaz o nejednakosti (2.4))

u slucaju kada je n = m, pa prema aksiomu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki

n
tada se nejednakost (2.4) reducira na

Vi(f; x+3h,x+ 2h,x + h,x) > 0.

(b) Stavimodajen =2,xy = x,x, = x+2h,yy =x+h,y, =x+3h,py = p, = 1,(h > 0),

Poznato je da ako ovo vrijedi za sve x, h > 0 (strogo vrijedi) tada funkcija f je 3 - konveksna

(strogo 3 - konveksna).

O



Poglavlje 4

Daljnji rezultati

U ovom poglavlju dajemo rezultat u kojem je razlika lijjeve 1 desne strane Levinsonove
nejednakosti izrazena kao produkt istovrsne razlike za polinom x° i trece derivacije funkcije
f u jednoj tocki domene. Prije iskaza teorema, dokazat ¢emo jedan rezultat neovisan o
Levinsonovoj nejednakosti.

Lema 4.1. Neka je f : [a,b] — R takva da je njezina treca derivacija neprekidna na [a, b]
i nekajem =min f i M = max f . Funkcije ¢, i ¢, definirane kao:

M
mm:gf—ﬂm 4.1)
mm:fm—%ﬁ (4.2)

su 3 - konveksne funkcije.

Dokaz. Derivirajmo funkciju ¢;:

, 3M ,
¢ () ="—F—-f(

6
” 6M /7
h(0)=—t=f (1)
¢, (=M~ f" (.

Budu¢idaje M = max f slijedi da je ¢, (r) > 0 pa zaklju¢ujemo da je ¢;(¢) 3 - konveksna
funkcija.

31
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Za funkciju ¢, vrijedi:
, , 3
$o(t) = £ (1) - Fmtz
, , 6
b0 = () =
¢, O =f" (-

Buduéi da je m = min £ slijedi da je gb;(t) > 0 pa zakljucCujemo da je ¢,(?) 3 - konveksna
funkcija.
O

Teorem 4.2. Neka je funkcija f : [a,b] — R takva da je njezina treca derivacija f~
neprekidna na [a,b] . Tada za x; > 0 i p; > 0 postoji € € |a, b] tako da sljedeca jednakost
vrijedi

1 < 1
.{;_mﬁ—;}kﬂm (4.3)
1 n n
o D pif 2a - m‘ﬁ me—m)
"=l P i=1
’7 1 n
% ( Zptxz] - 5 Zpixi3 + P_ sz(za x1)3 [ sz(za xl ] ]
i=1 noi=1

Dokaz. Bududéi daje f neprekidna na segmentu, ona na njemu poprima minimum i mak-
simum koje ozna¢imo redom s m i M, tj. min f = m, max f = M.

Primjenom Levinsonove nejednakosti na funkciju ¢, definiranu u Lemi dobivamo
sljedecu nejednakost:

M1 < 1 «
6P ;:1 pix; = P ?:1 pif(x:)
M(1 Z ’ 1 Z
6 [P_” i=1 Pixi] +f[P_” i=1 Pixi]

M1 < 1
—— > pi2a-x) -
6 =1

N

S pufa-x)
i=1

P, 4
n 3 n
M| 1 1
——|= > pi2a- xi)J + f(— pi(2a — Xi)] .
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1 < 1 <
Prebacivanjem na lijevu stranu P_n ; pifa—-x)1f [P_n ; pi(2a — x,-)] te

3
1
6 P Z pixi— [ Z pl-xi) na desnu stranu dobivamo nejednakost:
n i=1 I’l i=1

1 < 1 <
f [P— D pixi) — 5 2, pif () (4.4)
"=l "=l
1 < 1 <
5 Z pif2a—x;) - f[P_ Z pi(2a - Xi)]
=1 =1
1S ) 1
[P_n ; pixi] - P_n ; pixi3
n n 3
1 1
o ) pl2a— )~ (P— > pi2a- x,-)) } .
ni=1 noi=1

M
S_
6

Analogno postupimo i s funkcijom ¢,. Dobivamo sljede¢u nejdnakost:

Pinzplf(x,) - Zp,
bl

PifCa=x) = Zpl(za 0%

1
1 m| 1
_f(P_n ;:1 pi(2a - Xi)) + r3 [P_n

1 n
Pn pm

n

3
pi(2a - Xi)] .

i=1

3

1

Prebacivanjem na lijevu stranu E_ Z piRa—x)i— ( pi(2a — x;) )
i=1 n i=1
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1 « 1 &
P_n ; pif(x)if [P_n ; pixiJ na desnu stranu dobivamo nejednakost:

n 3 n
mif 1 1 3
i iXi| — 5 iX; 4.5
- [Pn;px) Pn;pxl (4.5)
+izn" (2a - x;)° - izn: ~(2a—x~)3
Pn L pl 1 Pn L pl 1
<f iZn: i Xi —ii J(x)
- Py i:lpll Py i:lpl l

1 < 1 &
5 Z} pifQa-x)—f (P—n Zl pi2a - x») .

Kombinirajuéi ove dvije nejednakosti (4.4)) i (4.5) dobivamo

1 © 1 < 1 & 1 &
f [p—,, Z Pfo) ~F Z] pif ) + - Z} pifQa - x;) - f(P—n Z] pi2a - x,.))
<

- 3 n n - ’
[Pin ; pl-xi) - Pin ; pix; + Pin ; piRa—x;) - (Pin ; pi(2a - x,-)) }

tj. taj kvocijent je neki p iz segmenta [m, M].

<M,

1
6

Buduéi da je f” neprekidna na segmentu [a, b] kojega, prema Bolzano - Weierstrasso-
vom teoremu, preslikava na [m, M], slijedi da postoji £ € [a, b] tako da je £~ (£) = p, §to je

upravo (4.3). o



Poglavlje 5

Promjena uvjeta za funkciju

U prethodnim poglavljima promatrana funkcija je bila 3 - konveksna. Sada ¢emo proma-
trati Levinsonov tip nejednakosti za druge klase funkcija.

Definicija 5.1. Neka je funkcija f : (a,b) —» Ric € (a,b).

Kazemo da je f € K{(a,b) ako postoji konstanta A tako da je funkcija F(x) = f(x) — %xz
konkavna na (a, c] i konveksna na [c, b).

Kazemo da je f € K5 (a,b) ako postoji konstanta A tako da je funkcija F(x) = f(x) — ’%xz
konveksna na (a, c] i konkavna na [c, b).

Teorem 5.2. Nekajea < x;<c<y;<b, p;>0zai=1,2,...,n Y7, pi = 1ivrijedi

D pii= 27 = ) piyi = 5 (5.1)
i=1 i=1
prifemuje X = ), piXi iy = 2| PiVi-
Ako je f € K{(a, b) tada nejednakost
D pife) = fE® < Y pif o) - f&) (5.2)
i=1 i=1

vrijedi i ako je f € K5(a,b) tada vrijedi sa obrnutim znakom nejednakosti.

Dokaz. Za0 <t <1,nekaje x,(t) =X+ t(x;—X) 1 yi(t) =V + t(y; = J).
Definiramo funkciju

U@ = > pif i) = fG) = D pif (e + (D).
i=1 i=1

35
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Prvo ¢emo pokazati ako je f € K] (a, b) tada je funkcija U konveksna.
Neka je 11,1, 13 € [0, 11,1; # t; za i # j,ix; # X. Kako je F(x) = f(x) — 4x* konkavna na
(a,c]

. _ . B F(xi(11))
02 VIF ), ) )] =y et = x)
N F(xi(2)) N F(xi(13))
(xi(12) — xi(13))(xi(12) — x;(21)) (xi(t3) — xi(11))(xi(23) — xi(12))
B Sxi(t) — %\(Xi(fl))2 Sfxi(r) - %(Xi(fz))z
(=)t — )X — )2 (t — 3)(t2 — 1) (x; — X)?

N f(xi(13)) — §(xi(13))?
(13 — t1)(ts — B)(x; — %)?

Prema tome

fxi(r) + f(xi(1)) + f(xi(53))
tH—n)t—1) (b-6)b—-t) —H)3—1h)

A (xi(t1))? (x;(1))* (x;(13))*
_ = 0 5.3
2 [(t =)t —13) " (ty —3)(1 — 1y) " (tz — 11)(13 — 1) = ©-3)

vrijedi za x; # ¥. Ako x; = ¥ tada (5.3) takoder vrijedi tako da je lijeva strana jednaka nuli.
Sli¢no, kako je F konveksna na [c, b) nejednakost

fit) N FOi(t2) N FOi(t3))
(i —n)ti—1) (b—B)h—-t) ((H—1)H-1)

A i(1))? i(12))? (il13))?
_= 0 54
2[(t =)t —13) " (t, —13)(tr — 1) " (ts — 1)tz — 1) = S

vrijedi za svaki y; i razliCite tocke t, 1, 3 € [0, 1].
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Razmotrimo

U) N U(ty) U(53)

VIU: 11, 15, 15] (=)t —t) (L—-86)6—-t) {H—t)(t3-1)

1 & B n .
= (tl _ lz)(tl _ l‘3) ; pif(yi(tl)) - f(y) - lzzl pif(xl-(tl)) + f(x)
1 & _ n )
+ (h—1)(—11) ; pif (i) = () — ; pif (xi(1)) + f(%)
1 u B n )
T T |2 PO ~ )= 3 pf ) + S

_ an i[ fOi(t) 4 fOi(t)) N FOi(1)) ]

(t—n)ti—13) (h—B)h—-t) (H—1)(3-1)

B i l S (i) N J(xi(12) N S (xi(13)) ]

(=)t —1) (b-6)b-t) —1)(3—1h)

i=1

i=1

-—q®—ﬂm[ ! ! ! ]

(t1 — )t — 1) ¥ (t, —1B)(t, — 1) ¥ (s — 1)tz — 1)
B Z”: [ SOi(t) N FOi(t2)) N fOi(13))
LT - -1n) (h-n)n-n)  (-0)1-h)
A ( i(1))? N i(12))? N (i(13))? )]
2\t =)t —1) (b-6)h—-t) EGH-1H)(tz—1h)

A (0w 0i(1))? i(13))* )
T 22¥%m—hmrma+m—mm—ang—mm—a)
N i l[é( (xi(1))? N (xi(12))? N (xi(13))* )
2\ -0 -13) (L-6B)e-n) (GB-hH)(-nh)
B J(xi(t)) N J(xi(12)) N J(xi(83)) }
(h—0)t—1) (b—B)—t) (3-H)3-1h)
A Zn: p'( (xi()? N (xi(12))* + (xi(13))* )
24\ -n)t—1)  (h-6)t-n) (5-1)6—1n)
éfhwmmW—mmw+me—mmw+mmW—mmW)
247\ (- )t~ 1) (, —3)(1, — 1) (13 — 1)tz — 1)
(5.5)

v

gdje zadnja nejednakost slijedi iz (5.3) i (5.4).
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Primjetimo
Zn: Pi?Ci(l‘j)2 = Zn: pi(E + 2t%(x; — %) + t?(xi -7
i=1 i=1
:ﬁ+§imm—@2 (5.6)
i=1
1 sli¢no, ) )
D pt) =F +8 > pilvi— ) (5.7)
i=1 i=1

Oduzimanjem (5.6) od (5.7) i uzimajuéi u obzir pretpostavku (5.I) dobivamo
Z pii(t)” = xi(t)") = ¥ - ¥,
i=1

tako da je zadnji redak u (5.5)) jednak

1 X 1 . 1 _
(t—n)ti—13) (h—B)h—-t) (—1)(3-1)

é-z_-z
SUSES

Dakle, V[U; 1,1, 3] > 0 za svaki izbor od ¢;, j = 1,2, 3, pa je funkcija U konveksna.

PokaZimo da je desna strana derivacije funkcije U u nuli nenegativna.

Prvo, bududi daje F(x) = f(x)— %xz konkavna na (a, c] i konveksna na [c, b), obje funkcije
F i F; postoje i nerastuée su na (a,c) za F_ > FJr i nerastuée na (c,b) za F' < F;-

Kako je x — ‘%xz diferencijabilna, f i fl' takoder postoje 1 vrijedi

F(x)=f(®-Ax i F.(x)=f(x)-Ax

Bududidat N\ 0izraz y;(#) = y + t(y; — y) poveCava (smanjuje) prema y za y; < y(y; > y) i
yi(?) = y kada y; = y.
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Analogno, tvrdnja vrijedi za x;(¢) 1 X. Budu¢i je U(0) = 0 dobivamo

U(t
U. .(0) =lim ﬁ
nNO f t\,O

t

Z f(yl(t)) /@) ip_ﬂxi(r))—f(fc)]

= i=1

= i [$ OO

™NO | 4 1yi—y)
N fE G- - R,
Z Pi (xi — X)

t(xl- - )_C)

i=1

= £O)) p0i=D+ L) pii=
Yi<y Yi>y

- L@ pi-B - 1D Y pilxi— D)

xXi<X Xi>X

= FLO) ), pi= ) +F,0) ) pili- y>+AyZp,<y, »

Vi<y Yi>y

- FL® ) pilxi—H-F.(® ) pilxi— 9 - szp,<xl—x>

xXi<X xi>x

= F.() Z Py =)+ (F-G) = F.G) ), pi(vi =)

yi>y

- F® Z Pitai =) = (FI() = F(0) ) pii -
= (F,(0) - F.5) ) pii =5 — (F.(®) - F.(9) Z pilxi = %) 2 0,
yi>y Xi>x

(5.8)

gdje zadnja nejednakost slijedi zbog y € (¢, b) i X € (a,c) (akoy =cili X = ¢, vrijediy; =
i x; = X i nejednakost (5.2)) je trivijalna).

Dakle, za f € K (a, b) funkcija U je konveksna i U_(0) >0, pa U(0) < U(1), Sto je upravo
nejednakost (5.2)).

Dokaz za f € K3(a, b) je analogan ako je U konkavna i U,(0) < 0. |
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Lema 5.3. Neka su py, pa, ..., p, nenegativni realni bojevi takvi da je Y., p; = 1, te neka
SU X1, X, ..., X, brojevi za koje vrijedi m < x; < M. Ako je f konveksna funkcija na [m, M],
tada vrijedi

C M- % X
2P0 S e+

-m
f(M)
-m
gdje je X = Y.\, pix;. Ako je f konkavna na [m, M] tada vrijedi suprotna nejednakost.

Dokaz. Svaki x; € [m, M] moZemo zapisati ovako

M — x; X;—m
X; = m+ M.
M—-m M—-m

Ako je funkcija f konveksna, tj. ako je

flax+ (1 -a)y) < af(x)+ A -a)f(y)

o M — x; X;—m .
tada uz supstituciju x » m, y > M, a = , 1—a= dobivamo
-m -m
M — x; X;—m
i) < ’ + = M), i=12,...,n.
F) € S fm) + T f(M), i n
Pomnozimo svaku od tih nejednakosti s p;. Dobivamo
piM — p;x; DiX;
if(X) £ ———— M ..., .
pife) < P pm) + PE pan), n

Zbrojimo li sve te nejednakosti dobivamo

S pft) < ZP’M P2 fm >+Z”’ O pm)
i=1
_ f(m) [Z Zplxl) f(ﬁ [Z o — ipim)
i=1 i=1
= —Ajdf(fll)n [Mzn:p,-—)‘c)+ A]/;(ﬁ/lrzz [)'c—mzn:p,-]
i=1 i=1
flm) f(M)
M

= F(M x) + _m(f—m)

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je Y7, p; = 1 i kracu oznaku )\, p;x; = X.
Ako je funkcija f konkavna onda se isti dokaz provodi samo §to umjesto znaka < koristimo
znak >. O
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Nejednakost iz ove leme naziva se Lah-Ribari¢ nejednakost.

Koristeci prethodnu lemu dokazat ¢emo sljedeéi teorem koji se u literaturi naziva Levinso-
nova generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢ nejednakosti, [S]].

Teorem 5.4. Neka su py, pa,...,Pnq1,G2,- - ->qm Nenegativni realni brojevi takvi da je

mpi=127",q;=1 Nekasua <A <b<B, tenekaje [ : [a, B] > R 3 - konveksna
funkcija u tocki c € (A,b), tj. f € KLI.(A,b). Neka su xy,...,x, € [a,Al,y1,...,y. € [b, B]
takvi da je

A-FLipxi 5 XL lple 2 B-Xim4pi,, X quyJ
l + %A iXx; < ' b™+ — i
S pe - < T B3
Tada vrijedi
A- Z?Zl DiXi Zz 1 PiXi —
— e fa) + S ) - Z Pif ()
_Zj:1CIjYJ Zj:l q;yj—b

f)+

< e
B-b

5B~ JZ]] 4 ).

Dokaz. Buduéi daje f € K!(A, b), to znaci da postoji konstanta D takva da za
2

D
¢ € (A, b) je funkcija F(x) = f(x) — — x* konkavna na [a, c] i konveksna na [c, B]. Brojevi

X1, ..., X, nalaze se u [a, A] C [a, c] pa na njih primjenimo lemu i dobijemo nejednakost:

X X
F(a) +
a (@) A

Z”: ~F(x~)<A__
2 PiF(x) < ——

—2Fa),
—dad

D2

gdje je ¥ = YI, pix;, uvrstimo u gornju nejednakost F(x) = f(x) — sz koja je konkavna
na [a, A] 1 pribrojene u kojima se javlja f(x) ostavimo na jednoj strani.

Dobivamo

Q

A-x X
AR

DIA-%, X-a, <o -
. ; < — + ——A° — Xl 59
fo) < 5 | gd + i§:1px, (5.9)
S druge strane, F' je konveksna na [b, B] pa primjenimo lemu i dobivamo

Z q;F () < —F(b) —F(B)
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edjejes = > aqp;
J=1
D
Uvrstimo u gornju nejednakost F(x) = f(x) — Exz 1 rasporedimo pribrojnike tako da oni

koji sadrze f ostanu na jednoj strani dobivamo

y—b = D B—y
f(B) - ;qu(y,-) > 2| gb

@-@

B-3 LI
o )+ — + o quy, (5.10)

Sada iz i (5.10) uz koriStenje uvjeta teorema dobivamo

A-% X D[A-x o, ima,
T @+ ) < 5 FErirel Zp,
D|B-y V-
= 7|B- A quyf
b
< —f(b) T L (B) - Zq;f(y»
=1

Sto je 1 trebalo dokazati. O
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Sazetak

U ovom radu bavimo se Levinsonovom nejednakoScu i njenim generalizacijama.

Rad se sastoji od pet poglavlja. U Poglavlju 1 opisan je Zivot americkog matematicara
Normana Levinsona i njegovi najveci doprinosi te navodimo kako je Levinson dobio ge-
neralizaciju Ky Fanove nejednakosti koju danas nazivamo Levinsonova nejednakost. U
Poglavlju 2 govorimo o n - konveksnim funkcijama, specijalno 3 - konveksnim funkcijama
za koje vrijedi Levinsonova nejednakost. U Poglavlju 3 govorimo o promjeni uvjeta za
tocke. Konkretnije, spominjemo rezultate u kojima se razmatra Levinsonova nejednakost
uz nesto slabije uvjete na izbor to€aka. U Poglavlju 4 dajemo rezultat u kojem je razlika
lijeve 1 desne strane Levinsonove nejednakosti izraZzena kao produkt istovrsne razlike za
polinom x* i trece derivacije funkcije f u jednoj tocki domene. U Poglavlju 5 bavimo
se promjenama uvjeta za funkciju. Pokazujemo da Levinsonova nejednakost vrijedi za
funkcije koje su 3 - konveksne u tocki.



Summary

In this paper we consider with Levinson’s inequality and its generalizations.

The work consists of five chapters. In Chapter 1 we describe the life of an American mat-
hematician Norman Levinson and his greatest contribution and show how Levinson proved
generalization Ky Fans inequality which we called Levinson’s inequality. In Chapter 2, we
talk about the n - convex functions, particularly, about 3 - convex functions for which Le-
vinson’s inequality also holds. In Chapter 3 we consider changing of conditions of points.
In fact, we give results connected with Levinson’s inequality with weak assumptions on
points. In Chapter 4 we give a result in which the difference between the left-hand and
the right-hand sides of Levinson’s inequality is expressed as a product equivalent to the
difference polynomial x> and third derivatives of f at one point of domain. In Chapter 5 we
change assumptions of the function. Namely, we prove that Levinson’s inequality holds
for functions which are 3 - convex at a point.
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