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Uvod

U teoriji elasti¢nosti, ljuskom nazivamo trodimenzionalno elasti¢no tijelo koje je u jednoj
dimenziji relativno tanko u odnosu na druge dvije dimenzije. U stvarnom Zivotu nalazimo
ih u razli¢itim sferama: mostovi, silosi, krvne zile, cijevi, krovovi, itd., pa je stoga bitno
modelirati ponaSanje takvih objekata pod optereéenjima.

S druge strane, u pojmu ,poroelastican" skrivena su svojstva poroznosti i elasti¢nosti.
Elasti¢nost znac¢i da se objekt nakon prestanka djelovanja sile vra¢a u prvobitni polozaj,
dok poroznost znaci da tijelo u sebi sadrzi uske praznine koje moze ispuniti fluid i time
promijeniti mehanic¢ka svojstva objekta. Navedeni primjeri ljuski s pocetka veéinom se
odnose na elasti¢ne ljuske. Njihovo modeliranje $iroko je istrazivano (vidjeti [I]). Na§ model
u [8].

Modeli poroelasti¢ne ljuske nisu toliko Siroko istrazeni kao modeli elasti¢ne ljuske. Mi
¢emo se ovdje pozabaviti modelom najsli¢nijem modelu opisanom u [5]. U tom radu autori
izvode model fleksijskog tipa. S druge strane, u ovome radu bavit ¢emo se modelom Nagh-
dijevog tipa, koji dopusta fleksijske i membranske efekte te smicanje.

Primjeri poroelasti¢nih ljuski koje moZzemo naéi u stvarnom zivotu su filteri (zraka, vode
ili ulja) u automobilima. Takoder, razna tkiva u ljudskome tijelu poput mjehura, oSita,
arterija i kostiju modeliraju se kao poroelasti¢ne ljuske.

U ovome radu zadajemo model poroelasti¢ne ljuske Naghdijevog tipa, pokazujemo rezul-
tat o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje
ga opisuju, te pokazujemo jednu numericku metodu rjeSavanja sustava i rezultate dobivene
tom metodom. Dokaz jedinstvenosti rjeSenja temelji se na metodi energija, dok se egzisten-
cija temelji na iterativnom postupku slitnom numerickoj metodi opisanoj u [4]. Iako smo
tu metodu u ovome radu iskoristili za dokaz egzistencije rjeSenja, on se moze u buduénosti
iskoristiti za implementaciju numericke metode.



Poglavlje 1

Model poroelasti¢ne ljuske

U prvom poglavlju postavljamo sustav parcijalnih jednadzbi za model poroelasti¢ne ljuske
u varijacijskoj formulaciji. Zadatak nam je objasniti geometriju problema (nacin parametri-
zacije ljuske i uvodenje dodatnih pojmova nuznih za zadavanje problema). Zatim uvodimo
neke pokrate koje ¢emo koristiti u cijelom radu, dokazujemo neka osnovna svojstva, a na
kraju i dokazujemo jedinstvenost rjeSenja sustava. Time é¢emo imati sve pripremljeno za
dokazati egzistenciju u sljede¢em poglavlju.

1.1 Geometrija ljuske

Zbog mogucnosti Siroke primjene, modeliranje elasti¢nih ljuski je vrlo intenzivno prouca-
vano podrudje i u upotrebi je mnogo razli¢itih modela (membranski, fleksijski, Koiterov,
Naghdijev, Budansky-Sandersov i brojni drugi, vidi [I]). U ovome radu model poroelasti¢ne
ljuske temeljimo na modelu elasti¢ne ljuske Naghdijeva tipa opisan u [§]. Ovaj model uva-
zava i membranske i fleksijske efekte, te dopusta smicanje poprec¢nog presjeka s obzirom na
deformiranu sredisnju plohu.

Parametrizacija ¢ potrebna je za opis transformacije ljuske iz pocetne dvodimenzionalne
domene u njen pravi oblik, te ju definiramo na sljedeé¢i nacin:

Neka je w C R? otvoren i povezan skup s Lipschitzovim rubom. Neka y = (y,) oznacava
tocku u w te neka je 9, := 0/yq. Neka je ¢ : w — R? injektivno preslikavanje iz C3(w; R?)
takvo da su vektori

aa(y) = dap(y), o =1,2

linearno nezavisni u svim tockama y € w. Oni Cine kovarijantnu bazu tangencijalne ravnine
na 2-plohi

S =p(w)
u tocki p(y). Kontravarijantna baza iste tangencijalne ravnine dana je vektorima a®(y),
koji su definirani s

a®(y) - ag(y) = 03,
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gdje je 5%‘ Kroneckerov simbol. Progirujemo obje baze do baza za cijeli R? dodavanjem
vektora

as(y) = a’(y) = al(y;

Kovarijantni (A, = (aqg)) i kontravarijantni (A° =

su, respektivno, s

(nB = Qq - Ag, a®® = a® - d’.

Element povrsine je v/ady, gdje je a := det A.. Nadalje, koristimo oznake:
Q= [al az], Q= [al a? a3].
Ovime smo parametrizirali srednju plohu S = ¢(@) ljuske. Sama ljuska je ustvari dana
kao slika funkcije 7 : @ x [~h/2,h/2] — R3,
r(y,z3) = ¢(y) + z3a3(y).

Ovdje smo s h oznadili debljinu ljuske. Interior domene gornjeg preslikavanja odsad ¢emo
oznacavati s Q :=w x (—h/2,h/2). Uvedimo jo§ jednu pokratu:

Sy =@ x {h/2}, O_ =@ x {—h/2}.

Slika tih skupova pod preslikavanjem r preslikavaju se u dvije najvece plohe nedeformirane
ljuske.

1.2 Definicija problema

Sada formuliramo model ljuske, koji je definiran za sredisnju ljusku parametriziranu funk-
cijom ¢ € W1(w;R3). Primijetimo da su za tu parametrizaciju vektori kovarijantne i
kontravarijantne baze dobro definirani i pripadaju L>(w;R?).

Neka je 79 C dw dio ruba pozitivne duljine. Definirajmo prostore

Vn(w) = H) (w;R®) x HI (w;R?) = {(®, ) € H' (w;R?*)? : D5, = W]y, =0},

Vie(w) = { (3, @) € Viy(w)
w = \}a((a?f) -az)a; — (010 - a3)ay + %(81{; cag — Oy - al)ag)},

Vr(w) ={(v,w) € Vy(w) : 0¥+ aq X W =0, = 1,2}.

Ovi prostori su Hilbertovi, s normom

1@, @) vy @) = (1@l iz + 1013 ma) >

Nadalje, pokazuje se i da vrijedi
Vi CVk C VN,
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U notaciji (u,@) € Vy(Q), @ oznacava vektor pomaka sredidnje plohe ljuske, dok je @
infinitezimalna rotacija poprec¢nog presjeka. Uz tlak 7 to ¢e biti nepoznanice naSeg problema.

Model sada glasi: naéi (w,o) € HY0,T;Vy(w)) i # € HY0,T; L)), uz 0,57 €
L2((0,T) x Q) tako da za sve (9,@) € Vi (w), ¢ € H(F, & L?(w)) vrijedi

h/ QchT [8111+a1 X @ Ot + ag X L:J] . [8113 ‘a1 Xxw O+ as X ’l]]] \/adzleQ

h3
+/chQTva;-vw\/adz1d22

2
_)\fgﬂ/w/h [81v+a1><'w 82v+a2><'w]

— 23/ aA° - E] 01 0] QTV'[U)\/&dzgdzlsz = /(75+ +P_)-ovadzdz, (1.1)

2
/ (BG+ @ >6‘t7rq\/5dz+k / Dymdngy/ads
Q

A+
2ua
)\+2M// [81u+a1><w 82u+a2><w]
— 23v/aA° - [1 01 0] QTVw) gvadz3dzidze = IF/ Vgvads. (1.2)
pIE

Prva dva sumanda u (1.1]) sluze za opisivanje elasti¢nih svojstava ljuske (vidjeti [§]). Tenzori
elasticnosti Cpn, Cy : M32(R) — M32(R) dani su s

P N7}

CmC'D:)\+2M(I'C)(I‘D>+4/LACCA -D + B,c-d, (1.3)
PO 0 -1 0 —1
CfC'D—a.A<|:1 0:|C>-|:1 O:|D+anC-d, (1.4)

gdje je
. C . D 2
C = T , D= dT EMQ’?,(R), C,DEMQ(R),C,dER,
a B, By € M>(R) su pozitivno definitne matrice. Tenzor elasti¢nosti A dan je s

A\p
A+ 2u

AD = (A°. D)A° + 4uA°DA°, D € My(R).

Za E,D € Sym(R?) tada imamo

A

E-D=
A A+ 2u

(A°- E)A®- D+ 4uA°EA°- D. (1.5)
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oznaka opis
h debljina ljuske
A Lameéovi koeficijenti
« efektivni koeficijent naprezanja € (0, 1)
Ba inverz Biotovog modula
k permeabilnost
n dinamicka viskoznost

Tablica 1.1: Oznake i njihovi opisi

Za By, iz klasi¢nog modela Naghdijeva tipa mozemo uzeti da ima vrijednost pA° (vidi [6]).
Matricu By postavili smo na jedini¢nu matricu. Vise o njenoj ulozi moze se naéi u [7.

Konstante A, u nazivaju se Lameéovi koeficijenti i ovise o materijalu. Vezani su uz
Poissonov broj v i Youngov modul elasti¢nosti F relacijama

vE _ E
A+ -20) " " 20+0)

A=

Funkcije na desnim stranama jednadzbi sustava (75i i V) oznacavaju redom zadanu
kontaktnu silu i zadanu normalnu komponentu protoka fluida kroz najvece strane ljuske
r(X4). Pretpostavljamo Py € H'(0,T; L?(w;R?)) i V € L?(0,T; L?(w)). Ostale konstante
dane su u Tablici [L.1l

Napomena 1.2.1. Sav racun u ovom radu bit ée napravljen direktno za ovakvu zadacu, no
on ce vrijeditt 1 za zadaée u kojima je na svim mjestima umjesto Vi stoji Vi ili Vi .
1.3 Osnovna svojstva
Uvedimo pokrate:
aE(('&'v ‘:J)a (fj, ﬁ;)) =

h/ QCLQT [1+ a1 x & hu+arxd] [019+a1 x W K+ ay x w| Vadede

h3
+12/QCfQTV&J-va\/5dz1sz,
o L i o N 0 =1 0] ape -
F(u,w):[a a}-[@lu—i—alxw (92u+a2><w]—23\/5A- 1 0 o Q' Vo,

~ aQ

525G+)\+2M,

_k
-
(P (@) = [ (P +P-) - ov/adadz

w

K
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(V.q) = qﬁ/ Vgy/ads,
pIE

2ua
A+2u

& p—
Skraceno, sada problem glasi:

aE((ﬁ,GJ),(fJ,'&;))—d/QF(f;,'Cv)m/Edz: (P, (v,w)), (v,w) € Vy(w), (1.6)

/5at77q\/&dz+m/ O3md3qv/adz+
Q Q
d/ O F (@, ®)qv/adz = (V,q), q € H <_h h‘LQ(w)> . (L)
Q

Lema 1.3.1. Postoji pozitivan realan broj ag takav da vrijedi sljedeéa ocjena:
ap((@,@), (@,)) > aE/ F(u,&)? Vadz. (1.8)
Q

Dokaz. Koristeéi jednakost

h

4 3
/h(ac—ty)zdt:/2 ($2+t2y2)dt:h$2+%
iy .

NIy

>

dobivamo
/ F(u,®)*Vadz =
Q

h/([al a?) - [+ a1 x & Ouit+ ap x @]) vadzdz
B3 o =1 0] pe )2
+ 15 wa(A -[1 0 O]Q Vw> Vadzidzy. (1.9)

Plan je prvi sumand desne strane u ogranic¢iti s prvim sumandom u definiciji forme
ap, te analogno drugi sumand u (1.9) ograniciti s drugim u ag.

Prema [§], tenzor C,, je koercitivan, pa postoji konstanta ¢; > 0 takva da za sve vektore
91,95 € R? vrijedi

QCr (@ [91 92])-lor 92) > 1@ [0 aal,

= q(if)(ai 9)%) 2 e1((a' - g1)* + (@ gy)?) =
i=1 j=1

1 2
P (‘11 ‘g, +a’ ‘92) = sci1([a
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Nadalje, tenzor A, preko kojeg je tenzor Cy definiran je takoder pozitivno definitan. To
¢emo takoder iskoristiti, a prije toga se sjetimo definicije tenzora C;:

PO 0 -1 0 -1 0 —1 0 -1
CfC'-C:aA<{1 0}6’)'[1 O]C—Fanc‘cZaA([l O}C>‘[1 O]C’,

gdje smo koristili zapis

Primijetimo da upravo imamo sli¢nu situaciju:

R 3 0 —1 0 -1 0 .
Co=Q"Ve — [1 O]CO:L 0 O]QTVw.

Koristimo pozitivnu definitnost tenzora A: postoji co > 0 takav da je

Cr(QTV&) - (QTV&@) =C;Co - Co > aA ([(1) _01} Co) ' [(1) _01] Co>

2

0 1}
coa Cy > co0—s
o L E AT

Ty ~
1 0 O}va

6[0 -1 0

F

Zadnja nejednakost vrijedi jer je Frobeniusova norma submultiplikativna. Kao u [§],
pretpostavljamo da je essinfye, 0(Ac(y)) > 0, pa imajudi jos§ na umu da je (A°)~! = A,
zakljuéujemo da postoji konstanta A > 0 takva da je

Ay |lF < A, Yy € w.

Tako dobivamo novu ogradu:

2

0 >

Cr(Q'V®) - (Q"V&) > cQailHAc [1

1 0] e
0 0:|va

F
2
ca 1 c [0 =1 0] ~7e-
2A<A [1 0 o]QV‘*’ ’
gdje smo na kraju iskoristili slican trik kao u (1.10). Uvrstavajuci

91 go] =[01n+a1 x© O+ ay x @],
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te spajajuci dobivene ocjene (primjenjujemo i integral po w), dobivamo
aE((ﬁﬂ (:J), (&7 JJ)) =
h/ QCmQT [81’& ‘a1 X© Oyt + ag X (:J] . [81’& +a1 Xx@w Ot + ag X (:J] \/&dzleQ
T / QC;QTV&G - Va/adzde >

ch/ ([a1 a2] . [8111+a1 X @ Ot +as X GJ])Q\/adzlsz

h3 Co 0 -1 0 T 2
= c. " >
+ 133 wa <A L 0 O] Q Vw) Vadzidzy >

agp (h/ ([al a2] . [81&+a1 X @ O+ ag X &])Qﬁdzld@

3 . 2
+%§ aCM.ﬁ Jach@>\@mm@>zaE/ﬁuL@?ﬁm%(Lu)
w Q

gdje smo iskoristili i (1.9)), te definirali

. {61 C2 }
8] = mins —,— .
E 2724

O]

Napomena 1.3.2. Gornju lemu mogude je bilo i lakSe izvesti koristeci koercitivnost forme
ag 1 ogranicenost forme

(1, @), (0, ®)) — AF(@,@)F(@,@) Vadz.

Ipak, za neke numericke metode koje éemo koristiti u buducénosti (a temeljit ée se na dokazu
egzistencije rieSenja sustava) tocna i Sto manja konstanta ap bit ée od koristi.

Napomena 1.3.3. Gornju lemu najéeSée éemo primjenjivati u verziji:

ap((@, @), (i, &) > z/aE/QF('&,G:)Q Vadz + (1 - Vap((@, &), (@, &), (1.12)

za neki v € (0,1).

1.4 Dokaz jedinstvenosti rjeSenja

Teorem 1.4.1. Postoji najvise jedno rjesenje (u,@,7), (u,w) € HY0,T;Vy(w)), 7 €
HY0,T; L*(Q)), uz 0.,m € L*((0,T) x Q) za sustav (1.6), (1.7).
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Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva rjeSenja sustava. Tada njihova razlika rjesava homo-
gen sustav s homogenim pocetnim uvjetom. U jednadzbu uvrstimo (0, w) = d(u, ),
u jednadzbu za test funkciju uvrstavamo ¢ = 7, zbrojimo i integriramo po vremenskoj
skali [0, ¢]. Na obje lijeve strane se zadnji integral krati, a ono §to ostaje je

1 [td 3 [t d t
/ aE((ﬁ,(:)),(ﬁ,(:J))dT-l-ﬁ/ /7r2\/adzd7'+ﬁ;/ /(8377)2\/adzd7':0. (1.13)
Koristeéi Newton-Leibnizovo pravilo na prva dva sumanda dobivamo

%CLE((’{L,G)), (u,w))dr + g /Q m2v/adzdT + li/ot /{2(8377)2\/5dzd7dt =0.

Svaki od pribrojnika s lijeve strane je nenegativan, suma im je jednaka nuli, pa je posebno i
svaki od njih jednak nuli. To ¢emo posebno iskoristiti za prva dva ¢lana. Prema [§], forma
ag je koericitivna s nekom konstatnom c¢; > 0. Zato imamo

T T
0= [ an((ne) @aNar > e [ 16.6)1%dr = @) o).

odakle je (u,w) = (0,0). Sli¢no,

BT By e _
0== mVadzdr = Sz 0 = 7™=0.
2 0 Q 2 o

O

Napomena 1.4.2. U dokazu smo nacinili jedan naoko nedozvoljen korak. Naime, da bismo
dobili jednadzbu , za test funkcije uvrstili smo neke L? funkcije evaluirane u tocki.
Ovako izvedeno, dokaz nije u potpunosti tocan. Popravak postoji, no kako éemo ga izvoditi u
kompliciranijem slucéaju za dokaz egzistencije rjeSenja (vidjeti Napomenu , ovdje cemo
preskociti detalje dokaza.



Poglavlje 2

Dokaz egzistencije rjeSenja

U ovom poglavlju dokazat ¢emo egzistenciju rjeSenja sustava za poroelasti¢nu ljusku pred-
stavljenog u proslom poglavlju. Dokaz ¢e se temeljiti na iterativnoj konstrukciji niza aprok-
simacija rjeSenja po uzoru na numericku metodu za Biotov sustav jednadzbi opisanoj u [4].
Dokaz se sastoji od konstrukcije niza i dokazivanja njegovih osnovnih svojstava, a zatim i
dokaza da taj niz konvergira prema rjeSenju. U dokazu ¢ée se javljati jo§ podosta tehnickih
poteskoca kako bismo precizno opravdali sve korake. Zato dodajemo jo$ dva potpoglavlja,
jedno na pocetku i jedno na kraju, u kojem izdvojeno od dokaza opravdavamo detaljno sve
korake u glavnom dokazu.

2.1 Tehnicki rezultati

Lema 2.1.1. Neka je V unitaran prostor, a : V x V — R simetricna bilinearna neprekidna
semidefinitna forma. Neka za sve funkcije u € HY([0,T]; V) takve da je a(u(0),u(0)) =0 i
owu(r) € V, Y1 € [0,T] vrijedi

T
/0 a(Opu(T), Opu(r))dr < e.

Tada je a(u(t),u(t)) < 4te, Vt € [0,T].

Dokaz. Za fiksnu funkciju u iz teksta leme, definiramo funkciju f(¢) := a(u(t), u(t)). O¢cito
je f(0) =01 f(t) >0, Vt. Tada, koristeci verziju CSB (koja jest valjana i za semidefinitne

10
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forme) imamo
f(®) :/0 f(r) deQ/O a(du(r), u(r))dr <
1/2

2 </Ot a(Ou(T), Opu(T)) d7-> v (/Ot a(u(r),u(r)) d7> <

) 12 1/2
2e1/2 ( |5 dT) <2572 (4 sup (F(r))
0 T€[0,t]

Gornja nejednakost vrijedi za sve 7 umjesto ¢ na lijevoj strani koji su iz intervala [0, ¢], za
fiksiranu desnu stranu, pa imamo:

1/2
sup (f(7)) < 2¢'/%1/?2 ( sup (f (T)))
T7€[0,t] T€[0,t]

= f(t) < sup (f(7)) < 4et.
T€[0,t]

O]

Lema 2.1.2. Neka je dan neprekidan operator A : X — Y na Banachovim prostorima, te
[a,b] interval u R. Za f € H*(a,b; X) definiramo

(AF)(E) = A (1))
Tada vrijedi sljedeca implikacija
feHa,b;X) = Af € H*(a,b;Y).
Dokaz. Najprije primijetimo da je ¢ — (Af)(t) izmjeriva funkcija jer je A neprekidna, a f

izmjeriva. Po definiciji f € H*(a,b; X) znadi da

k
Z HaZfH%Q(a,b;X) < 0.
i=0

Kako je A neprekidan linearan operator, imamo

k k k
S 10 AN 2y = S MAT 20y < IAllecxy) (Z Hazfn%%,,,;x)) < o0,
=0 =0

1=0 ] i=

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili &injenicu da operator derivacije 0; i A komutiraju
zbog neprekidnosti. O
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Lema 2.1.3. Neka je X separabilan Banachov prostor funkcija v R. Tada je linearna ljuska
funkcija oblika
{pu : 9 e L([0,T)), ue X}

gusta u L*(0,T; X).
Dokaz. Neka su f € L?(0,7;X) i € > 0 proizvoljni. Prostor X je separabilan, pa postoji
prebrojiv skup {uy : k € N} takav da

U K(ug,e) = X.

keN
Induktivno definiramo skupove By, k € N kao

By = K(ur,e)\ |J B
I1<k—1

Iz konstrukcije su oni u parovima diskjunktni i u uniji daju cijeli X, dakle ¢ine particiju
za X. Takoder, trivijalno je vidjeti da je By C K(ug,e). Definirajmo izmjerive skupove
A = f71(Bg), k € N. Kako skupovi By, k € N ¢ine particiju za X, tako Ay, k € N &ine
particiju za [0, 7.

Definirajmo sad funkciju g € L?(0,T; X) na sljedeé¢i nagin:

g(t) = ug, gdje je k jedinstveni prirodan broj takav da je t € Ay.

Iz konstrukcije, za sve t € [0,T] vrijedi da je || f(t) — g(t)||x <e, pa je

T
1/ = gllzzorsx) < /O - Te.

Definirajmo niz funkcija (gp,), na sljedeéi naéin:

n
k=1

Primije¢ujemo da je

gn(t) = g(1),
jer kako skupovi Ay prekrivaju cijeli interval [0, 7], za svaki ¢ postoji prirodan broj ng(t)
takav da za sve n < ng(t) vrijedi g,(t) = 0 i da za sve n > ng(t) vrijedi g,(t) = g(t). Zato
mozemo primijeniti Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji na funkcije

t= g% it o)k

i tako dobivamo -

T
im [ flgn(O)]% dt = /O l9(®)]% dt.

n—o0 0
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Neka je h = g, za n € N takav da je razlika gornjih integrala manja od €. Tada imamo

T T
I gllz o) = / lg(O)1% dt = / lg)I% dt — / Ih(t)[1% dt < e.

[0, TNUk<n Ak

Dakle, funkcija h nalazi se u linearnoj ljusci funkcija trazenog oblika i razlikuje se od trazene
funkcije f za najvise (T + 1), ¢ime je dokaz gotov. O

Za potrebe glavnog dokaza uvest ¢emo i prostor funkcija
W= {(a,&,7): (a,&) € H (0,T;Vy),m € H' (0,T;L*(Q)) , 0357 € L™ (0,T;L*(Q)) },

snabdjeven normom
(@, @, ™)}y = xwb DX, ”‘937T||%2(Q,\/5dz) +(2x - 1)/32H8t7TH%2(o,T;L2(Q,\/adZ))+

vo 1\t /T
2(1 — I/) (,,EQ + Bx> /0 aE(at(ﬁ)aJ)7 at(ﬂ')aj)) dT+
||Bat7r + x&0: F(u, ‘-b)”%z(oj;LZ(Q,\/adz))’

gdje || - [ L2, /ad-) Oznatava normu

1/2
Feo (/Qrfr%dz) ,

a L%(Q,\/adz) je prostor izmjerivih funkcija kojima je gore opisana norma konac¢na. Ta
je norma ekvivalentna uobicajenoj normi || - ||z2(q) na L?(Q) zbog svojstava funkcije a.
U definiciji norme || - ||y broj x je u ovom trenutku samo parametar veéi ili jednak %
Kako ¢emo ¢esto umjesto norme elementa prostora W gledati udaljenost dva elementa tog
prostora, prirodnije je baratati metrikom

dw (('&’7 w, 7T)7 ('bv w, Q)) = H(aa w, TF) - (f)a w, Q)HW
Kako je ovo jedina metrika koju éemo definirati u radu, u nastavku izostavljamo oznaku W
u njenom zapisu. Prostor W iskoristit ¢e nam kao prostor u kojem éemo pronaci jedinstveno
rjeSenje sustava. Zasad vrlo umjetan i neprirodan izbor norme u samome dokazu glavnog
rezultata postat ée jasniji.

Lema 2.1.4. Powise definiran prostor W je Banachov prostor.

Dokaz. Prvo bismo trebali dokazati da je norma || - ||y uistinu norma. Pokazat ¢emo samo
tvrdnju da ako je norma elementa iz W jednaka nuli, da je taj element nula. Ako je
l(w,w, m)|lw =0, tada prema Lemi imamo da je:

171220, sy = 0 ¥ € 0,7,
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ap((@, @), (@, @) =0, Vt € [0,T],
157 + XGF (@, @)1720 112 (0 /aazy) = 0 ¥t € [0,T].

Prema koercitivnosti opisanoj u [8] imamo (@, @) = 0. Iz prve jednadZzbe imamo da je tlak
jednak nuli.

Uzmimo sada proizvoljan Cauchyjev niz (@",@", 7"),eny u W. Dakle, za neki fiksni
€ > 0 postoji prirodan ng takav da za sve m,n > ng vrijedi

d((,&n"bn’ ﬂ_n)’ (,am"bm’ﬂ_m))Q <e.

Prema Lemi 2.1.1] takoder dobivamo

Vo 1 e ~n ~n\_ (=M ~m ~n ~n\_(~m ~m
2(1-v) (542}{2+BX> /0 ap(O((a",@™)—(u™,@™)), o ((a",&")—(a™,&™)))dt < e

1 T
— 2(1-v) (:20‘; + B1x> /O ap((@", &™) — (@™, &™), (@",&")— (@™, &™) dt < ATe.

Opet koristimo koercitivnost forme ag (s konstantom c;) kako bismo dobili

(@™, &™) — (@™, &™) . ravn) =

T T
e = @ramyi ar [ o) - @emiR, e <

T
o (/0 ap(@((@",&") — (@™, &™), 0((a",&") — (@™, &™))) dt+

C1 .
/ ap((@", ") — (@™, &™), (@", ") — (fam,@m))dt) < Ce
0

Odavde zaklju¢ujemo da je niz (u",w"),cn Cauchyjev u potpunom prostoru H'(0, T; V),
je 1 konvergentan s limesom (@, w).
Sli¢no radimo i s tlakom, opet prema Lemi dobivamo

1B(@" — Bir™) + XA F (@, &™) — OF (@™, &™)|2 20 7120 sy < €

= [B(" —7™) + xa(F(@",&") = F(@™,™) 7201020, /a2 < 47¢



POGLAVLJE 2. DOKAZ EGZISTENCIJE RJESENJA 15

Tako dobivamo
7" = 7" o 20y = 17" = 7" 20,2y + 10" = 0™ 720 ir2(0)) <
1 BT m ~ ~n ~n ~m ~m
5 (13" = 7™ 4+ XG(F @ 6" = F@ ") o ris@yaeny *
[xa(F(a", o) — F(a™, a)m))Hiﬂ(O,T;L%Q,\/EdZ)))

= (HB(W" — ")+ xa(F(@", &") = @™, &"™))[in o200 /ade)) T

sz‘
I} —_

NGM(@, &) — (@™ s ) < Ce.

gdje smo s M ozna¢ili normu ograni¢enog funkcionala F' € £(Vy). Zaklju¢ujemo tako da
je (m™)nen Cauchyjev niz u potpunom prostoru H'(0,T;L?(2)), pa je i konvergentan s
limesom 7.

Opet iz Cauchyjevosti niza (a",®", 7"),en dobivamo posebno i da je

2 2
X#f ogltang 1957 — 837Tm”L2(Qa\/5dz) < €.

Zato je niz (037")pen Cauchyjev u potpunom prostoru L (O,T; LQ(Q)), pa je i konver-
gentan i konvergira ka nekom p € L (O,T ; LQ(Q)). Uzmimo neku test funkciju ¢ €
C(]0,T] x Q). Iz jakih konvergencija nizova (7" )pen 1 (937" )nen slijede i slabe konvergen-
cije tih nizova, pa imamo

T T
/ /pwdzdt: lim/ /8377”1/1dzdt:
0 Ja n—=oo Jjo Jo
T T
— lim / /W"@gwdzdt: —/ /Wagi/}dzdt.
n—=eoJo  Jo 0o Jo

Po definiciji, funkcija 7 ima slabu derivaciju u smislu distribucija:
O3m = p.
Kako je p € L™ (O, T; LQ(Q)), isto imamo i za 03, te je time dokaz gotov. O

Napomena 2.1.5. Primijetimo da smo u gornjem dokazu iskoristili samo tri sumanda u
definicigi norme || - ||lw, tako ih imamo éetiri na raspolaganju. To nam pokazuje da sumand
koji nismo iskoristili
52 2
(2x —1)B ”8t7r||L2(O,T;L2(Q,\/Edz))

nam nije niti potreban, dakle, parametar x ustinu moZe biti jednak % Jasno je da mangi od
te vrijednosti ipak ne moZe biti (jer potencijalno u definiciji norme vidimo da kvadrat norme
moZe biti negativan).
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2.2 Definicija iteracija

Iteracije dolaze iz klase operator-splitting metoda u kojem je cilj operator sustava jednadzbi
rastaviti na zbroj dva operatora koji su u praksi jednostavniji za rijesiti, te se oni rjesavaju
u dva potkoraka. Cesée se koriste za numericko rjeSavanje sustava, no mi ¢emo ih ovdje
iskoristiti kao alat za dokaz egzistencije rjesenja.

Ideja u ,undrained split metodi” (posebnoj vrsti operator-splitting metodi) je razdvojiti
jednadzbe sustave i koristec¢i pretpostavku da je (parametrizirana) masa fluida
m = B + xaF (&)
prilikom deformacije ljuske konstantna (eng. undrained znaci bez drenaze, bez odvodenja
fluida). Ta pretpostavka ne znac¢i da ¢emo u nas model uvesti dodatnu pretpostavku, nego
¢emo se tom vezom rijeSiti jedne nepoznanice (konkretno 7) u jednoj od jednadzbi, te ¢emo
jednadzbe razdvojiti. To¢no rjeSenje dobit ¢emo na limesu iteracija. U gornjoj definiciji
mase fluida x je zasada parametar koji ¢emo odrediti na kraju dokaza, i poklapa se s

parametrom x uvedenim u normi i metrici prostora W.

Zapisimo detaljnije opisane iteracije. Na pocetku postavljamo (u°,&° 7%) = (0,0,0).
Sljededi korak dijelimo na dva potkoraka. U prvom potkoraku deformaciju ('&""‘1/ 2 ontl/ 2
ra¢unamo iz jednadzbe , dok vrijednost tlaka 7711/2 rac¢unamo s pretpostavkoma da
se masa fluida nije promijenila (m™t1/2 = m™). Dakle, rjesavamo sustav

pl(@ 2@, (. 0) <6 [ Pt i = (P @),
~ Q ~ :
mn+1/2 — ﬁﬂ_n—s—l/Q + XdF(an+1/2,£:Jn+1/2) — ﬁﬂ'n + XdF('iLn,(:Jn) —m".

U drugom potkoraku deformaciju (@"*1, @"*1) ostavljamo istu kao u proslom potkoraku,
dok tlak 7" *! trazimo iz jednadzbe (1.7):

(,&,n—&-l’wn—&—l) — (ﬁn+1/2’@n+1/2)’

/ Boyr"Hgv/adz + /i/ O3 M O3qv/adz = (V,q) — d/ O F (a1, & g/ adz.
Q Q Q

(2.2)
U gornja dva sustava imamo Cetiri jednadnzbe od kojih su samo dvije diferencijalne, dok su
druge dvije algebarske. Njih se lako moZemo rijesiti, "preskoc¢iti" polovi¢ni korak i napisati
iteracije krace. Uz poznatu iteraciju (a",@", ") sljedecu trazimo rjesavajucéi redom

ap((@"*, "), (0, w)) + / xégF(a"“,a:"“)F(f:, w)y/adz =
Q

(P, (5, @) + a/

&% e -
QF(v,w)7r \/adz+/QXBF(u LW F(v,w)adz. (2.3)

/ Boym"gv/adz + n/ O3 93qv/adz = (V, q) — d/ O F (@ " gy/adz. (2.4)
Q Q Q
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Ove iteracije ponavljamo do Zeljene to¢nosti.

Napomena 2.2.1. Koristeci definiciju mase m™, jednadzbu (2.3) moZemo zapisati i na ovaj
nacin:

~2
ap((@™+,6m), (8, @)) + /Q PG F (8, ) Vad =
<P’(f]’ﬁ))>+/gﬂ (v,w)m" adz. (2.5)

,@" ) nen zadan iterativno relacijama ((2.3)), (2.4) i pocetnom itera-
,0) nalazi se u prostoru W.

Lema 2.2.2. sz( n
cijom (a°, &%, 70) = (0,

Dokaz. Induktivno razmatrajuéi, mozemo zakljuciti da je dovoljno pokazati implikaciju
(@™, @", ) e W = (a", " ") e w.

Varijacijska zadaca je elipticka za (@ ™!, &™), po varijablama (21, z2) uz parame-
tar ¢t. Sastoji se od dvije bilinearne forme. Prva (ag) je koercitivna prema [§], dok je druga
trivijalno nenegativna. Takoder, obje su i ograni¢ene (za prvu koristimo isti argument,
dok za drugu mozemo iskoristiti Lemu Lax-Milgramov teorem nam daje da postoji
jedinstveno rjeSenje zadace (@™ TL(t), @" () za svako vrijeme t € [0,T] (2.3) u prostoru
Vy. Neka je na trenutak 7" = 0, (a",@") = (0,0). Kako je P € H(0,T; L?*(w;R3)),
primijenjuju¢i Lemu na operator rjeSenja

P ( n+1 n+1)

a" o) € HY(0,T; V). Sliéno mozemo argumentirati

dobivamo da je u tom slucaju (w
i kada na tren stavimo P = 0, (u" GJ”) = (0,0) i P = 0,7 = 0. Kako je zadaca linearna,
zbroj ta tri rjeSenja je rjeSenje za i nalazi se u prostoru H'(0,T; V).

Zadaca je parabolicka zadaéa za 7! po varijablama (¢, z3) uz parametre (z1, 22).
Opet lako zaklju¢ujemo da za svaki (z1, z2) postoji jedinstveno rjeSenje. Takoder, teorija
regularnosti za parabolicke zadace (iz [2]) nam kaZe da za to rjeSenje i za skoro svaki (21, 22) €
w

7" (21, 20) € L? (0,T; H*(—h/2,h/2)) N L™ (0,T; Hy(—h/2,h/2)),
" (21, 20) € L* (0, T L*(—h/2,h/2)) .
Posebno to znadi
7" (21, 20) € H' (0, T; L*(—h/2,h/2)), 937" (21, 22) € L™ (0,T; L*(—h/2,h/2)).

Sli¢no argumentiranje kao za (@1, @"*1), koristeci i da je V € L?(0,T; L*(w)), daje nam
navedena svojstva i po (z1, 22). O
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2.3 Dokaz konvergencije iteracija

Dokazimo sada glavni rezultat:

Teorem 2.3.1. Niz (4", @", 7" )nen zadan iterativno relacijama (2.3), (2.4) i pocetnom
iteracijom (4%, &%, 70) = (0,0, 0) stvara konvergentan niz u prostoru W, ¢iji je limes rjesenje

sustava , .

Dokaz. Jednadzbu (2.5) zadovoljavaju n-ta i (n + 1)-ta iteracija. Oduzmimo ih. Mnogo
toga se krati. Preostalo ¢emo lakse zapisati uvodeéi pokrate
5(117‘:’)” = (il'nvd’n) - (an—17&n—1)’
om™ :=m" —m" !,
(S?Tn — 7_[_n o 7_‘_nfl

d(a, @)y == 0d(u,w)", dmy} = 0dm", oy 1= Oom".

Rezultat oduzetih jednadzbi je

o o a? o o &
0 (3(@.@)" L (5,0) + [ XGF(@ @) F @, @)ads = [ S @)m" Vade
o B Qp
(2.6)
Derivirajmo gornju jednazdbu po t:
= \ntl s - a? ~ Nt s Qo
0 (3@ @) 0 @)+ [ G F(@ @) F G, @)ads = [ SF@@)0m Vads
" " (2.7)
2.7

n+1
t

Za test funkciju u gornjoj relaciji biramo §(u, @) i dobivamo

0 (8, &)L, (i, @) + /Q & (P, @)p)? vadz =
/ Y (3, @)Y omn Vadz.  (2.8)
QB

Koristeéi Lemu s lijeve strane jednadzbe (2.8)) i tezinsku A-G nejednakost s desne
dobivamo

(1= v)ap(d(a, @)™, o

[~
&
3
t
+
N
N
o)
=
+
=
| &
o
N———
S
i
=
<3
&
53
t
D
(oW
N
AN
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Uz optimalan odabir za gornju ogradu

~ —1
2(1 - v) (W + O§x> ap(d(a, @)y, 6(a, @)+

Q

N\ —2
/ (F(3(a,@))* < <dx+ vanp ) / (em)? Vadz. (2.9)
Q Q
Pozabavimo se sad jednadzbom ([2.4))

Lt orntl 9
/Qﬁ Wﬁt gvadz + K T q\fdz— (V,q) — /(9 "t o" ) gv/adz.

Q 823 623

Oduzmimo jednadzbe za n-tu i (n + 1)-tu iteraciju:

/ﬁéﬂ"“ \/&dz—l—/ﬁ/gagéﬁnﬂﬁgq\/&dz: —07/ F(§(w, @)™ )gv/adz. (2.10)

Q

Za test funkciju uvrstimo 671'1’5Hl i integrirajmo po vremenu od 0 to t. Uvazavamo i to da je
57r”+1‘t:0 =0.

ﬁ/ / "H \fdsz—i—a/ /F u, "H) 7rf+1\/5dzd7—|—
K n+1|2
2/ |0367" " Vadz = 0. (2.11)
Q

Sada kombiniramo (ne)jednakosti (2.9)) i (2.11)). Primijetimo da se na lijevim strana
pojavljuju elementi kvadrata binoma definicije mase m:

= (Bm + xaF (4, ®))* = 7% + 2xafnF(u, @) + Y2a*F(u, @)

Zato nejednakost (2.9) (koju smo prethodno integrirali po vremenu) mnozimo s y2&?,
jednakost (2.11)) s 2x/f, te dobiveno zbrojimo. Odmah presutno koristimo i gornju relaciju
kvadrata binoma. Dobivamo

¢ _ ot 3
/ /(5m?+1)2 \/adzd7+(2x—1)ﬂ2/ /(577{”“)2 \/adsz—i—xﬂﬁ/ ‘63571"+1‘2\/5dz+
0 JQ 0 JQ Q

1 t
2(1 — v) <”O‘EZ + }> / ap(8(@, @), 6@, @) dr <
0

a’x*  fx
~\ —2
vag3 ! 2
<1+&2x> /O/Q(amt) Vadzdr. (2.12)



POGLAVLJE 2. DOKAZ EGZISTENCIJE RJESENJA 20

Gornja relacija nam pokazuje zasto je norma || - ||y, odnosno metrika d definirana na
nacin na koji smo je definirali. Uvazavajuci ogradu (2.12]) za vrijeme ¢t = T, dobivamo

d ((,anJrl’ a)n+17 ﬂ,n+1)7 (,&,n7 ‘Dn7 ﬂ,n)) S "}/d ((,&n, a)n, 71-")7 (,ﬂ,nfl7 ‘;Jnfl7 ﬂ_nfl)) ,

~\ —1
azx

Kako je v < 1, niz je konvergentan. Dapace, v je najmanji kad je x najmanji. Kako mora
biti x > %, optimalni je x = % I time je dokaz gotov. ]

gdje je

2.4 Dodatna pojasnjenja
Ovo potpoglavlje sluzi kako bi sve korake u dokazu do kraja formalno opravdali.

Napomena 2.4.1. Dokaz smo zavrsili zakljuckom da ako je v < 1 da je niz konvergentan.
Za dokaz toga cemo simulirati korake iz Banachovog teorema o fiksnoj toc¢ki. Za prirodne
m,n € N uvedimo pokratu

d(m,n) ==d((a™, o™ "), (@",&",7")).
Teleskopiranjem se moZemo uvjeriti da vrijedi

d(n+17n) S’Yd(n7n_1) §72d(n_1an_2) < S’ynd(LO); i

dn+kn)<dn+kn+k—-1)+dn+k—-—2n+k—2)+---+dn+1,n) <

1
T T 4 d(1,0) S 97 d(1,0) - (213)

Neka je sad zadan ng € N, te m,n > ng. Tada je

; 1 1
d < 4min(mn) _Zg(1,0) < ™ ———d(1,0).
(mm) < 80 —d(1,0) < 97— d(1,0)
Dakle, niz (4", @", 7" )nen je Cauchyjev u potpunom prostoru W, pa je i konvergentan s
limesom (@, w, ). Takoder, primijetimo da kada u nejednakosti (2.13) pustimo k — oo,
dobijemo

1

gdje smo uveli pokratu
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Koristeéi gornju ogradu, vidimo da za neku toleranciju € moZemo lako odrediti najmanji
n = ne za koji je d(oco,n) < e. Takoder, kako je funkcija
1
Vet ——
L=~

rastuca, takoder zakljucujemo da $to je v mangi, da je © ne manji. Za potrebe ovog dokaza,
imamo samo uvjet na parametar x da bude veéi ili jednak 1/2. No, u sluéaju da netko
zeli razviti numericku metodu na temelju ovog dokaza, zbog gornjeg objasnjenja iskoristit e
x = 1/2, jer je tada v najmangi, a time i ne i ocekivano vrijeme izvodenja.

Napomena 2.4.2. Objasnimo jo$§ zaSto dobiveni niz konvergira upravo ka rjesenju. Neka
niz (4", @", 7" )nen konvergira ka (@,w,m) u metrici d. Kako je nas prostor W zatvoren,
limes je dobro definiran i nalazi se u istom tom skupu kao i niz trojki. DokaZimo jos da

limes zadovoljava jednadzbe (1.6) i (L.7]). Znamo da niz zadovoljava jednadzbe (2.4) i (2.5)):

/58t7r”+1q\/&dz+/<;/ 31" 93qv/adz = (V, q) —d/ O F (@™, & N gv/adz,
Q Q Q

&2

aE((a”“,w”“),(ﬁ,@)H/ —F(a"™, " F (9, w)/adz =

o B

)| O

(P, (v,w)) + / F(v,w)m" /adz.

op
Mz éemo dokazati da vrijedi
/Bamq\fdz—i—/f/ Osmds3qv/adz = (V. q) —a/ O F(u,w)qv/adz, (2.14)

~2

aE((a,a),(@,@)H/OéF(a,a) (%, w)v/adz = (P / 2 F(,@)m vadz.

Q
(2.15)
Fiksiragmo test funkciju q, uzmimo proizvoljnu test funkciju v : [0,T] — R i pomnoZimo
njome razliku prvih jednadzbi, i integriraymo po 7. Dokazat éemo da to konvergira u nulu.
Imamo:

" ¢
’/ //881‘,(71'71-1-1 _W)q¢ﬁdzd7+&/ /83(7rn+1—77)33q¢\/5dzd7-+
0 Jo . /o
t
N ~n+l ~nt+ly  (~ ~
a/o /QatF((U L") (u,W))q@ZJ\/adsz‘ <

Bl|oym"tt — atﬂ”L?(O,T;LQ(Q,\/Edz)) la¥ |l L2 (0,m)) +
Kt!/? (max 1057 — Os7l 120, v as) 19 D3l L2 (0,712 (0, va ds)) T
a 1/2
aE

T
( | astara o - <a,a>>,at<<a"+l,a:"+1>—<a,a’>>>>d7>

Nl 2070200, va dz))-
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Za fiksne q,v i kad n — oo, desna strana ide u nulu, pa imamo da (&, ®, ) zadovoljava

/Ot/ﬂéat”qw\/&dZdTJr/Otfi/gﬁgm‘)ng\/&dsz_
/otwq wdT_/ /&t (@, @)qypv/adz dr.

Zbog proizvoljnosti test funkcija v dobivamo (2.14). Slicno radimo i s parom drugih jed-
nadzbi:

‘/0 ap((@, &™) — (@, @), (&, @) dr+
t dg
/ / = F(@", ") — (a,@))F (0, @)yv/adzdr
0o Jao

//QB (m" —m)¢fdzd7‘<
(/ot ap(((@™, &™) — (@), (@, - (@) dr

1/2

. / taE<<f),w>,<f:,w>>¢2dT) *
0

d? t
(5 [ ant@emh) = (@), (@6 - (@.6) dr

Bag

// ¢2\dedT> +lm™ =ml| 20,1, 12(0,v/a dz)) (// wzfdzd7>1/2.

Kao i u slucaju s proslim jednadzbama, desna strana ide u nulu, pa zbog proizvoljnosti test
funkcija za 1 dobivamo (2.15)), i dokaz proslog teorema u potpunosti je gotov.

Napomena 2 4.3. Ako je éitatelj pozorno pratio dokaz, moZe primijetiti da korak dobivanja

jednakosti (2.8]) iz - kao i (2.11)) iz jednadzbe - ) traZi dodatno pojasnjenje. Naime, u

tom trenutku um’stavamo posebnu test funkciju 8(@, @) (t) € Viy. No, funkeija (i, w)"Jrl

nalazi se u u prostoru L? (0,T; Vy) i zato ne moZemo uzeti vrijednost te funkcije u svakom
vremenut € [0, T]. Preciznije bi dokaz trebao iéi ovako: uzmimo jednadzbu (2.7)), pomnoZimo
je test dovoljno glatkom funkcijom 1 : [0,T] — R ¢ integrirajmo po vremenu. Dobivamo

/OTaE@(a,o)?ﬂ (%, @) dr—i—/ /X P66, &) F (6, ) /adedr =

/ / ))om? /adzdr.

Gornja relacija vrijedi za sve umnoske ¥(v,w). Takoder, vrijedi i za sve linearne kombina-
cige tih funkcija, a po gustoéi i prema Lemi vrijedi i za svaku funkciju iz L? (0,T; V).
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)n+1

Jedna takva funkcija je §(a, , pa je mozemo wurstiti i dobiti

T T 0~42 o
/0 0 (0@, &)+, 6(@, @)H)dr + /0 / X (F(0(,&))* Vadzar =
/ / §(@, @) om} adzdr.  (2.16)
op

Dobivena jednadzba (2.16)) skoro odgovara Zeljenoj jednadzbi (2.8 . Da bismo do kraja oprav-

dali racun, sad ¢emo primijeniti sve ograde na jednadzbu (2.16) kao Sto smo to radili na

(2.8) ¢ dobiti analogon relacije (2.9)
a> \7' T ~ ]l o~ ~ntl
21 —v) | vag + FX ap(6(w, )™, 0(a, @)y )dr+

/ / S(a, @)t dr < (dx+ ”O‘;B>_2 /OT/Q (6m™? adzdr. (2.17)

Nju éemo sada iskoristiti da bismo dobili jednadzbu (2.12]).
Sliéno, opravdavamo i korake kojima smo dobili jednadzbu (2.11). MnoZimo (2.10) s test
funkcijom 1 i integriramo po vremenu:

T
/ /6(57r”+1wq\/fzdzd7—i—/<a/ /83(57r”+17,/}63q\/5dzd72
0o Ja
— a/ / 5, @) epgyv/adzdr.

Gornja relacija vrijedi za sve test funkcije 1 i za sve g € H (SR 5 55 h.L2(w)). Ponovno prema
Lemzm imamo da vrijedi i za sve ¢ € L2(HY(F, B L3 (w))), ili preglednije

q € L*(0,T; L*(Q)), 83q € L*(0,T; L*()).
Upravo u tom skupu leZi funkcija 07 (jer je za skupove X konacéne mjere vrijedi L>°(X) C

L?*(X)), pa dobivamo relaciju ([2.11)).

Poglavlje zavrsavamo s jo$ dvije dodatne napomene.

Napomena 2.4.4. Kada bismo imali nekonstantnu permeabilnost ili dinamicku viskoznost,
k ne bi bio konstantan. To tada bi jednakost (2.11)) postala nejednakost uvodenjem

Kmin = m(%n K
umjesto k. To ne utjece na racun koji slijedi nakon te (ne)jednakosti.

Napomena 2.4.5. Promatranjem konstante v vidimo da je manja Sto je v veci. Ipak, kako
vidimo u dokazu, nuzno je da je v < 1, zbog ag dijela u metrici d. Kako ne postojgi najbolji,
to jest najvect mogucéi dozvoljeni v, ne biramo nijednu vrijednost za v.



Poglavlje 3

Numericka aproksimacija

U ovom poglavlju pokazat ¢emo neka rjeSenja pocetnog sustava , dobivena nu-
meric¢kim putem. Za to treba razviti neku numericku metodu. Jednu takvu objasnjavamo
u prvom potpoglavlju, implementiramo je u programskom paketu FreeFem++ ([3]), te u
drugom potpoglavlju pokazujemo rezultate na primjerima nekih ljuski.

Napomenimo da ¢emo ovdje koristiti puni zapis sustava (kao u , ), a ne skraceni

zapis jednadzbi pocetnog sustava (kao u (1.6), (1.7)).

3.1 Opis metode

Diskretizacija po vremenu

Fiksirajmo vremenski korak At i oznac¢imo s ™ vrijednost svih funkcija u vremenu
t" = nAt.

Zmacenje ove oznake drugacije je u ovom poglavlju od oznake u proslom poglavlju, gdje
smo na taj nacin oznacavali razli¢ite iteracije funkcija. Sada koristimo Eulerovu implicitnu

metodu za jednadzbe (1.1]), (1.2)) kako bismo dobili problem za nepoznate funkcije u vremenu

24
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gt
h/ QCmQT [81'&7”1 +a; X ontl 32’El,n+1 +as X (.:Jn+1]
. [81@ +a; Xxw 090+ ag X ’11)] ﬁdzldzg

3
h—2 / QC;Q V" . Vivy/adzdzs

2
B )\—f(; / / +1d23 a2] ‘ [81’5 +a; xw Ov+asXx ﬁ’] Vadzdz, @1
1

2ua
+A+2u//

= /(ﬁﬁ“ + P Y ovadzdze,  (9,w) € Vy,

2 n+l _ . n k
/ (BG+ “ >7r U q\/&dz+/ O3 95qv/adz
Q At nJa

A+ 2u
2pa / 12
+ a a
: [76“1”1;81&" +a; X ‘:’nit_‘:’n 82ﬁn+i;82ﬁn +ay x <& e _w } qv/adz (3.2)

2« /AC- 0 -1 0 QTVGJ”“—V&"
A+ 2u 1 0 At

= $/ V™ lgy/ads, g€ HY(Q)
DINE

(B w\:‘

0
1

231" T ld25 AC - { 01 0} Q" Vwadz dzy

z3qadz

Diskretizacija po prostoru

Sada fiksiramo prostorni korak Az u smjeru z3 osi (smjer okomit na srednju plohi ljuske).
Njime ¢emo podijeliti interval [—2 5 %] na np € N jednakih podintervala. To znaci da imamo

vezu
Az = h/ny,.
Oznacimo tocke

h
zi:—§+iAz, 1=0,...,np

Aproksimirajmo sada funkcije 7" s neprekidnim po dijelovima linearnim P; funkcijama na
mrezi danom tockama {z;,i = 0,...,n,} u z3 smjeru. To znadi da

361,362,373 E 7T 51317562 ©i 96'3)

gdje su ; Clanovi baze, t.j. neprekidne po d1Je10V1ma linearne funkcije takve da je

gOi(Zj):dij, i,j:(),...,nh.
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Ovo uvrstavamo u (3.2) uz ¢ = ¢;1, gdje je ¢ € H'(w). Tada dobivamo sustav s nepozna-

nicama

Wg(xh 332)

" (21, 22) = :
T, (21, 22)

zadan s

2
k
+ M (7"t — ") + —AtK 7"t
(6@ )\+2> (m ") 7 ™

2ua 0 -1 0 - -
— _ n+1 e c . T n+l n 1
= —AtV 'r+)\+2u\/&A [1 0 O]Q (Vo Vo™ )m
2ua
“apa @ @
. [81’&,”—"_1 ou" +ag x ( ntl GJ") 82’&” — O™ + ag X ( ntl Ca")] mo,
(3.3)
gdje je
1
0
M = (Mij)ij, K = (Kij), m! = (mgl‘)w m’ = (mg‘))y’ r= : )
0
-1

te zai,j € {0,...,n;} imamo

= [

Bududi da je

NI
Ny

@j(x3)dzs, m; :/ x3p;(x3)des.

h
2

h
@z%dmg, ij _/h (Plﬁp]d$3, m? _/
-2

w\;-

h
2

j=1,....,np—1,

/ . 1:3(p0d.773 = —EAZ + 6(Az)
2

m\:“

ES
I

% +(+1)Az

h
."L‘3QOjd:E3:—*AZ+j(AZ)2, j=1 ... ,np—1,
+(-1)Az 2

(S w\t‘

h 1
/Z © wapnduy = Az - Z(A2)2
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dobivamo
—ZhAZ + %(AZ)22
1Az —5Az+ (Az)
Az :
m® = : , m! = —BAzZ + j(A2)?
Az :
30z “BAz 4 (ny — 1)(A2)?

%Az — 2(Az)?

Takoder moZzemo izrac¢unati

1 1
2 Lo
5 3 6 . -1 2 -1
Z . ) AZ .
1 2 1 -1 2 -1
©ol -1 1
6 3

Na taj na¢in dobivamo

Oé2

A+2u

antl = MK1< (BG + ) Mn" — AtV

2pa c [0 =1 0| y7r/o-nt1  orny, 1
+)\+2M\/5A [1 0 O]Q(Vw Vo™ )m
2pa 1,2

)\—|—2u[a a]

C[ora" Tt — 914t + ay x (@M= &™) dutt — 0" + ag x (@™ — &™) mo),

gdje je M i = (6G+%>M—|—%Aﬂ{.

Spajanje jednadzbi

Gornje aproksimacije uvrstavamo u (3.1]). Moramo izracunati ¢lanove

h np h
2 2
11 _ +1 o+l 1
/h x3m" T (21, X2, x3)dTs = E T (331,362)/ . r3pidrs = "7 (21, 22) - M,
-3 i—0 -3
b h
2 2

Np
/ 7T"+1(331,x2,:1:3)d:c3 = E 7rz-"+1(x1,x2)/ pidrs = Tr"H(a:l,a:Q) -mV.
h
2 =0

h
2
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Dakle, jednadzbu (3.1]) mozemo zapisati kao
h/ QCmQT [al,an—i-l +a; x a)n-i-l 82,&71—1-1 + asy x ‘Dn—&-l]
w
. [81’5 +a; Xxw 090+ ag X ﬁj] \/&dzleQ

h3
+ 35 / QCrQTVO" ! . Vawy/adz dzg+

2 nt1 1y qc. |0 =1 0| yro-
N2 /w(ﬂ' -m-)A 1 0 0 Q" Vwadzdz

2
—5 f(; /(71'”+1 -mo) [al a2] . [8113 +ap Xxw O+ as X fv] Vadzidzo
HJw

_ /(751+1 +752+1) - vy/adzdz, (v,w) € Vy,

to jest
h / QCLQT [01a™™ + a1 x @™ Gha" T 4 ay x @]
w

. [(91’5 +a; xw 0Ov+as X ’111] \/(;dzleQ

3
+% / QC;QTVH™ ! . Viby/adzdz

2una 1 a? 1
M Mz"™ — AtV
+>\+2u/w{ K(</3G+A+2u) T "

2p0 e |0 =1 0] y7/o~ntt ~ny, 1
)\+2M\/EA [1 0 O]Q(Vw Vo™ )m

_ 2pa 1 a2
A+2u

S[oa"tt = 91at + ar x (@M= &™) a"tt — 0" + ag x (@™ — &™) mo)

a

1lge [0 -1 0 Jro-
m}A [1 0 0 Q" Vwadzidze

2uo 1 a? 1
- M M=a™ — AtV
A+2u/w{ K<<ﬂG+A+2u> " "

2pa c 10 =1 0] y7/g-mnt1  orny,1
+)\+2M\/6A [1 0 O]Q(Vw Vo™ )m

_ 2pa L g2
A+ 2u

C[o@mtt —at) +ar x (@"T —@") Gy(at —a”) + ap x (@' — &™) mo)

la

. mo} [al a2] . [81’[7 + a1 X W 00+ as X ’ﬂ}] \/&dzleQ
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= /(751+1 + P dvadzdz,  (9,W) € Vy,

odakle imamo

h/ QC..Q" [8111”“ +a; x @ a4 ay x w"“]
i . [8113 +a xw 00+ as x 117] Vadzidzo

3
+h— / QC;QTV&" T Viby/adzdzs

2poc n+1
)\_'_2 /M <<ﬁg+)\+ >M7r — AtV p

2/1105 \/>A0 |: :| n—l—l . V(:)”)ml
2,ua 1
— a a :|
A+ 2u [
. [81’& —ou"™ + ag X ( ntl (:)n) 82’11 — Ot + a9 X ( ntl _

(v [ 3 Y arve-

m° [al a2] . [8113 + a1 Xw 0o+ as X '[v] >\/5dzld22
= /(751“ + P 9yadzdze,  (9,W) € V.
To moZemo zapisati i na sljedeé¢i nacin:
h/ QCmQT [alﬂnJrl +aq X &)nJrl aQun+1 + ay ¥ wnJrl]
. [31’5 +a; xw O+ ag X ﬁ)] ﬁdzldzz
h3
5 / QC;QTVEG™! . Vivy/adzidzg
2ua \? 0 -1 0
M—l A° . T n+1
“(55) Lo (el i

_ [(1,1 ] [81un+1 +aq x anJrl aQunJrl +ay x wn+1] m0>

. <m1\/&AC- I:g] 01 0:| QTV~
m?° [al a2] . [8113 + a1 X W 00+ ag x '[v] >\/Edz1dz2

= / (P + P - oy/adzrdzy

29

jjm? )

(3.6)
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2/.LOC -1 042 1
— M Ma™ — AtV
A+2u/w K<<5G+A+2u> " i

2ua
A+2p

2ua
A+2u

JaA© . E’ _01 8} Q V& m!

[al a,2] . [81'&" +a; xw" Ohu" + as X GJ"] m0>

. (ml\/&AC. [(1) _01 8] Q'vVw—

mY [al 0,2] . [81’5 +a; Xxw Jyv + ag X ’ﬂ)] )\/&dzleQ, (f),’ﬁ)) € Vn.
(3.7)

Algoritam

Koliko god se ¢inila kompliciranom, jednadzba je elipti¢ka jednadzba po nepoznatim

funkcijama (™!, @), uz pretpostavku da su nam poznate funkcije u prethodnom (vre-

menskom) koraku (a",@") i ®#". Taj sustav znamo numericki rijesiti metodom konac¢nih

elemenata. Metoda se dakle sastoji od rjesavanja jednadzbe (3.7)) n puta, svaki put kako bi

se dobila vrijednost nepoznanica u vremenima t!,¢2,...t"*1. Tlak «',..., 7" dobivamo

iz algebarske jednadzbe (3.4]) (kao $to smo rekli, aproksimiramo ga P; funkcijom).
Zapisimo sada i detaljno algoritam:

e Zadajmo parametre nj, i At. Izra¢unamo konstantne izraze Az, M, K, m°, m', M.

e Izra¢unamo inverz matrice M . Najstabilnije je na¢i neku dekompoziciju (primjerice
LU) te matrice, tako da prilikom primjene matrice M ;(1 se ustvari rac¢unaju dva
linearna sustava. Kako ¢e ny biti malen (nj, ~ 10), ovaj dio ne trosi mnogo vremena,
niti bi trebao biti izvor numeric¢kih nestabilnosti.

e Zadajmo pocetne uvjete

0 0 _ ~0 -0 0
T =T|=0, W =W |j=0, @ = @ |4=0.

e [terativno ponavljati korake:
— Izracunati ("', &""!) iz jednadzbe (3.7)), koristedi vrijednosti (@”, &") i 7"
izraCunate u prethodnim koracima.

— Izracunati 77! iz jednadzbe (3.4)), koristeci izracunate vrijednosti (@"+1, @"+1)
i " iz prethodnih koraka.
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Detalji implementacije

Kao $to smo najavili, ovaj algoritam implementirali smo u programskom paketu FreeFem-++.
Primijetimo da prilikom implementacije neke stvari moZemo jos malo optimizirati. Pri-
mjerice, kako rjeSavamo vise puta istu jednadZbu, mnogo numericki zahtjevnih integrala
izracunali bi se viSe puta takoder. Umjesto toga, te integrale tretirat ¢emo kao linearne ili
bilinearne forme u varijablama (", @"*1), (a"t,@"*Y), 77, te VL (PP 4 PRt
ukoliko te funkcije ovise o vremenu. Ako ih tako tretiramo, numericki to znac¢i da ¢emo
izracunati matri¢ne reprezentacije tih formi u bazi funkcija konac¢nih elemenata. Napome-
nimo jo§ da smo za implementaciju odabrali trojku (Ps, P3, P3) elemenata za pomak ,
infinitezimalnu rotaciju @ i za tlak 7r; na svakoj razini poprec¢nog presjeka.

3.2 Primjeri i rezultati

Implementiranu numericku metodu testirali smo na tri primjera geometrije ljuske. Jedan je
bio sinusoidalnog oblika, drugi preklopljena ploc¢a, a treéi polucilindar.

Kao 8to je spomenuto u uvodu rada, jedna od primjena ovog modela je u filterima
automobila. Filteri se sastoje mnogo preklopljenih slojeva priblizno sinusoidalnog oblika,
slozenih u niz ili kruzno. To nam je motivacija da izoliramo jedan takav oblik i izloZimo ga
vanjskim utjecajima.

Slika 3.1: Primjeri filtera u automobilima.

S druge strane, ovaj model poroelasti¢ne ljuske, kao i model elasti¢ne ljuske na kojem
on temelji svoja elasti¢na svojstva, dopusta da parametrizacija ljuske ¢ ima priliéno malu
regularnost (o € WH(w;R?)). Jedan takav primjer je ploca koja je na svojoj polovici
preklopljena.

Na kraju, kako je spomenuto u uvodu, ovaj model uzima u obzir i membranske i fleksijske
efekte, za razliku od modela opisanog u [5] koji u obzir uzima samo fleksijske efekte. Djelujuci
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uniformnom kontaktnom silom na polucilindar (tj. polovicu plasta valjka) oc¢ekujemo da ¢e
se ljuska razvuéi i da éemo dobro vidjeti spomenute membranske efekte.

U svim sluc¢ajevima koristimo iste konstante koje su popisane u Tablici

oznaka | vrijednost
h 0.1m
v 0.28
E 10° Pa
« 0.9
Ba 0.1 Pa~!
k 10=7 m?
n 1cP
np 6
Az 0,16 m
At 0.1s
T 1s

Tablica 3.1: Vrijednosti konstanti u primjerima

Prvi primjer: filter automobila
U prvom primjeru ljusku smo parametrizirali s
v :[0,1] x [0,2], ¢(x,y) = (z,y,sin(2rz — 7/2)).

Primjer ljuske moZe se vidjeti na Slici

Slika 3.2: Ljuska u prvom primjeru.
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Na tu ljusku djelujemo s dva razli¢ita vanjska utjecaja. U jednom slucaju djelujemo
konstantnom netrivijalnom normalnom kontaktnom silom i trivijalnim protokom, u drugom
slu¢aju djelujemo trivijalnom kontaktnom silom i netrivijalnim konstantnim protokom.

Konkretno, u prvom slu¢aju imamo

Pt = _—2.107taz Pa, V =0 ms !,

gdje je a3, kao u prvom poglavlju, treéi vektor kovarijantne baze, koji je u svakoj tocki
okomit na tangencijalnu plohu ljuske, te mu je tre¢a komponenta pozitivna.

Na Slici mozemo vidjeti kona¢ni pomak ljuske. Vidimo da je pomak @ neovisan o
varijabli zo. Takoder, zanimljivo je to Sto iako se bavimo evolucijskim sustavom, stacionarno
rjeSenje se postigne odmah u prvoj iteraciji.

ul.u2.u3 Magnitude

Eé 946e-02

=0.06

“0.04
E
z E
=0.02
' E
2.203e-32

Slika 3.3: Ljuska iz prvog primjera pod utjecajem kontaktne sile.

U drugom slu¢aju imamo
Pl =0Pa, V=-5ms".

Za razliku od proslog slucaja, ovdje imamo klasi¢no evulucijsko rjesenje. Drugim rije¢ima,
rjeSenje se u svakoj iteraciji kvantitativno promijeni, no zadrzi kvalitativno sli¢an oblik.
Pomak @ krajnjeg rjeSenja u trenutku ¢ = T' prikazano je na Slici [3:4] Zanimljivo je kako
najveéi efekt na ljusku protok pokazuje na sredinama strana napuhujuc¢i ga prema van,
dok na krajevima manje deformira ljusku. U ovom slucaju vrijednosti tlaka su neovisne
o varijablama z; i z2, dakle ovise samo o vremenu t i razini popre¢nog presjeka z3. Na
Slici vidimo graficki prikaz tlakova po popre¢nim presjecima za tri razli¢ita vremena. I
tu vidimo jednu zanimljivu situaciju: na pocetku taj graf podsjeca na graf funkcije —az3,
dok s vremenom se graf ravni i pretvara se u linearnu funkciju. Ta situacija daje jedan
dodatan argument zasto je dovoljno aproksimirati poprecne presjeke tlakova polinomima

prvog stupnja.
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Slika 3.4: Ljuska iz prvog primjera pod utjecajem protoka fluida.
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Slika 3.5: Ljuska iz prvog primjera pod utjecajem protoka fluida: grafovi tlakova po poprec-
nim presjecima ljuske u trenutcima t = 0.1,0.5,1 s
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Drugi primjer: preklopljena ploc¢a
U ovom slucaju ljuska je parametrizirana
¥ [0a6] X [07 B]a (P(l',y) = (337?%3 - |3 - J"l)

Mozemo vidjeti da funkcija nema klasi¢nu parcijalnu derivaciju 0, u to¢kama oblika {(3,y) :
y € [0,5]}. Takva ljuska prikazana je na Slici

Slika 3.6: Ljuska iz drugog primjera.

Na tu ljusku djelujemo s dva razli¢ita vanjska utjecaja, istim uvjetima kao i u proslom
primjeru: u jednom sluc¢aju djelujemo konstantnom netrivijalnom normalnom kontaktnom
silom i trivijalnim protokom, a u drugom slucaju djelujemo trivijalnom kontaktnom silom i
netrivijalnim konstantnim protokom.

U prvom sluc¢aju imamo

Pl = —5.107%a3 Pa, V=0ms},

gdje je opet ag c¢lan kovarijantne baze koji je okomit na ljusku i treéa komponenta mu je
ponovno pozitivna.

Kao i u prvom primjeru, odmah nakon prve iteracije dobivamo stacionarno rjeSenje.
Takvo stacinonarno rjeSenje mozemo vidjeti na Slici Takoder, kako su ljuske u oba
primjera sli¢cnog oblika, i rjeSenje u je sli¢no rjeSenju @ u prvom slu¢aju prvog primjera:
vrh ploce ostao je gotovo fiksiran. Ipak, Sto viSe idemo prema ucvrséenim krajevima ploce,
utjecaj kontaktne sile se ipak bolje vidi nego u prvom primjeru.
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Slika 3.7: Ljuska iz drugog primjera pod utjecajem kontaktne sile.

U drugom slu¢aju imamo
PPl =0Pa, V=-10"ms L

Kao i u prvom primjeru, rjeSenje nije stacionarno, te se priblizno proporcionalno mijenja
kroz vrijeme (na Slici vidimo rjeSenje za t = T'). Ipak, protok u ovom primjeru ima
drugaciji efekt. Naime, kako je u prvom primjeru sa sinusoidalnom ljuskom protok najvise
udubljivao toc¢ke u sredini, u ovom primjeru protok najvise izvija tocke na rubu prema van.

Tlakovi u ovom slu¢aju ponovno su konstantni u varijablama 21, 22, kao u analognom slu-
¢aju prvog primjera. Ponovno crtamo grafove tlakova po poprecnim presjecima i uo¢avamo

isti efekt ravnanja grafa tlaka (vidjeti Sliku .
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Slika 3.8: Ljuska iz drugog primjera pod utjecajem protoka fluida.
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Slika 3.9: Ljuska iz drugog primjera pod utjecajem protoka fluida: grafovi tlakova po po-
pre¢nim presjecima ljuske u trenutcima ¢t = 0.1,0.5,1 s

Treéi primjer: polucilindar

Ljuska je parametrizirana na sljedeé¢i nacin:
¢ :[0,7] x [0,5], ¢(x,y) = (cosx,sinz,y).
Takva ljuska prikazana je na Slici[3.10] Na nju smo djelovali konstantnom kontaktnom silom
Pt = 10%a;3 Pa

i nismo primjenjivali protok. Vektor a3 ima pozitivnu drugu komponentu.
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Ky x

Slika 3.10: Ljuska iz tre¢eg primjera.

Kao i u proslim sluc¢ajevima rjesenje je stacionarno. To stacionarno rjesenje prikazano
je na Slici 311} Ipak, iznenadujuce je $to se ljuska nije uniformno rasirila, nego se najvise
rasirila kod baza cilindra.
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Slika 3.11: Ljuska iz treceg primjera pod utjecajem kontaktne sile.

S jedne strane izraZene membranske efekte vidjeli smo na Slici jer se ljuska rasteg-
nula. S druge strane to mozemo potvrditi i Tablicom [3.2l U njoj su popisane membranske
i fleksijske energije rjeSenja svih slucajeva u trenutku ¢t = T koje se definiraju se na sljedeci
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nacin:
E,, =

h/ QC,QT [ +a1 x© du+ayx @] [d1a+ar x@ b+ ar x @] Vadzde,

h3
Ef = 12/chQTw;-w;\/adzldzz.

Prema toj tablici vidimo jo§ jednu potvrdu membranskih efekata u zadnjem slucaju, jer
membranska energija dva je reda veli¢ine veé¢a od fleksijske energije. S druge strane, u svim
ostalim sluCajevima istice se fleksijska energija.

slucaj membranska energija | fleksijska energija
filter automobila, _3 9
kontaktna sila 4.86- 10 6.57- 10
filter automobila, 543 10-2 999
protok
preklopljena ploca, _7 _3
kontaktna sila 1.95-10 3:01-10
preklopljena ploca, 1.87 . 10-6 573.10-3
protok
polucilindar, 151103 3.02
kontaktna sila ' '

Tablica 3.2: Membranske i fleksijske energije u svim slu¢ajevima izraZzene u dzulima.
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Sazetak

.....

delu elasti¢ne ljuske opisanom u [9, [§]. Za razliku od modela poroelasti¢ne ljuske opisanom
u [5] model opisan u radu uz fleksijske dopusta i membranske efekte.

Glavni rezultat u radu su dokaz egzistencije i jedinstvenosti sustava. Dokaz jedins-
tvenosti rjeSenja temelji se na metodi energija, dok se egzistencija temelji na iterativhom
postupku slicnom numeri¢koj metodi opisanoj u [4]. Na kraju smo i pokazali neke nume-
ricke aproksimacije rjeSenja modela u dva sluaja zanimljiva u primjeni, poput filtera u
automobilima.

Metoda dokaza egzistencije rjeSenja i numericka metoda kojom smo dobili rezultate u
zadnjem poglavlju nisu ista metoda. Stoga je cilj daljnje istrazivanje usmjeriti ka imple-
mentaciji prve numeric¢ke metode i formalnom opravdanju druge.



Summary

In this thesis we introduced the poroelastic shell model of Naghdi’s type, which is the most
similar to the elastic shell model described in [9] [8]. While the poroelastic shell model
described in [5] captures only bending effects, the model introduced in this thesis captures
membrane effects, as well.

The main result in this thesis is the proof of existence and uniqueness of the system
of equations. The proof of uniqueness is based on the energy method, while the proof
of existence is based on iterative procedure similar to the numerical method described in
[4]. At the end, we showed numerical aproximation of solutions of the model in two cases
interesting in application, such as car filters.

The method which we used in the proof of existence of solutions and numerical method
which we used to obtain numerical results are not the same method. Thus, our goal is to
extend our research to implementation of the first method and justification of the second
one.
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