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Uvod

Modalna logika svoje korijene vuce jos iz doba stare Gréke. Naznake danasnjeg shva-
¢anja pocela je dobivati 1918. godine radom americkog filozofa i logic¢ara C. I. Lewisa[]
U svom djelu [7]], Lewis je opisao svoje videnje problema materijalne implikacije i uveo
pojam stroge implikacije, koju je zadao koriStenjem modalnog operatora O.

Nesto kasnije, 1933. godine, Kurt dee]E] je u svom djelu [3]], formalizirao pojam do-
kazivosti takoder koriStenjem modalnog operatora 0. Time je omoguéio svodenje intuici-
onisti¢ke logike na logiku sudova i modalnih operatora.

Nastavlja se veoma intenzivno razvijanje sve do 1959. godine kada Saul KripkeE] u
svom djelu [6]] daje novu semantiku modalne logike 1 dokazuje teorem potpunosti. Ova
semantika koristi se i danas.

Glavni zamah modalna logika dobiva razvojem raCunarstva. Javila se potreba za veri-
fikacijom programa i programskih jezika. Ovakvi problemi se mogu na jednostavan nacin
opisati modalnim operatorima. Najvazniji problem u modalnoj logici s racunarskog aspekta
jest ispunjivost neke formule.

Ispunjivost je usko vezana uz pojmove adekvatnosti i potpunosti, a tradicionalno se do-
kazuje aksiomatskim putem. Ovakav pristup pokazali su Blackburrﬂi ostali u [1]. Medutim,
za racunala ovakav nacin dokazivanja nije prikladno rjesenje.

Ovaj rad usredotocit ¢e se na alternativni nacin dokazivanja ispunjivosti formula mo-
dalne logike, a to je semanticki tableaux ili glavni test. Ovaj nacin bliZi je algoritmu koji
bi raCunala mogla izvrSavati 1 Covjeku je intuitivno jasniji. Osim Sto odlucuje je li dana
formula ispunjiva, iz tableaua se, ako je odgovor potvrdan, moZe ocitati i model na kojem
je formula ispunjena.

Postoje razne verzije tableaux metode za modalnu logiku, npr. Rajeeva Gorea [3]] i
Valentina Goranka [4]], na kojoj se 1 temelji ovaj rad.

Rad je podjeljen u Cetiri poglavlja.

! Clarence Irving Lewis (1883. — 1964.). Americki logicar i filozof.

2 Kurt Godel (1906. — 1978.). Austrijski logicar.

3 Saul Aaron Kripke (roden 1940.). Americki logi¢ar i filozof.

4 Patrick Blackburn (roden 1959.). Novozelandski logi¢ar i matematicar.



SADRZAJ 2

Prvo poglavlje iznosi osnovne Cinjenice o sintaksi i semantici osnovnog modalnog je-
zika. Definiraju se alfabet, formule, istinitost, ispunjivost i valjanost.

Drugo poglavlje iznosi osnovne Cinjenice o tableaux metodi za logiku sudova, pravila
redukcije, pojam stabla i Hintikkinoﬂ skupa. Poglavlje zavrSava dokazom adekvatnosti i
potpunosti te metode.

Treée poglavlje proSiruje do tada definirane pojmove na osnovni modalni jezik. Iznose
se pravila redukcije za osnovni modalni jezik, definira se pojam Hintikkinih struktura i
oznacenog grafa. Poglavlje zavrSava dokazom adekvatnosti i potpunosti dane metode za
osnovni modalni jezik.

Cetvrto poglavlje obraduje temu odlucivosti. Definira se pojam Turingovo stroja 1
Turing-odlucivosti. Naposljetku se pokazuje kako su problemi koje rjeSavaju obje metode
predstavljene u ovom radu odlucivi.

3 Kaarlo Jaakko Juhani Hintikka (1929. — 2015.). Finski filozof i logicar.
6 Alan Turing (1912. — 1954.). Engleski matematicar, logicar i filozof.



Poglavlje 1

Osnovni modalni jezik

1.1 Sintaksa

Kako bismo mogli uopce nesto zakljucivati o modalnoj logici potrebno je razviti jezik
kojim ¢emo se sluziti u nastavku rada. Jezik koji koristimo u ovom radu se naziva osnovni
modalni jezik i zadaje se svojim alfabetom, tj. znakovima koje koristi i nizovima znakova
koje za taj jezik imaju posebno znacenje - formulama.

Definicija 1.1.1. Alfabet osnovnog modalnog jezika je unija skupova PROP, VEZ, POM i
KON pri ¢emu su:

PROP = {py, p1, p2...} skup prebrojivo mnogo elemenata koje zovemo propozicionalne
varijable

VEZ = {A,V,—, —, <, 0} skup logickih veznika i modalnih operatora

POM = {(,)} skup pomocnih simbola

KON = {T, 1} skup logickih konstanti

Vidimo da se alfabet uvelike podudara sa alfabetom logike sudova, s dodatkom modal-
nih operatora < i 0.

Modalni operator < se najcesce Cita kao "moguce je” i nije po svojem znacenju obican
veznik na kakve smo navikli u logici sudova i1 logici prvog reda, zato ga i drugacije zovemo.

Postoji 1 njegov dual O, koji ¢itamo “nuzZno je”, a veza operatora < 1 0 je

O=--

Pravo znacenje tih dvaju operatora saznat cemo u sljedeCem odjeljku kada bude rijeci o
semantici.
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Koristimo 1 dvije logicke konstante: T 1 L. SluZe nam kao pokrate za formulu koja je
uvijek istinita (T), i formulu koja nije nikad istinita (L). O istinitosti formula vise Ce rijeci
biti u sljedecem odjeljku.

Za potpunu definiciju jezika preostaje nam definirati 1 formule jer ne Zelimo bas bilo
kakav niz znakova naSeg alfabeta smatrati formulom sa znacenjem.

Definicija 1.1.2. Formula ¢ osnovnog modalnog jezika se zadaje rekurzivno:

e=plTILI(=) | (@1 Ap) | (@1 V@)l (pr— @) (G| (Op),
gdje je p € PROP.

Uocimo da se nigdje ne spominje veznik <, niti formula ¢; < ¢,. Smatramo ju

pokratom za (g1 — ¢2) A (2 = ¢1).
U daljnjem tekstu vanjske zagrade formula ¢emo najcesce ispustati. IspuStanje nam

omogucuje i uvodenje prioriteta veznika.

Najvisi prioritet imaju ¢, O 1 —, zatim A 1 V, a najnizi prioritet ima —.

Ponekad radi vece jasnoe ipak piSemo zagrade i kada ih po prioritetima nije nuZno
pisati.
Primjer 1.1.3. Formulu (((p A q) Ar) — p) Cesto pisemo (p A g Ar) — p iako bismo je po
prioritetima mogli pisatii p Nq N r — p.

Naravno, zagrade moramo pisati kada je u formuli redoslijed primjene veznika i ope-
ratora suprotan prioritetima.

Primjer 1.1.4. U formuli &p A q operator <& djeluje samo na p, a u formuli O(p A q) djeluje
napAq.

Potreban nam je i nacin klasificiranja formula po broju veznika. Za modalnu logiku i
nas rad znacajni ¢e biti modalni operatori.

Definicija 1.1.5. Modalna dubina formule ¢, u oznaci md(y), definira se rekurzivno:

md(p) = md(T) =md(L) =0
md(—¢) = md(p)
md(e1 A ¢2) = md(g1 V ¢2) = md(g1 — ¢2) = max(md(e1), md(¢2))
md(O@) = md(Op) = 1 + md(p)



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI MODALNI JEZIK 5

Intuitivno, modalnu dubinu moZemo shvatiti kao maksimalan broj ugnjezdenih modal-
nih operatora u formuli ¢ (vidi [4]).

Primjer 1.1.6. Modalna dubina formule 0O(Op A OOQ) je 4.

Jos$ jedan nacin klasifikacije formula kojeg ¢emo kasnije koristiti u dokazima je i du-
ljina formule.

Definicija 1.1.7. Duljina formule ¢ u oznaci len(y), definira se rekurzivno:

len(p) = len(T) = len(L) = 1
len(—p) = len(Op) = len(Op) = 1 + len(yp)
len(p1 A ¢2) = len(p1 V @2) = len(pr — ¢2) = 1 + len(g) + len(¢,)

Primjer 1.1.8. Duljina formule oO(Op A OOg) je 8.

1.2 Semantika

U proucavanju logike redovito nas zanimaju pitanja kao Sto su istinitost i ispunjivost
dane formule. U ovom odjeljku definirat ¢emo Sto znaci pojam istinitosti 1 ispunjivosti u
osnovnom modalnom jeziku. Takoder, definirat ¢emo i dualni pojam ispunjivosti, a to je
valjanost dane formule.

Semantika svih modalnih logika i njihovih jezika zasniva se na proucavanju relacijskih
struktura odnosno Kripkeovih okvira.

Definicija 1.2.1. Kripkeov okvir ili okvir je uredeni par § = (W, R) gdje je W neprazan
skup Cije elemente zovemo svjetovi, a R C W X W binarna relacija. KaZemo da je svijet s
dostiZiv iz svijeta t ako je (t, s) € R. Relaciju R zovemo relacija dostiZivosti.

Uredene parove (¢, s) € R ¢emo u daljnjem tekstu oznacavati kao tRs. Sama relacijska
struktura nam 1 dalje niSta ne govori o istinitosti formula. Ovu vezu dat ¢e nam iduca
definicija.

Definicija 1.2.2. Kripkeov model ili model je ureden par M = (¥, V) gdje je & okvir a

V : PROP — 2% funkcija koju zovemo valuacija. Pritom kaZemo da je I baziran na §.

Intuitivno nam valuacija daje skup svjetova u kojima odredenu propozicionalnu varija-
blu smatramo istinitom.
Sada ¢emo i formalno definirati pojam istinitosti.
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Definicija 1.2.3. Neka je w jedan od svjetova modela M. Rekurzivno definiramo pojam
istinitosti formule ¢ u svijetu w u oznaci M, w ¢, ovako:

N, wikp e weV(p)
M, w - T uvijek
M, w I+ L nikad
M, w ik & Mwke
MwiFr Ay @M wiF@ i N, w ik,
N, w ik Ve, @M wike ili Mw ik @,
N, wik @ = @ @M wk @ iliMwik @,
MwikOp e Iw e WwRw i Mw Ik
M, w i Op & Yw € WwRw vrijedi M, w I+ ¢

Pojam svijeta nije nam trebao u logici sudova i logici prvog reda. Istinitost modal-
nih operatora zahtjeva taj pojam dok se ostali otprije poznati veznici prirodno proSiruju.
Upravo zbog toga smo u proslom odjeljku naglasili njihovu posebnost.

Kada jednom znamo $to znaci istinita formula u nekom svijetu, na prirodan se nacin
definiraju 1 opCenitije formulacije istinitosti.

Definicija 1.2.4. KaZemo da je formula ¢ ispunjiva u modelu M ako je istinita u nekom
svijetu modela M.

KaZemo da je skup formula T ispunjiv u modelu, u oznaci M, w + I, ako postoji svijet w
modela I u kojem su sve formule iz I istinite.

KaZemo da je formula ¢ ispunjiva ako je ispunjiva u nekom modelu .

Kazemo da je skup formula T ispunjiv ako je ispunjiv u nekom modelu IN.

KaZemo da je formula ¢ ispunjiva u okviru § ako za neku valuaciju V i neki svijet w € §
vrijedi (§,V),w IF ¢.

Nakon ispunjivosti, ostaje nam definirati njezin dual, valjanost.

Definicija 1.2.5. KaZemo da je formula ¢ globalno istinita na modelu N, u oznaci M k ¢,
ako je istinita u svakom svijetu modela .

KaZemo da je formula ¢ valjana na okviru 3, u oznaci § £ ¢, ako je globalno istinita na
svakom modelu It baziranom na okviru §.

KaZemo da je formula ¢ valjana ako je valjana na svakom okviru .

Sve definicije do sada su se odnosile na jednu formulu ili skup formula. Medutim,
ponekad je potrebno gledati odnos istinitosti neke formule i skupa. Za to nam sluZi relacija
logicke posljedice.
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Definicija 1.2.6. KaZemo da je formula ¢ logicka posljedica skupa formula I', u oznaci
I' v+ ¢, ako za svaki model M i za svaki svijet w iz modela M vrijedi :

ako za sve p € I vrijedi M, w  p tada vrijedi i M, w I+ ¢.

Jos kazemo kako skup formula I logicki povlaci formulu .

Definirali smo dva veoma vaZna semanti¢ka pojma, ispunjivost i valjanost. Zeljeli
bismo efikasan postupak dobivanja odgovora na dva problema:

1. za danu formulu ¢ osnovnog modalnog jezika prona¢i model u kojem je ona ispu-
njiva;

2. za danu formulu ¢ osnovnog modalnog jezika vidjeti je li valjana.

Ova dva problema se mogu svesti jedan na drugi vrlo prirodno:

Napomena 1.2.7. Formula ¢ je valjana ako i samo ako formula —¢ nije ispunjiva, odnosno
@ je ispunjiva ako i samo ako - nije valjana.

U nastavku rada definirat ¢emo postupak dobivanja modela u kojem je dana formula
ispunjiva. Prvo ¢emo pokazati jednostavniju inacicu koja se koristi u logici sudova, a zatim
kre¢emo na osnovni modalni jezik.



Poglavlje 2

Metoda tableauxa za logiku sudova

Nas je cilj u ovom poglavlju predstaviti postupak za izgradnju modela u kojem je za-
dana formula ispunjiva. Naziv te metode je metoda tableauxa ili glavni test. Vise o logici
sudova i aksiomatskom pristupu ovom problemu mozete vidjeti u [10]].

Najprije moramo nesto reci openito o formulama.

2.1 Tipovi formula

Formule se mogu podjeliti u tri klase:

1. Konjunktivne formule - svaka konjunktivna formula @ se moze shvatiti kao ko-
njunkcija najviSe dvije formule, koje zovemo konjunktivne komponente.

2. Disjunktivne formule - svaka disjunktivna formula 8 se mozZe shvatiti kao disjunk-
cija najviSe dvije formule, koje zovemo disjunktivne komponente.

3. Literali - logicke konstante T i L, propozicionalne varijable i njihove negacije. Oni
nemaju komponenata.

Primjer 2.1.1. Konjunktivne komponente formule @ = —@; A ¢, su =@y i ¢;.
Disjunktivne komponente formule f = =@, V =@, su =@ i —ps.

Prikazat ¢emo sve tipove formula tabli¢no kako bismo imali bolji pregled.
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Konjunktivna | Konjunktivne
formula komponente
eAY % 4
(e VY) I Y
—(p = ¥) @ Y
Y 4

Tablica 2.1: Konjunktivne formule i njihove komponente

Disjunktivna | Disjunktivne
formula komponente
VY 4 4
gy 4 4
~(pAY) —p Y
Tablica 2.2: Disjunktivne formule i njihove komponente

Literali
p, Yp € PROP
-p, Vp € PROP
T
L

Tablica 2.3: Literali

Definicija 2.1.2. Interpretacija, u oznaci I, je svako preslikavanje sa skupa PROP u skup
{0, 1}.
Interpretacija se proSiruje na sve formule logike sudova rekurzivno na sljedeci nacin:

I(~p)=11(p)=0
Iy Ap) =1 o I() =1il(g) =1
o1 V) =1 1(g)=1ilil(p2) =1
(o1 = @) =1 1(g1) =0ili I(p2) = 1
I(T) = 1 uvijek
I1(1L) = 1 nikad
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Ako je vrijednost 1(¢) = 1 za neku formulu ¢, kaZemo da je ¢ istinita za interpretaciju
1. Ako je vrijednost I(p) = 0 za neku formulu ¢, kaZemo da je ¢ neistinita za interpretaciju
L

Za skup formula logike sudova kazemo da je ispunjiv ako postoji interpretacija za koju
su sve formule tog skupa istinite, inace kaZemo da nije ispunjiv.

Ocigledno vrijedi sljedeca lema:
Lema 2.1.3. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Svaka konjunktivna formula ekvivalentna je konjunkciji svojih konjunktivnih kompo-
nenata.

2. Svaka disjunktivna formula ekvivalentna je disjunkciji svojih disjunktivnih kompo-
nenata.

Posljednja lema pokazuje nam kako je za odrediti istinosnu vrijednost neke formule
potrebno promatrati istinosnu vrijednost manjih fomula koje su sastavni dio polazne. Ova
ideja je nit vodilja u razvoju metode tabelauxa.

2.2 Tableaux - osnovni pojmovi

Cilj ovog odjeljka je dati osnovne definicije pojmova koji ¢e nam biti vazni u daljnjim
razmatranjima.

Definicija 2.2.1. Stablo je ureden par (S, <) gdje je S neprazan konacan skup Cije clanove
zovemo Cvorovi, a < je irefleksivna i tranzitivna binarna relacija sa svojstvima:

1. postoji najmanji element sy € S (njega nazivamo korijen)

2. za svaki s € S, s # Sy, postoji jedinstveni konacan niz sy, ..., s, € S, tako da vrijedi:

So< 51 <;HM<..<§, =39,

teza sve i = 0,..n — 1 vrijedi da je s;.1 neposredni sljedbenik ili dijete od s;, tj. ne
postoji s, takav da s; < s, < Siy1.

List je ¢vor koji nema sljedbenika. Put je svaki niz ¢vorova sy, ..., Sy, pri cemu je za svaki
i € {l..n} ¢vor s;,1 neposredni sljedbenik od s;. Za svaki s € S, parcijalno ureden skup
{x € S|s < x} nazivamo podstablo. Visina ¢vora s, u oznaci h(s), je maksimalna vrijednost
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duljine puta od tog ¢vora do nekog lista. Visina stabla je visina korijena. Granom nazi-
vamo put od nekog lista | do korijena. Oznaceno stablo je stablo cijem je svakom ¢voru
pridruZen skup formula. Oznaceno stablo se naziva i tableauﬂ

Metoda tableauxa formalni je sustav traZzenja kontradikcije za neku formulu ili skup for-
mula logike koristeci pritom pravila razgradnje formula na njihove komponente. Ta pravila
su dobivena tako da istinitost polazne formule ovisi o istinitosti komponenata. KaZemo jo§
da je istinitost polazne formule reducirana na istinitost komponenti.

U proSlom smo odjeljku vidjeli tipove formula i njihove komponente, a pravila koja
¢emo sada navesti nisu bitno drugacija i jedina razlika je zapravo u stablastoj strukturi.

Definicija 2.2.2. Pravila za redukciju formula metode tableauxa u logici sudova podje-
ljena su na dvije skupine: pravila koja ne zahtijevaju grananje i ona koja zahtijevaju. NiZe
su stupcano prikazane te dvije skupine:

eAY (o AY)
(n) | (-A) /N

oY a2l
(e V) VY
(-v) | v) /\
-, Y o Y
(¢ = ¥) oY
(-—>) | (—)
@, Y 2"

Primjena ovih pravila na polaznoj formuli ili skupu nastavlja se do popunjenja, tj. do onog
trenutka kada za svaku granu tableaua vrijedi da je za svaku formulu te grane osim literala
primjenjeno neko pravilo redukcije. Za takav tableau kazemo da je pun.

Za granu kaZemo da je zatvorena ako se na njoj nalazi komplementaran par literala
pi-p, za neki p € PROP, ili 1 ili —=T. Za pun tableau kome je svaka grana zatvorena
kaZemo da je zatvoren, inace kazemo da je otvoren.

! Tableaux je na francuskom mnoZina rijeéi tableau. Stoga éemo cjelokupnu metodu zvati metoda table-
auxa, a pojedino oznaceno stablo dobiveno primjenom te metode zvat ¢emo tableau.
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2.3 Adekvatnost i potpunost tableaua za logiku sudova

U proslom odjeljku govorili smo o pravilima redukcije formula logike sudova i samo
smo nacelno rekli da se primjenom tih pravila istinitost veée formule svodi na istinitost
komponenti. Sada nam je cilj to formalno i dokazati.

Teorem 2.3.1. Tableau ciji je korijen oznacen formulom ¢ logike sudova je zatvoren ako i
samo ako formula ¢ nije ispunjiva.

Ovaj teorem se zapravo sastoji od dva smjera i tako ¢emo ga i mi dokazati. Prvi smjer
naziva se i teorem adekvatnosti, a glasi:

Teorem 2.3.2. Ako za formulu ¢ logike sudova postoji zatvoren tableau Ciji je korijen
oznacen formulom ¢, tada ¢ nije ispunjiva.

Dokaz. Za dokaz ovog teorema, dokazat ¢emo nesto jacu tvrdnju.

Neka je 7, zatvoreno podstablo tableaua 7~ s korijenom # i neka je U(n) skup formula

kojim je oznacen n. Tada U(n) nije ispunjiv. *)
Tvrdnju [*|dokazujemo indukcijom po visini podstabla.
Baza

Neka je 7, zatvoreno podstablo i pretpostavimo da je h(n) = 0. Iz definicije visine sli-
jedi da je n list, a kako znamo da je 7, zatvoreno podstablo, za U(n) vrijedi jedna od
sljedecih tvrdnji:

1. U(n) sadrzi komplementaran par literala te po definiciji istinitosti, taj par ne moze
istovremeno biti istinit za neku interpretaciju, pa tako po definiciji ispunjivosti skupa
ni skup U(n) nije ispunjiv.

2. U(n) sadrzi formulu L koja po definiciji istinitosti nikad nije istinita pa ni skup U(n)
nije ispunjiv.

3. U(n) sadrzi formulu =T koja po definiciji istinitosti nikad nije istinita pa ni skup
U(n) nije ispunjiv.
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Pretpostavka: Za svaki ¢vor m visine h(m) < h(n), ako je 7, zatvoren, onda skup U(m)
nije ispunjiv.

Korak

Neka je h(n) > 0. Znamo da je onda koriSteno neko pravilo metode tableauxa kako bi
se dobila djeca &vora n koja ozna¢imo sa n’ i ukoliko je potrebno n’:

1. Koristeno je pravilo (A): Tada U(n) = {¢; A ¢} U U, a dijete dobiveno pravilom
U(n') = {g1, @2} U Uy za neki moguée prazan skup Uy. Znamo da je h(n') = h(n) — 1
pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n) nije ispunjiv. Imamo dva slucaja:

a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je U, ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijedi jedno od sljedeceg:
ili je I(¢1) = 01ili I(¢,) = 0. No po definiciji istinitosti za formulu ¢; A ¢, ona
nece nikad biti istinita, pa tako ni U(n) nije ispunjiv u oba slucaja.

2. Koristeno je pravilo (=V): Tada U(n) = {—(¢; V¢,)}U U, a dijete dobiveno pravilom
U(n') = {=¢1, ~¢,}UU, za neki moguée prazan skup Uy. Znamo da je h(n') = h(n)—1
pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n') nije ispunjiv. Imamo dva sluéaja:

a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je U, ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijedi jedno od sljedeceg:
ili je I(¢1) = 11li I(¢;) = 1. No po lemi [2.1.3|za formulu —(¢; V ¢,), ona je
istinita samo ako niti ¢; niti ¢, nisu istinite, pa tako U(n) nije ispunjiv u oba
slucaja.

3. KoriSteno je pravilo (= —): Tada U(n) = {-(¢; — )} U Uy, a dijete dobiveno
pravilom U (n) = {e1,-¢,} U U, za neki moguce prazan skup U,. Znamo da je
h(n') = h(n) — 1 pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n') nije ispunjiv. Imamo
dva slucaja:

a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je U, ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijedi jedno od sljedeceg:
ili je I(¢;) = 01li I(p,) = 1. No po lemi|2.1.3|za formulu —(¢; — ¢,), ona je
istinita samo ako je ¢, istinita a ¢, nije istinita, pa tako U(n) nije ispunjiv u oba
slucaja.

4. Koristeno je pravilo (—A): Tada U(n) = {—(¢1 Ap,2)} U Uy, a djeca dobivena pravilom
sulU(n) ={—p }UUyi Un") = {—¢,} UU, za neki moguée prazan skup U,. Znamo
daje h(n') < h(n)ih(n") < h(n) pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n' )i U(n")
nisu ispunjivi. Imamo dva slucaja:
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a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je Uy ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijede sljedece dvije tvrdnje:
I(¢1) = 1 (jer U(n) nije ispunjiv) i I(¢>) = 1 (jer U(n") nije ispunjiv). No po
lemi [2.1.3] za formulu =(p; A ¢,), ona je istinita samo ako ¢; nije istinita ili ¢,
nije istinita, pa U(n) nije ispunjiv.

5. Koristeno je pravilo (V): Tada U(n) = {¢1 V ¢,} U Uy, a djeca dobivena pravilom su
Un)={p}UUyi Un") = {¢,} U Uy za neki moguée prazan skup U,. Znamo da je
h(n') < h(n)i h(n") < h(n) pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n') i U(n") nisu
ispunjivi. Imamo dva slucaja:

a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je Uy ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijede sljedece dvije tvrdnje:
I(p1) = 0 (jer U(n') nije ispunjiv) i I(¢,) = 0 (jer U(n") nije ispunjiv). No po
definiciji istinitosti za formulu ¢, V ¢,, ona nece nikad biti istinita, pa U(n) nije
ispunjiv.

6. Koristeno je pravilo (—): Tada U(n) = {¢; — ¢»} U Uy, a djeca dobivena pravilom
sulU(n') ={—¢} UUyiU®") = {¢2} U Uy za neki moguée prazan skup Uy. Znamo
daje h(n') < h(n)ih(n") < h(n) pa po pretpostavci indukcije vrijedi da U(n')i U(n")
nisu ispunjivi. Imamo dva slucaja:

a) Uy nije ispunjiv, ali Uy € U(n) pa tada ni U(n) nije ispunjiv.

b) Ako je Uy ispunjiv, onda za svaku interpretaciju / vrijede sljedece dvije tvrdnje:
I(py) = 1 (jer U(n') nije ispunjiv) i I(¢,) = 0 (jer U(n") nije ispunjiv). No po
definiciji istinitosti za formulu ¢; — ¢,, ona nece nikad biti istinita, pa U(n)
nije ispunjiv.
Po principu matematicke indukcije, tvrdnja [¥| vrijedi. Tada posebno vrijedi i tvrdnja te-

orema. O

Drugi smjer, tj. da se za neispunjivu formulu svaki tableau zatvori, obi¢no se zove
teorem potpunosti i nije toliko jednostavan kao teorem adekvatnosti. Jednostavnije ga je
dokazati u obliku obrata po kontrapoziciji:

Teorem 2.3.3. Za otvoreni tableau Ciji je korijen oznacen formulom ¢ logike sudova, ¢ je
ispunjiva.

Prije nego li krenemo dokazivati, treba definirati joS neka svojstva skupa formula koja
¢e nam dobro doci.
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Definicija 2.3.4. Za neki skup kazemo da je uocljivo inkonzistentan ako sadrzi komple-
mentaran par literala, ili L ili —=T.

Definicija 2.3.5. Za skup I formula kazemo da je Hintikkin skup ako vrijedi:
1. Skup I nije uocljivo inkonzistentan

2. Ako je ¢ € I konjunktivna formula, tada I" sadrZi i sve njene konjunktivne kompo-
nente.

3. Ako je ¢ € I disjunktivna formula, tada U sadrZi bar jednu od njezinih disjunktivnih
komponenti

Teorem 2.3.6. Svaki Hintikkin skup T je ispunjiv.

Dokaz. Neka je I' jedan Hintikkin skup. Neka je $r skup svih propozicionalnih varijabli
koje se pojavljuju u formulama iz I". Definiramo interpretaciju I ovako:

Za svaki p € Pr:
-p € r
inace

1<p>:{(1)

Kako znamo da je I' Hintikkin skup, tada po (1) znamo da je interpretacija I dobro
definirana, tj. svakoj propozicionalnoj varijabli pridruZena je samo jedna vrijednost. Drugi
dio u definiciji / obuhvaca i sve literale koji se mozda pojave u nekoj formuli ali nikada
ne sami za sebe, a to je moguce jer viSe grana stabla mogu dijeliti dio puta, a tako i dio
formula.

Matematickom indukcijom po strukturi formule ¢ pokazujemo da su sve formule u I
istinite za interpretaciju I:

Baza
1. Za ¢ = p izravno iz definicije interpretacije I vrijedi I(p) = 1.
2. Z ¢ = T izravno iz definicije interpretacije / vrijedi I(T) = 1.

3. Za ¢ = —p izravno iz definicije interpretacije I vrijedi I(p) = 0 Sto je po definiciji
istinitosti ekvivalentno I(—p) = 1.

4. Za ¢ = =1 izravno iz definicije interpretacije I vrijedi /(L) = O Sto je po definiciji
istinitosti ekvivalentno /(—L1) = 1.
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Pretpostavka: Svaka formula € T, takva da je len(y) < len(yp), je istinita za interpreta-
ciju 1.

Korak

1. Za ¢ = ¢1 A ¢, po (2) iz definicije vrijedi ¢; € T'i ¢, € T'. 1z pretpostavke
indukcije slijedi I(¢;) = 11 I(¢,) = 1. Po definiciji istinitosti za A vrijedi I(¢) = 1.

2. Za ¢ = (1 V @) po (2) iz definicije [2.3.5] vrijedi ~¢; € T'i =g, € I'. 1z pretpos-
tavke indukcije slijedi I(—¢;) = 11 I(=¢;) = 1 $to je po definiciji istinitosti za —
ekvivalentno I(¢1) = 01 I(¢;) = 0. Po lemi|2.1.3|vrijedi I(¢) = 1.

3. Za ¢ = =(¢; = ¢;) po (2) iz definicije vrijedi ¢ € T'i =g, € T. 1z pret-
postavke indukcije slijedi I(¢;) = 11 I(—¢,) = 1 Sto je po definiciji istinitosti za —
ekvivalentno I(¢,) = 0. Po lemi [2.1.3] vrijedi I(¢) = 1.

4. Za ¢ = == po (2) iz definicije [2.3.5] vrijedi ¢ € T. 1z pretpostavke indukcije slijedi
I(¥) = 1. Po lemi [2.1.3| vrijedi I(¢) = 1.

5. Za ¢ = =(¢; A ¢;) po (3) iz definicije [2.3.5| vrijedi —¢; € T ili ~¢, € I'. 1z pretpos-
tavke indukcije slijedi I(—¢;) = 1 ili I(—¢;) = 1 §to je po definiciji istinitosti za —
ekvivalentno I(¢;) = 01ili I(¢,) = 0. Po lemi [2.1.3| vrijedi I(¢) = 1.

6. Za ¢ = ¢ V ¢, po (3) iz definicije vrijedi ¢, € T ili ¢, € I'. 1z pretpostavke
indukcije slijedi I(¢;) = 1 1ili I(¢,) = 1. Po definiciji istinitosti za V vrijedi I(¢) = 1.

7. Za ¢ = ¢; = ¢, po (3) iz definicije 2.3.5] vrijedi ~¢, € T'ili ¢, € T'. Iz pretpos-
tavke indukcije slijedi I(—¢;) = 1 1li I(¢,) = 1 Sto je po definiciji istinitosti za —
ekvivalentno I(¢;) = 0. Po definiciji istinitosti za — vrijedi I(¢) = 1.

Po principu matemati¢ke indukcije, tvrdnja teorema vrijedi. O

Sada kada imamo vezu ispunjivosti i Hintikkinih skupova, za dokazati potpunost tre-
bamo pokazati sljedecu tvrdnju:

Teorem 2.3.7. Neka je T otvoreni tabelau i neka je U unija svih skupova koji oznacavaju
¢vorove jedne njegove otvorene grane. Tada je U Hintikkin skup.

Dokaz. Kako bismo dokazali da je U zbilja Hintikkin skup, moramo pokazati da vrijede
tvrdnje (1), (2) i (3) iz definicije Hintikkinog skupa.

Prvo pokazujemo da vrijedi tvrdnja (1).
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Iz iskaza teorema znamo da je U unija skupova formula kojima su oznaceni ¢vorovi
jedne otvorene grane tableaua 7. To znaci da za svaki p € PROP, U ne sadrzi odjednom
literale p i —p. Takoder, U ne sadrZi niti L ni =T. Ovime odmah vrijedi tvrdnja (1).

Zatim pokazujemo da vrijedi tvrdnja (2).

Za sve ¢vorove i razliCite od lista:

1. Neka je ¢ = ¢ A ¢, € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je u
nekom ¢voru i te grane primjenjeno pravilo (A) nad ¢. Po definiciji pravila (A) tada
lo, e} c U

2. Neka je ¢ = =(¢; V ¢,) € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je u
nekom ¢voru i te grane primjenjeno pravilo (=V) nad ¢. Po definiciji pravila (—V)
tada {—¢y, ~¢pp} C U.

3. Neka je ¢ = =(¢; — ¢,) € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je u
nekom ¢voru i te grane primjenjeno pravilo (— —) nad ¢. Po definiciji pravila (- —)
tada {¢1, ~¢r} C U.

Odmabh vrijedi tvrdnja (2).
Naposljetku, pokazujemo da vrijedi 1 tvrdnja (3).

Za sve ¢vorove i razliCite od lista:

1. Neka je ¢ = =(¢; A @) € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je
u nekom ¢voru i te primjenjeno pravilo (—A) nad ¢. Po definiciji pravila (—A) tada
vrijedi ili {—¢p;} € U ili {~¢,} C U.

2. Nekaje ¢ = ¢ V¢, € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je u nekom
¢voru i te grane primjenjeno pravilo (V) nad ¢. Po definiciji pravila (V) tada vrijedi
ili {1} € U ili{g,} C U.

3. Neka je ¢ = ¢; — ¢, € U formula. Kako je grana otvorena, tada znamo da je u
nekom ¢voru i te grane primjenjeno pravilo (—) nad ¢. Po definiciji pravila (—) tada
vrijedi ili {—~¢} C U ili {¢,} C U.

Odmabh vrijedi tvrdnja (3). O

Sada imamo dovoljno mocan alat i moZemo dati dokaz teorema [2.3.3| tj. teorema pot-
punosti.
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Dokaz. Neka je 7 jedan otvoreni tableau s formulom ¢ u korijenu. Tada po definiciji
postoji otvorena grana o. Sa U oznalimo uniju oznaka formula svih ¢vorova na toj grani.
Po teoremu U je Hintikkin skup, i formula ¢ pripada tom skupu. Po teoremu [2.3.6]
vrijedi da je U ispunjiv, pa posebno i da je ¢ ispunjiva. O

Time smo dobili i da za tableaux metodu u logici sudova vrijedi teorem



Poglavlje 3

Metoda tableauxa za osnovni modalni
jezik

U ovom poglavlju cilj nam je proSiriti ve¢ postojece znanje tableaux metode na osnovni
modalni jezik. Prije nego li krenemo sa definiranjem tableauxa, potrebni su nam jos neki
pojmovi.

3.1 Tipovi formula

U proslom poglavlju rekli smo ve¢ neSto o podjeli formula na klase, sada ¢emo to joS
prosiriti.

U osnovnom modalnom jeziku prisutna je, uz one iz tablica[2.1] 2.2]i[2.3]jos jedna klasa
formula, koju zovemo nasljedne formule.

Ova se klasa odnosi na sve formule ¢ija istinosna vrijednost ovisi o istinitosti odredene
potformule u nekom ili svim dostizivim svjetovima. Tu potformulu zovemo nasljedna
komponenta. Formule oblika ¢y i =0O¢ zovemo egzistencijalno nasljedne formule dok
su one oblika Op 1 =O¢ univerzalno nasljedne formule.

Primjer 3.1.1. Nasljedna komponenta formule 6 = &g jest .

Za bolji pregled, 1 ovaj tip formula navest ¢emo tabli¢no.

19
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Nasljedna Nasljedne
formula komponente
Op ¥
Do ¥
—Op 4
—Dy o

Tablica 3.1: Nasljedne formule i njihove komponente

Nasljedne formule i literale nazivamo primitivnim formulama.

3.2 Prosireno zatvorenje formule

Kada u logici spomenemo zatvorenje formule uobic¢ajeno se misli na formulu logike
prvog reda dobivenu primjenom kvantifikatora na sve slobodne varijable u nekoj formuli.

U modalnoj logici nam je isto tako potreban pojam zatvorenja, medutim za nas ¢e imati
malo drugacdije znacenje.

Definicija 3.2.1. Prosireno zatvorenje formule ¢, u oznaci ecl(y), najmanji je skup for-
mula koji zadovoljava sljedece:

1. ¢ € ecl(yp);

2. ecl(yp) je zatvoren na sve konjunktivne, disjunktivne i nasljedne komponente formula
koje se nalaze u ecl(yp).

Definicija 3.2.2. Za skup formula @ definiramo ecl(®) = |{ecl(p)|p € D). Skup @ za koji
vrijedi ® = ecl(®) zovemo zatvoren skup.

Primjer 3.2.3. PokaZimo sada nekoliko primjera proSirenog zatvorenja:
1. Zaformulu ¢ = Op — O0Oq prosireno zatvorenje je ecl(yp) = {¢, =< p, 00¢q, - p, 04, q}

2. Za formulu ¢ = O(p — —<(q Vv —r)) prosireno zatvorenje je ecl(p) = {o,p —
—O(g V o), ~p, =g V o), (g V —r), =g, 1)

3. Za skup @ {p ANO(@V (p — aOr),r - (O0s — ~gq)} prosireno zatvorenje

jeec(®) = {pAO(gV (p — On),p, gV (p — Or),qV(p — Or),q,p —
ar, —p,ar,r,r — (O0s — 1gq), 7r,00s — —g, 70Os, 7g, 7O s, s}
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Lema 3.2.4. Neka je ¢ proizvoljna formula osnovnog modalnog jezika a ¢, i ako je po-

trebno ¢, oznake za njezine komponente kako je prikazano u tablicama 2.3]i
Tada vrijedi:

len(g)) + len(p,) < len(y)

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po strukturi formule:
Baza

Za literale tvrdnja vrijedi trivijalno jer oni nemaju komponenti.
Pretpostavka: Tvrdnja vrijedi za formule sloZenosti manje od n.

Korak

Neka je ¢ formula sloZenosti n.

Le=aAe,p=¢e,p=6
len(¢y) + len(py) = len(ey) + len(e,) < len(p) = 1 + len(e) + len(e;)
Tvrdnja se analogno dokazuje za ¢ = &, V &;.

2. 9 ==(e1 V&), o1 = €L 2 =18
len(py)+len(p,) = 2+len(e)+len(e;) < len(p) = 1+len(eVey) = 2+len(e;)+len(e;)
Tvrdnja se analogno dokazuje za ¢ = —(g; A &).

3. 9 =(e1 = &), 1 = €1, 2 = &

len(¢y) + len(py) = 1 + len(ey) + len(ey) < len(p) = 1 + len(e; — &) = 2 +
len(gy) + len(g,)

4. ¢ = e, 0 =€

len(¢y) = len(ey) < len(p) = 1 + len(—&y) = 2 + len(e))
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5. 0=¢€1 > &,¢0 = 8L P =86

len(py) + len(py) = 1 + len(gy) + len(e,) < len(p) = 1 + len(e;) + len(&,)

6. ¥ = <>81, $1 = &1
len(¢y) = len(ey) < len(p) = 1 + len(e;)

Tvrdnja se analogno dokazuje za ¢ = Og;.

7. @ = =0, 1 = &
len(¢y) = 1 + len(ey) < len(p) = 1 + len(OGey) = 2 + len(ey)

Tvrdnja se analogno dokazuje za ¢ = —0O¢;.

Sljedeca tvrdnja je izravna posljedica definicije proSirenog zatvorenja i gornje leme.

Korolar 3.2.5. Za svaku formulu ¢ osnovnog modalnog jezika ecl(y) je konacan skup.

3.3 Tableaux - osnovni modalni jezik

U ovom odjeljku razradit éemo pravila i pojmove potrebne za izgradnju tableaua u
osnovnom modalnom jeziku.

3.3.1 Lokalni tableau

U drugom poglavlju razradili smo tableaux metodu za logiku sudova, te dokazali adek-
vatnost i potpunost. Osnovna razlika izmedu osnovnog modalnog jezika i logike sudova
jest u pojmu svjetova. Kada veé razmatranu metodu promatramo sa stajaliSta osnovnog
modalnog jezika, uo€avamo kako ta metoda dosta dobro pokriva traZenje tableaua u sva-
kom pojedinacnom svijetu.

Promjena koja je potrebna kako bi metoda ispravno radila u nekom svijetu jest pri-
mitivne formule definirane na stranici [20] promatrati kao literale. Tableau dobiven ovako
prilagodenom metodom zvat ¢emo lokalni tableau.

Primjer 3.3.1. Prilagodena metoda za skup formula I' = {&T,0p, ~Op} vraca otvoreni
lokalni tableau. Nasa prilagodena metoda ne sadrZi pravilo kojim bi reducirali dane ele-
mente skupa I'. Odmah dobivamo otvoreni tableau. Medutim, iz definicije istinitosti za O i
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=<, znamo da ovakav skup formula nije ispunjiv u osnovnom modalnom jeziku.

Napomena 3.3.2. Ako za neku formulu postoji zatvoreni lokalni tableau, ona nije ispu-
njiva. Medutim, postojanje otvorenog lokalnog tableaua za neku formulu nije dovoljno za
zakljuciti ispunjivost te formule u osnovnom modalnom jeziku.

Iako postoje nedostaci koje smo upravo vidjeli, lokalni tableau je dobar pocetak nove
metode tableauxa za osnovni modalni jezik.

Definicija 3.3.3. KaZemo da je Hintikkin skup " potpuno prosiren ako je dobiven iz nekog
skupa formula © primjenom sljedecih pravila tako da na pocetku niti jedan element skupa
O nije oznacen kao iskoristen:

1. Za svaku konjunktivau formulu ¢ € © koja nije oznacena kao iskoristena dodaj u ©
sve njezine konjunktivne komponente i ¢ oznaci kao iskoristenu.

2. Za svaku disjunktivnu formulu ¢ € © koja nije oznacena kao iskoristena dodaj u ®
Jjednu njezinu disjunktivnu komponentu i oznaci ¢ kao iskoristenu.

Uoc¢imo da pravilo (2) nedeterministicki bira neku komponentu pa neki skup ® moZze
imati vise, ali mozda i nijedno potpuno prosirenje. Ovakva proSirenja su zapravo izgradnja
otvorenih grana lokalnog tableaua.

Primjer 3.3.4. Skup ©, = {&G(p — q), L} je uocljivo inkonzistentan i nema niti jedno
potpuno proSirenje, dok skup @, = {(pV q) Ar}imadva. Tosul'y ={(pVq)Ar,r,pV q, p}
i, ={(pVvg ArrpVaqq

Primjer 3.3.5. Skup I' = {p — q, —p, q} jest jedan Hintikkin skup, ali nije dobiven potpu-
nim prosirenjem skupa ® = {p — q}. Razlog leZi u pravilu (2) koje ne dopusta dodavanje
obje disjunktivne komponente jer ¢e nakon jedne formula p — q biti iskoristena.

Imamo sve kako bismo definirali prvu proceduru koju ¢emo koristiti u nasoj metodi
tableauxa za osnovni modalni jezik. Familija skupova koju dobivamo izvrSavanjem te
procedure sastoji se od potpuno proSirenih Hintikkinih skupova. Ona formalno opisuje
izgradnju lokalnog tableaua.

Procedura 3.3.6. Za neku familiju skupova ¥ i neki konacan skup ® € ¥ procedura
PotPUNOPROSIREN, 1 oznaci PP(®), nedeterministicki izvrsava sljedece:

1. Za jos neiskoristenu konjunktivnu formulu ¢ € © s konjunktivnim komponentama ¢,
i ¢y, zamijeni skup ® skupom ® U {¢, ¢,} i oznaci formulu ¢ kao iskoristenu.
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2. Za jos neiskoristenu disjunktivnu formulu ¢ € ® s disjunktivnim komponentama ¢ i
©a, zamijeni skup O skupovima © U {¢;} i ® U {¢,} te oznaci ¢ kao iskoristenu.

Tako je dobivena familija skupova PP(®). Pravila (1) i (2) kod zamjene provjeravaju jos i
hoce li izvrsavanjem te zamjene u familiju PP(®) biti dodan uocljivo inkonzistentan skup,
te Ce takve ukloniti iz PP(®).

Prestanak izvrsavanja pravila (1) i (2) nastupa kada su sve konjunktivne, odnosno disjun-
ktivne formule iz skupa © iskoristene. Ovo ce se sigurno dogoditi jer je svako potpuno
prosirenje podskup konacnog skupa ecl(®).

Propozicija 3.3.7. Za svaki konacan skup T vrijedi:

AT=\/{\alaerprm)

Dokaz. Neka je dan skup I'. Za familiju PP(I') iz leme [2.1.3|slijedi kako svaka zamjena
skupova u proceduri PorpuNoPROSIREN Cuva istinitost formule V{A A|A € PP(I')} do na
logic¢ku ekvivalenciju. U prvom koraku te procedure familija PP(I') sadrzi samo skup
I i

Primjer 3.3.8. Odredimo familiju PP(T') za sljedece skupove:
1. Skup kojemu je jedini ¢lan formula ¢ = ~(Op — <$Og):
0 = {¢,0Op, ~00Og}
2. Skup kojemu je jedini ¢lan formula ¢ = ~(O(p — ¢q) V (Op — 0Oq)):
0, = {¢,~O(p — ¢), ~(Bp — Og), Op, ~Og}.
3. Skup kojemu je jedini ¢lan formula ¢ = —~(—~(Op A =Oq) — Oq):

0, = {p, ~(Op A =0q), ~Oq, ~Op}.
Procedurom se dobiva i skup ©, = {p, ~(Op A =<$q), 7Oq, 7Og), no on je uocljivo
inkonzistentan te je stoga uklonjen.

4. Skup kojemu je jedini ¢lan formula ¢ = (Op — Og) A =~(OOp A Oq):

0, = {p, Op — Og,~(OOp A Ogq), ~Op, ~OOp).
0, = {¢, Op — Og, ~(OOp A Og),0q, ~O0Op}.
03 = {p, Op — Og, ~(OOp A Oq), =Op, =g
0,4 = {p, Op — Og, ~(OOp A Og), 0q, =Og}
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3.3.2 Pretableau

Cilj nam je sada dati proceduru za izgradnju prve verzije tableaua. Prije nego li kre-
nemo na proceduru, potrebni su nam jo$ neki pojmovi.

Definicija 3.3.9. Usmjereni graf je ureden par (V,E), gdje je V konacan neprazan skup,
Cije elemente zovemo vrhovi, a E C V X V irefleksivna relacija Cije elemente nazivamo
bridovi.

Oznaceni graf je usmjereni graf Cijem je svakom vrhu pridruZen skup formula. Brido-
vima moZemo, ali i ne moramo pridruZiti neku formulu.

Ureden par (G,T'), gdje je G oznaceni graf, a U istaknuti skup formula osnovnog mo-
dalnog jezika koji je pridruzen nekom vrhu oznacenog grafa G, zovemo oznaceni graf s
istaknutim skupom formula, u oznaci G*.

Oznaceni graf s istaknutim skupom I" dobiven izvrSavanjem dvije procedure koje cemo
istaknuti malo niZe, zvat ¢emo pretableau, u oznaci P. Istaknuti skup I je upravo onaj
skup formula kojemu Zelimo ispitati ispunjivost. Vrhove pretableaua oznacene bilo kakvim
podskupovima skupa ecl(I') zovemo predstanja. Ako Zelimo istaknuti da je vrh oznacen
potpuno proSirenim skupom, zovemo ga stanje. Skup ecl/(I') je domena naSih procedura
jer sadrzi sve moguce formule koje su vezane uz pitanje ispunjivosti skupa I'. Ponekad
¢emo oznake vrhova, a ne same vrhove, zvati stanja i predstanja. Svaki pretableau sadrzi i
konacnu verziju tableaua za nasu metodu.

Procedura 3.3.10. Za neko predstanje ', za koje ova procedura jos nije izvrsena,
PREDPROSIRENJE izvrsava sljedece:

1. Izgradi familiju PP(T") potpunih prosirenja skupa I" i dodaj te skupove kao oznake
novih vrhova pretableaua. Te vrhove zvat ¢emo stanja potomci.

2. Za svako novo stanje O, dodaj neoznaceni brid (I', ©).

3. Ako u pretableau vec postoji stanje ©, ne stvaraj novo ve¢ samo dodaj neoznaceni
brid (T, ®).

Familiju stanja potomaka oznacavat ¢emo sa potomci(I').

Potrebna nam je i oznaka skupa nasljednih komponenata svih univerzalno nasljednih
formula nekog skupa ©.

X(@):={y| oy eB}U{-y| -0y € 6}

Procedura 3.3.11. Za neko stanje oznaceno skupom @, za koje ova procedura jos nije
izvrSena, SLJEDBENIK izvrSava sljedece za svaku egzistencijalno nasljednu formulu ¢ € O:
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1. Dodaj predstanje I" od ©. Skupu X(®) dodaj nasljednu komponentu formule ¢ i time
oznaci predstanje T

2. Za svako novo predstanje T, dodaj brid (©,1") oznacen formulom .

3. Ako u pretableau ve¢ postoji predstanje I, ne stvaraj novo veé¢ samo dodaj jos jedan
brid (0,T') oznacen formulom .

Izgradnja pretableaua pocinje istaknutim skupom I'. Taj skup pridruZimo polaznom
vrhu oznacenog grafa i izvr§imo proceduru PREDPROSIRENJE, a zatim na dobivena stanja
proceduru SLJEDBENIK. Ovo izmjenjivanje se nastavlja sve dok viSe nije moguée dodati
novo predstanje ili stanje.

Vazno je napomenuti kako pretableau ima dvije vrste grananja: grananje u traZzenju i
strukturno grananje.

Grananje u trazenju nastupa kada iz predstanja gradimo stanja potomke. Ovakvo gra-
nanje je disjunktivno 1 zapravo nam je potrebno samo jedno stanje koje kasnije prezivi.

Strukturno grananje, medutim, nastupa kada iz stanja gradimo njegova nasljedna pred-
stanja 1 ono je, kao Sto nagovjeScuje i oznaka takvog brida, konjunktivno i moraju sva
predstanja preZivjeti.
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Primjer 3.3.12. Pokazat ¢emo izgradnju pretableaua za vise skupova:

1. Neka je skup I' = {—~(QOp Vv &0q)).

Ovdje dajemo pripadi pretableau P*:

Py [T]

So (F, -Odp, ﬂ<><>q>

-0O0p

P, | =Op, _'<>q

Sl<ﬁDp’ﬂOq

—|Dp

P[5 5]

Sz (7Pp,q)

27
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2. Neka je skup I' = {—=(0(p — q) — (@p — 0Oq))}. Primjetimo da je formula iz danog
skupa I negacija poznatog aksioma K.

Ovdje dajemo pretableau P" :

Py [T]

So (F, O(p — ¢), ~(@p — Og),0Op, ﬂDq)

—||:|q

uklonjen uklonjen

Ovako izgleda pretableau P nakon zavrsetka izgradnje:

Py [T

So (F, 0(p — ¢),~(@p — Og),0Op, ﬂuq)

—||:|q

P |P—9,p,7q
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3. Neka je skup I’ = {O(p V Og), OO—q, O—pl.

Ovdje dajemo pripadi pretableau P" :

uklonjen

Py

Py, | pVaq,=p

S11 (pVD0g.0-¢.0q) Sy

pV0q,07¢,p) Sy (pV0qg,~p,0q
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3.3.3 Uklanjanje predstanja i inicijalni tableau

Predstanja su samo pomoc¢ni dio naSe metode. U ovom dijelu cilj nam je ukloniti ih iz
tableaua.

Procedura 3.3.13. Za svako predstanje T u pretableau P, procedura UKLANJANJEPRED-
STANJA izvrSava sljedece:

1. Ukloni predstanje T iz pretableaua P' zajedno sa svim bridovima (T, Y), Y € V;

2. ako postoji stanje A € P' i postoji brid (A,T) € E, onda za svako stanje ® €
potomci(T') dodaj brid (A, ©) s istom oznakom kao (A, T);

3. ukloni brid (A, T).
Oznaceni graf dobiven ovom procedurom zovemo inicijalni tableau, uz oznaku 77 .

Primjer 3.3.14. Za svaki pretableau iz proslog primjera dajemo njegov inicijalni tableau
Tg:

1. Za skup T' = {—~(O(p — q) — (Qp — 0Oq))} dajemo pripadni inicijalni tableau:

S, (r, ~oop, ﬂ<><>q>

—0O0p

S (~Op,=0gq

—||:]p
Sz(ﬁp’ﬁQ)

2. Za skup T = {—~(OOp Vv &Oq)} dajemo pripadni inicijalni tableau:

So (T.0(p = 9).~(@p — 0g),0p, ~0q)
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3. Za skup T’ = {O(p Vv Og), ©O~q, O—p} dajemo pripadni inicijalni tableau:

S1 (pV0g.0-¢,09) S, pV 0g,-p,0q

P \ Dq’ D_'Qa P SZI

3.3.4 Uklanjanje stanja i zavrsni tableau

U ovom dijelu cilj nam je ukloniti sva stanja koja nisu ostvariva, pod ¢ime smatramo
ona stanja koja imaju egzistencijalnu nasljednu formulu ali ne i stanja nasljednike koji
odgovaraju toj formuli.

Procedura 3.3.15. Za inicijalni tableau T, , procedura UKLANJANJESTANJA izvrsava sljede-
Ce: ako stanje © sadrZi formulu O, odnosno ~0O¢, a ne postoji stanje potomak koje sadrzi
formulu ¢, odnosno —, ukloni stanje ® iz inicijalnog tableaua 7'0F.

Primijetimo da je izvrSavanjem te procedure mogucée do¢i do novih stanja koja nisu
ostvariva. Svaku novu iteraciju tableaua dobivenog tom procedurom zovemo trenutni
tableau, uz oznaku 7, = UKLANJANJESTANJA(T ! ), n € N.

Ponavljanje staje ukoliko u trenutnom tableauau viSe ne postoje neostvariva stanja i tu
iteraciju zovemo zavrsni tableau, uz oznaku 77 = 7!, a skup stanja ST. Ako u zavr§nom
tableauu postoji stanje ® koje sadrzi pocetni skup formula I', kazemo da je otvoren, dok u
suprotnom kazemo da je zavrsni tableau zatvoren.

Primjer 3.3.16. Provjerimo sada kakvi su zavrsni tableaui za skupove formula iz prethod-
nih primjera:

1. Zavrsni tableau za skup I = {—=(0O0Op V &Oq)} jednak je inicijalnom te kako je skup
I ¢lan stanja S, tableau je otvoren.

2. Zavrsni tableau za skup I' = {—~(Q(p — q) — (Qp — 0Oq)} je prazan skup, jer je
Jjedino preostalo stanje neostvarivo i uklonjeno. Dakle, tableau je zatvoren.

3. Zavrsni tableau za skup I = {O(p V Oq), GO~gq, O p} jednak je inicijalnom te kako
je skup I ¢lan stanja S , tableau je otvoren.
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3.4 Adekvatnost i potpunost tableauxa za osnovni
modalni jezik

U ovom odjeljku cilj je povezati pojmove ispunjivosti i otvorenosti tableaua. U proSlom
poglavlju to smo ve¢ napravili za metodu u logici sudova a sada ¢emo na slican nacin to
uciniti 1 za osnovni modalni jezik.

U proslom poglavlju smo kod iskaza teorema potpunosti govorili o koriStenju obrata
po kontrapoziciji. Slicno ¢emo ga u ovom odjeljku iskoristiti za teorem adekvatnosti.

Za dokazati adekvatnost Zelimo pokazati kako svaka procedura uklanjanja stanja i pred-
stanja uklanja samo neostvarive vrhove grafa.

Lema 3.4.1. Neka je M jedan model i w jedan svijet tog modela. Ako za neko predstanje
O pretableaua P* vrijedi M, w I+ O, tada za barem jedno od stanja A € potomci(®) vrijedi
N, w ik A

Dokaz. 1z procedure PREDPROSIRENJE, znamo da se familija potomci(®) dobiva izvrSava-
njem procedure PorPuNOPROSIREN. 1z propozicije slijedi da potpuno prosirenje ¢uva
ispunjivost. Slijedi tvrdnja. O

Lema 3.4.2. Izvrsavanjem procedure UKLANJANJESTANJA nije uklonjeno niti jedno ispunjivo
stanje A iz inicijalnog tableaua 7'OF.

Dokaz. Kako bismo dokazali ovu lemu, dovoljno je pokazati indukcijom po n, da nijedno
ispunjivo stanje nije uklonjeno izvrSavanjem procedure UKLANJANJESTANJA na trenutni ta-
bleau 7. Stoga ¢emo dokazati nesto jacu tvrdnju.

Za svakin € N:

1. Ako je A € T} ispunjiv, tada za svaku formulu G¢ € A postoji ispunjivo stanje
0 € 7! takvo da imamo brid (A, ®) € E oznacen formulom <&g.

2. Ako je A € T ispunjiv, tada za svaku formulu —O¢p € A postoji ispunjivo stanje
O € 7 takvo da imamo brid (A, ®) € E oznalen formulom —Op.

3. Sva ispunjiva stanja iz inicijalnog tableaua 7 su prisutna u trenutnom tableau 7, .

Tvrdnja (3) direktno slijedi iz (1) i (2) te je dovoljno dokazati njih.
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Baza:

Promatramo dva slucaja obzirom na nacin kako je oznacen odredeni brid.

1. Neka je A € 7, bilo koje ispunjivo stanje. Neka su 9t i w model i svijet u kojem je
M, w I A. Znamo iz procedure SLIEDBENIK kako su sva stanja A" € 7T, o zakoja imamo
brid (A, A") € E oznagen formulom <$¢ dobivena kao potpuna prosirenja predstanja
I = {p} UX(A).

Nadalje, znamo da je G¢ € A pa je stoga i M, w I Oo. 1z definicije istinitosti za <&
postoji svijet w' € M takav da M, w I ¢. Nadalje, po definiciji istinitosti za 0O, X(A)
ostaje istinit u svakom dostizivom svijetu pa tako i u w'. Iz te dvije Cinjenice slijedi
Mw T

Lema [3.4.1] povlaci kako postoji barem jedno potpuno prosirenje ® predstanja I'
takvo da M, w I ©. Po proceduri PREDPROSIRENJE sigurno postoji stanje s oznakom
® € 7, ibrid (A, ®) oznaten formulom O¢.

Iz svega ovoga, stanje A nije moglo biti uklonjeno izvr§avanjem procedure UKLANJA-
NJESTANJA na 7 .

2. Neka je A € T, Or bilo koje ispunjivo stanje. Neka su 9t 1 w model 1 svijet u kojem
je M, w I A. Znamo iz procedure SLJEDBENIK kako su sva stanja A" € T, o za koja
imamo brid (A,A") € E oznacen formulom —O¢ dobivena kao potpuna prosirenja
predstanja I' = {—¢} U X(A).

Nadalje, znamo da je -O¢ € A pa je stoga i I, w I -O¢p. Iz veze izmedu operatora
O i © znamo da —O¢p = &-. 1z definicije istinitosti za < postoji svijet w™ € Mt takav
da M, w I —¢. Nadalje, po definiciji istinitosti za O, X(A) ostaje istinit u svakom
dostiZivom svijetu pa tako i u w'. Iz te dvije Cinjenice slijedi 9, w" I T.

Lema [3.4.1] povlaci kako postoji barem jedno potpuno prosirenje ® predstanja I'
takvo da MM, w’ I ©. Iz procedure PREDPROSIRENJE slijedi da sigurno postoji stanje s
oznakom ©® € ‘TOF 1 brid (A, ®) oznacen formulom —-O¢.

Iz svega ovoga, stanje A nije moglo biti uklonjeno izvrSavanjem procedure UKLANJA-
NJESTANJA na 7 .

Pretpostavka: Tvrdnje (1) i (2) vrijede za sve n < m.
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Korak:

Promatramo dva slucaja obzirom na nacin kako je oznacen odredeni brid.

1. Uzmimo neko ispunjivo stanje A € 7\. Za bilo koju formulu G¢ € A, po bazi induk-
cije znamo da postoji stanje s oznakom ® € 7 i brid (A, ®) oznalen formulom ¢¢.
Po pretpostavci indukcije, ® je prezivjelo n izvrSavanja procedure UKLANJANJESTANJA
te se nalazi u 7,'. Kako za m vrijedi m = n + 1, procedura UKLANJANJESTANJA s€ u
tom koraku mora izvrsiti na 7. Upravo smo pokazali kako u 7' imamo stanje © i
brid (A, ®), pa ih stoga procedura UKLANJANJESTANJA ne moZe ukloniti. Slijedi da su
oni pristuniiu 7,..

2. Uzmimo neko ispunjivo stanje A € 7\, Za bilo koju formulu ~O¢ € A, po bazi in-
dukcije znamo da postoji stanje s oznakom ® € 7 i brid (A, ®) ozna¢en formulom
—O¢. Po pretpostavci indukcije, ® je prezivjelo n izvrSavanja procedure UKLANJA-
NJESTANJA te se nalazi u 7. Kako za m vrijedi m = n + 1, procedura UKLANJANJES-
TANJA se u tom koraku mora izvrSiti na 7, . Upravo smo pokazali kako u 7,1 imamo
stanje ® 1 brid (A, ®), pa ih stoga procedura UKLANJANJESTANJA ne moze ukloniti.
Slijedi da su oni pristuniiu 7.

Dokazali smo matematickom indukcijom tvrdnje (1) i (2), te time i cijelu snazniju
tvrdnju. Sada tvrdnja leme odmabh slijedi. O

Imamo sve §to nam je potrebno za dokaz teorema adekvatnosti.

Teorem 3.4.3. Neka je I ispunjiv skup osnovnog modalnog jezika. Tada je zavrsni tableau
7T otvoren.

Dokaz. Tvrdnja teorema odmah slijedi iz leme [3.4.2] O

Sada nas zanima i obratni smjer, no kao i za logiku sudova, prije nego li krenemo na
dokazivanje, potrebni su nam joS neki pojmovi.

Definicija 3.4.4. Neka je dan zatvoren skup © formula osnovnog modalnog jezika. Hin-
tikkina struktura za skup O je uredeni par H = (¥, H), gdje je & = (W, R) Kripkeov okvir
a H: W — P(O) funkcija koja svakom svijetu w € W pridruuje skup formula iz © i za
svaki svijet w vrijedi sljedece:

1. H(w) je Hintikkin skup;

2. ako je ¢ € H(w) egzistencijalna nasljedna formula, tada je njezina nasljedna kom-
ponenta element skupa H(w') za neki svijet w € W i vrijedi wRw';
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3. ako je ¢ € H(w) univerzalna nasljedna formula, tada je njezina nasljedna kompo-
nenta element skupa H(w') za svaki svijet w € W takav da vrijedi wRw' .

Hintikkina struktura je analogon Hintikkinog skupa kojeg smo koristili u dokazu pot-
punosti u drugom poglavlju. Uocimo da je vrlo sli¢na Kripkeovom modelu. Naime, iako
je valuacija u Kripkeovom modelu definirana kao funkcija koja svakoj propozicionalnoj
varijabli pridruZuje skup svjetova u kojima je ona istinita, mozemo je definirati i dualno,
tako da svakom svijetu pridruZzuje skup propozicionalnih varijabli koje su u njemu istinite.
Valuaciju onda moZemo prirodno generalizirati tako da svakom svijetu pridruzimo skup
svih formula koje su u njemu istinite. Razlika izmedu Kripkeovog modela i Hintikkine
strukture je u tome Sto se u Hintikkinoj strukturi svijetu ne pridruzuje skup bilo kakvih
formula, nego samo onih koje pripadaju danom skupu ©.

Definicija 3.4.5. Za formulu osnovnog modalnog jezika ¢ kaZemo da je ispunjiva u Hin-
tikkinoj strukturi H = (W, R, H) za skup ® ako je ¢ € H(w) za neki w € W. Skup formula
A C O je ispunjiv u H ako A € H(w) za nekiw € W.

Uocimo kako je ispunjivost u Hintikkinoj strukturi vrlo sli¢na ispunjivosti u modelu.
Model nam daje istinosne vrijednosti za sve formule osnovnog modalnog jezika, dok Hin-
tikkina struktura daje samo dovoljno saznanja kako bi se odredila ispunjivost pocetne for-
mule ili skupa formula. Vidimo kako prelazak s modela na Hintikkinu strukturu za neki
skup nije tezak.

Lema 3.4.6. Neka je dan zatvoren skup © i model It = (W, R, V). Struktura H = (W,R, H)
za koju je Hw) = {p € O | DM, w I+ ¢} za svaki w € W, je jedna Hintikkina struktura za ©.

Sljedeci rezultat dat ¢e nam vezu ispunjivosti formula osnovnog modalnog jezika u
Kripkeovim modelima i Hintikkinim strukturama.

Teorem 3.4.7. Formula ¢ osnovnog modalnog jezika je ispunjiva ako i samo ako je ispu-
njiva u nekoj Hintikkinoj strukturi za skup ecl(y).

Dokaz. Jedan smjer (=) odmah slijedi iz leme [3.4.6|za skup © = ecl(¢p).

DokaZimo obrat (<).

Pretpostavimo da je ¢ € H(wy) za neki svijet wy u nekoj Hintikkinoj strukturi H =
(W,R, H). Definiramo model M = (W,R,V) tako da samo prenesemo skupove W i R
a valuaciju V definiramo tako da za svaku propozicionalnu varijablu p i svaki svijet w
stavimo w € V(p) ako i samo ako p € H(w).

Sada indukcijom po strukturi formule dokazujemo sljedecu tvrdnju:
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Ako je ¢ € H(w) zaneki w € W, onda je M, w I ¢.

Baza

Promatramo sljedeca Cetiri slucaja.

1.
2.

Za ¢ = p izravno iz definicije V vrijedi M, w I ¢.

Za ¢ = T izravno iz definicije istinitosti vrijedi M, w I ¢.

. Za ¢ = —p vrijedi da kako je skup H(w) Hintikkin skup, a pritom znamo da nije

uocljivo inkonzistentan, nije moguce da je ondai p € H(w). Slijedidaje w ¢ V(p) a
to je po definiciji istinitosti ekvivalentno 9, w ¥ p, odnosno M, w IF ¢.

Za ¢ = -1 izravno iz definicije istinitosti vrijedi M, w ¥ L Sto je uz definiciju
istinitosti za - ekvivalentno M, w I ¢.

Pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja indukcije vrijedi za svaku formulu sloZenosti
manje od ¢.

Korak

Promatramo slucajeve obzirom na oblik formule ¢.

. Zap = ¢ A, po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da su ¢; 1 ¢, elementi

skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi 9, w - ¢ 1 M, w IF ¢, 1 po definiciji
istinitosti za A vrijedi M, w I .

Za ¢ = —=(p; V ¢) po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da su —¢; 1 —¢,
elementi skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w I+ =y 1 M, w Ik —p,.
Po lemi vrijedi M, w I ¢.

Za ¢ = =(p; — ¢;) po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da su ¢; 1 =g,
elementi skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w Ik ¢; 1 D, w I+ —¢,. Po
lemi [2.1.3] vrijedi M, w I ¢.

Za ¢ = == po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da je ¢ element skupa
H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w I . Po lemi vrijedi M, w I ¢.
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10.

11.

Za ¢ = —(p; A @) po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da je —¢; ili —¢,
element skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w IF =y ili M, w I —ps.
Po lemi [2.1.3| vrijedi M, w I ¢.

. Za = @1 V¢, po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da je ¢; ili ¢, element

skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi I, w I ¢; 1li M, w I ¢, 1 po definiciji
istinitosti za V vrijedi M, w I ¢.

Za ¢ = ¢ — ¢, po (1) iz definicije Hintikkine strukture znamo da je -, ili ¢,
element skupa H(w). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w I+ =y ili M, w - ¢, 1
po definiciji istinitosti za — vrijedi N, w IF .

Za ¢ = Oy po (2) iz definicije Hintikkine strukture znamo da postoji svijet w' ta-
kav da vrijedi wRw iy € H(w'). Po pretpostavci indukcije vrijedi 0, w' I . 1z
definicije istinitosti za < slijedi M, w IF .

. Za ¢ = —0Oy po (2) iz definicije Hintikkine strukture znamo da postoji svijet w" takav

da vrijedi wRw' i ~ € H(w'). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w" = —f. Iz
definicije istinitosti za O i — slijedi M, w IF .

Za ¢ = Oy po (3) iz definicije Hintikkine strukture znamo da za svaki svijet w' takav
da je wRw' vrijedi ¢ € H(w'). Po pretpostavci indukcije vrijedi 9, w I  za svaki
takav w'. Iz definicije istinitosti za O slijedi M, w I @.

Za ¢ = =Oy po (3) iz definicije Hintikkine strukture znamo da za svaki svijet w’
takav da je wRw' vrijedi — € H(w'). Po pretpostavci indukcije vrijedi M, w' - -
za svaki takav w'. Iz definicije istinitosti za < i = slijedi M, w I .

Po principu matematicke indukcije dokazali smo da su sve formule Hintikkine strukture
‘H ispunjive u modelu M. Kako je ¢ € H(wy) posebno je i ona ispunjiva u M. Time je
dokazan i (<) smjer. O

Korolar 3.4.8. Konacan skup ® osnovnog modalnog jezika je ispunjiv u modelu ako i samo
ako je ispunjiv u Hintikkinoj strukturi za skup ecl(®).

Sada imamo vezu ispunjivosti tih dviju struktura. Veoma smo blizu dokaza potpunosti.
Jedino Sto nedostaje je veza Hintikkine strukture i zavr§nog tableaua iz nase metode.

Teorem 3.4.9. Neka je dan skup formula ® osnovnog modalnog jezika. Tada za svaki
otvoren zavrsni tableau T° = (V,E) i njegov skup stanja S® izgradimo strukturu H® =
(W,R, H) ovako:

1.

Svakom elementu skupa V maknemo oznaku i dodamo ga skupu W;
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2. svakom elementu skupa E maknemo oznaku i dodamo ga skupu R;
3. za svaki vrh w € W dodajemo oznaku tog vrha iz skupa S® skupu H(w).
Tada je struktura H® Hintikkina struktura za skup ecl(®).

Dokaz. Kako bismo dokazali da je H® zbilja Hintikkina struktura potrebno je pokazati
da vrijede sve tri tvrdnje iz definicije U dokazu tih tvrdnji implicitno se koristi i
¢injenica da je struktura nastala iz otvorenog zavr$nog tableaua i prezivjeli su svi potrebni
svjetovi.

Prvo pokazujemo tvdnju (1):

Za svaki w € W vrijedi po proceduri PREDPROSIRENJE kako je skup H(w) jedno pot-
puno prosirenje. Svako potpuno prosirenje je ujedno i Hintikkin skup te je i podskup skupa
ecl(®). Time odmabh slijedi tvrdnja (1).

Zatim pokazujemo tvrdnju (2):

Za svakiw € Wi¢ € H(w) egzistencijalnu nasljednu formulu vrijedi: 1z procedure
SLJEDBENIK znamo da je postojalo predstanje I €iji element je bila nasljedna komponenta
formule ¢. Takoder iz procedure PREDPROSIRENJE znamo da sigurno postoji w € W za koji
je ta nasljedna komponenta element skupa H(w'). Naposljetku, procedura UKLANJANJE-
PreDSTANJA nam daje kako za taj w’ vrijedi jo§ i wRw'. Iz svega navedenog odmah slijedi
tvrdnja (2).

Naposljetku, pokazujemo tvrdnju (3):

Za svakiw € Wi ¢ € H(w) univerzalnu nasljednu formulu vrijedi: Iz definicije skupa
X i procedure SLJEDBENIK znamo da je postojalo predstanje I ¢iji element je bila nasljedna
komponenta formule ¢. Takoder iz procedure PREDPROSIRENJE znamo da sigurno postoje
svietovi w € W za koje je ta nasljedna komponenta element skupa H(w'). Naposljetku,
procedura UKLANJANJEPREDSTANJA nam daje kako za svaki takav w' vrijedi jos i wRw'. Iz
svega navedenog odmah slijedi tvrdnja (3).

Slijedi da je struktura H® jedna Hintikkina struktura. O
Imamo sve $to nam je potrebno kako bismo dokazali teorem potpunosti.

Teorem 3.4.10. Neka je dan konacan skup formula ® osnovnog modalnog jezika i otvoren
zavrsni tableau T°. Tada je skup © ispunjiv.

Dokaz. Za dani zavr$ni tableau 77© iz teoremam slijedi da imamo Hintikkinu strukturu
H za skup ecl(®). Znamo da je zbog otvorenosti zavr§nog tableaua 7© skup ® sigurno
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oznaka nekog svijeta iz strukture H. Time smo iz definicije dobili da je skup ®
ispunjiv u strukturi H. Iz korolara slijedi tvrdnja. O

Dokazi ova dva teorema nam otvaraju moguénost koriStenja nase tableaux metode za
pronalazak odgovora u sljede¢im primjerima.

Primjer 3.4.11. U ovom primjeru ¢emo primjenom metode tableauxa ispitati vrijedi li
{Op, 0(=p V ¢),0(g — ©g)} + ©Og?
Nalazimo zavrsni tableau za skup I' = {Op, G(—p V q), 0(g — <q), ~<o0Og).

Ovdje dajemo pripadni pretableau P":

PO

So (1)

O(=p Vg

Py |p:mpVg.q = g, -0q |

S1(popV 4.7p.g = ©4.7¢.704) S12 (P, =PV 4.9.9 = ©4:96,70q) S13 (P.=PV 4.4, = 06,24, 70q) S1a (P, V 4. 7p.q = 04,04, ~0q)
uklonjen uklonjen

uklonjen

Ovako izgleda pretableau P' nakon zavrsetka izgradnje:
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Py [T

So (D)

O(=pVq)

Py [p,=pV 4,9 = Oq,~0q|

S12 (PP V 4.4.9 = ©4.0¢,-0q)

SZI

Sada dajemo pripadni inicijalni tableau:

So

O(=pVq)

S12 (P.=pV 4.4.9 = 04,09, -0q)
&q -0Og

Sa (4) S (—q)

Zavrs$ni tableau jednak je inicijalnom te kako je skup I ¢lan stanja S o, tableau je otvoren.
Slijedi da je skup T ispunjiv i vrijedi {Op, O(—p V q),0(g — ¢q)) ¥ <0Ogq.

Primjer 3.4.12. U ovom primjeru éemo primjenom metode tableauxa ispitati vrijedi li
{Op,0(=g — 0-p), OOp} E (P A g)?
Nalazimo zavrsni tableau za skup I' = {Op, 0(—~g — O-p), OOp, =O(p A @)}
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Ovdje dajemo pripadni pretableau P" :

P [T

So (1)

OOp

P [p.mg = 57p Sp =P A 9)|

S1 (P=q = 0-p.0. 0. ~(p A@).=p) St (=4 = 0P, O, ~(p A 9).~q) S13 (p.=g = O=p.0-p,Op.~(p A @), =) S1a (p.=g = O=p.0-p,Op.~(P A ), ~4)
uklonjen uklonjen uklonjen

uklonjen

Ovako izgleda pretableau P nakon zavrsetka izgradnje:

Py [T

S0 (D)

OOp

Py | p,—~q — 0O-p,Op, ﬂzp A 615

S14 (p’ —g — O=p,0-p, op, _'(p A Q), —'61)

op

P[5
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Sada dajemo pripadni inicijalni tableau:

So

OOp

S14 (p’ —g — O=p,0-p, op, _'(p A Q), —'CD

Zavrsni tableau za skup U je prazan skup, jer su jedina preostala stanja neostvariva i
uklonjena. Dakle, tableau je zatvoren. Slijedi da skup T nije ispunjiv i vrijedi
{Op,0(=g — O0=p), OOp} E O(p A g).



Poglavlje 4

Odlucivost

U ovom nam je poglavlju cilj definirati Sto je to odlucivost 1 odgovoriti na pitanje je li
problem ispunjivosti skupa formula odluciv u logici sudova, odnosno u osnovnom modal-
nom jeziku.

4.1 Osnove

Pojam odlucivosti Cesto se veZe uz neki problem. U nasem radu bavimo se problemom
ispunjivosti skupa formula. Odgovor na ovaj problem za svaki pojedini skup formula je
uvijek da ili ne.

Ovakvim problemima ali i drugim, bavi se teorija izracunljivosti.

Glavni pojmovi te teorije su algoritam, izracunljivost i model izracunavanja.

Teorije se dijele prema modelu izraunavanja kojeg koriste. Neki od poznatijih su
Turingov stroj, A-racun, parcijalno rekurzivne funkcije i RAM strojevi. Najstariji i
najsire prihvaéen je Turingov stroj. Jedan od glavnih rezultata u teorijama koje koriste
ostale modele je upravo dokazati ekvivalenciju s Turingovim strojem. Mi ¢emo se u naSim
razmatranjima opredijeliti za njega.

Za neki alfabet I, jezik, u oznaci L, je bilo koji podskup skupa I'™*.

Kada malo preciziramo, nasi se problemi mogu zadati kao sljedeca dva jezika.

SATp, = {O | O je ispunjiv skup formula logike sudova.}
SAT gy = {® | O je ispunjiv skup formula osnovnog modalnog jezika.}

Definicija 4.1.1. Turingov stroj je uredena sedmorka (Q,X,1’, 9, qo, qpa,qne), gdje je re-
dom:

e (Q konacan skup cije elemente nazivamo stanja;

43
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e X konacan skup, Cije elemente nazivamo ulazni simboli. Pretpostavljamo da X ne
sadr?i "prazan simbol”, kojeg oznacavamo s U;

o [ konacan skup kojeg nazivamo alfabet Turingovog stroja. Pretpostavljamo U € T i
Ycr,

e : 0OxXI' — OxTI X{L,D,S} je proizvoljna funkcija koju nazivamo funkcija
prijelaza;

e ¢o € Qi nazivamo ga pocetno stanje;
® gpa € Qi nazivamo ga stanje prihvaéanja;
e gne € Qi nazivamo ga stanje odbijanja.

Turingov stroj sadrzi glavu i beskonacnu traku za pisanje i Citanje. Glava u svakom
trenutku moZze zapisati ili procitati to¢no jedan simbol alfabeta. Skup {L, D, S} oznaCava
pomak glave u odredenom koraku izvrSavanja stroja: L je pomak za jedno mjesto ulijevo,
D za jedno mjesto udesno 1 S bez pomaka taj korak. Istaknuli smo dva zavrSna stanja
stroja. Ovakav tip stroja se uobicajeno naziva odlucitelj. Kako je za nas najbitnija klasa
odlucivih jezika, ovakva definicija je dovoljna. Ukoliko se Zeli promatrati opée izracunljive
funkcije, potrebno je prilagoditi gornju definiciju.

Definicija 4.1.2. KaZemo da Turingov stroj T = (Q, X, 1,6, qo, qpa, qnE) Prepoznaje neku
rije¢ w € I'" ako postoji konacan niz parova (ry, So)...(Ym, S») € Q X T, te konacan niz
simbola 1y, ..., I, € {L, D, S} tako da vrijedi:

® 1o = qo i So je prvi slijeva simbol rijeCi w;
® 7a SVakij € 07 N (e 1 imamo 6(rj7 S]) = (rj+17 Sj+]71j+1) i rj ¢ {qDA’ QNE};
® I'm = (pA-

Za proizvoljan Turingov stroj T s L(T) oznacavamo skup svih rijeci koje T prepoznaje.
KaZemo da neki Turingov stroj T prepoznaje jezik L ako vrijedi L = L(T).

Prepoznavanje jezika je vrlo jako svojstvo, ali nije dovoljno kako bi za svaku rije¢
jednoznacno odgovorilo je li ¢lan tog jezika.

Kazemo da Turingov stroj staje s nekim danim ulazom, ako postoje nizovi kao u
prethodnoj definiciji, pri ¢emu je r,, = gpa 1li r,, = gye. Ako takvi nizovi ne postoje,
kazemo da Turingov stroj radi vjecno.

Primijetimo da ako Turingov stroj prepoznaje neki jezik L i dobije kao ulaz neki
w eI\ L, tada on uopée ne mora stati.
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Definicija 4.1.3. Za neki jezik L C I'* kazemo da je Turing-odluciv, ili kratko odluciv, ako
postoji Turingov stroj T koji ga prepoznaje, te za svaku rije¢ w € I'* \ L stroj T s ulazom w
staje u zavrsnom stanju qyg. Ako neki jezik nije odluciv tada jos kaZemo da je neodluciv.

Detaljniji pregled pitanja odlucivosti moze se vidjeti u [11]].

U daljnjim razmatranjima Turingove strojeve neCemo formalno zadavati, ve¢ cemo
samo dati njihove opise.

4.2 Odludivost nasih problema

Cilj ovog odjeljka je razmotriti pitanje odlucivosti naSa dva problema, odnosno jezika.
Teorem 4.2.1. Jezik S ATp; jest odluciv.

Dokaz. 1z teorema adekvatnosti 1 potpunosti slijedi da je za svaki skup formula logike
sudova Cinjenica da smo naSom metodom dobili otvoreni tableau ekvivalentna odgovoru
da je taj skup ispunjiv, odnosno da je ¢injenica da smo dobili zatvoren tableau ekvivalentna
odgovoru da nije ispunjiv.

Za jezik S ATp; nasa metoda daje jednoznacan odgovor za svaki skup, i moZe se kons-
truirati Turingov stroj 7" koji simulira izgradnju odgovarajuceg tableaua. Slijedi da Ce takav
Turingov stroj T za svaki skup kao ulazni podatak stati i vratiti jednoznacan odgovor. Po
definiciji4.1.3} jezik SATp, je odluciv, Sto povlaci da je problem ispunjivosti nekog skupa
formula logike sudova odluciv. O

Teorem 4.2.2. Jezik S ATy jest odluciv.

Dokaz. 1z teorema adekvatnosti i potpunosti slijedi da je za svaki skup formula osnovnog
modalnog jezika Cinjenica da smo naSom metodom dobili otvoreni tableau ekvivalentna
odgovoru da je taj skup ispunjiv, odnosno da je ¢injenica da smo dobili zatvoren tableau
ekvivalentna odgovoru da nije ispunjiv.

Za jezik S ATpgy nasa metoda daje jednoznaCan odgovor za svaki skup, i moze se
konstruirati Turingov stroj T koji simulira izgradnju odgovarajuéeg tableaua. Slijedi da Ce
takav Turingov stroj 7" za svaki skup kao ulazni podatak stati i vratiti jednoznacan odgovor.
Po definiciji jezik S ATy je odludiv, Sto povlaci da je problem ispunjivosti nekog
skupa formula osnovnog modalnog jezika odluciv. O

Vrijedi napomenuti kako za logiku prvog reda ovakav teorem ne vrijedi. Ovo su prvi
formalno dokazali nezavisno jedan od drugoga upravo Turing (Vidi [9]) i Churc}ﬂ (Vidi
[2]).

! Alonzo Church (1903. — 1995.). Americki matematicar i logicar.
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Sazetak

Ovaj rad proucava jednu od metoda za dobivanje modela logickih formula koju na-
zivamo metoda tableauxa ili glavni test. Zanimljiva nam je zbog algoritamskog pristupa
kojim je moZemo opisati i time vrlo lako prenijeti na racunalo. Od posebnog znacaja je opis
te metode za vrstu logike znanu kao modalna logika. Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja.

Prvo poglavlje upoznaje nas sa sintaksom i1 semantikom osnovnog modalnog jezika.
Isticemo sli¢nosti i razlike s logikom sudova, ponajprije u pojmu istinitosti formula. Ovdje
veliku ulogu imaju modalni operatori koji su detaljno obradeni.

Kraj prvog poglavlja iznosi cilj rada: dobivanje efikasnog postupka (algoritma) za pro-
nalazak modela u kojem je neka formula osnovnog modalnog jezika ispunjiva. Takoder, na-
vodimo vezu ispunjivosti i valjanosti formula 1 zaklju¢ujemo kako je na$ algoritam moguce
primijeniti i na ispitivanje ispunjivosti i na ispitivanje valjanosti dane formule.

Drugo poglavlje zapocinje klasifikacijom formula u nama zanimljive skupine. Ovakav
pristup prvi je upotrijebio Smullyan u [8]. On spominje « i 8 klase formula koje mi malo
drugacije nazivamo, ali ideja je ista.

Nastavlja se uvodenjem pravila metode tableauxa za logiku sudova i osnovnih pojmova
potrebnih za njeno shvacanje. Bitno je spomenuti kako su ova pravila sintaktickog oblika,
a semanticko znacenje dajemo na kraju pogavlja dokazujuéi dva vrlo vazna teorema: adek-
vatnost i potpunost.

Adekvatnost metode tableauxa povezuje pojmove zatvorenog stabla i neispunjivosti
formule za koju je to semanti¢ko stablo izgradeno, StoviSe, ako za formulu imamo zatvo-
reno stablo, tada je ona sigurno neispunjiva.

Potpunost ide obrnutim smjerom, za neispunjivu formulu iz ovog teorema slijedi da se
sva semanticka stabla zatvore.

Dobiveni rezultat nam daje slobodu u primjeni sintaktickog algoritma, recimo na racu-
nalu, a semanticka interpretacija ne izostaje.

Trece poglavlje proSiruje nase klase joS jednom, a to su nasljedne formule. Ova klasa
sadrzi sve formule dobivene primjenom modalnog operatora na neku formulu osnovnog
modalnog jezika i njihove negacije. Uvodi se pojam proSirenog zatvorenja i dokazuje
njegova konacnost.
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U nastavku iznosimo prilagodenu metodu tableauxa koriStenjem one iz drugog poglav-
lja i pokazujemo njezine nedostatke.

Navodimo pravila nove metode tableauxa kojom se rjeSavamo tih nedostataka. Metoda
iz drugog poglavlja vazan je dio ove nase nove metode te razumijevanje drugog poglavlja
uvelike pomaze u razumijevanju treCeg. Kao i1 u drugom poglavlju, ova pravila su sin-
taktiCkog oblika i lako primjenjiva na raCunalu.

Nastavak treceg poglavlja sadrzi dokaz adekvatnosti i potpunosti naSe nove metode za
osnovni modalni jezik. Od posebnog znacaja su pojmovi Hintikkine strukture i oznacenog
grafa. Dokazom tih dvaju teorema ponovno je dobivena veza sintakse i semantike, ali za
kompliciraniji osnovni modalni jezik.

Cetvrto poglavlje proucava pitanje odluéivosti. Definiramo Turingov stroj. U nastavku
se definira Turing-odlucivost i pokazuje kako su problemi koje rjeSavaju obje metode pred-
stavljene u ovom radu odlucivi, za razliku od analognog problema u logici prvog reda.

Posebno, Zelio bih se zahvaliti svojem mentoru, doc. dr. sc. Tinu Perkovu na iznimnom
strpljenju i ne malom broju sugestija bez kojih ovaj rad ne bi bio mogué. Takoder, zahvalju-
jem se i suvoditelju, izv. prof. dr. sc. Mladenu Vukovicu na vrlo zanimljivim predavanjima
kojima je i potaknuo moju Zelju za proSirenjem znanja o logici bez kojih ne bi bilo ovog
rada.



Summary

In this thesis we examine one of the methods of acquiring a model for logical formulae
known as tableaux. We are interested in it because of an algorithmic approach with which
it can be described and easily transferred to a computer. Special attention is given to
describing said method for a particular type of logic known as modal logic. The thesis
consists of four chapters.

In the first chapter we are introduced to the syntax and semantics of basic modal langu-
age. We highlight the similarities and differences with propositional logic, especially in the
definition of truth. Great care is taken to explain modal operators as they play an essential
part of the basic modal language.

The end of first chapter states the goal of this thesis: providing an effective algorithm
for finding a model in which a formula of the basic modal language is satisfiable. Moreover,
we give a link between the concept of satisfiability and validity of formulae and conclude
the effectiveness of our algorithm for finding both.

Second chapter begins with a classification of formulae to relevant groups. This appro-
ach was first introduced by Smullyan in [8]. He uses a and S classes of formulae that we
denote slightly different, albeit the main concept stays the same.

We continue by introducing the rules of the tableaux method for propositional logic
and other basic concepts needed. We emphasize that these rules are strictly syntactic in
nature. The semantic meaning follows at the end of the chapter from the proof of two very
important theorems: soundness and completeness.

Soundness of the tableaux method links the concept of closed tree and unsatisfiability
of formulae of which said tree is built from, moreover, it follows that if a formula has a
closed tree, then it is unsatisfiable.

Completeness gives us the converse: for an unsatisfiable formula all trees must close.

This result gives us the freedom to use the syntactic rules of the algorithm, for example
on a computer, and the implied semantic meaning stays with it.

Third chapter expands our classification by one more class, and that is successor formu-
lae. This class consists of all formulae built by applying a modal operator on some formula
of the basic modal language and their negations. We introduce the concept of expanded
closure and we prove that it is finite.
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Continuing on, we state a modified tableaux method from chapter two and show its
drawbacks.

We state the rules of a new tableaux method that will strive to fix the drawbacks menti-
oned earlier. The tableaux method from chapter two is an integral part of our new method.
As such, understanding of concepts in chapter two is imperative for the proper understan-
ding in chapter three. As in chapter two, these rules are syntactic in nature and easily
transferable to a computer.

The continuation of chapter three consists of the proof of soundness and complete-
ness of our new method for basic modal language. Important concepts to remember are
Hintikka structures and labelled graphs. By concluding these proofs we have given a link
between the syntactic rules and semantic meaning, but for a more complicated, basic modal
language.

Chapter four deals with the question of decidability. We state what a Turing machine
and Turing-decidability are. We then proceed to show that both of the problems solved
by the methods examined here are decidable in contrast to the same problem in first order
logic which is not decidable.

Finally, I would like to thank my mentor, assist. prof. Tin Perkov for his boundless
patience and a variety of suggestions that have made this thesis possible. Furthermore, I
would also like to thank my co-mentor, assoc. prof. Mladen Vukovié, for very interesting
lectures that made me want to expand my knowledge of logic, without which this thesis
would not be possible.
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