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Uvod

,,vaki problem koji je tesko rijesiti, podijeli na $to viSe dijelova potrebnih za njegovo
rjeSavanje®, rijeci su velikog Descartesa koji ih je redovito primjenjivao u svom Zivotu.
René Descartes je zasluzan za uvodenje Kartezijevog koordinatnog sustava te od tada se
matematicki problemi vezani uz geometrijske likove i tijela mogu rjeSavati upotrebom ko-
ordinatne metode.

Tema ovog diplomskog rada je koordinatna metoda u planimetriji. Ovaj rad zamiS$ljen
je kao kratki prikaz raznih teorema iz razlicitih podrucja matematike koji se mogu doka-
zati primjenom koordinatne metode. Na natjecanjima se pojavljuju zadaci koje je takoder
moguce rijesiti primjenjujuci koordinatnu metodu pa ¢emo u radu navesti neke od njih.
Cilj ove metode je da pri svakom matematickom problemu povoljno odaberemo koordi-
natni sustav i matemati¢ki problem rijeSimo primjenjujuci znanje analiticke geometrije.
Rad je strukturiran u pet vecih poglavlja.

Prvo poglavlje donosi sadrzaj vezan uz koordinatni sustav. Definirani su koordinatni
sustav na pravcu 1 koordinatni sustav u ravnini. Zatim je navedena povijesna crtica o Zivotu
matematicara R. Descartesa. Na kraju se nalaze osnovni teoremi analiticke geometrije koje
¢emo Kkoristiti u ostalim poglavljima rada te opis koordinatne metode.

Drugo poglavlje obuhvaca teoreme o Cetiri karakteristine toc¢ke trokuta, tj. teZiSte,
ortocentar, srediSte opisane kruznice, srediSte upisane kruZnice te teorem o Eulerovom
pravcu i njihove dokaze provedene koordinatnom metodom.

Trece poglavlje sadrzi razne teoreme o trokutu kao npr. Stewartov teorem, zadatke s
matematickih natjecanja u kojima je moguca primjena koordinatne metode.

Cetvrto poglavlje bavi se teoremima o etverokutu i njihovim dokazima koordinatnom
metodom.

Peto poglavlje, ujedno 1 zadnje poglavlje sastoji se od svojstava krivulja drugog reda
(elipse, hiperbole i parabole) te njihovim dokazima koordinatnom metodom.

Sve slike koje su uvrStene u ovaj rad izradene su samostalno u programu dinamicne
geometrije GeoGebra.



Poglavlje 1

Koordinatni sustav

1.1 Koordinatni sustav na pravcu

Odaberimo proizvoljnu tocku O na pravcu p i njoj pridruZzimo broj 0. Desno od tocke O
odaberemo tocku E i njoj pridruzimo broj 1. Tocku E nazivamo jedini¢na tocka, a duZinu
OE nazivamo jedini¢na duzina. Tada pravac p odreden jedini¢nom duZinom OE nazi-
vamo brojevni pravac, a tocku O ishodistem brojevnog pravca.

Tocki O pridruZen je broj 0 i piSemo O (0), a tocki E pridruZen je broj 1 pa piSemo E (1).
Tocke O (0)1 E (1) te jedini¢na duzina OF odreduju koordinatni sustav na pravcu. Tocku
O zovemo ishodiStem koordinatnog sustava.

0 E
L J L L L 2 * -
-1 0 1 2 3 P

Slika 1.1: Brojevni pravac

Svakoj tocki T pravca p pridruZzujemo realan broj x tako da vrijedi:

(i) ako su T i E s iste strane tocke O, tada je x = d (O, T),
(i1) ako su T i E s razlicitih strana tocke O, tada je x = —d (O, T),

Broj x nazivamo koordinata tocke 7 i piSemo 7 (x).

2



POGLAVLIJE 1. KOORDINATNI SUSTAV 3

1.2 Koordinatni sustav u ravnini

Uspostavit ¢emo pridruzivanje izmedu skupa tocaka ravnine M i skupa R X R.

Neka su x 1 y dva medusobno okomita brojevna pravca sa sjeciStem u tocki O, na kojima
su to¢ke E € x, F' € y jedini¢ne tocke na pravcu x odnosno y takve da d (O, E) = d (O, F).
Uredenu trojku (O, x, y) nazivamo pravokutni ili Kartezijev koordinatni sustav u ravnini.
Tocka O zove se ishodiSte, pravac x nazivamo apscisna os, os apscisa, prva koordinatna os
ili x-0s, a pravac y nazivamo ordinatna os, os ordinata, druga koordinatna os ili y-os.

Neka je T tocka ravnine M. Kroz to¢ku T povucimo paralelu s y-osi, a ta paralela sijece
x-0s u tocki T,. S obzirom da je x-os brojevni pravac, tocki 7, pridruZen je tocno jedan
realan broj x. Kroz toCku T povucimo paralelu s x-osi, a ta paralela sijeCe y-os u tocki 7.
S obzirom da je y-os brojevni pravac, tocki 7 pridruzen je to¢no jedan realan broj y. Tocki
T pridruZzujemo ureden par (x, y) tako dobivenih brojeva x i y.

Svakoj tocki T ravnine M pridruZen je jedan 1 samo jedan par realnih brojeva (x, y). Broj x
nazivamo apscisa tocke 7', a broj y nazivamo ordinata tocke 7. Tocke T i T, su ortogo-
nalne projekcije to¢ke 7' na osi x1y.

Ovo pridruZivanje je obostrano, tj. paru (x,y) realnih brojeva pridruzujemo jedinstvenu
tocku na ovaj nacin: na brojevnom pravcu x odaberemo tocku 7, kojoj je u tom koordi-
natnom sustavu na pravcu pridruZen broj x. Tockom T, povucemo paralelu s y-osi. Na
brojevnom pravcu y odaberemo tocku 7, kojoj je pridruZen broj y. Tockom T}, povucemo
paralelu s x-osi. Presjek tih paralela je tocka T koju pridruzujemo paru (x,y). Tocku T
poistovjeujemo s njoj pridruzenim parom (x, y) i piSemo T = (x,y) ili T (x, y).
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Slika 1.2: Kartezijev koordinatni sustav u ravnini



POGLAVLIJE 1. KOORDINATNI SUSTAV 4

Analogno kao u ravnini tako se i u prostoru moze uvesti koordinatni sustav.

1.3 Povijesna crtica

Slika 1.3: René Descartes, slika preuzeta iz [13]]

Francuski matematicar, filozof 1 fizicar René Descartes, roden je 31. oZzujka 1596.
u mjestu Le Haye koje je naknadno preimenovano u Descartes. Za Descartesov odgoj
pretezito je zasluZan njegov otac Joachim Descartes budu¢i da mu je majka umrla kada on
jos nije imao godinu dana. U osmoj godini Descartes zapocinje Skolovanje u isusovackoj
Skoli u La Flecheu, koju odabire njegov otac. Descartes se u Skoli isticao mudroscu i du-
gim spavanjem. Usprkos strogoj disciplini, osigurana mu je dozvola duZeg spavanja do 11
sati u jutro zbog slabog zdrastvenog stanja. Osobinu dugog ostajanja u krevetu Descar-
tes zadrzava tokom cijelog Zivota tvrdeci da u raskoSnom miru sna masta najZivlje radi, a
koncentracija postaje oStra kao brijac, zasijeca duboko ispod opne vanjstine i privida. Kroz
svoje odrastanje Descartes je izgradivao svoju li¢nost ostavsi vjeran tradiciji. U isusovackoj
Skoli Descartes je naucio klasi¢ne jezike, grcki i latinski jezik. Descartes je imao vrlo
izrazeno kriticko misljenje, no ono se jedino nije odrazavalo na religiju buduci da je Des-
cartes bio vjernik katolik. Nakon zavrSetka Skolovanja, Descartes 1612. odlazi iz Pariza i
obnavlja svoje prijateljstvo iz djetinjstva s Mersenneom. Nastavak Skolovanja Descartesu
se odvijalo na sveuciliStu u Poitiersu. Descartes je diplomirao civilno i kanonsko pravo
10.11.1616. i uvijek bio medu najboljima te postigao sve $to se moglo u znanosti u Skoli
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onog vremena. Descartes je bio jedan od imucnijih studenata pa je svoje studentske dane
provodio uz nebrojene izlaske, obracajuci paznju na lijepe djevojke, a u slobodno vrijeme
volio je jahati i macevati se. Takav Zivot brzo mu je dosadio i ¢inio mu se praznim. Imao
je potrebu Siriti svoje vidike i ostvarivati nova poznanstva. S obzirom da Descartes dolazi
1z ugledne obitelji mogao je birati samo izmedu crkve 1 vojske, a on 1617. odabire voj-
sku. Descartes u vojsci upoznaje vojne vjestine, no i sklapa poznanstva s matemati¢arima,
npr. sa . Beckmanom, s kojim vodi razgovore o raznim podru¢jima matematike, poezije,
glazbe... U vrijeme tridesetogodiSnjeg rata, Descartes putuje po Danskoj, Nizozemskoj i
Njemackoj, a svo slobodno vrijeme koristi za rjeSavanje matematickih problema i filozofije.
Svoje prve ideje nove filozofije 1 analiticke geometrije dobiva u tri sna u no¢i 10.11.1619.
u doba ratovanja na Dunavu. Descartes napusta vojsku 1621. te iducih pet godina putuje i
proucava matematiku, a 1626. poCinje Zivjeti u Parizu 1 baviti se konstrukcijama optickih
instrumenata. RazmiSljajuéi o Zivotu, Descartes odlucuje svoj Zivot posvetiti otkrivanju
istine i mirniji Zivot pronalazi u Nizozemskoj, gdje je Zivio dvadeset godina posvecen ma-
tematici i filozofiji. Descartes 1637. objavljuje svoje prvo dijelo ,,Rasprava o metodi” sa
dodacima ,,Dioptrija”, ,,Meteori” 1 ,,Geometrija”. U svom prvom djelu navodi pravila na
kojima se zasniva metoda pravilnog spoznavanja i navodi primjer tih metoda u euklidskoj
geometriji. Danas se Descartesova spoznajna teorija koristi u istrazivackim projektima u
svim podrucjima znanosti. Descartes postaje slavan, no on samo Zeli mir i slobodu. U
Parizu objavljuje ,,Meditacije”, primjer briljantne primjene svoje logike. Svoje zadnje go-
dine Zivota Descartes provodi u Svedskoj, gdje umire 11. velja¢e 1650. od upale pluca.
Descartes je bio zaCetnik moderne matematike i1 osnivac analiticke geometrije. U djelu
,Geometrija”” Descartes utvrduje da Pappusov problem ima beskona¢no mnogo rjeSenja
koja za beskona¢no mnogo razlic¢itih vrijednosti x rjeSavanjem jednadZbe njima pridruzuju
beskonacno mnogo vrijednosti y i tako dobiven skup tocaka Cini krivulju u ravnini. Njegov
doprinos matematici pronalazimo u upotrebi pravokutnog kooridnatnog sustava (Kartezijev
koordinatni sustav). Buduci da je Descartes zasluzan za otkri¢e Kartezijevog koordinatnog
sustava, on danas nosi ime po njegovoj latinskoj inacici imena ,,Cartesius’’. Za Descartesa
takoder veZemo i uvodenje pojma promjenjive veli¢ine (varijable) te svodenje geometrij-
skih problema na algebarske, predodZzbu realnog broja. Descartes je medu prvima uocio
da vrijedi osnovni teorem algebre, znao je 1 Eulerovu formulu, a algebarska krivulja treceg
stupnja x> + y* = 3axy nosi ime ,,Descartesov list” s obzirom da ju je Descartes prou¢avao
1638. 1 pronasao njen tocan oblik u prvom kvadrantu. Descartes je dao 1 svoj doprinos u
fizici, a vecinu toga je iznio u svom djelu ,,Prirodna filozofija” 1644. gdje prvi uvodi pojam
koli¢ine gibanja, otkriva zakon o lomu svjetlosti te tumaci nastanak duge. Autor je i knjige
,Compendium musicae” ¢ime je zauzeo svoje mjesto i u povijesti glazbe.

Podaci o R. Descartesu preuzeti su iz izvora [6] i [7].
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1.4 Osnovni teoremi analiticke geometrije

U ovom radu koristit ¢emo nekoliko rezultata skolske matematike vezanih uz koordinatni
sustav koje ovdje navodimo bez dokaza.

Teorem 1.4.1. Koordinate polovista P (x,y) duZine T\T, gdje su Ty (x1,y1) i T> (x2,y,) su:

x:X1+X2 _ ity
2 VT T
Teorem 1.4.2. Jednadzba pravca kroz dvije tocke Ty (x1,y1) i T> (x3,y,) glasi:
Y2—)
y=—n= (x—x1).
Xy — X1
Koeficijent smjera pravca iznosi:
Y2—)
k= .
Xy — X1

Teorem 1.4.3. JednadZba pravca sa zadanim koeficijentom smjera k i tockom T (xy, yo)
koja mu pripada, dana je pomocu formule:

y—Yo =k(x—xo).
Teorem 1.4.4. Udaljenost izmedu tocaka A (ay,ay) i B(by,b,) dana je s

d(A B) = 1AB| = (b -y + (b — @)™
Teorem 1.4.5. Udaljenost tocke T (xy, yo) do pravca p...Ax + By + C = 0 iznosi
|Axo + Byy + C|

Teorem 1.4.6. JednadZbe simetrala kutova koje zatvaraju dva pravaca p,...A1x+By+C; =
0i p,y...A2x + Byy + C, = 0 dane su sa

d(T,p) =

|Ajx + Bly + G| _ |Arx + Bzy + (G|

1/A%+Bf 1/A§+B§

Teorem 1.4.7. Dva su pravca paralelna ako i samo ako imaju jednake koeficijente smjera,
a okomita ako im je umnoZak koeficijenta smjera jednak —1.

Teorem 1.4.8. Neka je A € R\ {0}. KaZemo da tocka P dijeli duZinu AB u omjeru A ako je
— —
AP = APB.

Ako su koordinate tocaka A i B dane sa A (x4, y4) i B(xp,yp), tada tocka P ima koordinate

P(XA+/1XB yA+/lyB)
1+4 7 1+4 )
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1.5 Koordinatna metoda

Koordinatna metoda je metoda pri kojoj uz dani geometrijski lik ili tijelo vezujemo po-
godno odabran koordinatni sustav, a potom matematicki problem rjeSavamo pomocu ana-
liticke geometrije.

Primjer 4. 1. 1. Neka je ABCD paralelogram, a neka su P, R, S, T redom polovista
stranica AB, BC, CD, AD. Tada je PR|| ST i RS || TP.

-----

mulaciji matematickog problema navodi se paralelnost te onda primjer moZemo rijesiti i
primjenom koordinatne metode tako da iskoristimo analiti¢ki uvjet paralelnosti.

Postavimo koordinatni susta\ﬁlko da ishodiste koordinatnog sustava bude vrh A (0,0),
pravac na kojem lezi stranica AB os x. Oznacimo preostale vrhove zadanog paralelograma
sa B(xp,0), xg > 0,C (xc,yc) 1D (xp,yc). Duljina stranice AB paralelograma je |AB| = xp.

Y
D S c
T R
A P -B I'—
—

Slika 1.4: Skica primjera

Znamo da su nasuprotne stranice paralelograma paralelne i sukladne, tj. |AB| = |CD| i
|IBC| = |AD|te AB||CD 1 BC || AD.

Uocimo da x¢ = xp + xp pa piSemo C (xg + xp, Y¢).
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Cilj nam je dokazati da su koeficijenti smjera pravca PR1 ST te RS i TP jednaki.
Tada Ce, prema teoremu vrijediti da su PR ST paralelni te RS i T P paralelni.

Pronadimo koordinate polovista stranica paralelograma, tj. koordinate tocaka P, R, S, T.
Koristimo formulu za poloviste tocaka iz teorema|l.4.1

Za tocku P: 0 0+0
+ Xp XB + . XB
= = -, = :O,t P(—,O)
PETR T T AR
Za tocku R:
Xgp+ Xp+ Xp XD yc+0 Yc . ( XD yc)
=BT+ 2 = =2 teje R[xg + 22,2,
XR > Xp 5 YR 3 > €Je K| Xp )
Zatocku S:
+ + +
Xg :—XD XZB D :xz—B'f'XD, Vs :yC2yC =Yc, tejeS();—B-kxD,yc).
Zatocku T:
O+XD XD yc+0 Yc . (XD yc)
= = —, = =—, t T —,—].
=T 20 T T T Ry

Sada odredimo koeficijente smjera pravca PR 1 ST pomocu teorema|l.4.2

Za pravac PR:

Yo _
kop = 2 0 _Yc
PR = = .
Xp + XTD — XTB Xp + Xp
Koeficijent smjera pravca PR iznosi
Yc
kpr =
Xp + Xp
Zapravac ST:
Yo _ ey
ker = 2 ye 2 Yc
ST E) XB - _xp xg
2727 T35 YptXp
Dakle, dobili smo koeficijent smjera pravca S T i on iznosi
Yc
kst =
Xp + Xp
Uocavamo da y
c
kpr = kst =
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tj. da su pravcima koeficijenti smjera jednaki te prema teoremu zakljuujemo da su
pravci PR1 ST paralelni.

Analogno odredimo koeficijente smjera pravaca RS i T P:

Za pravac RS':
X Yo
- Yy 2 2 Y
RS = = — = .
XTB+XD—XB—X7D % Xp — XB
Koeficijent smjera pravca RS iznosi
Yc
krs = .
XD — XB
Za pravac TP:
P e e RN (-
TP = % x5 = o = .
7% B2 —(p-xp xp-—xp

Dakle, dobili smo koeficijent smjera pravca T P i on iznosi

Uocavamo da
Yc

b
Xp — XB

krs = krp =

tj. da su pravcima koeficijenti smjera jednaki te zakljucujemo da su pravci RS i T P para-
lelni.



Poglavlje 2

Cetiri karakteristi¢ne toc¢ke trokuta

U ovom poglavlju dokazat ¢emo teoreme o teziStu, ortocentru, srediStu opisane kruZnice
1 srediStu upisane kruznice. Ove se tocke jednim imenom nazivaju karakteristicne tocke
trokuta.

2.1 Teziste

Kako bi mogli dokazati teorem o teZiStu koordinatnom metodom, moramo prvo definirati
Sto je teZiSnica trokuta.
TeziSnica trokuta je duZina koja spaja vrh trokuta s poloviStem nasuprotne stranice.

Za teziSnice trokuta vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.1.1. Sve tri teZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki. Udaljenost te tocke od
pojedinog vrha trokuta iznosi % duljine odgovarajuce teZisnice. Tu tocku nazivamo teZiste
trokuta.

Na nastavi se ovaj teorem obi¢no dokazuje upotrebom sli¢nosti. Ovdje ¢emo ga doka-
zati koordinatnom metodom.

Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da su vrhovi trokuta A, B i C odredeni
sa A (xa,ya), B (xg,yp) 1 C (xc,yc).

Neka je to¢ka D poloviste stranice BC, tocka E poloviste stranice AC i to¢ka F poloviste
stranice AB.

10
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Slika 2.1: Trokut ABC i teZise

Odredimo sada koordinate tocke D pomocu teorema|l.4.3(te dobijemo D (%, %)

Koeficijent smjera pravca AD na kojem leZi teZi$nica AD i njegovu jednadZbu pravca odre-
dimo pomocu teorema[[.4.4]i dobijemo
yBt+y
; VA yp+ye =2y
AD  —  xptxc

5 T Xa XB+XC—2XA,

Y+ Yc—2ya
y=ya = ——————(x—xa),
XB+XC—2XA
yB+yC_2yAx_YB+yc_ZYA

Xp + Xc — 2Xx4 Xg+ Xc — 2x4

y = XA T Ya,

pa jednadzba pravca AD glasi

Ye+yc—2ya _ Yp+yc =2y
Xp + Xc — 2x4 Xg+ Xc — 2x4

XA + Xc )’A+)’c)
2 72 '

AD .. y= X4+ Va.

Analogno odredimo koordinate to¢ke E i dobijemo E (
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12

Koeficijent smjera pravca BE na kojem leZi teZi$nica BE iznosi

yatyc

kg = —2__ 28 _ Ja +yc —2yp
%—XB XA+XC—2)CB,
a jednadZba pravca BE
_ Yat+Yyc—2yp
y=yp = ——————(x—xp),
Xa + Xc — 2xp
y = YA +)’c—2)’3x_ Va +}/C—2y3x ry
X4+ xe —2x5 xp+xe—2xg 0P
tj,
+yc =2 +yc -2
BE ...y = YaT e yBx—yA ye yBxB+yB.
XA+XC—2XB .XA+XC—2XB
ko = M3 = e _Yatys—2yc
CF xA;xB _ XC XA + _XB _ 2XC?
_ ya+tys—2yc
y=—yc = ————(x—-x0),
X4 + xp — 2xc
_ Yatyp—2yc  Yatyp—2ye
y XA + xp— 2xc xA+xB—2ch ye
pa jednadZba pravca CF glasi
+yp—2 +yp—2
CF..y= Ya*Vp ycx—yA AL ycxc+)’c~
XA + X — 2Xc XA + X — 2x¢
Xo + Xp + X +yp+
Dokazimo da to¢ka T ( A 33 = Y4 y33 yc) pripada svima trima pravcima.

Provjerimo prvo pripada li tocka T pravcu AD.

yr T
Xg+ Xc — 2x4

yB+Yc = 2ya _Xat+ Xp+ X

yB+yC_2yAx _YB+Yc=2y4
Xp+ Xc — 2x4

XA T YA,

YB+Yc —2ya

Xg+ Xc —2x4 3

XA+ ya
Xp + Xc — 2x4 ’

Xa [y +Yc =294 =3 (g + Yo — 2y4) — 6yal + x5 (V5 + Yo — 2ya + 3ya)

3(xp+ xc—2x4)

+xc (v +Yc —2ya + 3ya)
3(xp+ Xc — 2x4)

b

X4 (=2yp = 2yc = 2ya) + x5 (y + yc + ya) + xc (g + yc + ya)

3 (XB + Xc — 2XA)
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—2xa (ya +yp +yc) + X (ya + yp + yc) + xc (ya + y + yc)
3(xp+ xc—2x4)
(ya +yB +yc) (xp + xc — 2x4)
3(xp+ xc—2x4)
Yat+Yp+Yyc
—

2

b

Dakle, T € AD.

Sada ¢emo provjeriti pripada li tocka T (

yr

XA+ Xp+Xc yat+yp+
3 ’ 3

yc) pravcu BE:

Ya+yc—2yp  ya+tyc—2yp
XA+ Xc — 2XBxT XpA + Xc — 2xp
Ya+Yc—2yp Xa+Xp+Xc  ya+yc—2yp
Xa + Xc — 2xp 3 XA + Xc — 2xp
(ya +yc —2yp) (xa + xp + x¢c) — x5 (3ys + 3yc — 6yp)
3(x4 +xc—2xp)
YB (3XA + 3xc — 6)CB)
3 (.XA + Xc — 2XB)
Xa (va +yc —2yp + 3yp) + xp(ya + yc — 2y — 3yc + 6y — 6yp — 3ya)
3 (x4 + xc —2xp)

Xp t Y¥B,

Xp t ¥B,

b

+Xc (ya +yc —2yp + 3yp)
3 ()CA + Xc — 2)63)
Xa(Ya+y+yc) —2xp(ya +yp+yc) + xc (ya +yp +yc)
3(x4 + xc —2xp)
(x4 + xc —2xp) (ya + yB + yc)
3(x4 + xc —2xp)
Yat+yYp+Yyc
—

2

B

b

Dakle, T € BE.

JoS nam preostaje provjeriti pripada li tocka T (

Xa+Xxp+Xxc yat+yp+yc
3 ’ 3

ya+ys—2yc ya+ys—2yc
XT —

XA + Xp — 2xc X4 + xp — 2xc

ya+ys—2yc XA+ Xp+ Xc _)’A+)’B—2)’c

= Xc +Yyc,
XA + Xp — 2xc 3 XA + xp— 2xc

yr = Xc +Yc,

) pravcu CF:

13
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xa (ya +yg = 2yc + 3yc) + x5 (ya + yp — 2yc + 3yc)
3 (x4 + xp—2x¢)
L Xe (ya +yB — 2yc — 3ya — 3yp + 6yc — 6yc)
3(x4 + xp—2xc)
Xa (Va+ys+yc) +xp(ya+yp+yc) —2xc (ya+yp + yc)
3(x4 + xp—2x0)
(x4 + x = 2xc) (ya +yB + yc)
3(x4 +x5—2xc)

Ya+Yp+Yyc

—s

b

b

)

ZakljuCujemo, sva tri pravca na kojima leze teziSnice trokuta sijeku se u jednoj tocki

T(XA+XB+XC ya +YB+)’C)
3 ’ 3 '

2.2 Ortocentar

Kako bi mogli dokazati teorem o ortocentru koordinatnom metodom, moramo prvo defini-
rati visinu trokuta.

Visina trokuta je duZina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi kraj noZiSte okomice
spustene iz tog vrha na pravac na kojem leZi nasuprotna stranica.

Teorem 2.2.1. Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo
ortocentar trokuta.

Dokaz. Postavimo koordinatni sustav tako da se stranica AB nalazi na x-osi, a vrh trokuta
C se nalazi na y-osi. Ozna¢imo vrhove trokuta sa A (a,0), B(b,0) 1 C (0, ¢).

Visina iz vrha C nalazi se na y-osi, tako da tocka sjeciSta visina iz vrha A i iz vrha C
ima apscisu jednaku O, tj. O (0, y).
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Slika 2.2: Trokut ABC i ortocentar

Koeficijent smjera pravca BC je

—C

kBC = 7
Buduc¢i da visina v, leZi na pravcu koji je okomit na pravac BC, znamo da koeficijent smjera
pravca na kojem leZi visina v, je reciprocan i suprotan koeficijentu smjera pravca BC.
Stoga je koeficijent smjera pravca na kojem lezi visina v, jednak — te njegova jednadzba
c

pravca glasi

b

y=-(x-a).
c

S obzirom da se visine iz vrha A 1 C sijeku u tocki O, a visina iz vrha A nalazi se na pravcu
¢iju jednadZbu imamo, lako odredimo ordinatu tocke O.

b
yo = —(0-a),
C

—ab
Yo = —.
c
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—ab
Tocka presjeka visine v, i v, je tocka O (O, —)
c
Odredimo tocku u kojoj se sijeku pravci na kojima leze visine iz vrhova B i C.
Koeficijent smjera pravca AC te on iznosi

—C
kAC - —.
a

. . . v . .a . y . ..
Koeficijent smjera pravca na kojem lezi visina v, je — pa jednadzba pravca na kojem lezi
c

visina v, glasi

a
y=—-(x-0b).
C
Uvrstimo sada u dobivenu jednadzbu pravca x = 0:
a
Yo = —(=b),
c
—ab
Yo = ——-
c

—ab
Dakle, pravci na kojima se nalaze visine iz vrhova B i C sijeku se u tocki O (O, i) koja
c

ima iste koordinate kao i to¢ka u kojoj se sijeku i pravci na kojima leze visine iz vrhova A 1

—ab
C. Zakljucujemo da se pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku u istoj tocki O (O, i).
c

O

2.3 SredisSte opisane kruznice

Kako bi mogli dokazati teorem o simetralama stranica trokuta koordinathom metodom,
moramo prvo definirati simetralu duZine.

Simetrala duZine je pravac koji prolazi polovistem te duZine i okomit je na nju.

Teorem 2.3.1. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta se tocka naziva
srediste opisane kruZnice trokuta.

Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da se vrh A nalazi na x-osi, tj. A (a,0).
Tocku B takoder smjestimo na x-os, tj. B (b, 0), a tocku C smjestimo na y-os, tj. C (0, ¢).



POGLAVLIJE 2. CETIRI KARAKTERISTICNE TOCKE TROKUTA 17

Simetrala stranice AC sije¢e stranicu AC u to¢ki D, simetrala stranice AB sijeCe stranicu
AB u tocki E i simetrala stranice BC sijeCe stranicu BC u tocki F. Simetrale stranica tro-
kuta sijeku se u tocki S.

Slika 2.3: Trokut ABC i opisana kruznica

Odredimo koordinate to¢aka D, E i F pomocu teorema |1.4.1, dobijemo D(g C),

2’2
(a+b ) (b c)
E LO0l1 Fl=, =
2 2°2

Uocavamo da je tockama E i S apscisa jednaka

a+b

Preostaje nam odrediti ordinatu tocke S pomocu presjeka simetrala stranica.
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Znamo jednadZbu pravca simetrale stranice AB, tj. jednadzba prvca S E glasi

a+b
2

X =
Odredimo sada jednadZbu simetrale stranice BC, tj. jednadZbu pravca S F pomocu teorema

Koeficijent smjera pravca S F odredit ¢emo pomocu teorema buduci da znamo
da su pravci BC i S F okomiti, a jednadzba pravca BC dobijemo pomocu teorema [[.4.2] tj.

—c
y:7(x—b).

Koeficijent smjera pravca BC je kpc = %C pa je onda koeficijent smjera pravca S F jednak

b
ksr = -
C

Poznata nam je toc¢ka F i ksr pa za jednadzbu pravca S F dobijemo
c b b
—_ = = —|lx—- - s
M T U
y = —x——+ .

Analogno odredimo jednadZbu simetrale stranice AC, tj. jednadZbu pravca S D. Prvo éemo
pronaci koeficijent smjera pravca S D pomocu jednadZbe pravca AC, a ona glasi

y=—=(x-a).
a

Koeficijent smjera pravca AC je ksc = < pa je onda koeficijent smjera pravca S D jednak
a

a
ksp = —.
C

Poznata nam je tocka D i kg p pa za jednadzbu pravca S D dobijemo

C _ a a
-5 = tl-3):
_ a Clz C
TS

Odredimo sada ordinatu tocke S jer znamo da se ona nalazi na simetralama stranica trokuta
te pronadimo sjeciSta simetrala stranica.
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Presjek pravaca SE1 S F:
_ b(a+b) b2+c
YT\ ) 2T
_ab+b* b <
Y = 2c _2_c+§’
_ab ¢
YTty
3 ab + c?
y = 2c

Uocavamo da je ordinata tocke S jednaka

+¢? i (a+b ab+cz)

e 27 2¢ )
a+b ab+c?
27 2

Provjerimo zadovoljava li tocka § ( ) jednadzbu pravca S D:

ab + ¢* g(a+b) @ ¢

YT T - \T2) 2 - 2’
_a*+ab-a* ¢
B 2c 2’
3 ab + ¢*
B 2¢c
+b ab+c?
Tocka § (a 7 a 5 ¢ zadovoljava jednadZzbu pravca S D te zakljuCujemo da je tocka
c
a+b ab+c*\ . . . .
S ) sjeciSte simetrala stranica trokuta.
c

Preostaje nam joS dokazati da je tocka S srediSte opisane kruznice zadanom trokutu, tj.
pokazati da vrijedi
ISA| =|SB|=1|SC]|.

Time ¢emo pokazati da je tocka S jednako udaljena od to¢aka A, Bi C, tj. da se tocke
A, B, C nalaze na kruznici sa srediStem u S 1 radijusa |S A|. Ta se kruZnica naziva opisana
kruZnica trokutu ABC.
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Pronadimo udaljenosti [SA|, |S B| 1 |S C| pomocu teorema [1.4.4

a+b\ ab + c?\’ (a—b) 2+ (ab + 2
= o3+ fo- 2 < e e
3 \/02C2+b2C2+a2b2+C4
B 4¢? ’
a+b\ ab + 2\’ (a-by? (ab+c2)
Bl = +[[b- 0- -
IS Bl \/( 2)+( 2c)\/4+4c2’
B \/a262+b2c2+a2b2+c4
B 42 ’
2 22 2 2 2 2
SC| = a+b +C_ab+c _ c?(a+b)” + (c? —ab)
2 2c 42 ’
B J&&+W@+Mﬁ+&
B 4¢2 '

Time smo dokazali da je

a’c? + b*c? + a?b? + ¢*
4¢2 ’

ISA| =|SB|=|SC| = \/

tj. da se radi o radijusu kruznice opisane zadanom trokutu te da je upravo tocka

S a+b ab+c?
2 7 2

) srediSte te kruZnice. O

2.4 SrediSte upisane kruznice

Kako bi mogli dokazati teorem o simetralama kutova trokuta koordinatnom metodom, mo-
ramo prvo definirati simetralu kuta.

Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva sukladna dijela.

Teorem 2.4.1. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta tocka naziva
se srediste upisane kruZnice trokuta.
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Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da se vrh A nalazi u ishodiStu koordi-
natnog sustava, tj. A (0,0). To¢ku B takoder smjestimo na x-os, tj. B(xg,0), a tocku C
smjestimo u koordinatni sustav tako da C (x¢, y¢).

Slika 2.4: Trokut ABC i upisana kruZnica

Prvo éemo odrediti jednadzbe pravaca AB, BC i AC pomocu teorema[[.4.2]

JednadZzba pravaca AB:
AB...y=0.

JednadZzba pravaca AC:

yex—xcy = 0.
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JednadZzba pravaca BC:
-0
y-0 = X (x — xp),
Xc — XB
y(xc—xp) = yc(x—xp),
yex + (xg = xc)y = yexg = 0.

Odredimo sada jednadzbu simetrale kuta «, tj. simetrale kuta para pravaca AB 1 AC pomocu
teorema [1.4.6k

M _ lycx — xcyl
I e
i)’cx — Xcy

[2 . 2
Xe e

Uvedimo oznaku m za m = /xZ. + yz te onda imamo

y = i}’cx - xcy’
m
my = £YcXF Xcy,
+ycx +y(Fxc—m) = 0.

Simetrala kuta « je graf rastuée funkcije pa od dva pravaca
yex+y(=xc—m) =01 —ycx+y(xc —m) =0,
biramo onog koji ima pozitivan koeficijent smjera pravca.

Koeficijenti smjera pravaca su

b= =2 ik = —2C

Xc+m Xc—m

te uoCavamo da je k; > 0. Dakle, simetrala kuta « je pravac

Sq oo YeX + YV (—=xc —m) = 0.
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JednadZzba simetrale kuta £, tj. simetrale kuta para pravaca AB 1 BC:

W _ ex+y(xp = xc) — yexsl

Vi \/Y% + (xp — xc)*

uvedimo oznaku r za r = \/y% + (xg — xc)* te onda imamo

2

_ +ch +y(xg— Xc) — ycXs
N r

y

b

Uocavamo da postoje dvije jednadzbe simetrale kuta izmedu para pravaca AB 1 BC te odre-
dimo koeficijente smjera obje jednadzbe.

Simetrala kuta S je graf padajuce funkcije te ona jednadZba pravca kojoj je koeficijent
smjera negativan je trazena jednadZba pravca.

JednadZba simetrale kuta sg; :

yex +y(xg— Xc) —ycxp = Yy,
yex+y@xp—xc—r)—ycxg = 0
te uocavamo da je k, = y—c'
r+ Xxc—Xp

JednadZba simetrale kuta sp, :

YeX +y(Xg—Xc) —ycxg = —yr,
yex+y(xp—xc+r)—ycxg = 0
te uoCavamo da je kg, = y—c'
Xc—Xp—7r

Ocito je kg, < 0, tako da simetrala kuta 3 je pravac

8B oo ycx+y(x3—xc+r)—ycx3 =0.

JednadZba simetrale kuta v, tj. simetrale kuta para pravaca AC i BC:

ex —xeyl _ bex+y (xg — xc) = ycxsl
42 2+ (s = x)?
lyex — xcyl _ lyex +y (xp — xc) — ycxsl
m r ’

rycX — rxcy + (mycx + ym (xg — x¢) — mycxg),
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uocavamo da postoje dvije jednadZbe simetrale kuta izmedu para pravaca AC 1 BC, odre-
dimo ih.

Jednadzba simetrale kuta s, :

rycX —rxcy = mycx+y(mxp—mxc)—mycxg,

0 = x(myc—ryc)+y(mxg—mxc+rxc) —mycxg.
JednadZba simetrale kuta s, :

—rycX +rxcy = mycx+y(mxg— mxc) — mycXxg,

0 = x(myc+ryc)+y(mxg—mxc—rxc) —mycxg.

Sada trebamo provjeriti koja od jednadZba s, i s, je traZena jednadzba simetrale kuta .

Uocavamo da su toCke A 1 B sa razliCitih strana simetrale kuta y pa uvrstimo tocke A 1
Bu Syl i Sy2.

Simetrala kuta s,;:
za tocku A (0, 0):
—mycxp <0,

za tocku B (xp, 0):
—rycxp < 0,

uoCavamo da su toCke A i B sa istih strana simetrale s, te simetrala s, nije traZena sime-
trala kuta.

Simetrala kuta s,,:
za tocku A (0, 0):
—mycxp <0,

za tocku B (x3, 0):
rycxg > 0,

uocavamo da su toCke A 1 B sa razliitih strana simetrale s,, te simetrala kuta y je pravac
Sy ... x(myc +ryc) +y(mxg —mxc — rxc) — mycxg = 0.
Pronadimo presjek simetrale kuta « i simetrale kuta S, tj. s, N sz = {U}:

yex+y(=xc—m) = 0, (2.1)
yex+y(xg—xc—r)—ycxg = 0. (2.2)
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Pomnozimo (2.1) sa —1 i zbrojimo sa (2.2) i dobijemo:

I
L

y(=xc—m—Xxp+Xxc—7r)+ycxs
YcXB
Xg+m+r

y

Dobili smo ordinatu tocke U, tj.

YcXB

v T
Y Xp+m+r

Sada odredimo apscisu tocke U:

Xc+m
Xy = Yu,
Yc
Xc+m YcXB

Yc Xgp+m+ r’
XB (.XC + m)
Xp+m+r
Sada znamo i apscisu tocke U, tj.

xp (xc +m)
Xy = ———=.
Xg+m+r
xg(xc+m)  ycxp
Xp+m+r xg+m+r

Provjerimo sada pripada li tocka U (

x(myc + ryc) +y(mxg — mxc — rxc) — mycxg =
xg (xc +m) YcXB
- (m}’C + ”yc) + ———— (mxp — mx¢c — rxc) — mycxp =
Xp+m+r Xg+m+r

(Xxc+m)(m+r)+ (mxg—mxc—rxc) —m(xg+m+r)

XcM + XcF + m? + mr + mXxg — mxc — rxc — mxg —m*> —mr =

0 =

simetrali kuta s,:

25
07
0/ (xp+m+r)
(xgyc)
0,
0’
0.

ZakljuCujemo da U € s,,, dakle simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki

U.

2.5 Eulerov pravac

O

Teorem 2.5.1. Srediste S opisane kruznice, teZiste T i ortocentar O svakog trokuta su
kolinearne tocke, tj. leZe na jednom pravcu kojeg nazivamo Eulerov pravac i pritom vrijedi

|TO|=2ITS]|.
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Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da se vrh A nalazi na x-osi, tj. A (a,0),
tocku B takoder smjestimo na x-os, tj. B (b, 0), a tocku C smjestimo na y-os, tj. C (0, ¢).

Slika 2.5: Trokut ABC i Eulerov pravac

Prema teoremu 2.1.T] teZiSte trokuta je tocka
T a+b c
3 73)°
Prema teoremu [2.2.T] ortocentar trokuta je tocka
—ab
0 (o, _) |
c
Sredistu S opisane kruZnice trokuta koordinate su dane u dokazu teorema [2.3.1]1 vrijedi

a+b ab+ c?
2 7 2¢ )
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Trebamo dokazati da tocke 7', O 1 S leZe na jednom pravcu.

Odredimo jednadzbu pravca OT i provjerimo zadovoljava li tocka S jednadZbu pravca
OT. Ukoliko tocka S zadovoljava jednadzbu pravca OT znamo da su to¢ke T, O i S koli-
nearne.

Odredimo jednadZbu pravca OT:

c ab

ab 3+

+= < (x-0),
Y+ “;b—o( )

c? + 3ab ab
x——.
c(a+b) c

Uvrstimo apscisu tocke S u jednadzbu pravca OT te dobivamo

c¢*+3ab a+b ab c*+3ab ab
cla+b) 2 ¢ 2 ¢
c®+ab
2c

a to je upravo ordinata tocke S .

Dakle, tocka S zadovoljava jednadzbu pravca OT 1 zakljuCujemo da se tocke T, O 1 S
nalaze na jednom pravcu.

Preostaje nam jos dokazati da vrijedi |TO| = 2|TS|. Odredimo udaljenost [T O|:

ITO| = N 2 L[(zeb ¢ " \/a2+2ab+b2 N 9a2b? + 6abc? + c*
B 3 c 3) 9 9.2 ’
) \ﬁ \/a2 t2ab 4 b2 4 2L F6abe +
9 c2 )
- 3 \/a2 4 2ab + p? 4 20 babet + &
3 c2 .
Slijedi da

9a?b? + 6abc? + ¢4
> )

31T0| = \/a2 +2ab + b* + (2.3)

C
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Odredimo sada udaljenost [T'S| :

TS| = a+b a+b2+ ab + c? 62_ a+b2+ 3ab + 2\
B 2 3 2c 37 6 6¢ ’
~ \/a2+2ab+b2+9a2b2+6abc2+c4
B 36 36¢2 ’
1 27,2 2 4
_ —-\/a2+2ab+b2+9ab + 6abc +c‘
6 c?
Slijedi da
92b2 6b2 4
6|TS| = \/a2+2ab+b2+ Ak (2.4)
C
Iz @3) i @A) slijedi da

2|ITS|=1TO|.



Poglavlje 3

Teoremi o trokutu

3.1 Teoremi o trokutu

Teorem 3.1.1. [I]] Neka je ABC trokut i neka je tocka D tocka na stranici BC. Tada
vrijedi
|ACP |BD| + |ABJ* |CD| = |BC| (|AD[" + |BD||CD).
Ovaj teorem naziva se Stewartov teorem u Cast Skotskom matematiCaru. Matthew
Stewart roden je 15. sije¢nja 1717. u Skotskoj, a umro je 23. sije¢nja 1785. takoder u
Skotskoj. U svom najpoznatijem djelu ,,Some General Theorems of Considerable Use in

the Higher Parts of Mathematics” Stewart proSiruje ideje Roberta Simsona i dokazuje te-
orem danas poznat pod nazivom Stewartov teorem.

Podaci o I. Stewartu preuzeti su iz izvora [12].

Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da se vrh B nalazi na x-osi, tj. B (b,0),
tocka C takoder na x-os, tj. C (c,0), a to¢ka A na y-os, tj. A (0, a).

To¢ka D nalazi se takoder na x-osi s obzirom da se nalazi na stranici BC te su njene koor-
dinate jednake D (d, 0).

29
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Y

we
W)
=
=
Oe
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Slika 3.1: Trokut ABC

Primjenom Pitagorinog teorema na pravokutni trokut AOC dobivamo

IJAC = |AOF + (ICD| - |DOI)*,
IAC? = |AOP +|CDP -2|CD||DO| +|DOf | -|BD|,
JACP? |BD| = |AOJ?|BD|+ |CDJ?|BD|-2|CD||DO||BD| + |DOJ? |BD)|.

Primjenom Pitagorinog teorema na pravokutni trokut AOC dobivamo

|ABJ*
|ABJ?

JAOF® + (IBD| + |DO))*,
|IAO* + |BD|? + 2|BD||DO| + |DOJ* /| - |CD]|,

IAB*|CD| = |AO)*|CD|+ |CD||BDf +2|CD||DO||BD| + |DO}* |CD|.

Nadalje, u pravokutnom trokutu AOD vrijedi
|IADI> = |AOF* + |DOP?

Zbrojimo sada (3.1) sa (3.2) i dobijemo

30

(3.1)

(3.2)

(3.3)

|IAC|? |BD|+|ABJ? |CD| = |AOJ* (|BD| + |CD|)+|CD| |BD| (ICD| + |BD|)+|DOJ* (|BD| + |CD)) .
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Uvrstimo 1i (3.3) u prethodnu jednakost dobivamo

|IAO* |BC| + |CD||BD||BC| + |DOJ* |BC|,
|BC| ( IAOP® + |CD||BD| + |DO} ) .

IAC| |BD| + |ABJ* |CD|

Opet uvrstimo (3.3) u prethodnu jednakost 1 dobijemo
|ACP |BD| + |ABJ’ |CD| = |BC|(|ADP + |BDJ|CD),

Sto je upravo tvrdnja teorema.
]

Teorem 3.1.2. [2] U ravnini je zadan trokut ABC i pravac p. DokaZite da je zbroj udalje-
nosti vrhova A, B, C od pravca p jednak zbroju udaljenosti polovista P, P,, P stranica
trokuta od pravca p.

A0,0) P, B =

Dokaz.
Slika 3.2: Trokut ABC i pravac p

Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da je tocka A u ishodistu koordinatnog sus-
tava,tj. A (0,0).
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Tocku B smjestimo na apscisnu os i ozna¢imo ju sa B(b,0), a tocku C oznaCimo sa
C(XC’ yC)

Oznaimo poloviite stranice AB sa P;, poloviste stranice BC sa P, i poloviste stranice
AC sa Ps.

Odaberemo proizvoljno pravac p.

Pravac p ima jednadzbu
y=kx+1, gdjesuk, [ eR.

Odredimo udaljenosti vrhova trokuta ABC do pravca p uz pomo¢ teorema|I.4.5]i dobijemo

||
d(A,p) = ,
VEk2 + 1

|bk + ||
d(B,p) = ,
VEkZ +1
kxc —vye +1
d(C,p):l c—Yc |'

VK2 + 1

Koordinate toc¢aka P, P,, P3 odredimo pomocu teorema I.4.1]i dobijemo

b Xc+b yc (xC )’C)
P _’0 ’P s TN 5P N A |
1(2 ) 2( 2 2) 272

Udaljenosti polovista trokuta ABC do pravca p su

o - 121
( bP) - \/]m’

dpap =
kK +1

, —
atppy = 2!

V2 +1

Sve su to¢ke A, B, C, Py, P,, P; u istoj poluravnini odredenoj s pravcem p pa su sve
apsolutne vrijednosti ili upravo jednake danim izrazima ili su suprotne.
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Zbroj udaljenosti vrhova trokuta ABC od pravca p je

L, bk+l kxe—ye+l
ViZ+1 Vi2+1 ViZ +1
-Gl + bk + kxc — yo) .

d(A,p)+d(B,p)+d(C,p)

1
V2 +1

Zbroj udaljenosti poloviSta stranica trokuta od pravca p je

kb ny kxc+kb—yc +1 kxc—=yc +1
2 2 2
AP +d(Pop)+d (Prp) = et — et e
1 3l+kb+k)CC+kb—yc+kXC—yc ’
[ 2

1
P (Bl + bk + kxc = yc) .

Uocavamo,

d(A,p)+d (B, p)+d (C, p) = d(Py, p)+d (P2, p)+d (P3, p) = “(31+ bk + kxc — yc)

1
VK2 +1

te je time nas teorem dokazan.
O

Teorem 3.1.3. [2l] U trokutu ABC noZista visina na suprotnim stranicama su A,, By, C;.
Srediste trokutu opisane kruznice je S, a duljina njenog polumjera je R. DokaZite da je

S_ALBlcl.

Dokaz. Postavimo koordinatni sustav tako da se stranica AB nalazi na x-osi, a vrh trokuta
C se nalazi na y-osi. Oznacimo vrhove trokuta sa A (a,0), B(b,0) 1 C (0, ¢).

Neka su A;, B, Cy noZista visina na suprotnim stranicama trokuta.
Oznacimo s O ortocentar trokuta ABC, a sa S srediSte opisane kruZnice.

Prema teoremu srediSte opisane kruZnice trokuta ABC je tocka

S a+b ab+ c?
2 7 2¢ |
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Slika 3.3: Trokut ABC i opisana kruznica

Odredimo koeficijent smjera pravca AS pomocu teorema[I.4.2]i dobijemo

ab+c? 2
ks = 2—2—():_(ab+c).
%—a c(a—D>b)

Uocavamo da je presjek visine iz vrha C i stranice AB zapravo ishodiste koordinatnog sus-
tava pa je tocka C; odredena sa C; (0, 0).

Tocka B je sjeciSte pravaca AC 1 BB, pa odredimo jednadZbe pravaca pomocu teorema
1.4.2

JednadZba pravca AC glasi
y=—(x=-a).
a
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Koeficijent smjera pravca AC je kac = —E, a buduci da su pravci AC 1 BB, okomiti, znamo
a
da je koeficijent smjera pravca BB jednak
a
kpp, = —
c
pa jednadZba pravca BB, glasi
a ab
y=-x-—.
c c

Odredimo koordinate to¢ke By, tj. AC N BB, = {B}

c a ab
——X+c = —-x-——,
a c c
a ¢ ab
—+—|x = c+—,
c a c
a* + c? ¢ +ab
X = ,
ac c
a(02+ab)
X =
a +c?

Ordinata tocke B jednaka je

c a(c2+ab) . ac(a - b)

y=—- =
a a+c? a+c?’

tj. tocka By odredena je sa

2
a(c +ab) ac(a —b)
at+c* 7 oat+¢?

B,

Odredimo sada koeficijent smjer pravca B;C,

ac(a—b) _ 0 _ C(Cl _ b)

a+c?

a(c2+ab) ~0 N 2yab’

a’+c?

kBlcl -

Uocavamo da su koeficijenti smjera pravaca AS i B;C; medusobno reciprocni i suprotnog
predznaka pa zakljuCujemo da su pravci AS 1 B;C, okomiti, tj. da vrijedi SA L B|C; 1
time je dokazana naSa tvrdnja.

O

Teorem 3.1.4. TeZistem trokuta ABC povucen je pravac p koji ne sadrZi niti jedan vrh
trokuta. DokaZite da je zbroj udaljenosti dvaju vrhova koji se nalaze s iste strane pravca
Jjednak udaljenosti treceg vrha od pravca.
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Dokaz. Smjestimo trokut u koordinatni sustav tako da je tocka A u ishodiStu koordinatnog
sustava,tj. A (0, 0).

Tocku B smjestimo na apscisnu os i ozna¢imo ju sa B(b,0), a tocku C oznaCimo sa
C (xc, ye)-

Neka je tocka T teZiSte trokuta ABC.

Odaberemo proizvoljno pravac p koji prolazi tockom 7.

Slika 3.4: Trokut ABC i pravac p

Prema teoremu [2.1.1] teZiste trokuta je tocka T

b+XC Yc
T —1.

Neka je k € R, a pravacu p koji prolazi tockom 7' odredimo jednadZbu pravca pomocu
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teorema|l.4.3|1 dobijemo

Ye k(x—b+xc),

<
|
Il

3 3
- bk -k
y = kx+ Ye— R~ Mc e P-
3
Odredimo udaljenosti vrhova trokuta ABC do pravca p uz pomo¢ teorema|l.4.5|1 dobijemo
— bk -k
dA,p) = lyc XC|,
VOk? +9
d(B.p) |3bk + yc — bk — kxc|  |yc + 2bk — kxc|
s p = =
VOk? +9 VOk? +9
d(C ) |3kXC - 3yc +Yc — bk — kXC| |—2yc — bk + 2kXC|
D) p = = D)
VOk? +9 VOk? +9

Tocke A 1 C su u istoj poluravnini odredenoj s pravcem p pa su apsolutne vrijednosti ili
upravo jednake ili suprotne danim izrazima toCaka A1 C.

Bez smanjenja opcCenitosti odabrat éemo
yc — bk — kxc
V92 +9
—2yc — bk + 2kxc
Vo2 +9

Tocka B je u suprotnoj poluravni odredenoj s pravcem p od poluravnine u kojoj se nalaze
tocke A i1 C pa je onda apsolutna vrijednost danog izraza za tocku B suprotna apsolutnoj
vrijednosti izraza to¢aka A 1 C, tj.

d(A, p)

dC,p) =

—yYc — 2bk + kxc
VorZ+9

Odredimo zbroj udaljenosti od vrhova A i C trokuta do teZiSta T’
yc — bk — kx¢ N —2y¢ — bk + 2kx¢

d(B,p) =

d(A,p)+d(C,p)

Vok2 + 9 VokZ +9
_ Yc— 2bk + kxc
Vorz+9

Uocavamo,
d(A,p)+d(C,p)=d(B,p),

a time je dokaz zavrSen.
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3.2 Zadaci s natjecanja

U ovom odlomku ¢emo prikazati zadatke koji su se pojavljivali na natjecanjima, a mogu se
rijesiti ili dokazati koordinatnom metodom.

Zadaci su preuzeti iz literature koja je navedena, dok je dokaz za teorem [3.2.2] prvi put
napravljen u ovom radu pomocu koordinatne metode, a dokazi koordinatnom metodom za
primjer [3.2.1]i teorem [3.2.3| napravljeni su u navedenoj literaturi.

Prvo ¢emo pokazati primjer za treci razred srednje Skole koji se pojavio na Zupanijskom
natjecanju Skolske godine 1994./95.

Primjer 3.2.1. [3] Dan je pravokumni trokut ABC. Tocka D je poloviste hipotenuze AB, F
je poloviste stranice AC, E je poloviste od CFi G je poloviste od FA.
PO

Duzina CD sijece BE, BF i BG redom u tockama P, Qi R. Koliki je omjer _| OR| ?

RjeSenje primjera:

Slika 3.5: Pravokutni trokut ABC s pravim kutom u vrhu C
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Smjestimo pravokutni trokut ABC u koordinatni sustav tako da vrh C bude u ishodiStu,
tj. C(0,0).

Stranicu AC smjestimo na apscisu i vth A oznacimo sa A (b,0), a stranicu BC na ordi-
natu i tocku B oznac¢imo sa B (0, a).

Koordinate polovista D, E, F i G odredimo pomocu teorema i dobivamo tocke

b a b b 3b
o(55)-#la0) #(3o)- of30)

Odredimo sada jednadZzbe pravaca CD, BE, BF i BG pomocu teorema|l.4.2}

CD..y = Ex,
BE ..y = —%x +a,
BF ...y = —%x +a,
BG ..y = —:—Zx +a.
Tocku P odredit ¢emo pomocu presjeka pravaca CD i BE, tj. {P} = CD N BE:
a 4a
Y = ¥ + a,
G+ ) = a
b b ’
b
x =
a ordinata tocke P glasi
~a b _a
Y7555

b a
4. i to¢ku P| =, = .
j. imamo to¢ku (5 5)

Tocku Q odredit cemo pomocu presjeka pravaca CD i BF, tj. {Q} = CD N BF:

a 2a N
-Xx = ——Xx+a
b b ’

3a

—x = a,

b
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a ordinata toc¢ke Q glasi

SR
w| S

b
tj. imamo tocku Q (5, g)

Preostaje nam jos odrediti tocku R pomocu presjeka pravaca CD i1 BG, tj. {R} = CD N BG:

a 4a N
T
3a + 4a 3
w ) T
3b
X = —,
7
a ordinata tocke R glasi
_a 3b_a
R T

3b a
tj. 1 tocku R|—, =|.
j. imamo toCku (7 7)

Odredimo udaljenosti |[PQ| i |QR| kako bi mogli izracunat traZeni omjer.

POl = \/(g’ - 2)2 (-9 - \/(%)2 (@) = N
ORI = \/@ - g)z H(2-9) - \/(%)2 (@)= ZNE B

Trazeni omjer jednak je
POl 7

IORl 5
time je na$ primjer rijeSen do kraja.

Sada ¢emo dokazati teorem koji se pojavio na Zupanijskom natjecanju Skolske godine
2002./2003. za osmi razred osnovne skole.

Teorem 3.2.2. [4] U pravokutnom trokut ABC na katetama AC i BC dane su redom tocke
M i N. DokaZi da vrijedi

IAN)> + |BM|* = IMN|* + |ABJ*.



POGLAVLIJE 3. TEOREMI O TROKUTU 41

Dokaz. Smjestimo pravokutni trokut ABC u koordinatni sustav tako da vrh C bude u is-
hodistu, j. C (0, 0).

Stranicu AC smjestimo na apscisnu os i vth A oznac¢imo sa A (a,0), a stranicu BC na
ordinatnu os i tocku B oznacimo sa B (0, b).

Odredimo totke M i N na stranicama AC i BC i ozna¢imo ih sa M (m,0) i N (0, n).

A
i

|

C(0,0) M A Y

Slika 3.6: Pravokutni trokut ABC s pravim kutom u vrhu C

Pomocu Pitagorinog teorema za pravokutan trokut ANC odredimo |[AN|:

JAN? JACF* + INCJ*,
IAN? = &*+n® (3.4)

Sada analogno pomocu Pitagorinog teorema za pravokutan trokut BMC odredimo |[BM|:

|BCI* + |CM[*,
b* + m? (3.5)

|BM|*
|BM|*
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Zbrojimo (3.4) 1 (3.5) te dobijemo

a> +n® + b* +m?,
(a2 + bz) + (n2 + mz) ,

IAN|> + |BM|?

a primjenom Pitagorinog teorema na trokute ABC i MNC uo€avamo da
|AB]* = a* + b* i
IMN|? = m? + n®
te zakljuCujemo
AN + |BMP” = (® + b*) + (n® + m?) = |AB[" + MNP,
a time je tvrdnja i dokazana. O

Sada ¢emo dokazati teorem koji se pojavio na op¢inskom natjecanju Skolske godine
2000./2001. za trec¢i razred srednje Skole.

Teorem 3.2.3. /5] U ravnini su dane dvije razlicite tocke A i B. DokaZite da se skup tocaka
M, takvih da je
IMAP® - [MBP| = kP (AMAB),

gdje je k > 0 dana konstanta i P(AMAB) povrsina trokuta MAB, sastoji od dva pravca.

Dokaz. Smjestimo pravokutni trokut ABC u koordinatni sustav tako da vrh A bude u is-
hodistu, tj. A (0,0).

Stranicu AB smjestimo na apscisu i vrh B ozna¢imo sa B (a, 0) tako da je a > 0.
Tocku M odredimo proizvoljno i oznacimo ju sa M (x, y).

Uocavamo da je ordinata tocke M jednaka duljini visine v, spustenoj iz vrha M na stranicu
AB pa mozemo odrediti povrSinu trokuta ABM:

1 1
P(AMAB):§~a-vm:§-a~|y|.
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V m

Slika 3.7: Trokut ABM

Odrdimo sada udaljenosti |MA]|, |MB| pomocu teorema [[.4.4]i dobijemo
IMA| = /x> +y?,

|MB| \(x—a) +y2

Uvrstimo dobivene udaljenosti u ||MA|2 - |MB|2| i dobijemo

||MA|2 - |MB|2| |x2 + y2 — x>+ 2xa - d* —y2| ,

|2xa—a2| =al2x—al.

[z uvjeta teorema slijedi

IMAP ~MBF| = al2x—al= 5 a-ly.

k- Iyl
2

te sada prethodnu jednakost razdvojimo na 2 slucaja:

2x—al =

43
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1. slucaj:
ky
2x—a = —,
X—a 5
4 2a
oS s
2. slucaj:
ky>
2x—a = ——,
X—a >
4 2a
A

Uocavamo da smo dobili jednadzbe dvaju pravea y; = $x— 24 iy, = —2x + 2.
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Teoremi o Cetverokutu

Teorem 4.0.1. Zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma jednak je zbroju kvadrata
duljina stranica paralelograma.

Ovu tvrdnju nazivamo Eulerova relacija.

Dokaz.
Slika 4.1: Paralelogram ABCD

Smjestimo paralelogram ABCD u koordinatni sustav tako da vrh A bude u ishodistu, tj.
A (0,0), a stranicu AB smjestimo na apscisnu os i to¢ku B oznacimo sa B (b, 0).

45
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Neka je tocka D oznacena sa D (xp,yp), a znamo da je ordinata toc¢ke D jednaka ordi-
nati toCke C pa piSemo yp = yc. Tocki C znamo da je apscisa jednaka xc = xp + b pa
mozemo toCku C oznaciti sa C (xp + b, yp).

Prvo éemo odrediti duljine dijagonala AC, BD paralelograma ABCD:

AC| = [(xp +D)* +y3,
IBD| = +[(xp—b) +)>.

Odredimo sada zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma, tj. |AC|* + |BD|* pomoéu
prethodno dobivenih duljina dijagonala paralelograma:

|IAC|* + |BDJ?

(xp + b)* +y% + (xp — b)* + y3,
= x5 +2bxp + b* + 2y + x5 — 2bxp + b7,
= x5, + 2y +2b%.

S obzirom da je Cetverokut ABC D paralelogram znamo da vrijedi
|AB| =|CD| 1 |BC| = |AD].

Pronadimo duljine stranica paralelograma, tj. duljine stranica AB, BC pomodu teorema

.42

IAB| = Vb2 = +b,
BDI = \J(xp+b-b)+y} = b+

Odredimo zbroj kvadrata duljina stranica paralelograma, tj.
AB]® + |BC + |CDP* + |ADP* = 2(JABJ” + |BCT).
uz pomo¢ prethodno dobivenik duljina stranica paralelograma i dobivamo
2(|ABP + |BCP) = x3, + 2y}, + 2.
Uocavamo da vrijedi
IACP + |BD* = 2(|ABJ” + |BCI") = xj, + 2y}, + 257

te je time dokazana tvrdnja teorema. m|
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Primjer 4.0.2. [2|] Za paralelogram vrijedi Eulerova relacija,
(i) izrazite duljine teZisnica trokuta u funkciji duljina stranica trokuta,

(ii) dokaZite da je zbroj kvadrata duljina teZisnica trokuta jednak % zbroja kvadrata duljina

stranica trokuta.

RjeSenje primjera:

(i) Smjestimo trokut ABC u koordinatni sustav tako da vrh B bude u ishodistu, tj. B (0, 0).

Stranicu BC smjestimo na apscisnu os i to¢ku B oznac¢imo sa B (b, 0), a to¢ku A ozna¢imo

sa A (xa,ya).

Slika 4.2: Trokut ABC sa teZiSnicama
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Neka je to¢ka D poloviste stranice BC, totka F poloviste stranice AC i to¢ka H po-
loviste stranice AB.

Duljinu teZiSnice AD oznaclimo sa t4, duljinu teziSnice BF oznacimo sa tg i duljinu teziSnice
CH oznac¢imo sa t¢.

Tezisnicu AD produljimo preko tocke D do tocke E za njenu duljinu z,. Tada je Eetverokut
ABEC paralelogram i na njega primjenimo Eulerovu relaciju i dobijemo:

IAEP + |BC|? = 2(|AC|2 + |AB|2),

pri ¢emu znamo da je
|AE| = 2|AD| = t4

pa onda imamo

(2t,)° +|BCP = 2(JACF +|AB),

\/; \/2 (IACP + 4B - |BCP,

1 2 2 2
E\/2 JACI® + 2|ABI* - |BCP.

A

A

Analogno sada izrazimo t5 tako da produljimo sada preko F teZi$nicu BF za njenu duljinu
tp do tocke G. Tada je Cetverokut ABCG paralelogram 1 na njega primjenimo Eulerovu
relaciju i dobijemo:

IBG +|ACP = 2(|BCP +|ABP’),

pri ¢emu znamo da je
|IBG| = 2|BF| =tg

pa onda imamo

1
tp= 3 \/2 |BC|* + 2 |AB* — |AC)%.

Tezisnicu CH produljimu preko H do J za njenu duljinu #-. Tada je &etverokut AJBC
paralelogram 1 na njega primjenimo Eulerovu relaciju i dobijemo:

ICJP +|BA]* =2 (|BC|2 n |AC|2),

pri ¢emu znamo da je
|ICJ| =2|CH| = t¢

pa onda imamo

1
e =5 \/2 |BC|” + 2|AC)> - |ABJ>.
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Time su izraZene sve duljine teZiSnica trokuta u funkciji duljina stranica trokuta, tj. doka-
zana je tvrdnja (i).

(i)
Dokaz. S obzirom da znamo iz (i)
1
th =5 \/2 JACP* + 2|ABJ* - |BCT, 4.1)
2
1
tg = = \/2 IBC* + 2|AB* - |ACT, (4.2)
2
tc = % \/2 |IBC|* + 2|ACJ* - |ABP, 4.3)

zbrojimo @.1) i #.2) i (¢.3) i dobijemo

4(6+ 5 +12) = 3(IBCP +I|ACP +AB),

Al W

6+t +1e = < (IBCP +|ACP +|AB),
a time je dokazana tvrdnja (ii).
]

Teorem 4.0.3. [2] U ravnini je zadan paralelogram ABCD i pravac p koji nema za-
jednickih tocaka s paralelogramom. DokaZite da je zbroj udaljenosti tocaka A i C od
pravca p jednak zbroju udaljenosti tocaka B i D od pravca p.

Dokaz. Smjestimo paralelogram ABCD u koordinatni sustav tako da vrh A bude u is-
hodistu, tj. A (0, 0), a stranicu AB smjestimo na apscisnu os i tocku B oznac¢imo sa B (b, 0).

Neka je tocka D oznacena sa D (xp,yp), a znamo da je ordinata tocke D jednaka ordi-
nati tocke C pa piSemo yp = yc. Tocki C znamo da je apscisa jednaka xc = xp + b pa

moZemo tocku C oznaciti sa C (xp + b, yp).

Pravac p odredimo proizvoljno u koordinatnom sustavu tako da paralelogram ABCD i
pravac p nemaju zajednickih toCaka.

Neka je Ax + By + ¢ = 0 jednadzba pravca p.



POGLAVLIJE 4. TEOREMI O CETVEROKUTU 50

Slika 4.3: Paralelogram ABCD i pravac p

Odredimo udaljenosti vrhova paralelograma do pravca p uz pomo¢ teorema[1.4.5

Tada je udaljenost tocke A (0, 0) do prvaca p jednaka

IC]
dA,p) = ——.
VA? + B?
Udaljenost tocke B (b, 0) do prvaca p jednaka je
Ab + C
dB,p) =22
VA? + B?

Udaljenost tocke C (xp + b, yp) do pravca p jednaka je

|A (xp + byp) + C|
VA? + B?

Udaljenost tocke D (xp, yp) do pravca p jednaka je

d(C,p)=

|AXD + ByD + Cl

R Ny
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Sve su tocke A, B, C, D u istoj poluravnini odredenoj s pravcem p pa su sve apsolutne
vrijednosti ili upravo jednake danim izrazima ili su suprotne.

U oba slucaja dobivamo

|Axp + Ab + Byp + 2C|
VA? + B?

te je time tvrdnja teorema dokazana. O

d(A,p)+d(C,p)=d(B,p)+d(D,p) =

Teorem 4.0.4. [2|] Zadan je paralelogram ABCD i tri usporedna pravca vrhovima B, C i
D te pravac m vrhom A koji usporedne pravce sijece u tockama By, C|, D,. DokaZite da
vrijedi

|CC\| = |BBi| + |DDyl,

ako m i paralelogram nemaju drugih tocaka zajednickih osim A.

Dokaz.
A
Yy
m
D C
A
C
D2 L S
A(0,0) B rr
1
/ B,

Slika 4.4: Paralelogram ABCD i pravac m
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Smjestimo paralelogram ABCD u koordinatni sustav tako da vrh A bude u ishodistu, tj.
A (0,0), a stranicu AB smjestimo na apscisnu os i to¢ku B oznacimo sa B (b, 0).

Neka je tocka D oznacena sa D (xp,yp), a znamo da je ordinata tocke D jednaka ordi-
nati toCke C pa piSemo yp = yc. Tocki C znamo da je apscisa jednaka xc = xp + b pa
moZemo tocku C oznaciti sa C (xp + b, yp).

Tri paralelna pravca koji prolaze vrhovima B, C i D ozna¢imo redom sa py, ps, ps.

Oznacimo pravac m koji prolazi kroz vrh A proizvoljno, te to¢ke By, Cy, Dy sa By (xp,,Vs,),
Ci (x¢,»yc,)> Dy (xp,,yp,) kao sjeciSta usporednih pravaca p;, p,, p3 sa pravcem m.

Odredimo jednadZbu pravca m kroz tocku A i koeficijent smjera a € R\{0} pomocu teorema
.4.3l

m...y = ax.

Sada ¢emo odrediti jednadZbe pravaca py, p,, p3 ako je koeficijent smjera jednak k € R\{0}.
Bez smanjenja opcenitosti uzet ¢emo da je k > 0.

Pravac p; prolazi tockom B pa njegova jednadZba pravca glasi
y=kx—kb ... p;.
Pravac p, prolazi tockom C pa njegova jednadzba pravca glasi

y=yp = k(x-xp-b),
y = kx—kxp—kb+yp... p,.

Pravac p; prolazi tockom D pa njegova jednadZzba pravca glasi

Y =YD k(x—xp),
y = kx—kxp+yp.. ps.

Nadalje, odredimo koordinate tocaka By, Cy, D;.

Presjek pravaca p; i m daje koordinate to¢ke By, tj. p; N m = {B;} pa imamo

kxg, —kb = axg,,

bk

Xp, =

Ordinata tocke B; jednaka je
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bk bk
pa je time odredena to¢ka By = [ ——, il .
k—a k—-a

Presjek pravaca p, 1 m daje koordinate tocke Cy, tj. p, N m = {C,} pa imamo
kxc, —kxp —kb+yp = axc,,

kXD + kb — Yp

k—a

)CCl =

Ordinata tocke C; jednaka je

_a(kxp + kb — yp)
B k—a

Yc,

kxp + kb — kxp + kb —
pa je time odredena toc¢ka Cy = D k yD, a (kxp k Yo) .
—a —a

Presjek pravaca p; 1 m daje koordinate to¢ke Dy, tj. p3 " m = {D;} pa imamo

kxp, —kxp +yp

ClXDl,
kxp —yp
k—a

Xp, =

Ordinata tocke D jednaka je

_4a (kxp — yp)
k—a
kxp — kxp —
pa je time odredena to¢ka D, = D yD, a(kxp = yp) .
k—a k—a

YD,

Odredimo sada udaljenost od to¢ke B do tocke B pomocu teorema[I.4.4]

2 2 5 2
d(B,B)) = \/(kk_ba - b) + (ka[_)ka) _ \/(ka_ba) +( abk ) .

k—a
Udaljenost od tocke D do tocke D; odredena je sa

\/(kxD - v )2 (akxD —ayp )2
g P +\———— -yl
—a

d(D,Dy)

k—a

(CIXD - Vb )2 N akxp — kyp :
k—a k—a '

53
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Odredimo sada d (B, By) + d (D, Dy):
ab 2+ abk 2+ (axD—yD)2+ akxp — kyp 2
k—a k—a k—a k—a ’
1
1/(/{ )2- Va2b? + a’b*k?,
—-a
1 2,2 2 4 272,2 2 2,2
*—ay . \/a Xy, —2axpyp+yp+a‘k*xp,—2ak*xpyp+k*yy,
1

= - Ja2b? (1 + k2

1
|k — al
1

- (Iabl- T4+ (a2 + 33— 2axpyp - \/1+k2),

1
- k_a(—ab- 1+ k2 + +f(axp — yp)* - Vl+k2),

_ —axD—ab+yD. e
k—a ’

d(B,B,)+d(D,D,)

+

@2 (14 42) 433 (1 +K2) = 2axpyp (1 + 42,

tj. dobili smo
axp —ab + yp

k—a
Odredimo sada udaljenost od to¢ke C do tocke C,

kxp + bk — 2 (ak bk — 2
d(C,Cy) = Bp ¥ Ok = Vo yD—xD—b + dxpra ayD—)’D ,
k—a k—a

axp —yp +ab 2+ akxp + abk — kyp 2
k—a k—a ’

\/(axD —yp + ab)? N K2 (axp + ab — yp)*

d(B,B)) +d(D,D,) = — 1+ k2.

(k- a)® (k — a)’ ’
_ 2
_|(axp +ab 2}’1)) 1+ 1),
(k - a)
= Cl.X'DZﬂ . \/1 + kZ’
—d

—axp —ab + yp

1+ k2,
k—a

54
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tj. dobili smo
axp —ab + yp

1+ k2.
k—a

d(C,C)) = —

Uocavamo
|CCi| = |BB:| + |DDy]|,

a time je naSa tvrdnja dokazana.
O

Teorem 4.0.5. [2|] DokaZite da je zbroj udaljenosti vrhova paralelograma ABCD od nekog
pravca p jednak cetverostrukoj udaljenosti sjecista spojnica polovista nasuprotnih stranica
paralelograma od istog pravca p.

Dokaz. Smjestimo paralelogram ABCD u koordinatni sustav tako da vrh A bude u is-
hodistu, tj. A (0, 0), a stranicu AB smjestimo na apscisnu os i tocku B oznac¢imo sa B (b, 0).

Neka je tocka D oznacena sa D (xp,yp), a znamo da je ordinata tocke D jednaka ordi-
nati tocke C pa piSemo yp = yc. Tocki C znamo da je apscisa jednaka xc = xp + b pa
mozZemo tocku C oznaciti sa C (xp + b, yp). Ozna¢imo pravac p proizvoljno.

D P3 c
F)
4 P2
s
A(0,0) P, B -

Slika 4.5: Paralelogram ABCD i pravac p




POGLAVLIJE 4. TEOREMI O CETVEROKUTU 56

Neka je tockaP, poloviste stranice AB, toCka P, poloviste stranice BC, totka P; poloviste
stranice CD i tocka P, poloviste stranice AD. Sa S oznacimo sjeciSte spojnica P1 P31 P,P,.

JednadZzba pravca p je
y=kx+1[, gdjejek,l€R.

Odredimo sada koordinate toc¢aka Py, P,, P31 P4 pomocu teoremal|l.4.1/1 dobijemo

b xp+2b yp
P/|=,0], P —
1(2’ )’ 2( 2 b 2)’

2xp+ b XD yD)
P Pi|—,=).
3 ( 2 ) yD) ) 4 ( 2 ’ 2
Tocku § odredit ¢emo tako da pronademo presjek pravaca P P31 P, Py.

JednadZbu pravca P, P; odredimo pomocu teorema i dobijemo

_ YD b
y - 0 - 2XD+b__ Q (-x - E) s

2 2
b
y = y—Dx—ﬂ P1P3.
XD 2XD
Jednadzba pravca P, P, glasi
Yp
=— ... PP
7 20

YD Yp byp
— X

2 XD ZXD’
xp+b
Xs = ,
> 2
a ordinata to¢ke S jednaka je
Vs = %,
+b
tj. tocka S je odredena sa S (x1)2 , %)

Udaljenost tocke S do pravca P odredimo pomocu teorema [1.4.5|1 dobijemo

kXD+hk _ )b |
== -2+

Vi2 + 1
|kXD + kb — Yp + 2l|

2VkZ+ 1

d(s,p)
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Analogno izréunajmo udaljenosti od vrhova paralelograma do pravca p:

d(A,p) = ,
K+1
|bk + ||
dB,p) = ,
VK2 +1
k bk — /
d(C,p) = lkxp + Yp t |’
V2 +1
lkxp — yp + I
dD,p) = ————.
VEk2 +1

Odredimo sada zbroj udaljenosti vrhova paralelograma do pravca p i ozna¢imo ju sa D:

d = d(A,p)+d(B,p)+d(C,p)+d(D,p),
_ l + bk +1 +kXD+bk—yD+l+k.XD—yD+l
Vierl Vie+1 Vi + 1 Vig+1l
1
= m-(l+bk+l+kxD+bk—yD+l+kxD—yD+l),
1
= - (2kxp + 2bk — 2yp + 41),
kK +1
2

= - (kxp + bk —yp + 2I).
K+ 1

Uocavamo da je

2d(S, p)

b

d(S,p),

SN IESW

QU
Il
TN

tj. da vrijedi
d(A,p)+d(B,p)+d(C,p)+d(D,p)=4d(S,p),

Sto je zapravo nasa tvrdnja teorema i time je dokaz zavrSen.



Poglavlje 5

Svojstva krivulja drugog reda

5.1 Elipsa

U ovom odlomku dokazivat ¢emo svojstva elipse koordinatnom metodom pa ¢emo prvo
definirati elipsu.

Definicija 5.1.1. Neka su F,, F> dvije ¢vrste tocke ravnine nia € R*, a > % |F\F>|. Skup
svih tocaka ravnine n za koje je zbroj udaljenosti do tocaka F, i F, jednak 2a nazivamo
elipsa s fokusima (Zaristima) F\ i F, i duljinom velike poluosi a.

Teorem 5.1.2. NoZiste okomica spustenih iz oba Zarista elipse na tangentu elipse leZe na
kruznici k sa sredistem O i radijusom a, tj. k (O, a). Tu kruZnicu nazivamo glavna kruZnica
elipse.

Dokaz. S obzirom da znamo definiciju elipse, smjestimo elipsu u koordinatni sustav
tako da je tocka O (0, 0) ishodiSte elipse.

Koordinate fokusa neka su F (—e,0) i F (e, 0), a tocku elipse ozna¢imo sa T (xy, o).

Odredimo jednadzbu tangente ¢ na elipsu u tocki T (x, yo):

XXo  YYo 272
? + ﬁ 1/ -a‘b s
b*xxy + azyyo = a’b’,
b2X0 b2
y = ——5—x+—.
azyo Yo

58
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JednadZzba tangente na elipsu u tocki 7" glasi

b2X0 b2
r..y= —2—x+ —,
a=yo Yo

ukoliko je zadovoljen uvjet b*x3 + a’yg = a*b* tada tocka T pripada elipsi.

Odredimo sada jednadZbu okomice n na tangentu ¢ koji prolazi fokusom F;(—e,0) uz

pomo¢ teorema [[.4.3]i teorema[[.4.7}

2

_ado
n...y—bz—xo(x+e).

Slika 5.1: Elipsa i glavna kruznica elipse

Odredimo sada presjek okomice n sa tangentom z, tj. odredimo tocku N

a*yo ea’y, 3 b*xo b?

b%x b%xy - 02)’0 Yo
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(a2y0 s b2x0) _ b*  ea’y,
az)’o

b2X0 Yo b2X0 ’
a*yl +b'x} b*xo — ea’y;
a2b2x0y0 b2x0y0

iz Cega slijedi da je apscisa toCke N jednaka

a’ (b4x0 - ea2y8)

a*yl + bx}

XN =

IzraCunajmo sada ordinatu tocke N. Prvo ¢emo odrediti xy + e:

a’ (b“xo - eazyg) +e (a“yé + b4x(2))
Xy +e = s
a*y + b*x]
4 (2
a’bxg + eb*xl b xo (Cl + €X0)

44,2 442 44,2 4,2
a*yy + b*x; a*yy + b*x;

Uvrstimo sada xy + e u jednadZzbu pravca n:

a2y0 a2yo b*xo (a2 + exo)
= — (x+e)= .
W= e, YT a*y + b

a’*b*y, (a2 + exo)

a*yl + b*x}

Ordinata tocke N jednaka je
a’*b*y, (a2 + exo)

IN =
a*y: +b*x}

Preostaje nam dokazati da je d (N, O) = a.

Odredimo sada x% + y% uz prethodno dobivene koordinate tocke N:

a* (b4x0 - eazy(z))2 a4b4y§ (a2 + ex0)2

22
W (a“y% + b“x(z))2 (a“y% + b“x(z))2

4[p8,2 4 2.2 4 2, 44 o pd 2 4 2 2.2
a [b O—beoeay0+eay0+byo(a +2aex0+exo)]

(a4y(2) + b“xé)2

b

60



POGLAVLIJE 5. SVOJSTVA KRIVULJA DRUGOG REDA

., at [ng(z) + e2atyy + a'b'yl + b4e2x(2)y3]
.xN + yN = D) 5
(a“yé + b4x(2))
Sada uvrstimo e*> = a*> — b? u prethodnu jednakost

4

a
Xy Yy = S [ng(z) + (a2 - bz) a‘ys +a'b*y: + b* (a2 - bz) x(z)y%] ,
(a4y0 + b4x0)

4

- m [655 + ¥ - abPyl + abiyg + a?bigyg - By
a*ys + b*x;

Iz uvjeta b>x3 + a*yg = a*b* uvrstimo b*x; = a’b* — a*y; u prethodnu jednakost

4

Xty = m B (@07 — ay) + ayi — a*byE| +
4
o R R ) (e )
a4

ey P ) et
0 0

a4

Ty 1YY =) PG =)
azy + X0

4

a
NI = o |@D* — O] + Yy~ a'By + a'b
(a4y(2) + b4x§)
4
a
(a4y0 + b4x0)
a

] m |ab® — 2a%b%y5 + 2a* by + ay) - 2a*By) + b
a*ys + b x;

a4

) (a2 + i) @ [0+ 55 (2070~ 26°) + 5 (a + b* — 24075 |
0 0

a6

= m [a*3 + @b - b33
a yO xO
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2

Iz uvjeta b>x3 + a*yg = a*b* uvrstimo a’b* — a*y§ = b*x; u prethodnu jednakost

2 2 _ a® 4.2 b422_ 2

(a4y(2) + b4x(2))

Dakle, dobili smo da je x3, + v = a*, tj. d (N, 0) = a.
O

Teorem 5.1.3. Tocka koja je simetricna jednom Zaristu elipse s obzirom na tangentu elipse
naziva se suprotiste tog Zarista s obzirom na tu tangentu. Skup suprotista jednog Zarista
s obzirom na sve tangente elipse je kruZnica sa sredostem u drugom Zaristu elipse i polu-
mjera jednakog duljini glavne osi elipse. Ta se kruZnica naziva kruZnica suprotista pri-
padnog Zarista.

Dokaz.
Slika 5.2: Elipsa i kruZnica suprotista
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Po definiciji [5.2.1] elipse, smjestimo elipsu u koordinatni sustav tako da su koordinate
fokusa Fy (—e,0) i F; (e, 0), a tocku elipse ozna¢imo sa T (x, y).

Neka je pravac ¢ tangenta na elipsu u tocki 7', a tocka S simetricna toc¢ki F; s obzirom
na tangentu 7.

Dovoljno je dokazati da za svaki izbor tangente ¢ zadane elipse vrijedi d (S, F;) = 2a.
U teoremu [5.1.2] smo pronasli koordinate tocke N.

Tocka S se dobiva iz Cinjenice da je N poloviSte duzine F';S, tj. koordinate tocke S su:
Xs =2xy +eiys =2yp.
Pomocu Pitagorinog teorema odredimo

d(S,Fy’ = (xs—e)+(ys =00,
= 4x12\,+4y12\,=4a2,

tj. dobili smo
d(S, F,) =2a,

¢ime je teorem dokazan.

5.2 Hiperbola

U ovom odlomku dokazivat ¢emo svojstva hiperbole koordinathom metodom pa ¢emo prvo
definirati hiperbolu.

Definicija 5.2.1. Neka su F,, F, dvije ¢vrste tocke ravnine i a € R*, a < % |F\F3|. Skup
svih tocaka ravnine m za koje je razlika udaljenosti do tocaka F, i F, jednak 2a nazivamo
hiperbola s fokusima (Zaristima) F i F, i duljinom velike poluosi a.

Teorem 5.2.2. Povucemo li nekom tockom T hiperbole paralele s asimptotama, te paralele
sijeku realnu os u dvije tocke U i 'V td. vrijedi

joU|-|0V| = d?,

pri cemu je O centar hiperbole.
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Dokaz. Smjestimo hiperbolu u koordinatni sustav tako da centar hiperbole O bude u is-
hodistu, tj. O (0, 0), a realna os hiperbole neka je na apscisi.

Neka se tocka T (xy, yo) nalazi na hiperboli.

JednadZzba hiperbole za ovako postavljen koordinatni sustav glasi

22
cre
a’>  b?
JednadZbe aspimptota hiperbole su
a ..y = -—x,
b
a..y = ——Xx
a

Slika 5.3: Hiperbola

Odredimo sada jednadzbu pravca koji je paralelan s a; 1 prolazi tockom T (xy, yp) uz
pomo¢ teorema [1.4.3

Y=Y =—(x—x0),
a
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a presjek njega s apscisom je to¢ka U (xy, 0).
Izracunajmo sada apscisu tocke U:

0-yo = ;(X_XO),

a

—E)’O = Xy — Xo,
a
Xy = Xo— E)’o,

tj. dobivena je tocka U (xo - gyo, 0).

Analogno odredimo jednadZbu pravca koji je paralelan s a, 1 prolazi to¢kom 7T (x, yo):
b
Y—=Yo = ——(X_XO),
a
a presjek njega s apscisom je tocka V (xy, 0).
Izracunajmo sada apscisu tocke V:

a
Xy = Xo + —Yo,

b
tj. dobivena je tocka V (xo + %yo, O).

Izracunajmo sada trazeni umnozak |OU]| - |OV/| i provjerimo ¢emu je jednak:

a a
[OUI-1OV] = Ixul - lxvl = %o = 7-o| [Xo + Yo »
_ a a R
- (xo B Eyo) (xo + Eyo) = %0 ~ 72%0[>
2 2
_ 2% Yo|_ 2 y_ 2
= 2 " a-1=a".
Time je dokazana nasa tvrdnja. -

Teorem 5.2.3. Produkt udaljenosti neke tocke hiperbole od obiju asimptota je konstantan.

Dokaz. Smjestimo hiperbolu u koordinatni sustav tako da centar hiperbole O bude u is-
hodistu, tj. O (0, 0), a realna os hiperbole neka je na apscisi.
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Neka se tocka T (xo, yo) nalazi na hiperboli.

Jednadzba hiperbole za ovako postavljen koordinatni sustav glasi

22
sy
a’ b?
JednadZbe aspimptota hiperbole su
a..y = -x,
a
b
a ..y = ——x.
a

Uvijet koji zadovoljava tocka T (xy, yo) s obzirom da se nalazi na tangenti hiperbole

b - yia* = a*b*. (5.1)

Slika 5.4: Hiperbola

Odredimo sada udaljenost od to¢ke 7' do asimotota a; i a, pomocu teorema[I.4.3]

|bxo — ayol

d(T,a)) = ——,
Va2 + b?

d(T.ay) = |bxo + ayol

Va? + b? .



POGLAVLIJE 5. SVOJSTVA KRIVULJA DRUGOG REDA 67

Promotrimo koliki je produkt udaljenosti tocke T od obiju asimptota hiperbole

|bxo — ayyl ) |bxo + ayol

VE+02 N2+
[(bxo — ayo) (bxo + ayo)|

d(T,a,)-d(T,ay)

a? + b? ’
212 22
|x0b —y0a|
a+b

uvrstimo sada (5.1)) u prethodnu jednakost i dobijemo

a*b?
d(T -d(T = —

Uocavamo, produkt udaljenosti neke tocke hiperbole od obiju asimptota je konstantan s
obzirom da su a i b fiksni parametri.
]

5.3 Parabola

U ovom odlomku dokazivat ¢emo svojstva parabole koordinatnom metodom pa ¢emo prvo
definirati parabolu.

Definicija 5.3.1. Neka su F ¢vrsta tocka ravnine wt, a r ¢vrsti pravac te ravnine nt. Skup svih
tocaka ravnine i koje su jednako udaljene do tocake F i do pravca r naziva se parabola s
Jokusom (Zaristem) F i direktrisom (ravnalicom) r.

Teorem 5.3.2. Neka je dana tetiva parabole. Poloviste svih tetiva paralelnih s danom
tetivom cine polupravac paralelan s osi.

Nazivamo ga promjerom konjugiranom danoj tetivi.

Tangenta paralelna danoj tetivi naziva se konjugiranom tangentom.

Dokaz. Smjestimo parabolu u koordinatni sustav tako da je direktrisa d udaljena od is-
hodiSta za g, a fokus parabole je toCka F (g, O).

Neka je y = kx + [, gdje je k fiksan, / € R pramen medusobno paralelnih pravaca.

Svaki od tih pravaca presijeca parabolu u dvije tocke (x, y;) 1 (x2, y2).
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=

0(0,0

Slika 5.5: Parabola i konjugirana tangenta

Izracunajmo y; i y,.

Odredimo ordinatu sjeciSta pramena pravaca na kojima leze tetive i parabole tako da

X = — uvrstimo u jednadzbu parabole y*> = 2px i dobijemo
¥ o= 2p(y-1D
k 2

0

yzk - 2py +2pl

te rijeSimo kvadratnu jednadZbu i dobijemo

2p + \/4p? — 8kpl

Yig = o .
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Sada odredimo ordinatu polovista P tocaka (xy, y;) 1 (x2, y2).

ity l(2p+ VAp? = 8kpl +2p — \/4p2—8kpl] p

2 2k Kk

2 2

yp

tj. imamo koordinate polovista P

X1+Xxp p
P(=57%)
2 k

kojoj je ordinata yp = % pri ¢emu su k i p fiksni parametri pa ne ovise 0 promjenjivosti

parametra /.

Polovista tetiva leZe na pravcu ky — p = 0, tj. na paraleli s osi parabole.
O

Teorem 5.3.3. Ako tangenta t neke tocke T parabole sijece os u tocki U, a normala u tocki
V i pri tome je K noZiste okomice iz tocke T na os, onda vrijedi

|lUO| = |OK| i |[UF|=|FV].
Dokaz. Smjestimo parabolu u koordinatni sustav tako da je direktrisa d udaljena od is-

hodiSta za g, a fokus parabole je tocka F (g, O).

Neka je tocka T tocka parabole i ozna¢imo ju sa T (x7,yr), a noZiSte okomice iz tocke
T na os ozna¢imo sa K (xg, 0).

Presjek tangente iz tocke 7" s osi ozna¢imo sa tockom U (xy, 0), a presjek normale sa osi
oznac¢imo sa V (xy, 0).

Jednadzba tangente ¢ na parabolu u tocki T glasi

. P px
yry=p(x+x7), tj.y = —x+ —.
yr yr
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Slika 5.6: Parabola

Koeficijent smjera tangente 7 je
P

_7
yr
a koeficijent smjera normale n u tocki T iznosi

k, =

ky = —2L
p
pa jednadZba normale u tocki T glasi
y= _r 4+ XYt

P

+ yr.
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Odredimo sada presjek tangente ¢ sa osi, tj. tocku U (xy, 0):

0 p PXT

= _.X:U+_,
yr yr
PXT
—Xy = -/,
yr yr
pbXr Yr
Xy = ——  —,
Yr D
Xy = —Xr,

tj. tocka U je U (=xr,0).

Budu¢i da je tocka K noZziSte okomice iz tocke T zakljuujemo da je apscisa tocaka 7T i
K jednaka, tj. K (x7,0).

Uocavamo
|OK| = |OU| = xr,

time je dokazana jedna tvrdnja teorema.

Odredimo sada presjek normale n sa osi, tj. to¢ku V (xy, 0):

Xryr +
0 = T, Aoy
V4 P
_yrxrtp) p
Xy = —— —,
p yr
Xy = Xr+Dp,

tj. tocka V je V (xr + p,0).
Odredimo sada udaljenost |UF|:
[UF| = |UO| + |OF| = x; + g.

Preostaje nam joS odrediti udaljenost |F'V|:

2
|FV| = (xT+p—§) =

XT+£':XT+

p
2 2

Uocavamo
[UF| = |FV],

time je dokazana i druga tvrdnja teorema. O
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Sazetak

U ovom radu opisujemo koordinatnu metodu u planimetriji te pomocu nje dokazujemo
razne teoreme iz razli€itih podru¢ja matematike. Na samom pocetku definiran je koordi-
natni sustav na pravcu i koordinatni sustav u ravnini te je dana kratka povijesna crtica o
nastanku Kartezijevog koordinatnog sustava. Definirali smo 1 koordinatnu metodu. Nave-
deni su i1 osnovni teoremi analiticke geometrije koje ¢emo koristiti u radu. Teoreme o Cetiri
karakteristicne tocke trokuta (teZiSte, ortocentar, srediSte opisane kruznice, srediSte upisane
kruznice) te teorem o Eulerovom pravcu smo dokazali koordinatnom metodom. Prikazali
smo 1 zadatke s matematickih natjecanja na kojima je moguca primjena koordinatne me-
tode. Teoreme o trokutu 1 ¢etverokutu takoder smo dokazali koordinathnom metodom. Na
kraju smo naveli neka svojstva krivulja drugog reda, tj. svojstva elipse, hiperbole i parabole
te ih dokazali primjenjujuci koordinatnu metodu.



Summary

In this thesis, the coordinate method in planimetry is described and it is used to prove
several theorems from various fields of mathematics. At the beginning of the paper the
Cartesian coordinate system on line and on plane are defined, and the short history over-
view of the Cartesian coordinate system is mentioned. The coordinate method is defined.
The basic theorems of analytic geometry are also mentioned. Theorems of four triangle’s
point (centroid, orthocenter, circumcircle center, incircle center) and Euler’s line theorem
are proved with coordinate method. Mathematical competition problems where application
of coordinate method is possible are shown. Theorems of the triangle and quadrilateral are
also proved with coordinate method. At the end of this thesis, some properties of the
second-order curves, i. e. properties of ellipse, hyperbola, parabola are shown and proved
with coordinate method.
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