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Uvod

Kada sam trebao izabrati temu za svoj diplomski rad, malo sam razmisljao o tome u kojem
pravcu zelim da moja buduca karijera krene. JoS u osnovnoj Skoli shvatio sam da smjer
u kojem Zelim da se moj profesionalni Zivot krece je upravo nastava i naCin poucavanja.
Upisom na fakultet otkrio sam brojne metode 1 nacine poucavanja te sam Zelio da u tom
tonu bude i ovaj diplomski rad. Kao student matematike i fizike uocio sam da brojni ko-
lege imaju problema s povezivanjem matematickih 1 fizikalnih koncepata. Kada sam se
zaposlio u srednjoj Skoli, sve viSe i viSe sam uvidao da se i moji ucenici bore s tim istim
problemom. U razgovoru s mentoricom te nekim kolegama iz nastave i ravnateljima Skola
shvatio sam da bi bilo dobro malo istraZiti taj problem. Na internetu naiSao sam na razna
americka istrazivanja koja su se bavila problemom ocitavanja grafova u kinematici. Sva ta
istraZivanja imala su jednak zakljucak, u€enici imaju problema s razumijevanjem grafova
u fizici. Zanimalo me kako stoje naSi u€enici u razumijevanju grafova u fizici i grafova u
matematici. Grafovi u matematici cesto su usko povezani s razumijevanjem funkcija. U
danasnjem suvremenom dobu, kada naSe hrvatsko Skolstvo prolazi niz reformi i promjena,
te kada se govori o tome da naSi u€enici ne posjeduju kompentencije potrebne za moderan
Zivot, shvatio sam da je zapravo sada pravo vrijeme da provedem istraZivanje i u nasim
Skolama. Pretpostavka mog istrazZivanja je da uCenici zapravo pojmove u matematici ne
povezuju s analizom grafova u fizici. Takoder, proveo sam istraZivanje i medu studentima
pete godine nastavniCkog smjera na Matematickom odsjeku. Usporedit ¢emo rezultate is-
trazivanja te vidjeti je li je poCetna pretpostavka valjana. Diplomski rad podijeljen je u tri
poglavlja. Prvo poglavlje obraduje funkcije u matemati¢kom smislu te prisjeca nas Sto sve
nasi ucenici u 4. razredu srednje Skole trebaju znati o funkcijama u matematici. Drugo
poglavlje nam govori o fizikalnim konceptima kojima su ucenici trebali ovladati na kraju
cetvrtog razreda srednje Skole a koji su usko povezani s razumijevanjem grafova funkcija
u matematici. Trece poglavlje nam predstavlja rezultate istrazivanja.



Poglavlje 1

Funkcije u matematici

1.1 Funkcije

Pojam funkcije, pridruZivanja ili preslikavanja susreemo ne samo u matematici ve¢ i u
svakodnevnom Zivotu, tako na primjer svakom automobilu pripada njegov registracijski
broj, svakoj drzavi njen glavni grad, svakoj ku¢i pripada kuéni broj, svaki ¢ovjek ima ime.
Isto tako moZemo navesti 1 neke primjere iz matematike; svakom prirodnom broju pri-
druZuje se njegov kvadrat, svakoj kruznici u ravnini pridruZuje se njezino srediSte, svakom
trokutu pridruuje se njegov opseg, svakoj duzini pridruZuje se njezin mjerni broj. Primi-
jetimo da kada smo svakom automobilu pridruZivali njegovu registracijsku oznaku da je
ta oznaka bila tocno jedna, dakle imamo dva neka skupa, skup automobila 1 skup regis-
tracijskih oznaka te odredenim postupkom, zakonom pridruZivali smo svakom elementu
prvog skupa jedan i samo jedan element drugog skupa. Takvo pridruZivanje mi nazivamo
funkcijom. S pojmom funkcija susreCemo se poprilino rano, u sedmom razredu osnovne
Skole, a onda kroz cijelu srednju Skolu spominjemo i bavimo se funkcijama. Tako smo na
primjer proucavali linearnu funkciju, kvadratnu funkciju, logaritamsku, eksponencijalnu,
trigonometrijske funkcije i mnoge druge.

Nacionalni okvirni kurikulum (NOK) je vaze¢i dokument koji nam daje neki okvirni po-
gled na to Sto i kada ucenici uce tokom svojeg osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazo-
vanja. Slijedi ulomak iz NOK-a:

[14] NOK donosi okvir za stjecanje temeljnih i strucnih kompetencija. On je osnova za res-
trukturiranje prvenstveno nastavnih planova, a potom i predmetnih kurikuluma na razini
osnovnoskolskog i srednjoskolskog odgoja i obrazovanja, vodeci racuna o optimalnome
opterecenju ucenika u skoli i kod kuce. NOK je osnova za definiranje ocekivanih pos-
tignuca ucenika kroz nastavne predmete, te polaziste za uredivanje predmetne strukture —
odgojno-obrazovne jezgre, izbornih i fakultativnih nastavnih predmeta. NOK je osnova za
sustavnu primjenu medupredmetnih tema koje obvezuju sve nositelje odgojno-obrazovnoga
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i nastavnoga rada.

Nacionalni okvirni kurikulum odreduje Cetiri odgojno-obrazovna ciklusa za stjecanje te-
meljnih kompetencija. Prvi ciklus ¢ine L., II., III. 1 IV. razred osnovne Skole, drugi ciklus
koji ¢ine V. 1 VI. razred osnovne Skole, treci ciklus ¢ine VII. i VIII. razred osnovne Skole.
Cetvrti ciklus odnosi se na I. i II. razred srednjih strukovnih i umjetni¢kih $kola, dok u
gimnazijama obuhvaca sva Cetiri razreda. Treba imati na umu da se u srednjim strukovnim
1 umjetnickim Skolama opéeobrazovni sadrzaji mogu poucavati i u zavrSnim razredima,
ovisno o profilu i potrebama $kole, odnosno ucenika. Cetvrti se ciklus ujedno odnosi i
na stjecanje najniZe razine strukovne kvalifikacije, Sto znaci da ucenik moZe steéi prvu
kvalifikaciju u dobi od 16 godina. NOK je takoder podijeljen po podrucjima znanosti $to
prirodoslovnih §to jezi¢nih, a nas zanima matematicko podru¢je. U matematickom po-
drucju opisani su i svakom ciklusu pridruzeni razni matematicki procesi i koncepti.
Matematicki procesi su prikazivanje i komunikacija, povezivanje, logicko razmisljanje, ar-
gumentiranje i zakljucivanje, rjeSavanje problema i matematicko modeliranje te primjena
tehnologije.

Matematicki koncepti su brojevi, algebra i1 funkcije, oblik i prostor, mjerenje, podaci 1 infi-
tenzimalni racun.

S obzirom na temu ovog rada, proucavat ¢emo matematicke koncepte vezane uz algebru i
funkcije. Ve¢ u drugom ciklusu ucenici proucavaju brojevni pravac te rjesSavaju jednostavne
linearne jednadzbe. Iako oni joS nisu formalno upoznali se s pojmom linearne funkcije,
ipak tada se pocinje razmiSljati o pojmu pridruZivanja. U treCem ciklusu ucenici spominju
po prvi puta pojam funkcije i obraduju neke osnovne linearne i kvadratne funkcije.

U cCetvrtom ciklusu uc€enici, ovisno o vrsti Skolskog programa, upoznaju vecinu elementar-
nih funkcija, u 1. razredu gimnazije uCenici detaljnije proucavaju linearnu funkciju, te se
upoznaju s pojmovima kao Sto su rast i pad funkcije, nultocke funkcije. U drugom razredu
upoznaju se s kvadratnom, eksponencionalnom 1 logaritamskom funkcijom. Tada se svoj-
stva funkcija proSiruju novim svojstvima: parnoS€u funkcije i ekstremnim vrijednostima
funkcija. U treem razredu ucenici upoznaju trigonometrijske funkcije te svojstva peri-
odi¢nosti pojedinih funkcija. U Cetvrtom razredu ponavljaju i proSiruju svo steCeno znanje
o funkcijama i svojstvima pojedinih funkcija. Takoder uCenici se upoznaju i s diferencijal-
nim raCtunom. Ovo sve navedeno vrijedi za gimnazije.
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Slika 1.1: O funkcijama

Definirajmo sada opcenito funkciju:

Definicija 1.1.1. Neka su D i K dva neprazna skupa. Postupak f koji svakom elementu
skupa D pridruZuje tocno jedan element skupa K nazivamo preslikavanje ili funkcija sa D
u K i pisemo:

f:D—K.

Skup D nazivamo domenom funkcije a skup K kodomenom funkcije.

Mogu li domena i kodomena biti isti skupovi? Naravno da mogu, najéesce to upravo i jest.
Tako, na primjer, kod funkcija u geometriji; translaciji, rotaciji, simetriji... imamo presli-
kavanje ravnine u ravninu, dok su algebarske funkcije redovno funkcije sa skupa realnih
brojeva u skup realnih brojeva.

Kada spominjemo funkcije onda uz njih veZemo jo$ nekoliko pojmova. Tako na pri-
mjer, ¢estu pomutnju izazivaju pojmovi graf funkcije i slika funkcije jer se ta dva pojma
Cesto poistovjecuju, a oni nikako nisu isti. Definirajmo ih oboje:

Definicija 1.1.2. Slika funkcije f: D — K u oznaci Im ( ) jest Im(f) = { f(x) : x € D} C K.
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Definicija 1.1.3. Graf funkcije f: D — K u oznaci I'y jest skup 'y = {(x, f{x)) : x € D} C
D x K.

Primijetimo da je slika funkcije skup koji je podskup domene, a graf funkcije je skup
uredenih parova koji je podskup D X K.

Sigurno ste puno puta Culi izjavu da cijena goriva raste ili pada. Cijena goriva se moze
promatrati kao funkcija koja ovisi o vremenu. U svakodnevnom Zivotu Cesto govorimo
o padu ili rastu cijene goriva. Ovaj se koncept prenosi na apstraktni pojam funkcije, tj.
definira se na sljede¢i nacin:

Definicija 1.1.4. Za funkciju f : D — K kaZemo da je :
1. strogo rastuc¢a na skupu D ako

Y x1, X, € D & x 1< xo = flx1)<f(x2);
2. rastuca na skupu D ako

Y xi, X2 €D & x 1< xp = f{x1)sf(x2);
3. strogo padajuca na skupu D ako

YV xi, X2 <D & x 1< xy = f{x1)>f(x2);
4. padajuca na skupu D ako

Y x1, X2 € D & x 1< xp = f{x1)>f(x2).

Takoder moZemo promatrati je li funkcija parna ili neparna. Definirajmo i ta svojstva
funkcija:

Definicija 1.1.5. Za funkciju f: D — K kaZemo da je :
1. parna ako

fi-x) =f(x), Vx € D;
2. neparna ako

f(-x) =-fix), Yx € D.

Definicija 1.1.6. KaZemo da je funkcija f periodi¢na s peridom v, T # 0 ako vrijedi:
fx+71)=f(x),¥x € D.

Najmanji pozitivni period funkcije f, ako postoji, naziva se temeljni period.
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Kada govorimo o nacinu pridruZivanja rekli smo da funkcija svakom elementu domene
pridruzuje to¢no jedan element kodomene. Naravno ne moraju uvijek svi elementi kodo-
mene biti *potroSeni’. Dva razlicita elementa a i b preslikali su se u isti element (trokutic).
Takoder, razliciti elementi ¢,d i e preslikali su se u drugi element (kvadrati¢). Funkcija
kojoj se dogodilo da se neka dva razliCita elementa preslikaju u isti element nije injekcija.
Definirajmo injekciju:

_— _7_%\ .
a ~
b /
T —2{_\,‘
_? ——

Slika 1.2: Funkcija koja nije injekcija

Definicija 1.1.7. Kazemo da je funkcija f : D — K injekcija ako:
x1#x = f(x) #f(x), ¥ x,x €D.

Ako za svaki element kodomene moZemo pronacinjegov original, tj. element koji se pres-
likao u njega, tada funkciju nazivamo surjekcija.

Slika 1.3: Funkcija koja nije surjekcija
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Definirajmo surjekciju:
Definicija 1.1.8. KaZemo da je funkcija f : D — K surjekcija ako:
VyeK, dx €D takav da je f (x) = y.

[li drugim rije¢ima, kaZzemo da je funkcija surjekcija ako Im (f) = K

Ako se svaki element domene preslika u tocno jedan element kodomene pri cemu su po-
troSeni svi elementi kodomene onda takvu svojstvo nazivamo bijekcija.

A\ —>—
R |
AR .
d

Ly

Slika 1.4: Svojstvo bijekcije

Definirajmo bijekciju:
Definicija 1.1.9. KaZemo da je funkcija f: D — K bijekcija ako:
VyeKkK, A! x € D takav da je f (x) = y.
Ili drugim rije¢ima; kaZzemo da je funkcija bijekcija ako je injekcija 1 surjekcija.

Iz svakodnevnog Zivota, Culi smo za pojam kompozicije. Tako, na primjer, imamo
glazbenu kompoziciju ili kompoziciju vlakova, kompoziciju slike itd. No Sto je ustvari
kompozicija? Kompozicija opéenito znaci slaganje, sastav, nacin kako je nesto slozeno,
sastavljeno. Zato se taj naziv upotrebljava u razliitim podru¢jima. Kompozicija se u
matematici javlja kod pojma funkcija. Naime, dvije funkcije mi moZemo sastaviti tako da
dobijemo novu, sloZenu funkciju ili kompoziciju funkcija.

Definicija 1.1.10. Neka suf: A — Big: C — D dvije funkcije. KaZemo da su te dvije
funkcije jednake i pisemo f = g ako i samo ako vrijedi: A =C, B=Dif(x)=g(x),Vxe€A
(odnosno C).
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Definicija 1.1.11. Neka suf: A — Big.: C — D dvije funkcije i to takve da je Im(f) C
C. Tada funkciju h : A — D definiramo formulom:

h(x)=g(f(x)), x € A
oznacavamo s gof i zovemo kompozicija funkcija fi g.
Teorem 1.1.12. Slaganje funkcija nije komutativno.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno odnosno da je kompozicija funkcija komutativna. Neka je
f(x) = x+2 i neka je g(x) = x>. Komutativnost znaci da je gof = fog. Nekaje h = gof,az =
fog. Sada imamo:

h(x) = g(f(x)) = g(x+2) = (x + 2)* = X>+4x+4.

Takoder:

2(x) = f(g(x)) = f(x*) = X*+2

No sada smo dobili da je & # z. To onda znaci da kompozicija nije komutativna ¢ime je
tvrdnja dokazana. O

Jo§ od pamtivijeka ljudi su se suoCavali s problemom polaganja tangenata na krivulju,
te se taj problem rijeSio tek u 17. stoljecu zahvaljujuci velikom matematicaru i fiziaru,
sir Isaac Newtonu. Newton je razvio i usavr$io podrucje matematike koje se naziva dife-
rencijalni i integralni racun. Diferencijalni racun je najjace oruZje kojem su matematicari
obogatili znanost. Rije¢ je o podru¢ju matematike u kojem se na djelotvoran nacin is-
koriStava ideja o beskonacno malim veli¢inama, koja je dvije tisue godina zaokupljala
velikane ljudske misli. Ogromna je vaznost diferencijalnog racuna u tome $to s pomocéu
njega opisujemo fizikalne zakone na kojima se temelji na$ svijet. No §to je to tocno deri-
vacija?

Definicija 1.1.13. Neka je f: I — R funkcija pri cemu je I neki interval skupa realnih

brojeva, x, € I. Derivacija funkcije f u tocki xy je broj:

f(xo + Ax) = f(xo)
Ax

= fim,

ako ovaj limes postoji.

Definicija 1.1.14. Za funkciju f kazemo da je derivabilna u tocki xy ako postoji f’(xo).
Pad ili rast neke funkcije moZemo provjeriti pomocu derivacije funkcije.

Teorem 1.1.15. Neka je f: I — R funkcija pri cemu je I interval skupa realnih brojeva i
neka je funkcija f diferencijabilna.

1. Akojef'(x) > 0 u danom intervalu, onda je funkcija f strogo rastuca;



POGLAVLIJE 1. FUNKCIJE 9

2. Ako je f'(x < 0) u danom intervalu onda je funkcija f strogo padajuca;
3. Ako je f'(x) = 0 na danom intervalu onda je funkcija f konstantna.

Funkcija moze biti zadana formulom, rije¢ima, tablicom, grafom i/ili dijagramom. Promo-
trimo sada neke elementarne funkcije.

1.2 Linearna funkcija

Definicija 1.2.1. Neka su a, b bilo koja dva realna broja. Funkcijuf, f: R — R, oblika f{x)
= ax+b nazivamo linearnom funkcijom. Broj a se naziva linearni koeficijent, a b slobodni
koeficijent.

Linearna funkcija zadana je ako su zadani parametri a i b. Linearna funkcija f(x) =
ax+b odreduje skup uredenih parova (x,f(x)) koje mozemo prikazati u pravokutnom ko-
ordinatnom sustavu u ravnini. Odgovarajuée tocke koje tako dobijemo pripadaju istom
pravcu koji se zove graf linearne funkcije i zadan je jednadZbom y=ax+b. Bududi da je
pravac odreden s dvije tocke dovoljno je odrediti dva uredena para (x,y) tog pravca. Para-
metar a odreduje smjer (nagib pravca) i zove se koeficijent smjera pravca.

Teorem 1.2.2. Neka je f(x)=ax+b linearna funkcija pri cemu su a,b € R. Funkcija f je
rastuca ako je a>0. Funkcija je padajuca ako je a<0. Ako je a=0, funkcija f je konstantna.

Dokaz. Znamo da je a € R. Funkcija je oblika f(x) = ax + b. Promotrimo prvu derivaciju
dane linearne funkcije f.

f'x)=a
Vidimo da ako je a > 0, tada je prva derivacija uvijek veca od nule pa po Teoremu 1.1.15
funkcija je rastuca. Analogno zaklju¢ujemo i za a < 0. O

Ako je a # 0 ocito je da linearna funkcija ima jednu nultocku i ona je upravo

-b
ax+b=0=x=—.
a

Na donjoj slici se nalazi graf neke linearne funkcije.

Cesto se uz pojam linearne funkcije veZe i pojam afine funkcije. Kada pri¢amo o
pojmu linearne funkcije trebamo uzeti u obzir da to nije jednoznacna odredena jedna klasa
objekata. U pojedinoj literaturi linearnom funkcijom se naziva svaka funkcija oblika:

f:R—R, f(x) =ax,aeR
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Slika 1.5: Graf linearne funkcije

dok u nekoj drugoj literaturi moZemo naici na ovakvu definiciju:
fR—R, f(x)=ax+b,a,beR,b+0

pri ¢emu se i tu javljaju varijante:ili je koeficijent a izricito razli¢it od nule ili se dozvoljava
i mogucnost da bude jednak 0. Ako se linearnom funkcijom smatra funkcija oblika f(x) =
ax, tada funkciju f(x) = ax + b nazivamo afinom funkcijom.

Druga moguc¢nost jest da se linearnom funkcijom smatra funkcija oblika:

f:R— R, f(x)=ax+b,a,b eR.

Ovdje se radi o polinomu jedne varijable stupnja manjeg ili jednakog od 1. Razlog za
ovakvo imenovanje jest taj Sto je graf funkcije pravac ili linea (linea-lat. crta).

Treéa mogucnost koja je i najceS€a u hrvatskoj literaturi jest da se linearnom funkcijom
smatra svaka funkcija oblika:

fiR— R, f(x)=ax+b,a,beR,a+0

ili drugim rijeCima, pojam linearna funkcije istovjetan je pojmu polinoma jedna varijable
prvog stupnja. Generalizacija tako definirane funkcije je polinom varijable n-tog stupnja.
Vise o terminoloSkim problemima oko pojma linearne funkcije moze se procitati u [[15]]

1.3 Kbvadratna funkcija

Iako se ucenici upoznaju s kvadratnom funkcijom i njenim grafom vec 8. razredu osnovne
Skole, detaljnije je proucavaju u drugom razredu srednje Skole. Nacionalni okvirni kuriku-
lom predvida sljedece ishode vezane uz kvadratnu funkciju; ucenik ¢e moci uvrstiti kon-
kretne vrijednosti u formulu (osobito u funkciju zadanu formulom), izracunati vrijednost
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preostale veli¢ine te u formuli izraziti jednu veli¢inu pomocu ostalih, prepoznati, odrediti i
protumaciti karakteristi¢ne elemente i svojstva jednostavnih funkcija, analizirati linearne,
kvadratne, eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijske funkcije te rabiti njihova svoj-
stva.

Definicija 1.3.1. Neka su a,b i c realni brojevi pri cemu je a # 0. Kvadratna funkcija ili
polinom drugog stupnja jest funkcija f : R — R, oblika f(x) =ax*+bx+c. Broj a nazivamo
vodeci koeficijent ili kvadratni koeficijent, b linearni, a c slobodni koeficijent.

Graf kvadratne funkcije jest parabola. Nultocke kvadratne funkcije su sjeciSta funkcije
sa osi apscisa, gdje je y = 0, pa ih izratunamo iz kvadratne jednadzbe ax?> + bx + ¢ = 0.
RjeSenja ove kvadratne jednadZbe dana su formulom

-b+ Vb? —4dac
2a ’

X12 =

Primjetimo da kvadratna funkcija ima najvise dvije realne nultocke, jednu dvostruku realnu
nultocku ili dvije kompleksne nultocke. Izraz pod korijenom b?> — 4ac nazivamo diskrimi-
nanta i oznacavamo sa D, pa imamo D = b? — 4ac.

Iz svega slijedi da oblik grafa kvadratne funkcije odreduju parametar a i diskriminanta D.
Na donjim slikama moZemo lijepo graficki prikazati tu danu ovisnost.

Slika 1.6: Kvadratna funkcija u ovisnosti o paramteru a i diskriminanti D

Teorem 1.3.2. Za kvadratnu funkciju f vrijedi:
1. Ako je D > 0 tada kvadratna funkcija ima dvije realne nultocke.
2. Ako je D = O tada kvadratna funkcija ima jednu realnu nultocku.

3. Ako je D < 0 tada kvadratna funkcija nema realnih nultocaka.
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a<0
D-0

Slika 1.7: Kvadratna funkcija u ovisnosti o paramteru a i diskriminanti D

Dokaz ovog teorema je ocit iz formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe.
Kvadratna funkcija ima intervale gdje je monotono rastuéa i gdje je monotono padajuca.
Tocka T naziva se tjemenom parabole 1 njene koordinate su:

T -b -D
2a° 4a )’
Tjeme je tocka u kojoj funkcija doseze ekstremne vrijednosti. Ako je a > 0, tjeme je
minimum, a ako je a < 0, tjeme je maksimum.

1.4 Racionalne funkcije

Da bismo definirali racionalne funkcije potrebno je prvo definirati polinome.

Definicija 1.4.1. Funkciju p, : R — R oblika:
Pa(X) = ap X" + @y X+ @ X+ L aix + ag
gdje su ay, ...,ay € R, a, # 0, nazivamo polinomom n-tog stupnja.

Definicija 1.4.2. Neka su p, i q,, dva polinoma, D C R.

Funkcija f : D — R oblika f(x) = 5”—?;; naziva se racionalna funkcija.

Drugim rije¢ima, mogli bismo reci da je racionalna funkcija kvocijent dva polinoma. Ovdje
je vazno uociti da u domeni racionalne funkcije treba pripaziti na nultocke polinoma g,,,
u razlomku nazivnik mora biti razli¢it od 0. Stoga u domeni treba navesti da ona sadrzi
realne brojeve osim nultocaka danog polinoma g,,. Drugim rije¢ima moZemo pisati

f:{xeR:gu(x) #0} — R.
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Upravo u tim racionalnim nulto€kama funkcija ima obostrane vertikalne asimptote ili uk-
lonjiv prekid.

Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu tocke na grafu funkcije i
tog pravca tezi k nuli kada tocka na grafu odmice u beskonac¢nost.

Definicija 1.4.3. Neka je f: D — R funkcija.

1. Pravac x = xq je vertikalna asimptota funkcije f u tocki x, s lijeve strane ako je
lim f(x) = +oc0ili lim f(x)=—o0
x—>x60 x—>xa°

2. Pravac x = xg je vertikalna asimptota funkcije f u tocki x, s desne strane ako je

lim =+4oc0ili lim = —o0
Ax—>x6’0 Ax—>xa’0

Definicija 1.4.4. Neka je f: D — R funkcija definirana u nekoj okolini (xy — &, Xy + &),
osim moZda u samoj tocki xo. Funkcija f ima uklonjiv prekid u tocki xo ako je
lim f(x) = lim f(x)=a€R,

-0 +0
X=X, X=Xy

pri Cemu f nije definirana u tocki x ili je f(xy) # a.

Prekid se ukloni tako Sto se definira f(xq) = a.
Nultocke racionalne funkcije su upravo tocke u kojima je p,(x) = 0 odnosno u nulto¢kama
brojnika.

1.5 Trigonometrijske funkcije

Proucavanju trigonometrijskih funkcija posvecen je velik dio srednjoskolske nastave mate-
matike. Prema trenutno vaze¢em nastavnom programu ucenici se s trigonometrijskim funk-
cijama prvi put susrecu u 2. razredu srednje Skole (osim u trgovackim i sli¢nim strukovnim
Skola, u njihovom programu se trigonometrija uopce ne pojavljuje) u cjelini Trigonome-
trija pravokutnog trokuta. Po zavrSetku cjeline od njih se ocekuje da znaju definirati trigo-
nometrijske funkcije Siljastoga kuta pomocu omjera odgovarajucih stranica pravokutnoga
trokuta, odrediti njihove vrijednosti za kutove veli¢ine 30°,45°, 60° te ih primijeniti u pla-
nimetriji. Ukoliko se u Skoli nastava matematike odvija i u treCem razredu, ona je najvecim
dijelom posvecena upravo trigonometrijskim funkcijama. Konkretno, ucenici gimnazijskih
programa definiraju trigonometrijske funkcije pomocu brojevne kruznice, uocavaju i ko-
riste trigonometrijska svojstva i identitete, skiciraju i analiziraju grafove trigonometrijskih
funkcija, primjenjuju poucke o sinusu i kosinusu te rjeSavaju trigonometrijske jednadzbe
1 nejednadzbe. Prema Prijedlogu kurikuluma, trigonometrija pravokutnoga trokuta trebala
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bi se ubudude proucavati u 1. razredu, u 2. razredu ucenici bi primjenjivali poucak o sinusu
1 poucak o kosinusu u planimetriji, dok bi se preostali dio trigonometrije i dalje radio u 3.
razredu.

Neka je dana kruznica polumjera 1 smjestena u koordinatnoj ravnini tako da joj je
srediSte u ishodiStu koordinatnog sustava. Uo¢imo brojevni pravac p paralelan s y osi, tako
da je tocka A(1,0) zapravo tocka u kojoj brojevni pravac dodiruje brojevnu kruznicu i to
je ujedno ishodisSte toCaka tog brojevnog pravca. Zamislimo da se pravac p namata oko
kruznice tako da se dio pravca na kojem su smjeSteni negativni realni brojevi namata oko
kruznice u smjeru gibanja kazaljke na satu, a dio pravca na kojem su smjesteni pozitivni
realni brojevi namata u obrnutm smjeru od gibanja kazaljke na satu. Sada je ocito duljina
intervala [—m, 7] jednaka 27 Sto je opseg dane kruZnice pa e se spomenuti interval presli-
kati na Citavu kruznicu. Na taj nacin €e se svaki realni broj 7 s brojevnog pravca preslikati u
jednu tocku E(f) na danoj kruznici. Takva kruZznica naziva se brojevna ili trigonometrijska
kruznica. Funkcije sinus i kosinus definiramo na brojevnoj kruznici.

Definicija 1.5.1. Neka je t po volji odabrani realan broj, a E(t) njemu pridruZena tocka
brojevne kruznice s koordinatama (x,y).

Apscisa tocke E(t) naziva se kosinus broja t i oznacava se sa cos t

Ordinata tocke E(t) naziva se sinus broja t i oznacava se sa sin t.

2k -1
Uocimo da sin(%) =0zake€Z,tecostkn) = 0.

Pomocu funkcija sinus i kosinus definiraju se funkcije tangens i kotangens.

Definicija 1.5.2. Funkcije tangens (u oznaci tg ) i kotangens (u oznaci ctg) definiramo:

sin ¢

tg: {teR|cost#0} — R, tgt = —,
g:{tek] } gr=
) cost

ctg : {t e R|sint # 0} — R,ctgt = —.
sin t

Primjetimo da su zapravo funkcije tangens i kotangens nastale kao kvocijent dviju drugih
funkcija.
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Slika 1.8: Definicija trigonometrijskih funkcija pomocu brojevne kruznice

Teorem 1.5.3. Funkcija kosinus je parna dok su funkcije sinus, tangens i kotangens ne-
parne.

Dokaz. Zelimo dokazati da vrijedi
cos(—x) = cos x, sin(—x) = —sin x, tg(—x) = —tg x, ctg(—x) = —ctgx,¥x € R

Tocka O je ishodiSte koordinatnog sustav dok tocka A ima koordinate (1,0). Tocka E(x)
je toc¢ka na kruZznici ¢ije koordinate su upravo kosinus i sinus. Takoder, istaknimo tocku
E(—x). Po S-K-S teoremu AOBE(x) = AOBE(—x). to onda znaci da su apsice toCaka
E(x) 1 E(—x) jednake a to onda znaci da je cos(—x) = cos(x) dok su ordinate suprotno tj.
sin(—x) = — sin(x).

Sada po definiciji tangensa imamo:

sin(—x) _ —sin(x) 4
cos(—x)  cos(x) &)

tg(=x) =
Analogno se pokaze i za kotangens funkciju. O

Teorem 1.5.4. Trigonometrijske funkcije su periodicne funkcije. Funkcije sinus i kosinus
imaju temeljni period 2m dok za funkcije tangens i kotangens temeljni period je m.

Dokaz. Periodi¢nost funkcija sinus 1 kosinus jasna je iz njihove definicije. Dokazimo da
je 2r temeljni period. Neka je 7 > 0 temeljni period funkcije sinus. Uvrstimo li x = § u
definiciju periodi¢nosti funkcije dobivamo

. m . T
+ =)= —.
sin(t 2) sin >
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No znamo da je sin § = 1, to znaci da je ordinata tocke E(x + 5) jednaka 1. Na brojevnoj
kruZnici jedina tocka kojoj je ordinata jednaka 1 je tocke (0, 1), a njoj su pridruZeni brojevi
2,-¥, ¥, ... Dakle, T € {0, -2, 21, —4n, ...}, a najmanji pozitivni element tog skupa je 27
Sto znaci da je upravo on temeljni period. Analogno se pokaZe i za funkciju sinus.
Pogledajmo sada Sto je s funkcijom tangens. Kako je tangens periodi¢na funkcija znamo
da vrijedi

tgx = tg(x + 1), Vx € Dy.

Ako u taj izraz uvrstimo x = 0 dobivamo tg7 = 0. Tocke za koje je tgx = 0 su one ¢ija
spojnica s ishodiStem O presijeca pravac p u tockama 7 i I’. Tocki I pridruzeni su brojevi
oblika 2km, k € Z, a tocki I’ brojevi m + 2kn,k € Z. Dakle T € {krn : k € Z}, a najmanji
pozitivni element tog skupa je 7 te je upravo on temeljni period tangensa. Analogno se
pokaZe i za funkciju kotangens. O

Slika 1.9: Parnost funkcije tangens
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1.6 Eksponencionalne i logaritamske funkcije

Do 2. razreda srednje Skole uenici se upoznaju s viSe funkcija. Nekima od njih, primjerice
polinomima prvog i drugog stupnja, vrijednosti mozZemo izracunati pomocu cetiri osnovne
racunske operacije te potenciranjem i korjenovanjem. Takve se funkcije zovu algebarske.
U 2. razredu javljaju se eksponencijalna i logaritamska funkcija, ¢ije se vrijednosti ne
mogu izraCunati na opisani nacin. Takve se funkcije nazivaju transcedentne. Eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija znacajne su pri analizi i opisivanju nekih vaznih prirodnih
1 druStvenih pojava 1 fenomena. Kako se ove nastavne jedinice rade u 2. razredu srednje
Skole, ishodi koji su povezani s njima su ti da ¢e u€enik mo¢i primijeniti funkcije i nji-
hove grafove te jednadZzbe i nejednadzbe u rjeSavanju matematickih problema i problema
u ostalim odgojno-obrazovnim podruc¢jima i svakodnevnomu Zivotu.

Definicija 1.6.1. Neka je a > 0i a # 1 realan broj. Funkcija f(x) = a* definirana za svaki
realan broj x naziva se eksponencijalna funkcija.

U nastavi napominjemo da se do pojma a* dolazi prije izricanja ove definicije proSirivanjem
pojma potencije s prirodnim eksponentom. Prou¢imo sada neka svojstva eksponencionalne
funkcije;

1. Funkcija je definirana za svaki realan broj x;

2. Sve su vrijednosti funkcije pozitivni brojevi i svaki je pozitivan realan broj vrijednost
funkcije za neki realni broj x;

3. @’ = 1, a to znaci da graf svake eksponencionalne funkcije sijece os y u tocki (0, 1);
Ako je a > 1, onda za x; < x; vrijedi a*' < a*, tj. funkcija je rastuca;

Ako je 0 < a < 1, onda za x; < x; vrijedi a™ > a*, tj. funkcija je padajuca;

SRR

Grafovi eksponencionalnih funkcija, ¢ije su baze recipro¢ni brojevi, simetri¢ni su s
obzirom na os y.

Iz svojstva pada 1 rasta funkcije slijedi da ako je a** > a* onda je 1 x; # x, ili dru-
gim rijeCima eksponencionalna funkcija je injekcija. Svojstvo injektivnosti se moZe lako
i graficki odrediti; funkcija je injektivna ako pravac paralelan s x-osi sijeCe njezin graf u
najvise jednoj tocki.

Neka je, na primjer, zadana eksponencionalna funkcija f(x) = 2*. Za neke zadane brojeve
x lako mozZemo izraCunati vrijednost f(x), no koliki je primjerice x ako je 2* = 6?7 Na ovo
pitanje ne mozemo tako lako odgovoriti stoga je potrebno definirati logaritam broja te u
konacnici i logaritamsku funkciju.
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Definicija 1.6.2. Neka je a realan broj te neka je f(x) = a* eksponencionalna funkcija i
neka je y pozitivan broj. Broj x za koji je a* =y zove se logaritam broja y.

MozZemo to reéi i simbolima:
a' =y x=1log,y.

Drugim rije¢ima, logaritam pozitivnog broja y jest eksponent kojim treba potencirati bazu
a da bi se dobio y:
a8y = y.

Definicija 1.6.3. Logaritamska funkcija po bazi a je pridruZivanje x — log, x, kojim se
pozitivnom realnom broju x pridruZuje njegov logaritam. Pisemo:

f(x) = log, x.
Prou¢imo sada neka svojstva logaritamske funkcije;
1. Funkcija je definirana za svaki pozitivan realan broj x;
2. Svaki je realan broj vrijednost funkcije za neki pozitivan realni broj x;

3. log,1 =0,a >0,a # 1 ato znaci da graf svake logaritamske funkcije prolazi os x u
tocki (1,0);

4. Akojea > 1, onda za x; < x; vrijedi log, x; < log, x,, tj. funkcija je rastuca;
5. Akoje 0 <a < 1,onda za x; < x; vrijedi log, x; > log, x,, tj. funkcija je padajuca;

6. Grafovi logaritamskih funkcija, ¢ije su baze recipro¢ni brojevi, simetri¢ni su s obzi-
rom na os X.

Eksponencionalna i logaritamska funkcija su medusobno inverzne funkcije.

Vazno je napomenuti da ove dvije funkcije imaju veliku primjenu u svim znanstvenim
disciplinama. Naime, mnogi problemi iz fizike, kemije, ekonomije, seizmologije i drugih
znanosti povezani su s eksponencijalnom i logaritamskom funkcijom. Osim toga, logari-
tamska ljestvica nam Cesto pomaze u prikazivanju podataka koji istovremeno obuhvacaju
1 izrazito malene 1 velike brojeve. One su model za pracenje prirasta stanovniStva, rasta
kamata kod sloZenog ukamacdivanja, raCunanje radioaktivnosti tvari, odnosa magnitude po-
tresa 1 koli¢ine energije, raCunanje jakosti zvuka, koli¢ine razli¢itih iona u otopinama i
slicno. Osim toga, rjeSavajuci zadatke ovakvoga tipa, ucenici ¢e matematiku moci pove-
zati 1 s ostalim nastavnim predmetima kao Sto su fizika, geografija ili kemija. Ucenicima
to moZe biti neobi¢no jer su uglavnom navikli na linearnu povezanost veli¢ina i to im je
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najcesce prirodno. Stoga, kod njih treba razvijati osjecaj i za druge razlicite oblike pove-
zanosti veli¢ina. Svakako, dobra motivacija za rad mogu biti jednostavni i korisni primjeri
iz svakodnevnog Zivota u kojima ¢e mo¢i spoznati da matematika zbilja sluzi za probleme
na koje nailaze u svojoj svakodnevici.



Poglavlje 2

Fizika i matematika

2.1 Fizika i matematika

Fizika, kao znanost, prolazila je razliCite faze razvitka, teorije su se mijenjale, pogledi na
probleme i njihovo rjeSavanje su se usavrSavali i mijenjali svoj opseg. NaSa civilizacija,
kultura 1 tehnologija usko je povezana s razliitim prirodnim znanostima. Znanost je iz-
mijenila nase drusStvo i nacin Zivota. Plodovi znanstvenog rada uvukli su se u svaku poru
naSeg Zivota: domadinstvo, poljoprivredu, proizvodnju, medicinu... U svemu tome, fizika
je kao znanost odigrala vrlo vaznu ulogu. No fizika je zahtjevna znanstvena disciplina.
Nastava fizike ima specificna obiljezja, ciljeve, zadatke, te svaki profesor treba ucenike
dovesti do spoznaje da fizika 1 ostale znanosti ¢ine osnovu svake suvremene tehnologije
1 kulture. Ucenici bi trebali uociti pojave koje se dogadaju oko njih, shvatiti te pojave 1
zakonitosti. Poznavanje tih zakona, omoguéava nam da ovladamo prirodom i upoznamo
ljepotu u njoj. Nastava fizike je specifi¢na po svojoj strukturi no, ona, bas kao i svaki drugi
predmet, mora prolaziti kroz sve faze o kojima govori opéa didaktika. Vazno je da se ona
mora organizirati na nacin da omoguc¢i da ucenici mogu Sto samostalnije do¢i do fizikalnog
znanja 1 da usvoje metode pomocu kojih se dolazi do tog znanja. Jedna od klju¢nih metoda
pri razumijevanju fizike je rad s podacima prikazanim pomocu grafova. Ta metoda usko
je povezana sa razumijevanjem funkcija u matematici, zapravo ta metoda je najbliza veza
primjene matematickog znanja u konkretnim problemima koji nas okruZuju. S obzirom na
ankete koje su provedene, u sklopu ovog diplomskog rada, u sljedecih nekoliko stranica
matematicki ¢emo opisati dobro poznate fizikalne pojave te ih povezati s matematikom i
gore navedenim elementarnim funkcijama.

20
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2.2 Slobodan pad

Za pocetak moZemo provesti jedan jednostavan pokus. Uzmimo dva predmeta, na primjer,
u jednu ruku uzmemo pernicu, a u drugu ruku gumicu za brisanje. Stavimo ruke na jednaku
visinu i u istom trenutku pustimo oba predmeta. Sto mislite koji predmet e prije pasti?
Mnogi bi rekli da e pernica pasti prije jer je o€ito vece mase nego gumica za brisanje. Ako
provedemo ovaj jednostavan pokus vidjet cemo da ¢e zapravo u isto vrijeme pasti i gumica
za brisanje i pernica. Ovo razmatranje slobodnog pada tijela zapocelo je joS u 4. stoljecu
prije Krista grckim matematicarom i fizicarom Aristotelom. Aristotel je tvrdio da Ce tijela
veCih masa pasti prije nego tijela manje mase. Tek 19 stoljeca kasnije je Galileo Galilej
ustvrdio da na sva tijela djeluje jednaka akceleracija i da ona ne ovisi o masi tijela. Netko
bi sada mogao reci: a Sto ako uzmemo pero i kilu Zeljeza? Pero Ce ocito pasti kasnije. Da,
to je istina, medutim otpor zraka pera je veéi nego Zeljeza te zbog toga ono sporije pada.
Kada bi se oba tijela nalazila u vakuumu ona bi padala jednako brzo. Ubrzano gibanje
po pravcu, kao nastavna cjelina, radi se ve¢ u 7. razredu osnovne Skole te se u 8. razredu
nadograduje, medutim viSe konceptualno nego racunski. U 1. razredu srednje Skole ucenici
se ponovno upoznaju sa pojmom slobodnog pada te tada malo ozbiljnije pristupaju tom
problemu. Slobodan pad je nastavna jedinica koja prpada u cjelinu ' Mehanika’. Obrazovni
ishodi koji se spominju u kontekstu mehanike su:

1. opisati pravocrtna gibanja pomocu osnovnih kinematickih veli¢ina;
2. kinematicki i dinamicki opisati jednoliko kruzno gibanje;

3. primjeniti prvi, drugi i tre¢i Newtonov zakon;

primjeniti zakon oCuvanja energije i zakon o€uvanja koli¢ine gibanja;

analizirati sloZena gibanja;

SARER LN

primjeniti opéi zakon gravitacije;
7. primjeniti osnovne pojmove mehanike fluida.

Ono $to se podrazumijeva pod pojedinim obrazovnim ishodom je na primjer da ucenik
moze analizirati gibanja na temelju nekog grafa te napraviti drugi prikaz bilo pomocu ta-
blice ili pomo¢u formule. Ujedno, u¢enik ¢e moci objasniti i primjeniti pojmove sile teZe,
tezine i slobodnog pada.

Na tijela blizu Zemlje djeluje Zemljina sila teza. To znaci da Zemlja privlaci svako tijelo
prema svojemu srediStu silom koja je proporcionalna masi tijela, a njezin se iznos raCuna
formulom:

F=m-a
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pri ¢emu je F oznaka za silu, m oznaka za masu, a a oznaka za akceleraciju ili ubrzanje.
Zemljino ubrzanje iznosi 9.81m/s? i oznaka za ovakvo ubrzanje jest g. Put koje neko tijelo
pri slobodnom padu prijede dano je izrazom:

1
= —gt
s =38
pri Cemu je s prijedeni put, g akceleracija slobodnog pada a ¢ vrijeme. Kako je g konstanta
o¢ito je rije¢ o kvadratnoj funkciji oblika f(x) = ax? pri ¢emu je a neki realan broj odnosno
konstanta. Dakako, mi moZemo promatrati put koje neke tijelo prolazi od nekog trenutka
nakon §to je padalo ili ako je izbaceno nekom pocetnom brzinom. U tom slucaju nas izraz

postaje:
1,
s = Egt + ot

pri ¢emu je vy pocetna brzina.

Dakle prouc¢imo sada nasu kvadratnu funkciju s(¢) = %gtz. Domena ove funkcije su svi
realni brojevi vedi ili jednaki od nule, jer vrijeme ne moze imati negativni predznak. Ko-
domena naSe funkcije su svi pozitivni realni brojevi veci ili jednaki od nule.

2.3 Elektricna sila

Rijec elektricitet dolazi od grcke rijeci elektron Sto znaci jantar. Jantar je skrutnuta biljna
smola. Prije 2 500 godina grcki filozof Tales Milecanin otkrio da komad jantara natrljan
suhom krpom privlaci lagane predmete koji su mu u blizini, kao suho lis¢e i perje. U 16. st
Wiliam Gilbert te je otkrio da ista svojstva pokazuju i druge tvari kada se natrljaju, kao na
primjer, staklo i1 dijamant. Takve se tvari, prema jantaru, nazivaju elektri¢nim. Pokusima
je ustanovljeno da postoje dvije vrste elektricnog naboja koji se nazivaju pozitivni i nega-
tivni naboj. Nositelj negativnog naboja je elektron koji se giba u elektronskom omotacu, a
nositelj pozitivnog naboja je proton koji se nalazi u atomskoj jezgri. U atomu, broj protona
jednak je broju elektrona, pa je atom elektricki neutralan. Pri trljanju tijela dolazi do pre-
laska elektrona s jednog tijela na drugo. Kada tijelo ima visSak elektrona u odnosu na broj
protona ono je negativno naelektrizirano. Kada ima manjak elektrona u odnosu na broj
protona, onda je pozitivno naelektrizirano. Ako plasti¢ni Stap trljamo vunenom krpom on
postaje negativan, a krpa pozitivna, a kada stakleni Stap trljamo vunenom krpom on postaje
pozitivan a krpa negativna.

Elektromagnetizam je podrucje fizike o kojem ucenici saznaju u 8. razredu osnovne Skole
te se nakon toga detaljnije obraduje u drugom razredu srednje Skole. Obrazovni ishodi koji
se javljaju pri obradivanju nastavne cjeline elektromagnetizam su:

1. opisati osnovne pojmove u elektrostatici;
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2. primjeniti osnovne pojmove i zakone elektrostatike;
3. opisati i primijeniti osnovne pojmove vezane uz strujne krugove;
4. analizirati krugove istosmjerne struje;

5. opisati i primjeniti osnovne pojmove vezane uz magnetske i elektromagnetske po-
jave;

6. analizirati krugove izmjeni¢ne struje.

Ono §to se podrazumijeva pod pojedinim obrazovnim ishodom je na primjer da ucenik
mozZe navesti vrste elektricnog naboja 1 nositelje elementarnog naboja, primjeniti zakon
ocuvanja naboja te navesti i primjeniti Coulombov zakon u vakuumu i u sredstvu.
Elektriziranost se utvrduje elektroskopom. Elektroskop je naprava kojom mozemo doka-
zati je li neko tijelo naelektrizirano. Takoder, elektroskopom moZemo pokazati da postoje
dvije vrste elektricnog naboja. Elektroskop se sastoji od metalne Sipke koja na gornjem
kraju ima kuglicu a na donjem dijelu lagani aluminijski listi¢ poput kazaljke. Kada ku-
glicu dotaknemo negativno naelektriziranim tijelom, kao S$to je plasti¢ni Stap nakon trljanja
vunenom krpom, elektroni s tijela prelaze na kuglicu i preko Sipke na listi¢ koji postaje
negativno nabijen, kao Sipka, te izmedu njih djeluje odbojna sila - pa se listi¢ odmice od
Sipke. Ako na listi¢ prijede veéi naboj, otklon je veci. Istoimeni naboji se odbijaju a raz-
noimeni privlace. Elektricni naboj oznaCava se sa (, a mjerna jedinica je kulon - oznaka
C. Najmanja koli¢ina naboja u prirodi je naboj jednog elektrona, odnosno protona i iznosi
1.6 - 107'°C. Taj naboj naziva se elementarni naboj i oznacava sa e.

Tockastim nabojima podrazumijevamo naboje Cije dimenzije moZemo zanemariti s obzi-
rom prema njihovim medusobnim udaljenostima. Pokusima je utvrdeno da je elektrostat-
ska sila kojom se naboji privlace ili odbijaju direktno proporcionalna s koli¢inama naboja
dva tockasta naboja, a obrnuto proporcionalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti r.
Dakle, sila je opisana izrazom

010,

72

F=k-

Ovaj izraz nazivamo Coulombovim zakonom. Konstanta proporcionalnosti k ovisi o sus-
tavu jedinica i mediju koji okruZuje naboje. Za vakuum je k = ko = 9 - 10°Nm*C~2. Co-
ulombov zakon vrijedi u golemom rasponu udaljenosti od atomskih do svemirskih veli¢ina.
Ako promatramo silu izmedu dva naboja tako da ih priblizavamo ili udaljavamo zapravo
govorimo o funkciji koja ovisi upravo o udaljenosti ta dva naboja, dakle u nasoj formuli
svi izrazi su konstante osim udaljenosti ta dva naboja. Dakako, ovdje je rije¢ o racionalnoj
funkciji oblika f(x) = 5 pri Cemu je a neki realan broj ili u naSem slucaju konkretno:

1%y

72

F(ry=k-
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Domena ove naSe funkcije su svi pozitivni realni brojevi 1 nula. Oko fizikalnog smisla da
je udaljenost izmedu dva naboja nula ne¢emo sada diskutirati. Kodomena nase funkcije
su svi realni brojevi, buduéi da naboji mogu biti pozitivni i negativni, predznak vrijednosti
nase funkcije zapravo govori o prirodi nase sile, je li je ona privlac¢na ili odbojna.

2.4 Harmonijsko titranje

Titranje (oscilatorno gibanje) je jedno od najceséih gibanja u prirodi. To je gibanje pri ko-
jemu materijalna Cestica (oscilator) prevaljuje odredeni put izmedu dvaju krajnjih polozaja,
vraca se istim putem, nakon ¢ega se to gibanje periodic¢ki ponavlja. Titrati moZe materi-
jalna tocka, kruto tijelo, pa i tekucina u posudi. Primjeri titranja su, na primjer, njihanje
male kuglice na dugoj nerastezljivoj niti, njihanje tijela bilo kojeg oblika objeSenog izvan
tezista ili titranje utega objeSenog na rastegnutu ili stisnutu oprugu. U Sirem smislu, titra-
njem moZzemo nazvati i svako periodicko gibanje po zatvorenoj stazi, primjerice gibanje
Cestice po kruznici. Pri tome se ne samo poloZaj Cestice, nego i njezina brzina 1 akcelera-
cija periodicki ponavljaju u odredenim vremenskim razmacima. Takvo periodi¢ko gibanje
izvode planeti gibajuci se po elipsama oko Sunca.

O titranju, valovima i optici uci se ve¢ u 8. razredu osnovne $kole dok se detaljnije obraduje
u treCem razredu srednje Skole. Neki od obrazovnih ishoda koji se isti¢u u toj nastavnoj
cjelini su:

1. opisati i primjeniti osnovne pojmove vezane uz harmonicko titranje;
2. opisati mehanicko i elektri¢no titranje;

3. opisati postanak i Sirenje mahanickog 1 elektromagnetskog vala;

4. primjeniti zakone geometrijske optike;

5. primjeniti zakone valne optike.

Ono $to se podrazumijeva pod pojedinim obrazovnim ishodom je na primjer da ucenik
moze opisati periodicko gibanje i mehanicko titranje, kvalitativno objasniti uzorke titranja,
opisati i primjeniti pojmove ravnoteznog poloZaja, elongacije, amplitude, titranja, perioda,
faze, frekvencije i razlike u fazi.

Kao sto smo ve¢ rekli, titranje je periodi¢no gibanje oko ravnoteznog polozaja. Periodi¢no
gibanje je gibanje koje se ponavalja nakon odredenog vremenskog intervala, tzv. perioda.
Vrijednost funkcije se ponavlja nakon nekog perioda 7'

J) = fx+T1).
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Veli¢ine kojima opisujemo titranje su period 7 ( vrijeme jednog titraja), frekvencija f
(broj titraja u sekundi), elongacija x(¢#) (pomak iz poloZaja ravnoteZze u trenutku 7) te am-
plituda A (najveca elnogacija). Postoje dvije vrste titranja; harmonijsko i neharmonijsko
titranje. Razlika je u tome Sto se u harmonijskom titranju promjena elongacije moze opi-
sati sinusnom funkcijom dok se neharmonijskim titranjem promjena opisuje periodi¢nom
funkcijom koja nije sinusna. Cesticu koja harmonicki titra nazivamo harmonicki oscilator.
Kao primjer, zamislimo uteg mase m objeSen na stisnutu ili rastegnutu oprugu konstante
k. Gibanju harmonickog oscilatora uzrok je elasticna (harmonicka) sila. Ona uteg nastoji
vratiti u poloZaj ravnoteZe, a opruzi vratiti ravnotezni oblik. Elasti¢na sila je povratna sila,
uvijek usmjerena suprotno od smjera pomaka Cestice iz ravnoteznog polozaja. Ovisnost
elongacije y o vremenu ¢ dana je izrazom

Yy = yo sin(wt + 0)

pri ¢emu je w kutna brzina ili ¢esto zvana kruzna frekvencija, w = 2?”, a kut 6 je pocetna
faza u trenutku ¢ = 0.

Izraz koji opisuje elongaciju u ovisnosti o vremenu je o€ito trigonometrijska funkcija. Do-
mena kao i kodomena dane funkcije su svi realni brojevi.



Poglavlje 3

Istrazivanje

U ovom poglavlju ¢emo opisati istaZivanje provedeno nad ucenicima 1 studentima. Nakon
toga ¢emo prikazati kako izgledaju provedene ankete te cemo obraditi rezultate tih istih.
Prvo ¢emo usporedivati kako su zadatke rijesili ucenici srednjih Skola, a nakon toga kako
su ankete rijeSili studenti. IstraZivanje je provedeno u tri zagrebacke srednje Skole; III.
gimnazija, X. gimnazija te privatna gimnazija i ekonomsko tehnicka Skola Futura. Konci-
pirano je kao anonimna anketa. IstraZivanje je takoder provedeno na Prirodoslovno - ma-
tematiCkom fakultetu u Zagrebu sa studentima 2 godine diplomskih studija nastavni¢kih
smjerova matematike, matematike i informatike, te 5 godine integriranog preddiplomskog
i diplomskog studija matematike i fizike, nastavnic¢ki smjer. Ankete su bile konstruirane
tako da su se u prvom dijelu nalazili matematicki zadaci, a u drugom dijelu fizikalni. Ma-
tematiCke funkcije koje su se proucavale bile su kvadratne funkcije, racionalne funkcije te
trigonometrijske funkcije. Fizikalni koncepti koji su se promatrali bili su slobodan pad,
elektri¢na sila te titranja. Zadaci su bili tako sastavljeni da je zadatak 1 analogan zadatku
4, zadatak 2 je analogan zadatku 6 dok je zadatak 3 analogan zadatku 5. Hipoteza naSeg
istrazivanja je bila sljedeca: Ucenici ne povezuju matematicke koncepte u fizici te ne pri-
mjenjuju uvijek nau€ena matematicka znanja u fizikalnim zadacima.

3.1 Primjer provedene ankete

Slijedi primjer provedenih anketa. Navedena su sva pitanja na koje su 1 u€enici srednjih
Skola kao 1 studenti prirodoslovno matemati¢kog fakulteta odgovarali. Nakon primjera an-
kete slijede rezultati provedene ankete.

26
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Zadatak 1
Na sljedecoj slici se nalazi graf neke kvadratne funkcije.

=5

Slika 3.1: graf kvadratne funkcije

Odgovori na sljedeca pitanja:
a) Nul-tocke ove funkcije su x; = 1x) =
b) Za x = 1 vrijednost ove funkcije jest

¢) Za koji x ova funkcija ima najvecu vrijednost? x =



POGLAVLIE 3. ISTRAZIVANJE 28

Zadatak 2
Na sljedecoj slici se nalazi graf neke funkcije.

-8 T -8 -5 -4 -8 -2 -1 0 1 2 3 4 ] [] 7 8 1) 10 1" 12 1

Slika 3.2: graf funkcije

Odgovori na sljedeca pitanja:
a) Za koji brojeve je vrijednost funkcije 4? Vrijednost funkcije je 4 za

b) Kolika je vrijednost funkcije za brojeve x koji su jako blizu nuli? (ZaokruZi to¢an
odgovor)
1) Jako mala;

2)0;
3) Jako velika.

c¢) Kakva je vrijednost funkcije f kada je x jako velik? (ZaokruZi to¢an odgovor)
1) Jako velika;

2) Skor,0 nula;
3) Nula
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d) Ova funkcija je oblika: (zaokruzi to¢an odgovor)
D) f(x)=5,a<0,;

2)f(0)=5,a=0,;
3) f(x) = %,a>0,.

Zadatak 3
Na sljedecoj slici prikazan je graf neke funkcije.

N = (0, 3) =(6.28, 3) K

Slika 3.3: graf neke funkcije

Odgovori na sljedeca pitanja:
a) PoCetna vrijednost dane funkcije iznosi __
b) Na intervalu [0, 6] funkcija postiZze svoj maksimumu tocki ~ ioniznosi
¢) Na intervalu [0, 6] funkcija postize svoj minimum uto¢ki _ ioniznosi
d) U koliko tocaka na intervalu [0, 6] funkcija postiZze vrijednost 0? (ZaokruZi to¢an

odgovor)
1) U jednoj tocki;

2) U dvije tocke;
3) U tri toCke;
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4) U beskonacno mnogo tocaka.

e) U toc¢kama H i L postiZu se ekstremi i to su ( zaokruzi toCan odgovor):
1) Lokalni minimumi;

2) Lokalni maksimumi.

f) U tockama C,D,E vrijednost funkcije je .

g) Ova funkcija moze se opisati izrazom (zaokruzi to¢an odgovor)
1) f(x) = Asin(Bx);

2) f(x) = Asin(Bx + C);
3) f(x) = Asin(Bx + C) + D-

Zadatak 4
Marko je bacio kamen s litice visine 4 km. Ovisnost udaljenosti kamena od tla o vremenu
dana je grafom na sljedecoj slici.

s/km

Slika 3.4: Putanja kamena

Odgovori na sljedeca pitanja:
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a) Nakon Sto je kamen padao 2 minute preSaoje _ km.

b) Nakon koliko minuta je kamen udario u tlo? Nakon ____ minute.
¢) Za koji t je kamen najviSe udaljen od tla? Zatr = minuta.
Zadatak 5

Sljedeca slika prikazuje polozaj utega x (u metrima) od ravnoteznog poloZaja u ovisnosti o
vremenu (u sekundama). Uteg na opruzi harmonicno titra.

N = (0, 2) =(6.28, 2)

K
\f\ (157,0) SC\C D o
a. a8
1 0 1 2 3 /:‘ 6 7 ] 10 1 12 13
H=13.14, -2) J
-2

Slika 3.5: Uteg na opruzi

Na uteg smo djelovali nekom pocetnom silom te ga pustili da titra.
Odgovori na sljedeca pitanja:

a) Na pocetku uteg od ravnoteznog polozaja smo otklonili za m.
b) Nakon koliko vremena se uteg prvi put vratio u pocetni polozaj? Nakon S.
c¢) Nakon 3.14 s udaljenost utega od ravnoteznog poloZaja iznosi m.

d) Koliko puta se na intervalu [0, 6] uteg vratio u ravnotezni polozaj? (Zaokruzi to¢an
odgovor)
1) Jednom;

2) Dvaput;
3) Triput;
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4) Vise od tri puta.
e) U tocki J udaljenost utega od ravnoteznog poloZzaja jest ( zaokruzi to¢an odgovor):
1) Istakaoiu H;

2) Manja nego u H.

f) U tockama C i D utteg se nalazi u

g) Ovo titranje moZe se opisati izrazom (zaokruZzi to¢an odgovor):
1) s(¢) = Asin(Br);

2) s(t) = Asin(Bt + C);
3) s(t) = Asin(Bt+ C) + D;

Zadatak 6
Dva elektri¢na naboja nalaze se na nekoj udaljenosti r. Na sljedecoj slici prikazan je graf
koji opisuje ovisnost elektric¢ne sile F izmedu ta dva naboja i kvadrata njihove udaljenosti
r.

FIN

] {
T rinm

Slika 3.6: Elektri¢na sila
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Odgovori na sljedeca pitanja:

a) Kada su dva naboja jako blizu jedan drugome, kakva je sila izmedu njih? (Zaokruzi
toCan odgovor)
1) Jako mala;

2) Nula;
3) Jako velika.

b) Kada su dva naboja jako udaljena, kakva je sila izmedu njih? (ZaokruZi to¢an odgo-
vor)
1) Jako mala;

2) Nula;
3) Jako velika.

c¢) Kada je sila izmedu dva naboja 1 N, kolika je udaljenost izmedu ta dva naboja? Uda-
ljenost izmedu ta dva naboja je nm.

d) Koja formula opisuje prikazanu ovisnost? (ZaokruZzi to¢an odgovor)
DF=k- %2 k<0;

2)F =k L& k=0
NF =k - L8 k>0;

I%

Anketu je ispunilo 165 ucenika srednje Skole. U X. gimnaziji anketi je pristupilo 87
ucenika, u III. gimnaziji anketama je pristupilo 50 ucenika dok je u privatnoj Skoli Fu-
tura anketi pristupilo 28 ucenika.
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3.2 Rezultati ankete i obrada podataka

Sljedeci dijagram 1 pokazuje kako su ucenici rijesili zadatak s kvadratnom funkcijom i
zadatak sa slobodnim padom:

Kvadratna funkcija i slobodan pad

96.96%
160 90.314 89.60% 90.3%

83.03%

140

120 60.6%
100
80
60
40
20
0

a) b) c)

W Matematika N Fizika

Broj u¢enika

Slika 3.7: Dijagram 1: plavi stupac prikazuje koliki je postotak ucenika tocno rijesio ma-
tematiCki zadatak (zadatak 1) dok naranCasti stupac prikazuje koliki postotak ucenika je
tocno rijesio odgovarajuci zadatak iz fizike (zadatak 4)

U svakom sljedecem dijagramu legenda je ista; Plavi stupac prikazuje koliki je postotak
ucenika to¢no rijeSio matematicki zadatak dok narancasti stupac prikazuje koliki posto-
tak ucenika je tocno rijesio odgovarajuéi zadatak iz fizike. Kada govorimo o odredivanju
nultocaka funkcije, vidimo da je uCenicima jasniji koncept matematike nego fizike. Iako je
zadatak poprili¢no loSe rijeSen ipak vidimo malo bolje razumijevanje matematickog kon-
cepta. U odredivanju konkretne vrijednosti funkcije za neki konkretan broj, ucenici su
bolje rijesili fizikalnu verziju zadatka. OCcito ucenici trazeni podatak znaju oc€itati sa grafa
ali ne povezuju to s konkretnom vrjedno$¢u funkcije. U zadatku gdje je bila zadana vrijed-
nost i trazi se x za koji se ona postize, ucenici su bolje rijesili matematicki zadatak nego
fizikalni i to znatno bolje. Mogli bi zakljuciti da u€enici imaju problem s razumijevanjem
koncepta prijedenog puta. Iako se lijepo vidi da je u kona¢nici matematicki zadatak bolje
rijeSen od fizikalnog, razlika je zapravo jako mala.

Sljedeci dijagram pokazuje kako su ucenici rijeSili zadatak s racionalnom funkcijom i za-
datak s elektricnom silom:
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Racionalna funkcija i elektri¢na sila
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Slika 3.8: Dijagram 2; Prva dva stupca prikazuju rjeSenost zadatka 2.a) (plavi) i 6.c) (na-
rancasti). Stupci pod b) prikazuju rjeSenost zadatka 2.b) i 6.a), stupci pod c) prikazuju
rjesivost 2.¢) 1 6.c), stupci pod d) prikazuju rjeSenost 2.d) 1 6.d)

Vidimo da su ucenici bolje rijesili fizikalni zadatak kada je u pitanju odrediti za koji x se
postigla dana vrijednost. Cesta greska u ovom zadatku je bila ta $to su u¢enici zaboravili
nadopisati i drugi x za koji se ista vrijednost postizala. Kako se u fizikalnom zadatku pos-
tizala vrijednost samo za jedan x, u€enici su taj zadatak bolje rijeSili. Mogli bi zakljuciti
da ucenici ne razumiju u potpunosti pojam parnosti funkcije. Drugi dio tog zadatka je
podjednako dobro rijeSen u oba slucaja jer se zapravo ispitivala vrijednost funkcije oko
ishodisSta koordinatnog sustava. Treéi dio zadatka je bolje matematicki rijeSen jer se u
matematici viSe spominje pojam beskonacnosti i limesa dok u fizici to i nije toliko Cest
sluc¢aj. U cetvrtom dijelu zadatka je matematicki dio ponovno bolje rijeSen jer ucenici
jasnije shvacaju kocept aproksimacije oblika funkcije nego u fizici. Problem je u tome
Sto ucenici Cesto imaju problem s proporcionalnim zaklju¢ivanjem. Valjalo bi u€enicima
naglasiti vaznost proporcionalnog zaklju¢ivanja i matemati¢kih aproksimacija funkcija u
fizici. Opet moZemo zakljuditi da u€enici bolje razumiju matematicke od fizikalnih konce-
pata.

Sljedeci dijagram pokazuje kako su ucenici rijesili zadatak s trigonometrijskom funkcijom
1 zadatak s titranjem:
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Trigonometrijska funkcija i titranje
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Slika 3.9: Dijagram 3; ovdje svaki par stupaca prikazuje 3. i 5. zadatak po redu

Ve¢ na prvi pogled mozemo vidjeti da su ucenici puno bolje rijesili matematicke za-
datke od fizikalnih. Glavni problem u fizikalnom zadatku je bio taj $to su ucenici smatrali
da je pocetna vrijednost funkcije isto Sto 1 ishodiSte koordinatnog sustava a ne to¢ka od
koje promatramo titranje utega. U drugom dijelu zadatka zapravo jo$ viSe dolazi do br-
kanja ravnoteZnog polozaja s tockom od koje pocinjemo promatrati dano gibanje. OCito
je ucenicima puno jasniji matematicki koncept nultocaka i vrijednosti funkcija. Zapravo
problem je taj Sto ucenici nisu osvijestili nulto¢ku funkcije kao tocku u kojoj je vrijednost
funkcije nula. Isti taj problem se kroz sve ostale dijelove zadatka provlaCio. U zadnjem
dijelu zadatka se zapravo pokazao problem ne razumjevanja povezanosti funkcija sinus 1
kosinus.

Sljedeci dijagram zapravo pokazuje koliko je dobro rijeSen matematicki a koliko fizikalni
dio ispita:
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Postotak tocno rijesenih svih zadataka
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Slika 3.10: Dijagram 4

Zapravo po ovom istrazivanju mozemo zakljuciti da je matematicki dio bolje rjesen nego
fizikalni. To samo pokazuje da ucenici, iako u matematickom smislu razumiju koncepte
vezane uz funkcije, ne razumiju kako ih primjeniti u nekom drugom kontekstu.

Ankete su se provele i medu studentima, ukupno 73 studenta nastavnickog smjera matema-
tike te nastavnickog smjera matematike i infnormatike te medu 13 studenata nastavnickog
smjera matematike i fizike.

Dijagram 5 prikazuje kako su na pitanja vezana sa kvadratnom funkcijom odgovorili stu-
denti matematike i matematike i informatike dok dijagram 6 pokazuje kako su na ta ista
pitanja odgovorili studenti matematike i fizike.
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Kvadratna funkcija i slobodan pad

S
T 80 100% 97.25% 97.25% 97.25%
g7 83.56% 79.45%
T 60 :
[=5]

50

40

30

20

10

0

a) b) c
W Matematika W Fizika

Slika 3.11: Dijagram 5; Ispitanici su studenti smjerova matematike i matematike i infor-
matike. Plavi stupac prikazuje koliki je postotak ucenika to¢no rijeSio matematicki zadatak
(zadatak 1) dok narancasti stupac prikazuje koliki postotak ucenika je tocno rijeSio odgo-
varajuci zadatak iz fizike (zadatak 4)

Kvadratna funkcija i slobodni pad

100% 100%
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I I I ]
b) c)
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a)

Slika 3.12: Dijagram 6; Ispitanicu su studenti smjera matematika i fizika. Plavi stupac
prikazuje koliki je postotak ucenika to¢no rijesio matematicki zadatak (zadatak 1) dok
narancasti stupac prikazuje koliki postotak ucenika je to¢no rijesio odgovarajuéi zadatak iz
fizike (zadatak 4)

Broj ispitanika
=
B o ®m O

o=}

Ono Sto mozemo zakljuciti iz danih dijagrama jest da je oblik dijagrama vrlo slican i da
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nema neke prevlike razlike izmedu te dvije grupe studenata, kada je u pitanju kvadratna
funkcija. Dijagram 7 prikazuje kako su na pitanja vezana sa racionalnom funkcijom od-
gvorili studenti matematike i matematike i informatike dok dijagram 8 pokazuje kako su
na ta ista pitanja odgovorili studenti matematike i fizike.

Racionalna funkcija i elektri¢na sila

80 100%
95.89% 93.15% 94.52% °

70 °89.04%. 2 o6 86.3%
60
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40
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20
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Broj ispitanika

B Matematika = Tizika

Slika 3.13: Dijagram 7; Ispitanici su studenti smjerova matematike te matematikae i infor-
matike. Prva dva stupca prikazuju rjesenost zadatka 2.a) (plavi) i 6.c) (narancasti). Stupci
pod b) prikazuju rjeSenost zadatka 2.b) i 6.a), stupci pod c) prikazuju rjeSivost 2.c) i 6.c),
stupci pod d) prikazuju rjeSenost 2.d) 1 6.d)
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Racionalna funkcija i elektri¢na sila
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Slika 3.14: Dijagram 8; Ispitanicu su studenti smjera matematika i fizika. Prva dva stupca
prikazuju rjeSenost zadatka 2.a) (plavi) i 6.c) (narancasti). Stupci pod b) prikazuju rjeSenost
zadatka 2.b) 1 6.a), stupci pod c) prikazuju rjesivost 2.c) i 6.c), stupci pod d) prikazuju
rjeSenost 2.d) 1 6.d)

Iz dijagrama se vidi da su studenti fizike, ocekivano, rijesili bolje fizikalni dio zadatka od
studenata matematickog smjera, medutim zanimljivo je vidjeti da su studenti fizike i mate-
matike bolje rijesili matematicke zadatke od studenata matematike.

Dijagram 9 prikazuje kako su na pitanja vezana s racionalnom funkcijom odgovorili stu-
denti matematike i matematike i informatike dok dijagram 10 pokazuje kako su na ta ista
pitanja odgovorili studenti matematike i fizike.
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Trigonometrijska funkcija i titranje

oo
(=]

o
2 98.63% 98.63%
5 93.15% 95.89%
270 91.78%  91.78% 2 91.78% 9.04% 89.04%
2
5
=60 73.97% 73.075% 75-34%

50 60.27%

10

41.09%

30

20

10

0

a) b) c) d) e) f) g)
m Matematika m Fizika

Slika 3.15: Dijagram 9; Ispitanici su studenti smjerova matematike te matematikae i infor-
matike.

Trigonometrijska funkcija i titranje
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Slika 3.16: Dijagram 10; Ispitanicu su studenti smjera matematika i fizika.

Iz danih dijagrama moZemo vidjeti da su studenti fizike bolje rijesili fizikalni dio zadataka
dok u matematickom dijelu nije neko preveliko odstupanje u postotku rjeSivosti zadataka.
Zanimljivo bi bilo vidjeti kako su zadatke rijesili studenti u odnosu na ucenike. Sljedeci
dijagram 11 pokazuje kako su po pojedinom zadatku rijesili u postotku ucenici i studenti.
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Slika 3.17: Dijagram 11; usporedba to¢nosti rjeSneja zadataka ucenika i studenata

Ocekivano, sve zadatke rijesili su bolje studenti iako razlika nije prevelika. Pogledajmo
sada i ostale dijagrame s ostalim zadacima. Slijede dijagram 12, dijagram 13 te dijagram
14.

m Ucenici m Studenti

xR
s 2
¥ o = a
o = § & £ = =
= E =2 = = 5 = S = =
= :_'_ = a O = g— :._f:: T S ;« =
= %) g 8 S a8 8 g .
& L ¥
0 e~ ) )
- r~ <
2.A) 2.8) 2.C) 2.D) 6.A) 6.8) 6.C) 6.D)

Slika 3.18: Dijagram 12; usporedba toc¢nosti rjeSneja zadataka ucenika 1 studenata
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Slika 3.19: Dijagram 13; usporedba toc¢nosti rjeSneja zadataka ucenika i studenata
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Slika 3.20: Dijagram 14; usporedba tocnosti rjeSneja zadataka ucenika i studenata
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Vidimo da su studenti bolje rijeSili zadatke nego ucenici, Sto je ocekivano. Iako postoji
par zadatka koje su ipak ucenici rijesili bolje. Zapravo to su zadaci u kojima je rije¢ o
aproksimaciji izraza koji matematicki opisuje neku odredenu pojavu.
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3.3 Zakljucak

MoZemo na kraju zakljuciti da je poCetna pretpostavka odnosno hipoteza istraZivanja potvrdena,
odnosno, da ucenici ne razumiju sasvim kako primjeniti matemati¢ke koncepte u fizikal-
nom smislu. Tako ako pogledamo globalno zadatke, ve¢inom su zadaci dosta dobro rjeSeni,
samo matematicki zadaci su rjeSeni bolje nego fizikalni. Moguce je da ucenici viSe rade
matematiku nego fiziku jer imaju viSe sati nastave tjedno te je uvijek prisutan taj pritisak
drzavne mature, matematika je obavezni predmet na maturi te samim time onda i ucenici
viSe ue matematiku nego fiziku. Smatram da bi bilo potrebno da nastavnici matema-
tike tijekom svoje nastave Sto viSe prikazuju primjenu matematickih sadrzaja u ostalim
podru¢jima. MoZda bi se tada ukupno znanje ucenika poboljsSalo. Ovo istrazivanje je de-
finitivno bilo uspjesno jer sam se i ja kao nastavnik matematike i fizike zapitao trudim li
se dovoljno pribliziti u€enicima matematicke 1 fizikalne koncepte. Ovaj diplomski rad je
zapravo samo pocetak moje Zelje da pronadem nacine i metode kako pomoci u€enicima da
Sto uspjesnije i1 bolje savladaju nastavno gradivo. Smatram da svatko tko odluci procitati
moj diplomski rad moze izvuéi poruku iz njega i potruditi se joS viSe prenijeti drugima
svoje steceno znanje.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavamo glavne poteskoce koje se javljaju kod ucenika
pri povezivanju matematickih i fizikalnih koncepata. Hipoteza koju Zelimo ispitati je da
ucenici ne povezuju uvijek matematicke koncepte s fizikalnim opisom pojava koje nas
okruzuju u svemiru. Ovaj rad podijeljen je u tri poglavlja pri ¢emu se u prvom poglavlju
razmatraju matematicka znanja ucenika srednjih Skola koje oni posjeduju pri kraju cetvrtog
razreda. U drugom poglavlju proucavamo fizikalne koncepte koje cemo ispitati pomocu
ankete koju provodimo nad ucenicima srednje Skole te studenata 2 godine nastavnickog
smjera matematike 1 matematike i informatike, te studenata 5. godine integriranog pred-
diplomskog 1 diplomskog smjera matematike 1 fizike, smjer nastavnicki, Prirodoslovno-
matemati¢kog fakulteta. U treem dijelu iznosimo podatke koji su prikupljeni te statisticki
obradeni. Iznosimo zakljucak temeljen na istrazivanju.



Summary

The thesis studies main difficulties which emerge while students are connecting mathemati-
cal and physical concepts. The hypothesis we are trying to question is that students are not
making connections between mathematical concepts and physical description of pheno-
mena that surround us in space. The thesis is divided into three chapters — the first chapter
deals with mathematical knowledge of high-school students at the end of the fourth grade.
In the second chapter we are studying physical concepts which will be questioned with the
help of a survey conducted on high-school students and students enrolled in the fifth year of
the Faculty of Science. In the third part we present the collected and statistically-processed
data. In the end of the thesis we state the conclusion based on our research.
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