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Uvod

Predmet ovog istrazivanja su nejednakosti Opialova tipa. Pod time podrazumije-
vamo nejednakosti koje uklju¢uju integral neke funkcije i njene derivacije. Origi-
nalna Opialova nejednakost [34|, objavljena je 1960. i iako nije prva nejednakost
koja ukljuc¢uje integral funkcije i njene derivacije, smatra se znacajnijom jer daje
najbolju moguc¢u konstantu:

Neka je x € C[0, h] takva da je x(0) = z(h) = 0ixz(t) > 0 zat € (0,h).
Tada vrijedi

h h
[ e < 5 [ wora

gdje je konstanta h/4 najbolja moguca.

Odmah nakon njenog objavljivanja, slijede pojednostavljenja dokaza, poopéenja,
prosirenja i diskretni analogoni nejednakosti. Najvaznija primjena nejednakosti
Opialova tipa je u teoriji diferencijalnih i diferencijskih jednadzbi. Pregled dife-
rencijalnih nejednakosti Opialova tipa i njihovih primjena u teoriji diferencijalnih
jednadzbi dan je u monografiji R. P. Agarwala i P. Y. H. Panga [2].

(Cilj rada je poop¢iti i profiniti odredene nejednakosti Opialova tipa za konveksne i re-
lativno konveksne funkcije, a zatim razmotriti op¢i oblik nejednakosti Opialova tipa
za izmjerive, simetricne funkcije. Neke od dobivenih nejednakosti primjenjujemo
na Riemann-Liouvilleove i Hadamardove razlomljene integrale i na tri tipa razlom-
ljenih derivacija: Riemann-Liouvilleove, Canavatijeve i Caputove. Poceci racuna s
razlomljenim derivacijama i integralima povezuju se s imenima poznatih matemati-
cara kao Sto su Liouville, Euler, Laplace, Lagrange, Riemann, Weyl i drugi. Danas
istrazivanja u toj teoriji dozivljavaju novi zamah. Od novije literature treba istak-
nuti monografije [26] i [39]. Pojedini autori su dali profinjenja i poopéenja nekih
nejednakosti Opialova tipa, te ih primijenili na razlomljene derivacije i integrale, te
dali nove razlomljene diferencijalne nejednakosti. Posebno, radovi [11], [12], [23] i
[24] su motivirali ovo istrazivanje.

U prvom poglavlju izlazemo nove nejednakosti Opialova tipa za konveksne funkcije
od kojih su neke poopcene, neke profinjene nejednakosti Opiala, Willeta, Godunove-
Levina te Rozanove. Zatim dobivene nejednakosti dajemo i za viSe varijabli.

U prvom odjeljku drugog poglavlja dajemo poopéenja Mitrinovié¢-Pecari¢eve nejed-
nakosti za konveksne funkcije a u drugom odjeljku za relativno konveksne funkcije.
Zatim dajemo primjene na nejednakosti s Riemann-Liouvilleovim razlomljenim in-
tegralima te na nejednakosti sa Riemann-Liouvilleovim, Canavatijevim i Caputovim
razlomljenim derivacijama.
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Uvod

Na kraju prvog odjeljka prvog poglavlja, te u prvom i tre¢em odjeljku drugog po-
glavlja, koristenjem dobivenih nejednakosti Opialova tipa definiramo linearne funkci-
onale kao razliku lijeve i desne strane nejednakosti. Posebno, samo u tre¢em odjeljku
drugog poglavlja izlazemo svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-
Pecari¢evog tipa. Zatim dajemo teoreme srednje vrijednosti za dobivene funkcionale
te proucavamo sredine Stolarskyjevog tipa njima definirane. Potom promatramo n-
eksponencijalnu konveksnost, eksponencijalnu konveksnost i log-konveksnost za ove
funkcionale. Dajemo nekoliko primjera familija funkcija koje nam omogucéuju kons-
trukciju velikih familija eksponencijalno konveksnih funkcija.

Naposljetku, u tre¢em poglavlju dajemo op¢i oblik nejednakosti Opialova tipa za
izmjerivu funkciju te kasnije i za kvocijent funkcija. Slijede brojne primjene za si-
metri¢ne funkcije.

Neki od rezultata iznesenih u ovoj doktorskoj disertaciji objavljeni su u radovima
[51, 161, [71, 8], [9] 1 [14].




Poglavlje 1.

Nejednakosti
Godunova-Levin-Rozanovina tipa

U ovom poglavlju izlozit éemo nove nejednakosti Opialova tipa za konveksne funk-
cije koje poopéavaju nejednakosti Opiala, Willetta, Godunove-Levina te Rozanove.
Uz svaku pojedinu nejednakost prirodno se veze linearni funkcional ¢ija svojstava
proucavamo i pomocu kojega definiramo nove sredine Stolarskyjevog tipa.
Rezultati izlozeni u ovom poglavlju objavljeni su u radovima [6] i [8].

1.1. Od Opialove do nejednakosti Rozanove

U ovom potpoglavlju dajemo pregled poznatih nejednakosti Opialova tipa.

Godine 1960. godine Z. Opial je u [34] objavio sljede¢u nejednakost integralnog
oblika u kojoj se kao podintegralna funkcija javljaju funkcija i njena prva derivacija.

Teorem 1.1.1. (Opialova nejednakost) Neka je x € C'[0,h] takva da je
z(0) =xz(h) =01ix(t) >0 zat e (0,h). Tada vrijedi
h h h )
[ sawia < 5 [ oy (1.1)
0 0

h
gdje je konstanta 1 najbolja moguca.

Tako nije prva nejednakost tog tipa, te se moze dobiti iz nejednakosti Wirtingerova
i Hardyjeva tipa, smatra se vrlo znac¢ajnom, jer daje najbolju moguéu konstantu.
Naime, za funkciju = definiranu s

gdje je ¢ > 0 proizvoljna konstanta vrijedi (1.1). Tako ova funkcija nije derivabilna u

tocki t = 3 mozemo je aproksimirati funkcijom klase C*[0, h] za koju vrijedi (1.1).



Od Opialove do nejednakosti Rozanove

Stoga je konstanta % najbolja moguca.

Odmah nakon objavljivanja Opialove nejednakosti slijede pojednostavljenja dokaza,
poopcenja, prosirenja i diskretne verzije. Postoji cijeli niz nejednakosti koje sadrze
integrale funkcije i njezine derivacije te ih nazivamo nejednakostima Opialova tipa.
Njihova najvaznija primjena je u teoriji diferencijalnih i diferencijskih jednadzbi.
Pregled diferencijalnih nejednakosti Opialova tipa i njihovih primjena u teoriji dife-
rencijalnih jednadzbi dan je u monografiji R. P. Agarwala i P. Y. H. Panga [2].

C. Olech je iste godine iznio jednostavniji dokaz u [33] te je dokazao da nejed-
nakost vrijedi za apsolutno neprekidnu funkciju z, tj. za © € AC|0, h] bez uvjeta na
rast funkcije. R. Beesack je dao jos jednostavniji dokaz Opialove nejednakosti u [16],
dvije godine nakon njenog objavljivanja. Primijetio je da nejednakost vrijedi ¢ak i

ako funkcija x ima prekid u tocki t = —, ali uz uvjet da je apsolutno neprekidna na
h h
oba podintervala [0, 5] i [i,hl. Dodatno, zakljucio je da je i uvjet pozitivnosti

funkcije  nepotreban.

Teorem 1.1.2. (Beesackova nejednakost) Neka je x € AC[0,h|, takva da je
z(0) = 0. Tada vrijedi

h h
/0 |z (t) 2/ (t)| dt < g/o (' (£)) dt . (1.2)

Jednakost vrijedi u (1.2) ako i samo ako je x(t) = ct, gdje je ¢ konstanta.

Prirodno prosirenje Opialove nejednakosti (1.1) dao je D. Willett u [43] 1968.godine.
On umjesto prve derivacije funkcije x promatra n-tu derivaciju.

Teorem 1.1.3. (Willettova nejednakost) Neka je x € C"[0,h], takva da je
2D(0)=0,i=0,...,n—1,n>1. Tada je

/h|x(t)x(">(t)\dt < g h(:c<">(t))2dt. (1.3)

0

Jedno od poopéenja Opialove nejednakosti dali su E. K. Godunova i V. I. Levin u
[21].

Teorem 1.1.4. (Godunova-Levinova nejednakost) Neka je f konveksna i rastuca
funkcija na [0,00), f(0) =0 ix € AC|a, 7], z(a) = 0. Tada vrijedi

/ P (et 1 )] de < f ( / ) dt) . (1.4)

Vazna primjena Teorema 1.1.4 dana je sljede¢im teoremom.




Poopéenja Opialova tipa nejednakosti Rozanove i Godunova-Levinove
nejednakosti

Teorem 1.1.5. Neka su f,g konveksne i rastuce funkcije na [0,00), f(0) = 0.
B
Nadalje, neka je p pozitivna funkcija na |o, B] i / p(t)dt = 1, = € AC[a,f],

z(a) = z(B) = 0. Tada vrijedi "

/ o) el < of (9_1 ( / ﬁp@)g(‘;f];((g)dt)) (L5)

Sljedec¢e poopcenje nejednakosti Godunove i Levina dala je G. I. Rozanova 1972.
godine u [38].

Teorem 1.1.6. (Nejednakost Rozanove) Neka su f, g konveksne i rastuée funkcije
na [0,00), f(0) =0, p(t) >0, p'(t) >0, zat € [a,7], p(a) = 0. Nadalje, neka je
xr € AC[a, 7] i () = 0. Tada vrijedi

[ (g )« (o0 (5) )= ([ w00 (g ) ) 0

Napomena 1.1.7. U Teoremima 1.1.4, 1.1.5 i 1.1.6 suviSan je uvjet da je funkcija
f rastuc¢a. U Teoremima 1.1.5 1 1.1.6 nedostaje uvjet g > 0.

Napomena 1.1.8. Ako uzmemo da je u Teoremu 1.1.3 n = 1, onda Willetova
nejednakost (1.3) postaje Opialova nejednakost (1.1). Ako stavimo da je funkcija f u
Teoremu 1.1.4 definirana s f(z) = 2% i primjenimo Cauchyjevu nejednakost na desnu
stranu Godunova-Levinove nejednakosti (1.4), onda dobivamo Opialovu nejednakost
(1.1). Naposljetku, uzmemo li da je u Teoremu 1.1.6 funkcija g definirana s g(z) = 1,
Rozanovina nejednakost (1.6) postaje Godunova-Levinova nejednakost (1.4).

[zrecimo kona¢no i Jensenovu nejednakost za konveksne funkcije.

Teorem 1.1.9. (Integralna Jensenova nejednakost) Neka je (2, A, u) prostor ko-
nacne mjere i f : 0 — R p-integrabilna funkcija. Nadalje, neka je funkcija
v : I — R konveksna, takva da je Imf C I i po f p-integrabilna funkcija. Tada je

1 / S
—— | fdp €I i vrijedi
1(€2) Jao

@ L fdu SL (¢ o fdp. (L.7)
(M(Q)/Q ) M(Q)/Q

Ako je ¢ strogo konveksna funkcija, onda u (1.7) vrijedi jednakost ako i samo ako
je funkcija f konstantna p-gotovo svuda na 2. Ako je f konkavna funkcija, onda u
(1.7) vrijedi suprotna nejednakosti.

1.2. Poopcéenja Opialova tipa nejednakosti Rozanove
i Godunova-Levinove nejednakosti

Slijede novi rezultati Opialova tipa u kojima se javljaju n-te derivacije funkcije x te
konveksna funkcija f.




Poopéenja Opialova tipa nejednakosti Rozanove i Godunova-Levinove
nejednakosti

Teorem 1.2.1. Neka je [ konveksna funkcija na [0, 00), za koju vrijedi f(0) =
Nadalje, neka je x € AC"[a, 8], takva da je 20 (a) = 2D(6) =0,i=0,...,n—1,
n > 1. Ako je f diferencijabilna funkcija, onda vrijedi

R )™
J e R e L e

Dokaz. Neka je « < 7 < 3. Nadalje, definiramo funkciju y na segmentu [«, 7] s

y(t) = / / / )| dsdty - dt,_

_ ERPAVES WINCD < o |
B (n_l)u/(t )" 2 (s)|ds, t € [a, 7], (1.9)

takvu da vrijedi y™ () = |2 (¢)] i y(t) > |=(t)).

Iz (1.9) je jasno da je za svaki 0 < i < n—1, y@(t) > 01y je rastuca funkcija na
[, 7].

Stoga, zbog ¥V (a) =0,i=0,...,n — 1, slijedi

y(t) < %ym_l)(t), t € la, 7], (1.10)

odnosno )
(B—a)""
(n—1)!

Buduéi da je f’ rastuca funkcija, slijedi

| reen o < [ oo
fg(AQw(ﬂ%;%§§WW*Nw)ywwwﬁ
L)

y(t) < (t), te€]larT]. (1.11)

1

(n — 1)' (B - Of)n (n—1) -
Y )
n — ' —« n—1 T
(5< — oz)lz—lf ((ﬁ(n -~ i)! / |f”(")(t)|dt> . (112

Sada promatramo segment [, 5]. Neka je sada

y(t) = // /|m(" ) dsdty - dt,_,

:‘__ilw—m*wWﬂ@,tehm (1.13)

(n—1)!

takva da vrijedi y™(t) = |™(¢)] i ()>| (1))

Iz (1.13) je jasno da je za svaki 0 < i <n —1, yD(t) > 01 y? je rastuca funkcija
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na [7, f].
Sada, zbog y@(a) = 0,7 =0,...,n — 1, slijedi

_ n—1
(B—a) ' y(n_

1) T, B3] . .
AR UM Y (114)

y(t) <

Buduéi da je f’ rastuca funkcija, iz (1.14) slijedi
B !
/fﬂmwmﬂWMﬁ

B
< /‘HMﬂwWﬁMt
B _Oénfl
< [ r(B=mw) v o

o
— Sfynﬂvo

(n—1)! ((B-a
o

= pmat (G o).
Neka je 7 takav da je

8
/ PRI ,/ RO (/ 2™ () |dt. (1.16)

Iz (1.12), (1.15), (1.16) i Jensenove nejednakosti (1.7) slijedi

n—1)! — )"t [P
[ st < 20 (ol M)

C domll (L B,
By \G-a))s ~ 2-1)

(
A1) (7 [ (B a) e ()
(B—M"A‘f< 20— 1) )d“

Sto je i trebalo dokazati. O]

IA

Napomena 1.2.2. Za f(x) = 2", r > 1, nejednakost (1.8) postaje

_ n(r 1)
z(@®) 7 ™ ()] dt < T dt.
r 1
or= 17“ —

Ako koristimo (1.10) umjesto (1.11) nejednakost (1.12) postaje

[ s < 0 (V0 [etwe)




Poopéenja Opialova tipa nejednakosti Rozanove i Godunova-Levinove
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te ako sada na (1.17) primijenimo Jensenovu nejednakost (1.7) i uzmemo da je
f(x) = z*, onda dobijemo

/]x ) 2™ ()] dt < 2 /|x”) ()| dt ,

Sto je znacajno poboljsanje Willetove nejednakosti (1.3) na [a, 7]. Naime, u nasem
rezultatu se u nazivniku pojavljuje faktor (n — 1)! koji za n > 2 bitno smanjuje
desnu stranu originalne Willettove nejednakosti.

Posebno, za r =21in =1, u (1.8) dobijemo

/ya: () dt < _O‘/y ()2 dt,

Opialovu nejednakost (1.1) na [a, 5.

Za n = 1 dobijemo sljedeé¢i korolar, kao posebni sluc¢aj prethodnog teorema.

Korolar 1.2.3. Neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) =
x € AC|a, ], takva da je (o) = x(B) = 0. Ako je f diferencijabilna funkcija, onda

vrijedi
g / / 2 ’ (ﬁ—a)|x’(t)|
/a Fz@®Nl'@)ldt - < m/a f(f) dt. (1.18)

Ista metoda primijenjena na Teorem 1.1.6 daje sljedeéi rezultat.

Teorem 1.2.4. Neka je [ konveksna funkcija na [0,00), za koju vrijedi f(0) = 0.
Neka je g konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na [0,00), p'(t) > 0, t € [ 7],
p(a) = 0. Nadalje, neka je v € AC™[a, 7], takva da je z'9(a) =0,i=0,...,n—1,
n > 1. Ako je f diferencijabilna funkcija, onda vrijedi

Lo (Gt )r (o (5

5 [oroon (25 o, o

Dokaz. Kao u dokazu prethodnog teorema, za t € [a, 7] imamo y™(t) = 2™ (t)],

y(t) = fx(t)] i

IN

S AR

Buduéi da je g rastuca, iz Jensenove nejednakosti (1.7) slijedi

s(50) = o) = o (5 )
)7 () 28 () B g

[ip(s)d

i 700 (“o? )

y(t) <
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Iz gornje nejednakosti i svojstva rasta funkcije f’, dobivamo

e = )1>! 'Z«X”)f’ (v (‘xé?'))dt
f (s)
dt

)9
< oo (Gt )« (Lvos (G ) )
gl <[g<swg<gnj;;;p,z)zy>d>}
= f /a Pt)g T(n_ _0617;,_ ypil(t; dt
({5
Primjenom Jensenove nejednakosti (1.7) na (1.20), dobivamo

[ ros (i ) 7 (s (5
[ s (T )
p Y

|
- (e [ o (.

VAN
3
NN

=

=

~
7 N\
=

-

Q
7N

—~
|

)_\\_/
= | =
/\,_\\_/

N
~
N~

W

~

Za n = 1 slijedi sljede¢i korolar.

Korolar 1.2.5. Neka je f kom)eksna funkcija na |0, oo) za koju vrijedi f(0) = 0.
Neka je g konveksna, nenegativna i rastuéa na [0,00), p'(t) > 0, t € [, 7], p(a) = 0.
Na d lj neka je x € AC|a, 7], z(a ) 0. Ako je f df rencijabilna funkcija, onda

as Z%T)/;p’@)f (p(f)g ('Z;g;’)) dt. (1.21)
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1.2.1. Teoremi srednje vrijednosti

Motivirani nejednakostima (1.4), (1.18), (1.8), (1.6) i (1.19) dobivamo redom sljedece

funkcionale:
/ ( 0 dt) - [ 7ol (1.22)

gdje je funkcija x kao u Teoremu 1.1.4;
2 A B — )|z (t A
wif) = o [ (R g [ eoniolan a2
ﬁ —a J, 2 «
gdje je funkcija x kao u Korolaru 1.2.3;

) %/ﬁf((ﬁ;gl)ilﬁ(;)()l)dt

- [ rGewpagan (124

gdje je funkcija z kao u Teoremu 1.2.1;
ean = 1 ([ o ()
- [ros (G ) (o () 0
gdje su funkcije g, p i  kao u Teoremu 1.1.6;
it = g [ 1ons (S s

i /Cyfpl(t)g<<7(7z—fz>1;1\x<n> ) (p ( i))dt’ (1.26)

gdje su funkcije g, p i « kao u Teoremu 1.2.4 (i u svim funkcionalima je f diferenci-
jabilna funkcija za koju vrijedi f(0) = 0).

Ako je f konveksna funkcija, onda iz Teorema 1.1.4, 1.2.1, 1.1.6, 1.2.4 te Korolara
1.2.3, slijedi

Sada ¢emo dati teoreme srednje vrijednosti za funkcionale ®;, e =1,...,5.
Prvo promotrimo funkcional ®;. Neka je 0 < |2/| < M. Slijedi

0< / 2/(8)]dt < M(r — a)

0<|z(t)] < / |2/ (s)|ds < M(t — a) < M(1 — «).
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Dakle, za funkcional ®; neka je f: Iy — R gdje je
I =[0,M(T — ). (1.27)

Analogno, sa |z(t)| < M (1 — «a) i |z(t)| < M (5 — 1), za funkcional ®, slijedi

I, = [o, W} (1.28)

dok za ®3 i 0 < |z(™| < M imamo

(B=a)" 2] _ M(B—a)"

2(n—1)! — 2(n—1)!

i 1 M(t—a)" _ M(r—a)

¢ el (n t—a)" T—a)"

o)) < gy [ (0= o o) s < T < S
iz ¢ega dobivamo
M(B—a)"

Nadalje, za funkcional @4 neka je 0 <m <p' < My, 0 < |2/| < M i g > 0. Tada je
!
M
0< T M gijeas
m

p
— «) min " =] T — @) max
m (T )[07%]9§/6¥ p(t)g(p,(t) )dtSMl( )[07%}9-
Takoder je .
Lol [l)lds
o) T [Ip(s)yds T m

Ocito je p(t) < M; (T — «), dobivamo

USP(t)Q(M) <M (T -«

p(t)

~—

max g .
[0.5%]

m

Dakle, za funkcional ®, imamo

I, = [0, M, (T — a) max g] . (1.30)

[o.5%]

Konac¢no, za funkcional $5 i 0 < |m(")| <M

(1 —a)" !z (t)]
pmg( (n— D0 ) < Mi(r—a) o utemape] ¥

> m(n—1)!

Takoder je
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| (1)
x
0<p(t < M (1 —
<09 (M) < e )
iz Cega slijedi
Is=|0,M;(T—«a) max gf. (1.31)

o455
Definiramo sljedeée uvijete:
(A1) Neka je z € AC [, 7], z(a) =010 < |2] < M.
(A2) Neka je z € AC [, B8], z(a) = z(8) =010 < |2/| < M.

(A3) Neka je © € AC™ [, 8], 2D(a) = 2D(B) = 0 za i = 0
0< |z < M.

(A4) Neka je g konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na [0,00), p(t)
t € la,7], p(a) =010 < m < p < M;. Nadalje, neka je x € AC|

z(a) =010 < |2'| < M.

(A5) Neka je g konveksna, nenegativna i rastuéa funkcija na [0,00), p(t)
t € lo,7], pla) =0i0 <m <p < M. Nadalje, neka je z € AC"|

D) =0zai=0,...,n—1, (n21)10§|x(”)’§M.

sn—1(Mm>1)1

E
a,7],

> 0,
a? T]?

Teorem 1.2.6. Neka jei € {1,...,5} i neka je ®; funkcional dan s odgovarajucom
definicijom iz niza (1.22)-(1.26) uz wvjet (Ai). Nadalje, neka je f € C*[I;] funkcija

za koju vrijedi f(0) = 0. Tada postoji & € I; takav da je

_1"&)

D;(f) 5

®:(fo),

gdje je fo(t) = t2.

(1.32)

Dokaz. Bududi da je f € C?[I;], postoje realni brojevi d = min f’(t) i D =

max f"(t). Lako se pokaze da su funkcije fi i fo definirane sa
€1;

filt) = D~ 1),
B = 1) - 3¢

konveksne. Dakle, vrijedi ®;(f1) > 0, ®;(f2) > 0, i dobijemo

() < F0h).
B(f) 2 Soh).

tel;

(1.33)

(1.34)

10
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Iz (1.33) i (1.34) imamo

g‘bi(fo)-

Sah) < () <

Ako je ®;(fo) = 0 tvrdnja je trivijalno ispunjena. Stoga moZemo pretpostaviti da je
®;(fo) > 0. Tada je

[\V]

d,
1< 200
®;(fo)
pa prema Bolzano-Weiestrassovom teoremu postoji &; € [; takav da je

~f(&)
2

<D,

®;(f)

®;(fo) -
]

Teorem 1.2.6 je teorem srednje vrijednosti Langrangeovog tipa. U sljede¢em teoremu
dokazujemo tvrdnju Cauchyjevog tipa.

Teorem 1.2.7. Neka jei € {1,...,5} i neka je ®; funkcional dan s odgovarajucom
definicijom iz niza (1.22) - (1.26) uz uvjet (Ai). Nadalje, neka su f,g € C*[I] sa
f(0) = g(0) = 0. Tada postoji & € I; takav da je

(f) _ (&) -

®i(9)  g"(&)’

uz pretpostavku da oba nazivnika nisu 0.

Dokaz. Definirajmo funkciju h € C?[I;] sa h = ¢, f — cag, gdje je
e =Pi(g), c2=i(f).
Sada primjenom Teorema 1.2.6 postoji &; € I; takav da je

(01 f"(&) Cga”(&)) Bi(fo) = 0.

2 2

Buduéi da je fy konveksna, vrijedi da je ®;(fo) > 0. Ako je ®;(fy) = 0, onda je
®;(g) = 0 sto je kao slucaj iskljuceno iz Teorema. Dakle, promatramo samo slucaj
kad je ®;(fy) > 0. No, tada je

oi(f) _ f'(&)
Di(g)  g'(&)

]

Kao neposrednu posljedicu Teorem 1.2.6 dobivamo profinjenja nejednakosti Opialova
tipa danih sa (1.4), (1.6), (1.8), (1.18), (1.19) i (1.21) .
Pokazimo to na primjeru funkcionala ®,.

11
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Neka je kao u dokazu Teorema 1.2.6, d = min f(t), D = max f"(t). Ako je f
konveksna funkcija, onda je D > 0. Tada je

D

g@z(fo) > Dy(f).

%@Q(fo):54 / J2dt — /|x (t)]dt.

Za konveksnu funkciju f, takvu da je D > 0, f(0) = 0, imamo profinjenje osnovne
Opialove nejednakosti, tj. vrijedi

- / dt>/ (b2 (1)) dt + — q»z /\x ()[dt.

S druge strane, iz nejednakosti

Bududéi da je

d

Dy(f) > 5@2(f0)

i konveksnosti funkcije fy slijedi ovaj niz nejednakosti

2 [ (GO
[ (D) et o+ faat)

B
> / £ ()] |2/ (1)t

Sto je profinjenje nejednakosti (1.18).
Slicna se profinjenja mogu napraviti i za ostale nejednakosti koje su povezane s
funkcionalima ®;, ¢+ = 1,...,5.

1.2.2. Eksponencijalna konveksnost

Elegantna metoda kojom se dobivaju n-eksponencijalno konveksne i eksponencijalno
konveksne funkcije dana je u [25] (pogledati i [13]). Koristit ¢emo je za dokazivanje
n-eksponencijalne konveksnosti funkcija pridruzenih funkcionalima ®;, 7 =1,...,5.
Navedimo neke definicije i osnovna svojstva koja ¢emo koristiti. Neke od njih se
mogu naciiu [17].

U nastavku neka je I otvoreni interval u R.

Definicija 1.2.8. Funkcija f : I — R je eksponencijalno konveksna na I ako je
neprekidna i ako je

Z{’,ﬁj (x;i+x2;) >0
2,7=1

za sve n € N i za svaki izbor §,x; € R, ¢+ = 1,...,n takav da je x; +x; € I,
1<4,5 <n.

12
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Trebat ¢e nam sljedeci rezultati o konveksnim funkcijama (vidjeti npr. [36]).

Propozicija 1.2.9. Ako su xq, 19,23 € I takvi da je x1 < x5 < x3, onda je funkcija
f I — R konveksna ako i samo ako vrijedi nejednakost

(z3 — x2) f(21) + (21 — 23) f(72) + (22 — 1) f(23) > 0.

Propozicija 1.2.10. Ako je f konveksna funkcija na intervalu I i ako je x1 < yq,
To < Yo, T1 F Xa, Y1 F Yo, onda vrijedi sljedeca nejednakost

f(x2) = f(x1) < f(y2) — fly1) '

To — T - Y2 — Y1

(1.36)

Ako je funkcija f konkavna, onda u (1.36) vrijedi suprotna nejednakost.

Definirajmo i podijeljene razlike, koje se ¢esto koriste kad funkcije imaju razlic¢ite
stupnjeve glatkoce.

Definicija 1.2.11. Podijeljena razlika drugog reda funkcije f: I — R u medusobno
razlicitim tockama yo,vy1,y2 € I je rekurzivno definirana sa

Wi, vir1; [l = f(yi{rl) : f(yl) , +=20,1
yl+1 yz
1, yo; f1 — [wo, y1; f]

Y1, Y2, = ) 1.37
Yo, Y1, Y25 f] Y2 — U0 ( )

Napomena 1.2.12. Vrijednost [yo, y1, y2; f] ne ovisi o poretku tocaka yo, y1 1 y2. Za
dva puta diferencijabilnu funkciju definicija se moze progiriti tako da ukljucuje slucaj
kada se tocke podudaraju. Naime, uzmemo limes y; — 3o u (1.37) te dobijemo

[0, 41,5 1] = [y o, s f] = 182 = T (80) :f'(?)(” 80 £ g
(Y2 — yo)

lim
Y1—Yo
i uzimajuéi limes y; — yo, ¢ = 1,2 u (1.37), dobivamo

"
hm hm [y07y17y2;f] = [yojy(]?yo; f] — f (yO)

Y2—Y0 Y1—Yo 2

U kasnijim primjenama koristit ¢emo sljede¢u propoziciju i njene korolare.
Propozicija 1.2.13. Za funkciju f : I — R sljedece tvrdnje su ekvivalentne.
(1) Funkcija f je eksponencijalno konveksna.
(17) Funkcija f je neprekidna i

D &6 ] (“” ; “’j) >0, (1.38)

4,j=1

za sven € N, za sve &, & € R i svaki wzbor x;, x5 € I, za 1 <1i,5 <n.

13
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Napomena 1.2.14. Zan = 1 iz (1.38) slijedi da je eksponencijalno konveksna funk-
cija nenegativna, tj. f(z) > 0 za svaki x € I. Nadalje, mnozenje eksponencijalno
konveksne funkcije pozitivnim brojem te zbroj eksponencijalno konveksnih funkcija
(na istoj domeni) je eksponencijalno konveksna funkcija.

Korolar 1.2.15. Ako je f eksponencijalno konveksna na intervalu I, onda je ma-

trica {f <#)] pozitivno semidefinitna. Posebno,
ij=1
det{f(%)} >0,zasveneN, i=1,...,n.
ij=1

Korolar 1.2.16. Ako je f : I — R eksponencijalno konveksna funkcija, onda je f
ujedno 1 konveksna funkcija na 1.

Sad uvodimo pojam n-eksponencijalne konveksnosti.
Rezultati od Definicije 1.2.17 do Napomene 1.2.20 i drugi detalji o n-eksponencijalno
konveksnim funkcijama mogu se naéi u ¢lanku [35].

Definicija 1.2.17. Funkcija f: I — R je n-eksponencijalno konveksna u Jenseno-
vom smislu na I ako vrijeds

Zfifjf(#) >0

ij=1

za, svaki izbor & € R i svaki izbor x; € I, 1 =1,...,n.
Funkcija f: I — R je n-eksponencijalno konveksna ako je n-eksponencijalno konvek-
sna u Jensenovom smislu i neprekidna na 1.

Propozicija 1.2.18. Funkcija f: I — R je eksponencijalno konveksna u Jenseno-
vom smislu na I ako je n-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu za svaki
n € N.

Funkcija f: I — R je eksponencijalno konveksna ako je eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu 1 neprekidna.

Napomena 1.2.19. Iz definicije je jasno da su 1-eksponencijalno konveksne funkcije
u Jensenovom smislu nenegativne funkcije. Takoder, n-eksponencijalno konveksne
funkcije u Jensenovom smislu su k-eksponencijalno konveksne u Jensenovom smislu
za k € N, k <n.

Napomena 1.2.20. Funkcija f : I — (0,00) je log-konveksna u Jensenovom smislu
ako i samo ako vrijedi

o’ f(x) + 2aBf (:UT—I—y> + B2 f(y) >0

za svaki izbor o, f € R i svaki izbor x,y € I. Slijedi da je pozitivna funkcija log-
konveksna u Jensenovom smislu ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna u
Jensenovom smislu.

Takoder, koristenjem osnovne teorije konveksnosti zakljuci se da je pozitivna funkcija
log-konveksna ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna.

14
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Nakon ovih poznatih rezultata o n-eksponencijalno konveksnim funkcijama iskazimo
novi rezultat u kojem razmatramo svojstva funkcije s — ®;(f;) gdje su ®;, i =
1,...,5 linearni funkcionali definirani u prethodnom tekstu.

Teorem 1.2.21. Neka je T = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija definiranih na intervalu I w R, takvih da je funkcija s — [yo, 1, Y2; [s]
n-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlicite tocke yo,y1,y2 € I. Neka su ®;, i =1,...,5 linearni funkcionali definirani
s (1.22)-(1.26).

Tada je s — ®;(fs) n-eksponencijalno konveksna funkcija u Jensenovom smislu
na J. Ako su jos funkcije s — ®;(fs), i = 1,...,5 neprekidne na J, onda su
n-eksponencijalno konveksne funkcije na J.

Dokaz. Za & e R, s; € J,i=1,...,n, definiramo funkciju
h(y) = Z fxf]f%(y) :
ij=1

Koristenjem pretpostavke da je funkcija s +—  [yo,y1,¥2; fs] m-eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, imamo

Yo, y1,y2i ] = Y &fj[yo,yhy%f@] >0,
2,j=1

iz, ¢ega slijedi da je h konveksna funkcija na I. Vrijedi ®;(h) > 0, ¢ = 1,...,5.
Dakle,

Z giqu)i(f@) >0.

ij=1
Zaklju¢ujemo da su funkcije s — ®;(fs), ¢ = 1,...,5 n-eksponencijalno konveksne
na J u Jensenovom smislu. Ako su funkcije s — ®;(f;), i = 1,...,5 dodatno i

neprekidne na J, onda su n-eksponencijalno konveksne funkcije po definiciji.

[]

Korolar 1.2.22. Neka je T = {fs: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija
definiranih na intervalu I u R, takvih da je funkcija s — [yo, y1,y2; fs] eksponenci-
jalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno razlicite tocke
Yo, Y1,Y2 € I. Neka su®;, i =1,...,5 linearni funkcionali definirani s (1.22)-(1.26).
Tada su s +— ®;(fs), i =1,...,5 eksponencijalno konveksne funkcije u Jensenovom
smislu na J. Ako su jos funkcije s — ®;(f5), i = 1,...,5 neprekidne na J, onda su
eksponencijalno konveksne funkcije na J.

Teorem 1.2.23. Neka je Q = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija funk-
cija definiranih na intervalu I u R, takvih da je funkcija s v« [yo,y1,yo; fs] is 2-
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno raz-

licite tocke yo,y1,y2 € I. Neka su ®;, + = 1,...,5 linearni funkcionali definirani s
(1.22)-(1.26). Tada vrijede sljedece tvrdnje:
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(1) Ako su funkcije s — ®;(fs), 1 = 1,...,5 neprekidne na J, onda su 2- ekspo-
nencijalno konveksne funkcije na J. Ako su funkcije s — ®;(fs), i = 1,...,5
pozitivne, onda su takoder log-konveksne na J. Tada za r,s,t € J takve da je
r <s <t ovrygedi

(@i(f) ™ < (Ri(f) " (Ri(f) ™, i=1,...,5. (1.39)

(17) Ako su funkcije s — ®;(fs), i = 1,...,5 pozitivne i diferencijabilne na J, onda
za svaki 1zbor s, q,r,t € J, takve da je s < r i q <t vrijeds

,U/s,q(q)i,Q> < ,Ltr,t(q)i, Q), 1= 1, ...,5, (140)
gdje je 1
(I)i(fS) s
() ote
fs.q(Pi, ©2) = . (1.41)
o (B2
q)i(fS) 7
gtovi§e, ako SU Uy Upy oeeey Uy U+ Upy ooy U+ U, U+ Uy + ... +u; € J, onda vrijedi
®i(fu)n_1®i(fu+u1+...+uz) > (bi(fu+u1) Tt (I)i(fu-i-uz)' (1'42)

Posebno, ako je 0 € J, onda tmamo nejednakost C’ebi§evljevog tipa
(I)i(fo)n_lq)i(fu1+---+uz> > (I)Z(fuz) Tt q)z(fuz)

Dokaz. (i) Prvi dio je direktna posljedica Teorema 1.2.21, a u drugom dijelu log-
konveksnost na J slijedi iz Napomene 1.2.20. Bududi da su funkcije s — ®;(f5),
i = 1,...,5 pozitivne, za r,s,t € J takve da je r < s < t, sa f(s) = In®D;(fs),
¢t =1,...,5 primjenom Propozicije 1.2.9, imamo

(t—s)In®;(f,)+ (r—t)Ind;(fs) + (s —r)Ind;(f;) > 0,

Sto je ekvivalentno (1.39).

(11) Funkcije s — ®;(fs), i = 1,...,5 su log-konveksne na J po (i), odnosno, funk-
cije s — In®;(fs), i = 1,...,5 su konveksne na J. Primjenom Propozicije 1.2.10
dobivamo

()~ m(fy) _ ()~ (f)
s—q - r—t

. i=1,...,5 (1.43)

zas<r, q<t, s#q,r#t,sto je ekvivalentno

G- e

u&q(qu,Q) § ,u/r,t(q)i;Q) Z: 1,...,5.

stoga imamo
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Neka je sada s = ¢. Tada u (1.43) imamo grani¢ni slucaj
In®;(f;) — Ind; In®,(f,) —Ind,; .
s—q s—q r—t

S lijeve strane nejednakosti (1.45), obzirom da imamo slucajj (O—J, limes mozemo racu-
nati koriStenjem L’Hospitalovog pravila. Slijedi

WA 1
s—q 1 r—t
d
®;(fy) ®;(f,) r—t
d n T T
o) (l <1>i<ft>)
d
—®i(fy) o)\
d i\Jr
PN\ ey | S (@(ﬁ))

L0g(@1,Q) < pa(®,Q) i=1,...,5. (1.46)

Neka je r = t. Tada takoder imamo grani¢ni slucaj u (1.43). Dokaz provodimo sli¢no
kao za s = ¢ samo je sada limes s desne strane nejednakosti. Dobivamo nejednakost

o ®5,9) < p(®,9) i=1,..5
Naposljetku, ako u (1.44) stavimo ¢ =t =u, s = u+ uy + ... + u;, r = u + u;, onda

dobijemo
((I)i<fu+u1+...+ul)> w1ty > (q)l<fu+ul)> i
((I)i<fu+u1+...+ul)) u1+“1‘+ul > q)z(fu—&—u)
(I)Z<fu) B (I)Z(fu)
Mnozenjem svih nejednakosti za i = 1,...,[ dobivamo (1.42). O

Napomena 1.2.24. Rezultati iz Teorema 1.2.21, Korolara 1.2.22 i Teorema 1.2.23
vrijede i kad su dvije tocke od tri tocke yo,y1,y2 € I koincidentne, za familiju dife-
rencijabilnih funkcija fg takvih da je funkcija s — [yo, Y1, yo; fs| n-eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,
log-konveksna u Jensenovom smislu). Nadalje, vrijedi kad su sve tri tocke koinci-
dentne za familiju dva puta diferencijabilnih funkcija sa istim svojstvom. Dokazi
se mogu dobiti primjenom Napomene 1.2.12 i odgovarajuce karakterizacije konvek-
snosti.

1.2.3. Sredine Stolarskyjevog tipa

Koristeci funkcionale ®;, i = 1,...,5, definirane redom sa (1.22)-(1.26) na interva-
lima I;,7=1,...,5danimas (1.27)-(1.31), netom opisanom metodom moZemo kons-
truirati eksponencijalno konveksne funkcije primjenom pozitivnih linearnih funkci-
onala na odabranu familiju funkcija. Upotrijebit ¢emo Teoreme srednje vrijednosti
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1.2.6 1 1.2.7 za sredine Stolarskyjevog tipa, definirane funkcionalima ®;, 7 =1,...,5.
Nekoliko familija funkcija koje zadovoljavaju uvjete Teorema 1.2.21, Korolara 1.2.22,
Teorema 1.2.23 i Napomene 1.2.24 koje ¢emo ovdje prikazati, omogucéavaju nam da
konstruiramo velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne.

Primjer 1.2.25. Promatramo familiju funkcija
O ={fs:R—>R:seR}

definiranu sa

e — 1
82 ) 8#07

f8<x>: 72
3, SZO.

d*f,
Buduc’2i da je d:v];

s — —(x) je eksponencijalno konveksna funkcija po definiciji.

(x) = €** > 0, onda je fs konveksna na R za svaki s € R, i

Koristenjem sli¢nih tvrdnji kao u dokazu Teorema 1.2.21, mozemo zakljuciti da je
funkcija s — [yo, ¥1, y2; fs] eksponencijalno konveksna (i eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu).

Uocimo da je fs(0) = 0. Iz Korolara 1.2.22 imamo da su s — ®;(fs), i =1,...,5
eksponencijalno konveksne funkcije u Jensenovom smislu. Lako se vidi da su ova
preslikavanja neprekidna, pa su eksponencijalno konveksna.

Sada ¢emo, za ovu familiju funkcija izrac¢unati p, ,(®;, Q) iz (1.41).

Neka je s = ¢ # 0,1. Tada imamo

d d e —1
Logn)  (ml())
(Cbi,Ql) = exXp| ——F— | = eXp o (esm . 1)
(2 52

(I)i(fS)
z(e® —1) x et —12
b (—) +0:(5) - ( 2 ;)
1

Msvs(svéo,l)

= exp —
6 J—
()
o (@i(id - fs) 2)
= exp| ——F"——-].
q)z(fs) S
Za s = ¢ = 0 racunamo, uz koristenje L’ Hospitalova pravila
. ) ®;(id - fs 2
a1 00) = i (1, 02) =ty (xp (P 00 2
B . 5D (x(e® —1)) — 2P, (e** — 1)
= exp (ig% 5B (e —1)

L'H . D (—xet + x?se’?)
exp | lim
50 O, (€57 — 1 + sxes®)

18
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T lim P; (z3se5?)
= ex
P S0 D, (2ze5® + sx?es?)
L . P, (235 + wises®)
= ex
PAE0 ®; (3x2e5® + sadesr)
o [P (=) . (‘Pi(id-fo)>
— X _— = X s — .
P\ e, () P800
Dakle, (1.41) postaje
( (I)(f) siq
= , S 74,
((Di<fq))
O, (id - fs) 2
s, ((I%',Ql): exp(;——), s=q#0,
! (I)i(fS) s
®;(id - fo))
ex = -~ | S = = 07
\ p( 3q)i(f0> !

i koristenjem (1.40), zaklju¢imo da je funkcija p,,(P;, 1) monotona po parame-
trima s i q.

Promotrimo funkcional ®;. Ako je ®; pozitivan, onda primjenom Teorema 1.2.7 za
f=fe€Qiu=f, € slijedi da postoji £ € I; = [0, M (7 — )] takav da je

els—a)& — @1 (fs)
(Dl(fq) ‘

Slijedi da
MS#I((I)DQI) = log/vbs,q(q)th)

zadovoljava 0 < M, ,($1,8) < M (7 — «), §to dokazuje da je M, ,(Pq,2;) sredina,
koja je po (1.40) monotona. Analogno slijedi

M8 —
0 < M, (05,) < M (1.47)
M _ n
0 < M, (®s,0) g%, 1.48)
0 < My (P4, $2) < My (T — ) fn%[)jg, (1.49)
0,5
0 < Mg, (P5,8) < My(tT—a) max g¢. (1.50)

mn!

[07 M (rfa)nfl]

Dakle, sli¢nim zaklju¢ivanjem dobivamo da su M; ,(®P;, ;) takoder monotone sre-
dine za 1 =2,...,5.

Primjer 1.2.26. Promatramo familiju funkcija

Q ={gs:[0,00) > R:seR}
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definiranu sa

1) —1
u’ s#0,1,
(z) = s(s—1)

9 —log(z + 1), s=0,

(x+1)log(z+1), s=1.
d?g,
Racunamo, d—QQ(x) = (x4 1)*72 = s D1el@) > ) 5t znadi da je funkcija g, ko-
x

d*g,
nveksnaza x> 01 s +— d—gz(x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Takoder
x

vrijedi g5(0) = 0. Sli¢no kao u Primjeru 1.2.25 zaklju¢imo da su funkcije s — ®;(gs),

t = 1,...,5 eksponencijalno konveksne, kao i log-konveksne. Dakle, za r,s,t € J
takve da je r < s < t, imamo
(Pi(g:))™" < (®ilgr) " (Pilgs)™" i =1,...,5. (1.51)

Posebno, promatramo funkcional

A —a) | A
oin =52 [ (P a- [Ceony e ws)

1 dobivamo

( B
B 2 B-al®)l |\’
3<3_1>+<5_a>3<8_1>a/( > “) v
B

g [ et + 0 ) 5401,

“p 5
S I T A G ) 2/(1) .
D2(gs) B_a/l g( 5 +1)dt+/|x(t)|+1dt, =0,

B

(L) g (L )

6 [0
- / 12/(8)] og(j(8)] + 1) + 1] dt s=1.

Sada ¢emo, za ovu familiju funkcija izracunati js,(®;, Q2) iz (1.41).
Neka je s = ¢ # 0,1. Tada imamo

d@z—(gs))) - ()

B (21 ) exp( @.(s.) o (@HD 1
U s(s—1)
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(x+1)y -1 log(x + 1)
B (bi( s(s—1) log(w +1) + s(s—1) > 1—2s
- 2.(9.) s(s— 1)
C oexpfLT2 Di(gsgo)  Pilgo)
- <8(8 -1 ®igs)  s(s— 1)@(95))

Za s = ¢ = 0 ra¢unamo, uz koristenje L’ Hospitalova pravila

Mo,o(‘bi, Qz) = lim (Hs,s(q)z‘> 92))
s—0

= iy (oo (20~ B0~ e

(1 —28)0;((x+1)* — 1)
P (s—)OS s—=1)®;((x +1)s—1)
(s — 1) (®;(log(z + 1)((x + 1)* — 1)) + P;(log(z + 1)))>
s(s = 1)®;((x+1)*—1)

HH ox ( x+1) —1) +5(s = 1)®s((z+1)*log*(z+1)) )
Ps0 25— 1)@, (24 1) —1) + s(s—1)®&;((z+1)* log(z+1))

— oxp (1im —2%; (2+1)° log(a-+1)) +s(s— )Py ((w+1)* log?(a-+1)
= €Xp 5=0 98, (z+1)"—1)+ (25— 1)®; ((z+1)* log(z+1))+ (25— 1)®; ((z+1)* log(z—+1))+5(s—1)@; ((z+1)° log2(z+1))

o [(—20illog(x + 1)) — Bi(log’(w + 1))
- p( B, (log(x + 1)) — d(log(x + 1)) )
1

~ i(log?(x + 1))
- <”2<1>Z-<1og<x+1>>>

29;(g0)

Neka je sada s = ¢ = 1. Sli¢no, kao u prethodnom izra¢unu imamo

p1 (P, Q) = £1_fg (f1s,s(Pi, 22))

- (o (5 - )

B (1—28)®;((x+1)* —1)
- eXp(?iI}s s—1D)&;((x+ 1) —1)
(s—1) ((I)Z(log(x + 1)((z+1)" — 1)) + i (log(z + 1))))
s(s — 1)®;((x+ 1) — 1)

— e 20 x—i—l log(a:—l—1))+<I>i((x+1)log2(x+1)))

D, ( log(z+1)) + ®((z + 1) log(z + 1))

_l’_
( 1

x+1 og“(x + 1
El ) g( )))

I
@
e

X

(x4 1)log(x + 1))

1 9091 ) .

I
@

Xp
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Dakle, imamo
( 1
(pz(gs)) s—q
; S #q,
((Dz‘(gq)
1—-2 P, 1 P,
exp ( S . z(gogs> . z(go)) . s=gq 7& 071’
(®;, Q) = s(s—1)  Pi(gs)  s(s—1) Pigs)
e ()
1 — —AL L
exp( Q(I)i(go))’ s=q=0,
CDi(gogl))
exp ( —1— ="~ ], s=q=1,
\ ( 29;(g1)

i koristenjem (1.40), zaklju¢imo da je ji54(®P;, ©22) monotona funkcija u parametrima
s i q. Dakle, za funkcional 5 dobivamo

1
s—

(

—a

/
(el (t)|+1) dt— sf | (t)|+1)5~ ' (¢ )|dt]

)
v
R —w

q(q—1) [2+

s(s—1><—2+%f(<"°“’2””'(”+1) di— qf(lw )+1)7- 1x<)dt}
SFq,
2 T loe( B=a)le’ )], 1) ( B=a)lz’ ()]
2 [lo +1 +1) dt
wop g el ()
—24 [525 (= 0l1) s(a ()41 o ()]

]
J(z@®)+1)>~ 2! (1) (1+s log(|a(t)[+1))dt >

—2+f[a3 (C=2 Ol 1) —s((a()+1)" o (1) ] dt

,us,q(q)2792) - S_q#0’17
B ’
[ log? (1290 11) —(8-a) log ja(0)}+1) s |t
exp|1—¢ 5 ; ,
c{[w el (1) 210g<(6 a)la’ m“ﬂ
s=q=0,
2 (Bl O 1) g2 (E=a)le' W]
e og +1)dt
s 1 el (e )
2 [ [525 (=20l 1) tog (L=l 1) /(1)) (log(2(t)] +1)+1)] e
%
J |2/ ()] (log? (| ()| +1)+2log(|z(t)|+1) ) dt
zf[&%(iwwyw’(ml) log (== WL 11) — (1) log (| (8) | +1)+1)] e ’
. s=¢q=1.
Primjenom Teorema 1.2.7 slijedi da postoji & € I, takav da je
_ (132(95)
€+ 1= g2
(I>2(gq)

Buduéi da je funkcija £ — (£ + 1)°~7 invertibilna za s # ¢, imamo

(3
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Sto zajedno sa ¢injenicom da je p 4(P2, 22) neprekidna, simetri¢na i monotona, znaci
da je fi54(Pa, Q) sredina. Slicno, slijedi da je fus4(®;, 22),7 = 1,3,4,5 sredina.

Primjer 1.2.27. Promotrimo familiju funkcija
Q3 ={hs:[0,00) > R:s>0}

definiranu sa
st —1

s#1,
i) = { e
E, 821

d*h
¥ —(z) = s7* Laplaceova transformacija nenegativne funkcije
x

1 [e.o]
(vidjeti npr. [42]), tj. s7% = m/ e~ *1t"~1 dt, ona je eksponencijalno konveksna
) Jo

Budu¢i da je s +—

a (0,00). O¢ito da su hy konveksne funkcije za svaki s > 0 i h4(0) = 0. Sli¢no kao
u Primjeru 1.2.25 zaklju¢imo da je preslikavanje s — ®;(hs), i = 1,...,5 eksponen-
cijalno konveksno.

Sada ¢emo, za ovu familiju funkcija izrac¢unati js,(®;, Q3) iz (1.41).
Neka je s = ¢ # 1. Tada imamo

%(@i(hs)) Ci (q)’( log S ))

P;
— @,

—x(s” -1
() @z(l ()
~ exp slog? s sogs slog® s

. D, (id - hy) 2
= exp| — — .
P s®;(hy) slog s

Za s = ¢ = 1 racunamo, uz koristenje L’ Hospitalova pravila

pa (P, Q3) = lim (1hs,s(Pi, 23))

= lim (exp <¢§C(Z;;j5) s lfg s))

— e hm (—zs " logs) — ®;(2(s7* — 1))
s—1 slog s(s™ —1)
L/H —2?s % togs + xso 1)
= exp | lim
s—1 P, (s logs + s —logs— 14 s *logs)
@ ( 7)
= exp | ———0
30; (%)
_ e _CIDZ-(z'd - ho)
R T N )

23



Poopéenja Opialova tipa nejednakosti Rozanove i Godunova-Levinove
nejednakosti

Dakle, (1.41) postaje

O,(id-hy) 2

a(®0,0) = _®ulid-hy) g4l
fhs,q(Pi, 23) eXp( <@, slogs)’ s=q#1,

. ( @i(id-h1)> 1
Xp | —————— | » s=q=1,
L P\ T30, () g

te iz (1.40) slijedi da su monotone po parametrima s i q.
Primjenom Teorema 1.2.7 slijedi da postoji £ € I takav da je

Dakle,
MSaq(q)b Q?)) - _L(S7 Q) IOg :us,q(q)la 93)7

zadovoljava 0 < M, ,(®1,23) < M (7 — ), Sto dokazuje da je M, ,(P1,23) takoder
sredina, gdje je L(s, q) je logaritamska sredina definirana sa

Analogno, za familiju €23, dobijemo kao u (1.47) — (1.50), tj. Mj,(®P;, 23) su takoder
monotone sredine, 1 = 2,...,5.

Primjer 1.2.28. Promotrimo familiju funkcija
Qy ={ks:[0,00) > R:s5>0}

definiranu s
emVs — 1
ks(x) = ———.

2
s

dx?

S

(z) = e™®V® Laplaceova transformacija nene-

Ponovno, zaklju¢imo da je s —

: N ey s [TersterAt
gativne funkcije (vidjeti npr. [42]) , tj. e = 2ﬁ/0 T dt je ekspo-
nencijalno konveksna na (0,00). Za svaki s > 0, ks su konveksne funkcije i vrijedi
ks(0) = 0. Sliéno kao u Primjeru 1.2.25 zaklju¢imo da je preslikavanje s — ®;(k;),
1 =1,...,5 eksponencijalno konveksno.

Sada ¢emo za ovu familiju funkcija izra¢unati i, ,(®;, Q4) iz (1.41).
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Za s = ¢ imamo

Ms,s(q)i7Q4) = €xp

= exp

Dakle, sada u (1.41) imamo

1

<I>i(l<;s)> =
) # ,
fhsg(Pi, Q) = (<I>z-(kq) 57 q

o Qilid k) 1 B
P\ sek) s) T

i po (1.40) je monotona po parametrima s i g.
Primjenom Teorema 1.2.7 slijedi da postoji & € I; takav da je

6_5(\/5_\/5) _ D (ks) '
q)i(kq)

Bududi da
MS,Q(@D Q4) = - (\/g + \/5) log Ns,q(q)la Q4)

zadovoljava
0 S M57q(q>1,Q4) S M (7’ — Cl/),

slijedi da je M, ,(®q, ) sredina.

(1.53)

Sli¢no, za familiju €y, slijedi (1.47) — (1.50), tj. M, ,(P;, 24) su monotone sredine za

i=2,...,5.

1.3. Rezultati za funkcije vise varijabli

U ovom odjeljku ¢emo poopéiti nejednakosti Godunova-Levinova tipa iz Teorema
1.2.1 te nejednakost Rozanovina tipa iz Teorema 1.2.4 promatrajuéi funkcije vise

varijabli.

Koristimo sljedece oznake. Neka je Q = [[7_,[a;,b;], t = (t1,...,tx) opca tocka u

Q, = [[laj t;) i dt = dt, ... dt,.
j=1
Nadalje, neka je
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9,
Dku<t1, Ce 7tm) = aTU(tl, e 7tm>
k

D¥u(ty, ... twm) = Dy Dru(ty, ... ty), 1<k<m.

Nadalje, neka je Q' = [[72,[a;,b;] i dt’ = dty...dt,,. Neka je [Q = [[[L,(b; —ay) i
Q= H;n:ﬂtj? bj}-

Neka je

ot

Diulty, .. t) = s
(t ) ot ... ot

(t,...\tm), 1<j<m,1<Il<n.

Sa C™"(Q)) ozna¢avamo prostor svih funkcija v na €2 koje imaju neprekidne deri-
vacije D za j = 1,....mil =1,...,n. Kao i do sada, AC(Q) je prostor svih
apsolutno neprekidnih funkcija na 2. Sa AC™"(2) oznac¢avamo prostor svih funkcija
u € O™ (Q) sa D™Dy € AC(Q).

Navodimo i Teorem 1. iz [19] za viSe varijabli.

Teorem 1.3.1. Neka je m > 2 i neka sux;, Dix;, i =1,....p, j =1,...,m realne
neprekidne funkcije na € za koje je

Ti(t)|t;=a; =0, i=1,...,p, j=1,...,m
il
in(t)‘tlzal = Dlxi(t)\w:a? =...= Dmilxi<t>’tm:am = 0, 1= 1, SR VN

Nadalje, neka je f nenegativna i diferencijabilna funkcija na [0, 00)? za koju vrijedi
f(0,...,0) = 0 ¢ za koju su D;f, i = 1,...,p nenegativne, neprekidne i rastuce
[0,00)?. Tada je

/ (Z Dif (lz1 ()], |zp(8)]) !Dmxi(t)o dt

Q

< £ [ D™ @) dt, ..., | D™z, (t)]dt | . (1.54)
/ /

U dokazima ¢emo koristiti sljedeé¢u lemu o konveksnim funkcijama s vise varijabli
koja se moze naci u [36, str. 11.]

Lema 1.3.2. Neka je f definirana na otvorenom konveksnom skupu U C R™. Ako je
f (strogo) konveksna na U i gradijent f'(x) postoji na U, onda je f’ (strogo) rastuca
na U.

Prvo dajemo poopéenje Teorema 1.3.1.
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Teorem 1.3.3. Neka su m,n,p € N, f nenegativna i diferencijabilna funkcija na
[0,00)?, sa f(0,...,0) =0. Nadalje, neka su zai=1,...,p funkcije x; € AC™(Q)
takve da vrijedi

DMai(t)|tma; =0  j=1,...,m, 1=0,...,n—1.

Neka su D;f,i=1,...,p, nenegativne, neprekidne i rastuce na [0, 00)?. Tada vrijeds

/ (Z Dif (e ()] - 2, ()] |Dmv“:ci<t>|) dt

Q

(=)™ [ je! o,

% / D™ (4)] dt) . (1.55)

Dokaz. Prosirit ¢emo metodu koriStenu u Teoremu 1.2.1 tako da se moZe koristiti
za funkcije vise varijabli. Neka je

yz(t) = / / e / |Dm’nl‘i(8)| ds dt171 R dtm,n—l

Qr Q1 Qtm—1

- m/n(tﬂ'_sﬂ')"1|Dm’"fvz'(8)|ds, (1.56)

zateQ, i=1,...,p. Vrijedi da je
D™ y(t) = [D™" s (8)] 1 yi(t) = |ai()].

Lako zakljuc¢imo da je za svaki l = 0,...,n—1, D?y,(t) > 0i D?!y; rastuéa funkcija
naQzai=1,...,pij=1,...,m. Iz Dj’lyi(t)|tj:aj = 0 slijedi

|Q|n71

yi(t) < ————= D™Dty teQ.
((n=1)1
Definiramo o
i) = =< D™ V(1)
((n—=1)1)
zat € Qiis=1,...,p. Bududi da su D;f nenegativne, neprekidne i rastuée na

[0, 00)P slijedi
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/ [Z Dif (jar(0)].... 2, (D)) |Dmv”x@-<t>r] dt

< / ZDif(yl(t),...,yp(t))Dm’”yi(t)] dt (1.57)
</ ZDf( A D D) D))
- - HH” O ((n =D g

X Dm’”yi(t)] dt

IN
S\@

p
ZDif(ul(tl,bQ,...,bm),...,up(tl,bg,..,bm))></Dm’”yi(t)dt’ dt,
i=1

IA
S\@

p
Zsz (ul(thbg’...,bm)? .. 7up(t1,b2’..., bm))
1

n—1)H"
%Dlui(tl, by... ,bm)] dt,

N m by
B %/ ditl [f (ul(tlabQ,‘“a bm)7 R 7up(t17 b2,7bm))] dtl

%J‘(M(bhbz,n,bm),...,up(bl,bzv...,bm))

IR G O o L .
o |Q|n—1 f<<<nl)')mQ/D 1(t>’dt7“'7<<n_l)!)mg/’D p<t>|dt>'

Napomena 1.3.4. Za n = 1 nejednakost (1.55) postaje nejednakost (1.54).

Sada ¢emo iskazati teorem 1.3.3 u kojem je f konveksna funkcija.

Teorem 1.3.5. Neka su m,n,p € N, f konveksna i diferencijabilna funkcija na
[0,00)P za koju wvrijedi f(0,...,0) = 0. Nadalje, neka su za i = 1,...,p funkcije
x; € AC™™) takve da je Dj’l:ci(t)\tj:aj =0,zasvakij=1,....mil=0,...,n—1.
Tada vrijedi

/ (Z Dif (21 (D) -l (1)) |Dm’“xi<t>|> t

((n = DY O (). T e
< |Q|n Q/f( B |D ()]s IR |D ()])dt

28



Rezultati za funkcije vise varijabli

Dokaz. Sli¢no kao u dokazu prethodnog teorema dobivamo nejednakost (1.55), samo
Sto u (1.57) primijenimo Lemu 1.3.2, budué¢i da je f konveksna funkcija. Sada
primjenom Jensenove integralne nejednakosti (1.7) imamo

/ [Z Dif (jar(0)]..... |, ()]) |Dm’”xi<t>\] dt

(=10 (1 [ o
< Q-1 f(((n_l)')mQ/D 1(t)|dt>""((n_1)!)mQ/|D p(t)|dt)

Ry (R N O L
- f<|9|/ (RIS

Q

1 Qr
o o g 120 dt)

((n—1))" (TR (TR
< Q/f(((n_ = D (o). | p<t>|)dt.

D) ((n=1)Y

O

Napomena 1.3.6. Posebno, iz Teorema 1.3.5 za p = 1 i m = 1, slijedi Teorem
1.2.1.

Sljedeci teorem je poopéenje Teorema 1.2.4 na vise varijabli.

Teorem 1.3.7. Neka su m,n,p € N, f konveksna i diferencijabilna funkcija na
[0,00)P za koju vrijedi f(0,...,0) = 0. Neka su za svakii = 1,...,p funkcije g;
konveksne, nenegativne i rastucée na [0,00), a funkcije h; : Q — [0, 00) takve da su
D™h; nenegativne i da za svaki j = 1,....m vrijedi D'~ 'h;(t)|;,—a, = 0. Nadalje,
za svaki i =1,...,p neka su funkcije x; € AC™" Q) takve da je

D7 ai(t)|t;—a; = 0, j=1,....,m, 1=0,...,n—1.

Tada vrijedi

Q/ <i1Dif (hl(t)gl (%g;') v () gp <|Z;(<?>|)>

. Qt [Dme 1)
<0t (7 >>dt

1 . Q1 D)
< mlﬂ/ ! <‘Q‘D 100 (e D)

. Qr=t | D™ (t
D0, (g, («rl - ™ | Dmhpé))’) a
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Rezultati za funkcije vise varijabli

Dokaz. Kao u dokazu Teorema 1.3.3, zai=1,...,p, t € €}, imamo

D™"Myi(t) = [D™"x;(t)],  i(t) = [x(t)]
te
o
((n=1H™

Primjenom Jensenove nejednakosti (1.7), svojstva monotonosti i konveksnosti za
funkcije g;, za svaki i = 1,..., p, slijedi

() <o)
’ (<<n|9—|nl>!>m Dmi(tiﬁ(t))
0 gy ()

| (=D Jo, 7 Dmhy(s)
Ji th Dm™h;(s)ds

yi(t) < D™ hyu(t).

IA

ds

IN

Lo Q1 Dy (s)
) Jo, " h"“)g"(«n—m)m Dih (s) >d$'

Definiramo

- Q"= D™ny.(s)
Ui(s) = D™h;(s)g; (((n —1)N)™ Dmh;(s) )

zateQii=1,...p.
Dakle, imamo

1520 (rom (555 - mtom (355)

Q" 1 Dmnm
o (2 Dm; 0]

L[ (rmon (e at) o
[ ot (e ) )

)
X D™ h;(t)g; (((n|Q_\"1>l %n;;yz )}

dt
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Rezultati za funkcije vise varijabli

-/ [Z pif ([ s [ vas)uico
- f(/:Ul(t)dt,...,/QUp(t)dt)
=1 (fomon (e B ) -
[ D7htoa, (¢ fz_‘”ll f;hy) ir).
o ()
o )g”(((AQ—Wl)l!)m‘%mmﬁ())’)dt)‘ 59

Jos jednom primijenimo Jensenovu nejednakost i dobijemo

Q/ [é D;f (hl(t)gl ('21—8’) s (8 (%))

i QL D™y (t)]
xD™h;(t)g; (((n— Y™ Dmh,(t) )} o

< f (% /Q D™ hy(t) g1 ( ((Agz’?;t)m’%n;;ﬁl(g)‘) dt, ..
3,20 (((nm_\ 1>!>m§3ﬂ;hz?§f>l> ‘“)
-/ (\slz\/ 01000 (e gy )

a1 J, 21270 <<< |Q|n1>1!>m ‘%m”% )’) ‘”)

1 . Pt | (o)
< @l <‘Q‘D w0 (G )

Qr=t | DMy (1
Q| D™hy(t)g, (((Tl _‘ i | Dmhp(ff)”) >dt.

dt

—~

~

\/@F

]

Napomena 1.3.8. Teorem 1.2.4 slijedi za p = 1 i m = 1. Takoder nejednakost
(1.58) je prosirenje nejednakosti dane u [18, Teoremom 1].
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Poglavlje 2.

Nejednakosti Opialova tipa povezane
s Mitrinovi¢-Pecari¢evim
nejednakostima

Vecina rezultata prikazanih u ovom poglavlju objavljena je u ¢lancima [5], [7] i [9].

2.1. ProSirenje prve Mitrinovié¢-Pecari¢eve nejedna-
kosti

Sljede¢im teoremom dana je Mitrinovi¢-Pecari¢eva nejednakost [32] (vidjeti i [4, p.
89], [36, p. 236]), koja generalizira Opialovu nejednakost. Buduéi da ¢emo u slje-
de¢em tekstu razmatrati jos neke rezultate ovih autora, ovu ¢emo nejednakost zvati
prva Mitrinovié-Pecari¢eva nejednakost. Prije samog teorema definiramo potrebnu
klasu funkcija.

Kazemo da je funkcija u : [a,b] — R klase U(v, K') ako se moze prikazati kao

() = / K(x, t)o(t) dt,

gdje je v neprekidna funkcija na [a, b] i K proizvoljna nenegativna jezgra definirana
na [a,b] X [a,b] takva da v(z) > 0 povlaci u(z) > 0 za svaki x € [a, b].

Teorem 2.1.1. Neka je uy klase U(vy, K), uy klase U(vq, K) i vo(x) > 0 za svaki
x € [a,b]. Nadalje, neka su ¢ i f konveksne i rastuce funkcije na [0,00) i neka
vrijedi f(0) = 0. Ako je f diferencijabilna funkcija i M = max K (z,t), onda vrijedi

T e I () e G R ()

’ (201)
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

Sada ¢emo dati novo prosirenje nejednakosti ovog tipa iz kojih konstruiramo funk-
cionale i dokazujemo teorem srednje vrijednosti. Kasnije ¢éemo dokazati nove ne-
jednakosti za razlomljene integrale i razlomljene derivacije, kao primjenu glavnog
rezultata.

Teorem 2.1.2. Neka je uy klase U(vy, K), us klase U(ve, K) i vo(x) > 0 za svaki
x € la,b]. Nadalje, neka je funkcija ¢ konveksna, nenegativna i rastuca na [0,00] a
f konveksna funkcija na [0,00], za koju vrijedi f(0) = 0. Ako je f diferencijabilna
funkcija i M = max K(z,t), onda vrijedi

i)

us (1)

o frsro () e
< f (M/bvg(t)qﬁ( Ul(t)D dt
1

v2 (1)
< /bf (M(b — a)os (1) 6 ( Z; 8 D) dt. (2.2)

a

Dokaz. Desnu stranu nejednakosti (2.1) pomnozimo i podijelimo faktorom (b — a).

Sada mozemo primijeniti Jensenovu nejednakost za funkciju f te dobijemo nejedna-
kost (2.2). O

Napomena 2.1.3. Uvjet Teorema 2.1.1 da je funkcija f rastuca je ustvari nepotre-
ban. Iz dokaza teorema [32] vidi se da se to svojstvo ne koristi u dokazu. Takoder,
u Teoremu 2.1.1 nedostaje uvjet da funkcija ¢ mora biti nenegativna, pa je dodan
u Teoremu 2.1.2.

Motivirani nejednakostima danim u Teoremu 2.1.2, definiramo dva funkcionala:

o (b) D dt

M) = f Mjw@¢<

s () (oros () e

i) = g [ 1 (30 am@o

a

—f M/bv2(t)¢<

a

v () D dt |, (2.4)

vy (t)

gdje je f diferencijabilna funkcija za koju vrijedi f(0) = 0 te M, ¢, uy, ug, v1, Vo
kao u Teoremu 2.1.2. Ako je f konveksna funkcija, onda iz Teorema 2.1.2 slijedi da
suN(f)>0,i=1,2.
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

Sada ¢emo dati teorem srednje vrijednosti za funkcionale A\; i Ay definirane redom,
s (2.3)1(24).
Neka je 0 < mg <vg < Mo, 0 < |v1| < M;ji¢>0. Tada je 0 <

u
V2

< 20 Slijedi

b
me M (b—a) min ¢ <M Ug(t)¢(

”1(t)'> dt < My M (b— a) max ¢.

[0.54] J v2(t) 032]
Takoder
uy () M, ftK(x T)dr M,
0< ‘ < —4— —
up(t)| ~ my [} K(x,7)dr  me

0< Uz(t)(b(

Z;Eg D < MM, (b— a) [mﬁi] 6.

Ymoy

Neka je od sada nadalje, f funkcija, f : I — R gdje je
I'=1{0,MM;(b—a) max ¢]| . (2.5)

Teorem 2.1.4. Neka je uy klase U(vy, K), us klase U(ve, K) i vo(x) > 0 za svaki
x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na [0, 00),

frg€ C*(I) i f(0) = g(0) = 0.
(1) Tada postoje &; € I takvi da vrijedi

M) _ (&)
Mo gE)

gdje su nazivnici razliciti od nula.

i=1,2, (2.6)

(ii) Posebno, kada je funkcija g(x) = x2, slijedi da postoje & € I takvi da vrijedi

_ &)

AP =15

N(g), i=1,2. (2.7)

Prethodni se teorem dokazuje analogno kao Teoremi 1.2.6 i 1.2.7.
Iskazimo teoreme u kojima se razmatra n-eksponencijalna konveksnost funkcionala
A1 1 Ao, a koji se dokazuju koristenjem metode opisane u odjeljku 1.2.2..

Teorem 2.1.5. Neka je ¥ = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija definiranih na intervalu I uw R, takvih da je funkcija s — [yo, 1, y2; fs]
n-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlic¢ite tocke yo, y1,y2 € I. Nadalje, neka su Ay i Ao linearni funkcionali definirani
s (2.3) i (2.4). Tada su funkcije s — M (fs) i s — Xa(fs) n-eksponencijalno ko-
nveksne u Jensenovom smislu na J. Ako su jos funkcije s — A (fs) i s — Aa(fs)
neprekidne na J, onda su n-eksponencijalno konveksne na J.
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

Definiramo

() ot

Ho.a(Niy ) = e (2.8)
o (dsws)) e

Teorem 2.1.6. Neka je Q = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija definiranih na intervalu I uw R, takvih da je funkcija s — [yo, y1,y2; fs]
2-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno raz-
licite tocke yo,y1,y2 € I. Nadalje, neka su \y i Ay linearni funkcionali definirani s
(2.3) i (2.4). Tada vrijede sljedece turdnje:

(1) Ako su funkcije s — M (fs) i s — Xo(fs) neprekidne na J, onda su 2-
eksponencijalno konveksne funkcije na J. Ako su funkcije s — A (fs) @
s +— Xa(fs) dodatno pozitivne, onda su takoder log-konveksne na J. Tada
zar, s, t € J takve da je r < s <t vrijeds

AT < ) TN i = 1,2, (2.9)

(i7) Ako su funkcije s — A (fs) i s = Xao([fs) strogo pozitivne i diferencijabilne na
J, onda za svaki izbor s,q,r,t € J, , takvih da je s < r i q <t, vrijedi

fsq(Niy Q) < p(N, Q) 1=1,2. (2.10)

Sada bi mogli, slicno kao u potpoglavlju 1.2.3., koristenjem Cauchyjevog teorema
srednje vrijednosti 2.1.4 dati sredine Stolarskyjevog tipa, definirane funkcionalima
A1 1 Ag. Tada bi mogli dati nekoliko familija funkcija, koje omogucéavaju konstrukciju
velikih familija funkcija koje su eksponencijalno konveksne.

2.1.1. Nejednakosti s razlomljenim integralima i derivacijama

Sada ¢emo dati nejednakosti Mitrinovié-Pecari¢-Opialova tipa koje ukljuc¢uju raz-
lomljene integrale i razlomljene derivacije. No, prije toga prisjetimo se definicije
i osnovnih svojstava razlomljnenih integrala i derivacija koje ¢emo koristiti. Pro-
matramo Riemann-Liouvilleov te Hadamardov razlomljeni integral i tri glavna tipa
razlomljenih derivacija: Riemann-Liouvilleove, Canavatijeve i Caputove na realnoj
domeni. Vise detalja moze se naci u [20], [26], [37] i [39].

Neka je [a,b] C R segment. Za cijeli dio realnog broja « koristimo oznaku [«].
Gama funkcija I" je na uobic¢ajeni nacin definirana Eulerovim integralom druge vrste

F(z):/OOOtZ—le—tdt, R(z) > 0. (2.11)

Ovaj integral je konvergentan za svaki z € C uz (z) > 0. Vrijedi

I(z+1) =2I(2), R(z) >0,
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

pa slijedi
F(n+1)=n!, neN,

Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral
Neka je x € [a, b]. Postoje dvije vrste ovakvog integrala, i to lijevi razlomljeni integral

, tj. integral s ¢vrstom donjom granicom a i promjenjivom gornjom granicom x,
a

b
te desni razlomljeni integral / s promjenjivom donjom i ¢vrstom gornjom granicom.
€T

Definicija 2.1.7. Neka je a > 0, n = [a] +1 ¢ f € Ly[a,b]. Riemann-Liouvilleov
lijevi razlomljent integral J&\ f definiran je s

1o f(z) = ﬁ / w00 f()dr, € [0, (2.12)

a Riemann-Liouvilleov desni razlomljeni integral J* f definiran je s

b
T f(x) = ﬁ / (t—2) f(t)dt, € [a,b]. (2.13)

Navedeni razlomljeni integrali, definirani za funkcije f € L;[a,b], postoje gotovo
svuda na [a, b] 1 vrijedi J2 f, Ji* f € Li[a,b].

Za o = n € N razlomljeni integrali (2.12) i (2.13) se podudaraju s n-terostrukim
integralom, tj.
TS0 = / i [ [ s,
= —t t)dt
o | @

JEft) = /dtl/ dty - - /n 1f

- o [

Riemann-Liouvilleova razlomljena derivacija

Definicija 2.1.8. Neka jea >0, n = [a]+1 ¢ f : [a,b] = R. Riemann-Liouvilleova
lijeva razlomljena derivacija Dy, f definirana je s
dr 1 dr

DL f(e) = 4 ) = [@—orpon, @y

n—a)dz" J,
a Riemann-Liouvilleova desna razlomljena derivacija Dy, f definirana je s

Dg*+f<x>:(—1)"j%ng:af(x):%d% / (t— 2L f(B)dt.  (2.15)
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

Posebno, za 0 < a < 1 vrijedi

1 d

= " — )" (o),

Dy, (z) = mdx

Dy f(z) = F(l_——la)%/x (t—x)~“f(t)dt

Za o =n € N vrijedi

Dy, f(z) = f"(x), Dy f(z)=(=1)"f"(x),
dok za o = 0 imamo
Dy, f(z) = Dy, f(z) = f(x).

Takoder éemo koristiti

Joef =D f, Jof=Dp f a>0.

Teorem 2.1.9. Neka je « > 0 in = [a]+ 1. Ako je f € AC"[a,b], onda Riemann-
Liouvilleove razlomljene derivacije DY, f i Dy f postoje gotovo svuda na |a, b] i mogu
se prikazatt u obliku

n—1 1

2% F o gy @ 0

— (—1)Ff®(b)
F(k;—onrl)(b

— )k 4 (=0 ) / (t — )" oL FO (1)t

Dy () o

k=0

Caputova razlomljena derivacija
Ovaj tip razlomljene derivacije definiran je preko Riemann-Liouvilleove razlomljene
derivacije. Neka je x € [a,b]. Za o > 0 definiramo n sa

=[a]+1, za a ¢ Ny; n=a, za a € Ny. (2.16)

Definicija 2.1.10. Neka je « > 0, n dan s (2.16) i f : [a,b] — R. Caputova lijeva
razlomljena derivacija “D® f definirana je s

n—1 (k) a
g, f(2) = Df, [f(ac)— f—(i@:—aﬁ], (2.17)

) h
—D(b—x) ] : (2.18)
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

Za a ¢ Ny i f takvu da postoje njene Caputove i Riemann-Liouvilleove razlomljene
derivacije reda « vrijedi

ol *) (g

D, f(0) = D2 0) = 3 o = )
k=0
n—1 (k) b

DY a) = Dy $(0) = 3 gy (o= 0
k=0

Posebno, za 0 < a < 1 vrijedi
“De. f(x) = D2, f(z) — = ({ (f) )(x —a)"®,
f(®)

“Dy f(x) =Dy f(x) — m(b —x)" 7,

azaa=néecN
Dy, f(x) = fT(x), Dy f(x) = (=1)"f"(x). (2.19)

Iz same definicije Caputove razlomljene derivacije lako se vidi da ¢e se za a ¢ Ny
Caputova i Riemann-Liouvilleova razlomljena derivacija podudarati ako is¢ezavaju
derivacije funkcije u rubovima, tj. vrijedi

°De, f(z) = D f(x), fla)=f(a)=...= f"V(a) =0, (2.20)

“Dy_f(z) = Di_f(z), f(b)=f(b)=...=f""V()=0. (2.21)
Teorem 2.1.11. Neka je o > 0 i n definiran s (2.16). Ako je f € AC"[a,b], onda

Caputova lijeva CD3+f i desna D¢ _f razlomljena derivacija postoje gotovo svuda

na [a,bl.
(i) Ako je a ¢ Ny, onda za D%, f i Dy f vrijedi

1

“De f(x) = T —a) / (z — )" ()dt = T f ) (2), (2.22)

CDZ‘f(x)=<_—1)n) [ =y e = (g ). 22

I'n—«a

Posebno, za 0 < a <1 i f € AC|a, b,

cDg+ () = ﬁ /j(m — ) f'(t)dt = J;;a '(z), (2.24)

_ b
DY fla) = —— ) / (t— ) f(t)dt = —J=f' (). (2.25)

I'l —«
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

(ii) Ako je « =n € Ny, onda za D", f i Dy f vrijedi relacija (2.19). Posebno,
Dy, f(x) = Dy_f(z) = f(x). (2.26)

Canavatijeva razlomljena derivacija
Neka je a > 0in = [a]+1. Definiramo potprostore C, [a,b] i C¢_[a,b] od C" [, ]
s

02, [, = {f € C" Vo, 8] : J22 D € Cla, B}, (2.27)

C Ja,b) = {f € C" Ya,b] : Jr=of"D € Cla, b]}. (2.28)

Definicija 2.1.12. Neka je o > 0, n = [a] + 1. Canavatijeva lijeva razlomljena

derivacija CD§‘+ funkcije f € C¢, Ja,b] definirana je s

D f(x) = iJ”_“f("_l)(x) __t d /x(x e A (V1 (2.29)
ot dx ™"t I'(n—a)dz /, ’

a Canavatijeva desna razlomljena derivacija CD;;‘_ g funkcije g € C_[a,b] definirana
je s

Dy g(x) = (—U"%Jﬁ_“g("”(az) = %%/ (t — )" gD (1) dt.

(2.30)

Ako je 0 < a < 1, onda se Canavatijeva razlomljena derivacija podudara s Riemann-
Liouvilleovom, tj. vrijedi

DL fe) = iz | =00 = Do),

D gle) = g | (=) alt)it = D gfa).

Za o =n € N vrijedi

°Dr f(a) = fP(z), Dy flx) = (~1)"f™(a),
ok e e DY, f(x) = °DY_f(z) = f(x).

Trebat ¢e nam i kompozicijski identiteti za razlomljene derivacije.

Kompozicijski identiteti za razlomljene derivacije
Kompozicijski identitet za razlomljene derivacije, uz 0 < a < 3, glasi

1 x
D f(x :—/ z — )57 DY f(t)dt, 2.31
@) =55 | @1 (t) (231)
gdje jednakost (2.31) vrijedi za sva tri tipa lijevih razlomljenih derivacija, odnosno
D moze biti Riemann-Liouvilleova lijeva razlomljena derivacija D, Caputova lijeva
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Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti

razlomljena derivacija €D ili Canavatijeva lijeva razlomljena derivacija ©D. Sli¢ni
op¢i identitet vrijedi za sva tri tipa desnih razlomljenih derivacija.

Sljedeci teorem koji objedinjuje sve uvjete pod kojima vrijedi kompozicijski identitet
za Riemann-Liouvilleove lijeve razlomljene derivacije dali su Andri¢, Pecari¢, Peri¢
u radu [10].

Teorem 2.1.13. Neka je 0 < a < 3, m =[] +1in = [a] + 1. Tada vrijedi
kompozicigski identitet

De, (x):m / @t DS F)dt, x € [a b, (2.32)

ako je ispunjen jedan od sljedecih uvjeta:
i) f €Il (Lafa,b) = {f: f = Tl o, € Lnfa, ]},
(it) JI P f € AC™[a,b] i DI Ff(a) =0, zak=1,...,m.
(iii) DY f € AC[a,b], DZFf € Cla,b] i DE*f(a) =0 2a k=1,...,m.
(iv) f € AC™a,b], DI f, D f € Lija,b], B —a ¢ N, DI Ff(a) =0 za k =

L...,miD*fla)=0zak=1,...,n.

(v) f € AC™[a,b], DS f, D% f € Li[a,b], 8 —a =1 € N, DI*f(a) =0 2a
k=1,...,1.

(vi) f € AC™[a,b], DL, f, D% f € Li[a,b] i fF(a)=02ak=0,...,m—2.

(vii) f € AC™[a,b], DY f, D¢ f € Li[a,b], ¢ N i DY f je omedena u okolini

tocke t = a.

Naravno, sli¢ni teorem vrijedi i za desne Riemann-Liouvilleove razlomljene deriva-
cije.
Teorem 2.1.14. Neka je 0 < oo < B, m =[] +1in = [a] + 1. Tada vrijedi

kompozicigski identitet

b
D f(z) = — ) / (t— 2o 1DP f(t)dt, € [a,b], (2.33)

T(B—a)
ako je ispunjen jedan od sljedecih uvjeta:

(i) f € Jy-(Lifa,b]) = {f: f = J .0 € Lia, B]}.

(i1) P f € AC™[a,b] i DYTFf(b) =0, 2ak=1,...,m.

(iii) DY f € AC[a,b], D) f € Cla,b] i D" f(b) =0 za k=1,...,m.

(iv) f € AC™[a,b], D) f, D¢ f € Lyfa,b], 8 —a ¢ N, DV "f(b) = 0 za k =
L....miD*f(b)y=0z2ak=1,...,n.
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(v) f € AC™[a,b], D) f, Dy f € Lyja,b], B —a =1 € N, DI"f(b) = 0 za
k=1,....1

(vi) f € AC™[a,b], D) _f, D¢ f € Lyfa,b] i fB(b) =0 za k=0,...,m —2.

(vit) f € AC™[a,b], DY f, D¢ f € Ly[a,b], 8 ¢ N i D) f je omedena u okolini
tocke t = 0.

Sljedec¢i kompozicijski identiteti za Caputove lijeve, odnosno desne razlomljene de-
rivacije iskazali su u [11].

Teorem 2.1.15. Nekaje0 <a <, m=[f]+1in=[a]+1, f € AC™[a,b] takva
da je fD(a) =0 zai=mn,n+1,...,m—1. Nadalje, neka je CD5+ ,YDe, f € Ly[a,b].
Tada vrigedi kompozicijski identitet

“De f(z) = ! ) /I(x — )Pt EDE f(ydt,  x € [a, D). (2.34)

I'p—a«

Teorem 2.1.16. Nekaje0 <a <, m=[f]+1in=[a]+1, f € AC"[a,b] takva
da je fD(b) =0 zai=n,n+1,...,m—1. Nadalje, neka je CDf_f, D¢ f € Lya,b).
Tada vrigedi kompozicijski identitet

Do f(z) = ) / b(t_x)ﬁ-a—l °DP f(t)dt, w € la,b]. (2.35)

I'B—a

Andrié, Pecari¢, Peri¢ su iskazali i kompozicijske identitete za lijevu i desnu Cana-
vatijevu razlomljenu derivaciju u [12].

Teorem 2.1.17. Neka je 0 < a < 3, m = [f] + 1, n = [a] + 1. Nadalje, neka je
feClla,b] takva daje fD(a) =0 z2ai=n—1,n,...,m—2. Tada je f € Ce la,b]
1 vrijedi kompozicigskr identitet

D f(x) = — ) / @ — 11D f)dt, € ol (2.36)

I'p—«

Teorem 2.1.18. Neka je 0 < a < 3, m = [f] + 1, n = [a] + 1. Nadalje, neka je
fe Cl’?_[a,b] takva da je fP(b) =0 zai=n—1,n,...,m—2. Tada je f € C* [a,b]
1 vrijedi kompozicigskr identitet

1

_ b _
Dy f(x) = TG —a) / (t —z)P~7LCDP f(t)dt, = € [a,b]. (2.37)

Trebat ¢e nam i razlomljeni integral funkcije u odnosu na drugu funkciju i Hada-
mardov razlomljeni integral (za vise detalja vidjeti npr. [26, Poglavlja 2.1, 2.5 1 2.7].

Neka je (a,b), interval u R i a > 0. Nadalje, neka je g rastuca funkcija na (a,b) i ¢’
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neprekidna funkcija na (a,b). Lijevi i desni razlomljeni integral funkcije f u odnosu
na funkciju ¢ dani su redom, sa

. 1 dfwd
faral (@ >‘r<a>/ [9(x) — g

a

b
N B B (01
Bt = 5 | G- g 2 <b (239

xT

x> a, (2.38)

~+
~—
=
,_.
Q

gdje je I' gama funkcija.
Sada ¢emo dati primjenu Teorema 2.1.2 na lijeve i desne razlomljene integrale u
odnosu na drugu funkciju.

Teorem 2.1.19. Neka je o > 1, ¢ konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na
[0,00) i f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Nadalje, neka je g
rastuca funkcija na (a,b) i g neprekidna funkcija na (a,b). Ako je f diferencijabilna

funkcija, onda vrijeds
Uy (t) a
)7 (oo

(9(b) — g(a))*~" max ¢'(x) 7
_ (9(b) — g(a))* ;gg ]UQ O——%Ddt

<, t
o, g ( )D) B
]c(z)éJr;gu2 (t)

W / (W(
T(a) i

b [ (b—a)(g(b) — ()) ! max ¢'(z)
1 z€[a,b]
< 1 o u2<t>¢(

a

uy ()
U9 (t)

D dt.  (2.40)

Dokaz. Primijenimo Teorem 2.1.2, gdje funkcije u; zamijenimo s I,
zamijenimo s u;,t = 1, 2, sa sljede¢om jezgrom

g'(t)
K(z,t) = T(a)(g(z) — g(t)=
0, r<t<b,

u;, funkcije v;

a<t<ux,

paza o > 1, imamo
(9(b) — g(a))*~! max ¢'(z)
z€a,b]

M = max K(x,t) = o)

Slijedi nejednakost (2.40).
[l

Ako je g(x) = z, onda se lijevi razlomljeni integral funkcije f u odnosu na funkciju

g, tj. 13, f(z) reducira na J&, f(x), tj. na lijevi Riemann-Liouvilleov razlomljeni
integral.
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Korolar 2.1.20. Neka je a > 1, ¢ konveksna, nenegativna @ rastuca funkcija na
[0,00) i f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Ako je f diferen-

cijabilna funkcija, onda vrijedi
O Futos ([22]) 7 (st (|2 )
N / walt)o

a
a

ot (e

a

Z;Eg D) dt, (2.41)

gdje je J& u(t) lijevi Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral funkcije u definiran s
(2.12).

Sli¢ni rezultat slijedi i za desni razlomljeni integral pa navodimo samo iskaz.

Teorem 2.1.21. Neka je a > 1, ¢ konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na
[0,00) i f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Nadalje, neka je g
rastuca funkcija na (a,b) i g’ neprekidna funkcija na (a,b). Ako je f diferencijabilna
funkcija, onda vrijedi

)) p

(9(0) = g(a))*~! max ¢'(x) °©

R K0 ¢(

l()lf;gul (t)
I gus (1)

b [(b—a)(g(b) —g(a))* " max ¢'(x)
1 z€la,b]
b—a/f I'(«) W(t)gb(

a

(51 (t)
us (t)

IN

D dt.  (2.42)

Ako je g(r) = x, onda se desni razlomljeni integral funkcije f u odnosu na funkciju
g, tj. Iy, f(x) reducira na desni Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral.

Korolar 2.1.22. Neka je a > 1, ¢ konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na
[0,00) i f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Ako je f diferen-

cijabilna funkcija, onda vrijedi
BT Fot () (i [
wu(t) D dt

us(t)
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G (o)) P

us(t)
gdje je J2 u(t) desni Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral funkcije w definiran s
(2.13).

Neka je (a,b) interval u RT i o > 0. Lijevi, odnosno desni Hadamardov razlomljeni
integral reda « dan je redom, sa

Hy f(z) = ﬁ/ (ln %)al f(tt)dt, x> a, (2.44)
H f(x) = ﬁ/b (111 é) - f(i)dt, x <b. (2.45)

Primijetimo da je Hadamardov razlomljeni integral reda a posebni slucaj lijevog,
odnosno desnog razlomljenog integrala funkcije f u odnosu na funkciju g(z) = Inz
na (a,b), gdje je 0 < a < b < oc.

Korolar 2.1.23. Neka je a > 1, ¢ konveksna, nenegativna i rastuca funkcija na
[0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Ako je f
diferencijabilna funkcija, onda vrijeds

s [0 (00 20

< f aFl(a) (Inb — Ina)*? /b uQ(t)¢( () )dt

a

ﬁ | f ((b - a)(ilnrb(;)ln a)afluz(t)qs ( () D) dt. (2.46)

U2 (t)

<

a

Slicno, mozemo dati rezultate za desni razlomljeni integral.

Korolar 2.1.24. Neka je a« > 1, ¢ konveksna, nenegativna @ rastuca funkcija na
[0,00) @ neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi f(0) = 0. Ako je f
diferencijabilna funkcija, onda vrijeds

e o (28] (25
b
1

() (Inb —Ina)** /uz(t)¢ (

a

< s [ (St () e
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Sada ¢emo dati primjenu Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Riemann-
Liouvilleove lijeve razlomljene derivacije dan sa (2.32) koji je ispunjen kada vrijedi
jedan od uvjeta danih Teoremom 2.1.13.

Teorem 2.1.25. Neka je o+ 1 < (3 @ neka vrijedi jedan od uvjeta Teorema 2.1.183,
D? uy(z) > 0 za svaki x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi
f(0) =0. Ako je f diferencijabilna funkcija, onda vrijedi

5 o) (o (25580

b
(b—a)’ ! . Dy, u (t)
A T /D“2@W<‘ <

L[ (ay D2 1)
baa/f(l“(ﬁ )DG+UQ()¢<‘D§+U2(75) >>dt, (2.48)

gdje je D¢ u(t) Riemann-Liouvilleova lijeva razlomljena derivacija funkcije u, reda
a, dana s (2.14).

IN

Dokaz. Prlmljenlmo Teorem 2.1.2, gdje funkcije u; zamijenimo sa Dg, u;, funkcije v
zamijenimo sa Da+u2, 1= 1,2 sa jezgrom,

(Gt
K@ty ={ TB-a @ ‘=0
0, r<t<b.
Za 3 > a4+ 1, imamo
(b_a),b’—a—l
M =max K(z,t) = ~——+——
20 = 55 —a)

Slijedi nejednakosti (2.48).
[l

Slijedi primjena Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Riemann-Liouvilleove
desne razlomljene derivacije dan sa (2.33) koji je ispunjen kada vrijedi jedan od
uvjeta danih Teoremom 2.1.14.

Teorem 2.1.26. Neka je o+ 1 < i neka vrijedi jedan od uvjeta Teorema 2.1.14,
Df+uQ(x) > 0 za svaki x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi
f(0) =0. Ako je f diferencijabilna funkcija, onda vrijedi

gt [ () (e (32D

45

Df_ul (t)
DB U2 (t)




Prosirenje prve Mitrinovié-Pecariceve nejednakosti
b—aﬂal D} uy (t)
< f /DB U2 ﬂ_ dt
Dy,_uz (1)
1 (-0 D i (1
—a —x _ul
D uy(t —b dt, 2.49
bwf%wﬂwbw4hm@» (249

gdje je Dy wx) Riemann-Liouvilleova desna razlomljena derivacija funkcije u, reda
a, dana s (2.15).

IN

Sada ¢emo dati primjenu Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Caputove
lijeve razlomljene derivacije dan sa (2.34) koji je ispunjen kada vrijede pretpostavke
Teorema 2.1.15.

Teorem 2.1.27. Neka je a + 1 < B @ neka vrijede pretpostavke Teorema 2.1.15,
Da+uQ(3:) > 0 za svaki x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi

f(0) =0. Tada vrijedi
b0y fors ope
. /Da+2<>¢< )f(DaH(w(
)ﬁ

DY uy (t)
Da+u2 (t)

D)) 4

D2, us (1)

a

Da+u1 (t)
CDa+u2 (t)

— aq)Bo-1 !
< f %/CD&W (t)(b(

a

b

1 (b—a) e, °Dgu (1)
< ————"D, us (t “— dt 2.50
} b—a/f(w—a) 202\ |ops 0, 1) 20
Dokaz. Dokaz ovog teorem je slican dokazu Teorema 2.1.25. O

Slijedi primjena Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Caputove desne raz-

lomljene derivacije dan sa (2.35) koji je ispunjen kada vrijede pretpostavke Teorema
2.1.16.

Teorem 2.1.28. Neka je a + 1 < B @ neka vrijede pretpostavke Teorema 2.1.16,
CDg_U2<£IZ') > 0 za svaki x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi

f(0) = 0. Tada vrijed
T () e (e

Dy u; (t)
Dy us (t)

I(p—a)
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—aq)fo1 ’
< f %/CDMW( >‘“
b

1 (b—a)~, 5
baa/f<r(6@) Dy 2(t)¢( ))dt (2.51)

Sada ¢emo dati primjenu Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Canavatijeve

lijeve razlomljene derivacije dan sa (2.36) koji je ispunjen kada vrijede pretpostavke
Teorema 2.1.17.

Dy _uy (t)
CDEng (t)

CDg_ Ui (t)
CDP sy (2)

Teorem 2.1.29. Neka je f > a + 1 i neka vrijede pretpostavke Teorema 2.1.17,
CD5+u2($) > 0 za svaki x € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi

f(0) =0. Tada vrijedi
)f (CDHuQ()qﬁ( ))dt

(b— a1 |
S /Da+u2<>¢(
(b—a)’ ! / Dy (t)
< f Wa/ Da+u2()¢<m>dt
b
b (b—a)¢
< baa/f(w@) D} u 2<>¢< ))dt. (252)
O

Dokaz. Dokaz ovog teorema je slican dokazu Teorema 2.1.25.

Slijedi primjena Teorema 2.1.2 na kompozicijski identitet za Canavatijeve desne raz-
lomljene derivacije dan sa (2.37) koji je ispunjen kada vrijede pretpostavke Teorema
2.1.18.

Da-‘rul (t)
CD5+U2 (t)

CDa+u1 (t)
D us (t)

Da-i-ul (t>
°DZ s (1)

Teorem 2.1.30. Neka je § > o+ 1 i neka vrijede pretpostavke Teorema 2.1.18,
DY uy(z) > 0 za svaki z € [a,b]. Nadalje, neka je ¢ konveksna, nenegativna i
rastuca funkcija na [0,00) i neka je f konveksna funkcija na [0,00) za koju vrijedi

f(0) =0. Tada vrijedi
) f (CDs_ug ()¢ ( )) di

(b—a)f! bé 8,
(3 —a) a/DbQ(tM(
>ﬁ

(b—a)f! bé 8,
N\t G/DbQ(tW(
>>ﬁ (259

b
47

Dy ui (t)
Dy us (t)

Dy uy (t)
CDg uy (t)

DYy (t)
Dy us (1)

Dy uy (t)

1 (b—a)cps
b—a/f<F(ﬁ—a) oi- 2“”(@5_%@
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2.2. Nejednakosti Opialova tipa za relativno konvek-
sne funkcije
U ovom potpoglavlju promatramo jos neke nejednakosti Opialova tipa koje su do-

kazali Mitrinovi¢ i Pecari¢ (vidjeti 2, str. 90. i 180.], [31] i [32]). No, prije toga
definirajmo relativno konveksne funkcije.

Definicija 2.2.1. Neka je g strogo monotona funkcija. KaZemo da je funkcija f
(strogo) konveksna u odnosu na g ako je funkcija fog™" (strogo) konveksna. Funkciju
f jos kratko nazivamo relativno konveksnom.

U sljede¢im rezultatima ¢e se promatrati funkcije koje su konveksne u odnosu na
potenciju, pa zato uvodimo ovu oznaku:

e-(z) =2x".

Trebat ¢e nam i definicija posebne klase funkcija. Neka je u klase U(v, K), gdje
je K(z,t) =0, zat > x. Takve funkcije pripadaju klasi koju ¢emo oznacavati s
Ui (v, K). Jasno je da tada za funkciju u vrijedi

= /1 K(z,t)v(t)dt

Sli¢no, kazemo da je funkcija u : [a, b] — R klase Us(v, K) ako se moze prikazati kao

_ / K. o) dt

gdje je v neprekidna funkcija i K proizvoljna nenegativna jezgra takva da v(x) > 0
povladi u(x) > 0 za svaki x € [a, b].
Slijede tri Mitrinovi¢-Pecari¢eve nejednakosti.

Teorem 2.2.2. Neka jeu € C"a,b] takva da jeu?(a) =0,0<i<n—1(n>1),
u™ Y apsolutno neprekidna i fab |ul™ (t)|7 dt < oo, gdje je }D—Fé =1,p,q>1. Tada

vrijedi
[ ore

< et ()] ([ o)™

+q

9—

q 1 g—1\ ¢ ) (¢) P+
ol o (nq—l) ] (b—a)" /\u HPTdt.  (2.54)

IN
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Teorem 2.2.3. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna i ¢(0) = 0. Neka je u klase Uy(v, K) gdje je

1
([F(K(z,t)Pdt)r <M i 117 + é =1, p,q > 1. Tada vrijedi

/ u() 96 ()@ de < L o(M / p@rda)’). (25)

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.55) vrijedi suprotna nejednakost.
q

Teorem 2.2.4. Neka sup,q > 1, §+é = 1. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna
funkcija, takva da je funkcija ¢ o ex konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je u klase

1

Us(v, K) gdje je (f;(K(x,t))de; < N. Tada vrijedi

b
/ u(a) 16 () o)1 de < L (N / p@dd)"). (250

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.56) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Progirimo nejednakosti (2.55) i (2.56), te ih iskoristimo za dobivanje poopcenja
Mitrinovié-Pecari¢eve nejednakosti (2.54).

Teorem 2.2.5. Neka sup,q > 1, %+% = 1. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna
funkcija, takva da je funkcija ¢ oer konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je funkcija

1

u klase Uy (v, K), gdje je (/ (K(x,t))? dt) ’ < M. Tada vrijedi

/ab lu(z) |1 (|u(z)|)v(z)|? da
< Lo ( /abw(x)lq dx>;> -

< m /abqs (M@~ a)ifo(a)]) de (2.58)

Ako je funkcija ¢ o ex konkavna, onda u (2.58) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Dokaz. Nejednakost (2.57) vrijedi po Teoremu 2.2.3. Buduéi da je funkcija ¢ o e1
q
konveksna, vrijedi sljede¢a Jensenova nejednakost

¢((b_ / ()dt <—/ (2.59)

Primjenom (2.59) na (2.57) dobivamo (2.58). O

Ukoliko je ¢(z) = xPT9, imamo sljedeéi poseban slucaj.
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Korolar 2.2.6. Neka je u klase Uy(v, K) gdje je ([ (K(x,t))P dt)% <M, pgqg>1
i zla+ % = 1. Tada vrijedi

/ab|U(x)|P\v(x)|qu ]Zi\:ﬁ; </b‘v(x)|qu>piq

IN

MP(b—a)i
¢ Mo —a)r / lo(z) [P d . (2.60)
pP+q
Napomena 2.2.7. Ako uzmemo da je v(z) = u™(x) u (2.60), onda dobijemo
poopcenje Mitrinovié-Pecari¢eve nejednakosti (2.54) za M = (b(ﬁl)! (fqi) T.

Sljedeci rezultati su dobiveni prosirenjem nejednakosti (2.56).

Teorem 2.2.8. Neka sup,q > 1, %+$ = 1. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna
funkcija takva da je funkcija ¢ o ex konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je u klase

b »
Us(v, K), gdje je (/ (K(z,t))? dt) < N. Tada vrijedi

[ s < L o(v( [ lewra)’

m/ ¢(N(b—a)%|v(x)|>dx.
(2.61)

IN

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.61) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Dokaz. Kao u dokazu prethodnog teorema, nejednakost slijedi iz Teorema 2.2.3 i
Jensenove nejednakosti (2.59). O

1

Korolar 2.2.9. Neka je u klase Us(v, K) gdje je <ff(K(x,t))p dt)p <N, pg>1
0 é + é = 1. Tada vrijedi

pt+q

b b e
qu (/ )q
u(z)Plo(x)|?de < v(x)|?dx
[ app@ra < 2 (o
NP(b—a)s
< 1 p+qa /yv )P da (2.62)

Napomena 2.2.10. Ako uzmemo da je v(z) = u™(z) i N = oD (fq:11>T,
iz (2.62) slijedi (2.54).
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2.2.1. Primjena na razlomljene integrale i razlomljene deri-
vacije

Prvi rezultat se temelji na Teoremu 2.2.5 i Riemann-Liouvilleovom lijevom razlom-

ljenom integralu definiranom s (2.12).

Teorem 2.2.11. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija, takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o exr konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je o > é iv € Lia,b.
Tada vrijedi

[ V@l (o) @ ds

q

: ‘I“<a>pz<a‘5)p¢ “‘“” g7 ([ e )

(b — a)qa—l F(a) B

q

) g, (b_a)w
(b—a)e © \r@p (a=1)"

Ako je funkcija ¢ o ex konkavna, onda u (2.63) vrijedi suprotna nejednakost.

(2.63)

Dokaz. Za x € [a,b] neka je
A(r—t)l a<t<z
K — T CY) (:If Y — — b
(z,1) {Q r<t<b,

() = T v(x) = ﬁ / (@ — 0 N(t) dt, (2.64)

P) = (/j(K(w,t))p dt); - )(”“"[ _<a)a31>}; |
&) [p (o -1

Lako se vidi da je za a > % funkcija P rastuca na [a, ], dakle vrijedi

1
b—a)* s
m[a)Z] P(z) = (b—a) =M.
re|a, 1 1\P
I'(a) pr <a — E)
Bududi da je (7 K(m,t)pdt)% < M, gdje je funkcija u definirana sa (2.64), iz Te-
orema 2.2.5 slijedi (2.63). O

Korolar 2.2.12. Neka je a > % iv € Lifa,b]. Tada vm’jedz’

/ab|Jf+U($)|p|U(I)|qu < (p+qq§b1;< a__ (/ |v(z |qd$) ’
(b—apa / () [PHda .

(p+q) I'"(a a—-

IN
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

Sliéni rezultati, bez dokaza, slijede za Riemann-Liouvilleov desni razlomljeni inte-
gral.

Teorem 2.2.13. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je o > % iv € Lia,b.
Tada vrijedi

|J"‘_v(m)|l_q ¢ (| Jy-v(@)]) [v(z)|? d

q

qu(a)pf’(a—%>p¢ (b—a K (/ e ym)

gT()pr (o -1 b b— a)
(=) / o| Lzl g, (2.65)
“ ['(a)pr (a - %) !
Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.65) vrijedi suprotna nejednakost.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teorema 2.2.11. O
Korolar 2.2.14. Neka je a > % iv € Lifa,b]. Tada vrijedi

/IJb ()fds < (pﬂg”r;(“ a_ (/| |dx)q
: (p+q)1“<§_ama—- /’U e

Sada promatramo Caputove lijeve i desne razlomljene derivacije definirane s (2.17)
i(2.18).

Teorem 2.2.15. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija, takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o er konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka o > 0, n dan sa (2.16) i

v e AC"[a,b]. Ako jen —a > %, onda vrijedi

/ |CDa+U )‘ (’CDLHU )|) ‘U(n)(a:)’qdac
Ti(n —a)pt (n—a—1)"
< gl (n —a)p (n « q)
> (b _ a)q(n—a)fl
¢ (b—a)" s (/ ) ()| dw)
F(n—a)pzlv (n—a——
Tn—a)pr (n—oa—1 ’
< q (n a)p (n o q)

(b — a)‘Z(n_a)
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

b b—a)" < |p™
/ o =9 v )] | de . (2.66)
a 1 1\?
['(n—a)pr (n—a—a>
Ako je funkcija ¢ o ex konkavna, onda u (2.66) vrijedi suprotna nejednakost.

Dokaz. Za x € [a,b] neka je
1 n—a—1
_ m(l'—t) s agtﬁl‘,
K1) {0 r<t<b,

Y

u(z) = D% v(x L ' z— )"y
(2) = D2, v(x) = | / (z—1) (t)dt. (2.67)

F'n—a) J,

e
n—a)p(n—a—;

Zan—a> % funkcija @ je rastuca na [a, b], dakle

(b—a)" "3

1 Q) = — T =M.
’ F(n—&)}ﬁ(n—a—%)p

1
Bududéi da je (fax K(x, t)pdt)g < M, zajedno sa v = u™, u kao u (2.67), primjenom
Teorema 2.2.5 dobivamo (2.66). O

Korolar 2.2.16. Neka je o« > 0, n dan sa (2.16) i v € AC"[a,b]. Ako jen—a > é,
onda vrijeds

[ 1D |

_ g)p(n—o—i) b e )
: (p+q)1€i7’(z)n—<)1)p(n—a—l> </a V@) dx)

< (b—a) p(n—a) / | n) P+q

(p+a)Tr(n—a)p(n—a-1)

Teorem 2.2.17. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija, takva da je za
q > 1 funkcija ¢ oer konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je « > 0, n dan sa (2.16)

iv € AC"[a,b]. Tada za svaki parni n takav da je n — a > %, vrijedi

b
/ D¢ o(@)|" ¢ (|°D5 v(a)]) [

q
P

x)|qu

§ qT(n — o) pr (n—a— %)
= (b — a)im-a1
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

& (blaéna - ;(/ 0™ ()" dx)

I'(n — a)pr

q 1 %
qT9(n — a) pr (n—a - E)
(b — a)‘Z(n_O‘)

'/bqb (b— ayja o) (z))| = | da. (2.68)
a F(n_a)p5<n—a—%>p

IA

Ako je funkcija ¢ o e1 konkavna, onda u (2.68) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teorema 2.2.15. O]

Korolar 2.2.18. Neka je « > 0, n dan sa (2.16) i v € AC"[a,b]. Tada za svaki
parni n takav da je n — o > %, vrijeds
ptq

/ab °Dg_v(@) | |0 (z)|" d
Q(b—a)p(”—a—é) b R zte
- (r+aq) T —a)p(n—a-1) (/a [v" ()] d)

: a(b— aw 5 / Ry

(p+)Tv(n—a)p(n—a-1)

U sljede¢em Teoremu koristimo kompozicijski identitet za Caputove lijeve razlom-
ljene derivacije dan u Teoremu 2.1.15.

Teorem 2.2.19. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna 1 ¢(0) = 0. Nadalje, neka je B — o > %, a >0,
m i n dani sa (2 16) za redom B i a, v € AC™[a,b] takva da je vV (a) = 0 za
i=n,n+1,..m—1, D veLja, b] D2 v € Ly[a,b]. Tada vrijedi

q

dz

Da—l-U( )

[ 1e080)] "o (D)

5 gT(3 — a)pr (ﬁ —a-— %);
- (b — a)ap-e)-1

Y I 1>; (/

F(ﬁ—a)p;' (ﬁ—@—g

1

q q
DY v(z )‘ d$)
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

aT(B—a)p? (B—a—1)’
(b — a)if~a)

'/b ) (b—a)=
© \r@-ap (s-a-1y’

°D} ()]

dx . (2.69)

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.69) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Dokaz. Za x € [a,b] neka je

; _ B—a—1
K(.’L’,t): F(’B_a)(x t) ’ a§t§$,
07 x<t§b7

u(z) = “De v(x) = T(5—a) /I(x — )7L ODY u(t) dt (2.70)

- ) -

Za f —a > % funkcija R je rastucéa na [a, b], dakle

(b—a) 3

L8 - a)pb (8- a— 1)’

R(x) =
w2y )

Bududi da je (f7 K(x,t)pdt)% < M, sav=u" ukao u (2.70), iz Teorema 2.2.5
slijedi (2.69). O

Korolar 2.2.20. Neka je  — a > %, a >0, min dani sa (2.16) za redom B i
«. Nadalje, neka je v € AC™[a,b] takva da je v (a) =0 zai=n,n+1,...m — 1,
DS v € Lyigla,b] i °D v € Ly[a,b]. Tada vrijedi

b
|1zt

CDﬁv(x)‘q dx

bTgq

q

a(b—a)y70) b ‘
: (p+q)TP(B—a)p (6 —a— 5) </ CD5+U(x)’ dx)

dz .

IN

CDfﬂ)(x)

q(b—a)"~ ’
(p+Q)Fp(5—a)p(6—a—§) /a

Sljedeéi rezultat koji slijedi koristi kompozicijski identitet za desne Caputove raz-
lomljene derivacije iz Teorema 2.1.16.
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

Teorem 2.2.21. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija, takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna © ¢(0) = 0. Nadalje, neka je B — o > %, a >0,
m i n dani sa (2.16), redom za B i o, v € AC™[a,b], takva da je v (b) = 0 za
i=nn+1,..,m-—1, CD?_U € Lya,b] i °D¢ v € Ly[a,b]. Tada za parne n i m
vrijedii

/ |CD§‘_U(x)|1_q gb’(}CD?_v(x)D CDf_v(x)‘qu

aT(B—a)pt (B—a—1)’

< (b= )i
/b (b—a)’~™ CD?J}(:E))
N O - | du. (2.71)
© \r@-a)p (B-a-1)

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.71) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teorema 2.2.19. O]

Korolar 2.2.22. Neka je f— a > %, a >0, min dani sa (2.16) redom, za [ i
a. Nadalje, neka je v € AC™[a,b] takva da je v (b) =0 zai =n,n+1,...,m—1,
DY v € Lyyqla,b] i Dy v € Ly[a,b]. Tada za parne n i m vrijedi

[ 1o

q

°Dy v(z)| dx

PTq

q

g(b—aplPo3) “lopp o[ g
< (p+q)rp(ﬁ_a)p<5_a_%> (/ D )‘ d)
p+q

CDbﬂ_v(x) dx .

IN

q (b — a)Pf=2) /b
(p+a) (B —a)p(8—a—1)Ja
Rezultati dani Teoremima i Korolarima 2.2.15-2.2.22 se mogu slicno dokazati za
razlomljene derivacije Riemann-Liouvilleovog i Canavatijevog tipa. Iznijet ¢emo

samo kompozicijske identitete za lijeve i desne razlomljene derivacije Riemann-
Liouvilleovog i Canavatijevog tipa.

Sljedeca dva rezultata dobivena su koriStenjem kompozicijskog identiteta za Cana-
vatijeve lijeve razlomljene derivacije dane Teoremom 2.1.17.
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

Teorem 2.2.23. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna © ¢(0) = 0. Nadalje, neka je B — o > %, a >0,

m = [f]+1in=[a]+1,v € Cf+[a,b] takva da je v (a) =0 zai =n—1,n,..,m—2,
DY v e Lyla,b]. Tada vrijedi

[

<

1—¢q

Do) ¢ (D)) "Dl | de

N———
RS

g8 —a)p? (B —a -1
(b — a)‘J(B_O‘)_l

. (b—a)’ 1); ( /:

r(8-a)pr (B—a-1

gT4(B — a) pr <B —a- %)
<
- (b — a)ab~2)

./bab b

08— a)pt (8- a—1)’

D o()

da . (2.72)

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.72) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Korolar 2.2.24. Neka je f—a > é, a>0,m=[p]+1in=|a]+1. Nadalje, neka
jewv € C’f+[a, b], takva da je v (a) =0 zai=n—1,n,..,m—2, GD5+U € Lyigla,b].
Tada vrijedi

r

CDngU( )

Dl o(a)[" da

prgq

q

qP(B-a=1) b .
(p+Q)1€£?ﬂ—i)p(6—a—§) (/a Derle )’ dx)

pt+q

dz .

IA

(b — a) @) )
@+@ww_@p@_a_ﬂlf0ﬁ<>

Sljede¢a dva rezultata dobivena su koristenjem kompozicijskog identiteta za Cana-
vatijeve desne razlomljene derivacije dane Teoremom 2.1.18.

Teorem 2.2.25. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna i ¢(0) = 0. Nadalje, neka je f — a > %, a >0,

m = [B]+1in=[a]+1,v € Cy [a,b] takva da je v (a) =0 zai =n—1,n,....,m—2,
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Nejednakosti Opialova tipa za relativno konveksne funkcije

DY v € Lyla,b]. Tada vrijede nejednakosti

/b
P8 —a)pr (B—a—;
< ! (ba_Z)qSBa)Olé >

¢ (b —1a>5‘“‘3 v ( /:

r(3—a)pr (B-a—1

éD?_v(m)‘lq ¢ (’éDl?_v(:v) D ‘éfov(x) ‘q dz

3=

1
q

éDf_v(az) ‘q dx>

Cfov(x))

./b¢ (b_a)la | dx. (2.73)
© \r@B-a)pr (B-a-1)’

Ako je funkcija ¢ o e1 konkavna, onda u (2.73) vrijede suprotne nejednakosti.
q

Korolar 2.2.26. Neka je f—a > é, a>0,m=[p]+1in=|a]+1. Nadalje, neka
jewv € Cf_[a,b], takva da je v (a) =0 zai=n—1,n,..,m—2, éDf_v € Lyigla,b].
Tada vrijedi

/

g (b—a)’lPo73) ’
: (p+q)Fp(ﬁ—a)p(ﬁ—oz— 5) (/

CD‘b’“_v(:v) )p ‘CD&U(:B) ‘q dx

prgq

q

CD?_U(I’) ‘q da:)

p+q

dr .

A

CYD?J)(I‘)

q (b — a)p(ﬂ_a) /b
T promE-a)p(8-a-1) e
Za sljedece rezultate o Riemann-Liouvilleovim lijevim razlomljenim derivacijama
koristimo kompozicijski identitet iz Teorema 2.1.13.

Teorem 2.2.27. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna 1 ¢(0) = 0. Nadalje, neka je B — o > %, a >0,
m=[B]+1in=a]+1, te neka je ispunjen jedan od uvjeta (i) — (vii) iz Teorema
2.1.13 za B,a,v te neka je Derv € L,la,b]. Tada vrijedi
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b q
v v v Xz
/ |Dg+ ( (|Da+ ‘Da-i- ‘ d

g gT9(3 — a) pr (6 —a— %>;
- (b — a)Q(B_a)_l

IN

b (b—a)’~= Df+v(a:)‘
/ [0) - | dx. (2.74)
a 1 1\?
I'(B—a)pr (5— Q= 5)
Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.74) vrijede suprotne nejednakosti.

Korolar 2.2.28. Neka je  — a > é, a>0,m=I[6]+1in=a]+ 1. Nadalje,
neka je ispunjen jedan od uvjeta (i) — (vii) iz Teorema 2.1.13 za B,a,v i neka je
D? v € Ly la,b). Tada vrijedi

/ D2, v(a)]”

(b—a) (B-a=3)
: (p+Q)Fp(5—Oé)p<ﬂ—a—l> (/a

q

Dl v(z )‘q dx

pTq

q

D’ v(x) ‘q dx)

p+q

DY v(x) dx .

(b — a)PB=o) b
- (p+Q)Fp(5—a)p(6—a—§>/a

Za sljedece rezultate o Riemann-Liouvilleovim desnim razlomljenim derivacijama
koristimo kompozicijski identitet iz Teorema 2.1.14.

Teorem 2.2.29. Neka je ¢ : [0,00) — R diferencijabilna funkcija takva da je za
q > 1 funkcija ¢ o ex konveksna 1 ¢(0) = 0. Nadalje, neka je B — o > %, a >0,
m=[B]+1in=a]+1, te neka je ispunjen jedan od uvjeta (i) — (vii) iz Teorema
2.1.14 za B,a,v te neka je fov € L,[a,b]. Tada vrijedi
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Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

/ab D5 o(@)]'" ¢! (D v(@)]) | Dv()| da
e
gyt oo
“\re- (ib)pi 2/3 —a-1)’ ([t )
e ey
Df_v(:z:)’

./b¢ b~ W:a | dx. (2.75)
‘ F(ﬁ—a)pﬁ(ﬁ—a—éy

Ako je funkcija ¢ o er konkavna, onda u (2.75) vrijede suprotne nejednakosti.

Korolar 2.2.30. Neka je  — a > é, a>0,m=I[6]+1in=a]+ 1. Nadalje,
neka je ispunjen jedan od uvjeta (i) — (vii) iz Teorema 2.1.14 za B,a,v i neka je
D} v € Lyyla,b]. Tada vrijedi

/ | Dg o)

g(b—ayplP~o3) b
: <p+Q)Fp(ﬁ—Oé)p(5—a—l> (/a

Dbﬁfv(a:))q dx

p+q

Dy v(x) dx .

q(b—a)PP=o) b
- (p+Q)Fp(5—a)p<ﬂ—a—§> /a

2.3. Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti
Mitrinovié-Pecari¢evog tipa

Motivirani nejednakoséu (2.58) definiramo funkcional:

b
Vi) = T [ o (M=) i
- [ @ @Dl da. (2.76)

a
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Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

gdje je u Klase Uy (v, K) te gdje je ([ (K (z,t))Pd
¢ : [0,00) — R diferencijabilna sa svojstvom gb(O)

Neka je v ograni¢ena na [a,b], tj. |v(z)| < W za x € [a,b]. Tada je

M (b — a)i|o(z)] < WM(b - a)7

u(z)] =

Uvedimo oznaku

/:K(a:,t)v(t)dt' < W/;K(m)dt < WM.

§ = max{WM,WM(b—a)s}. (2.77)
Teorem 2.3.1. Neka su p,q > 1 takvi da je 113 —1—5 = 1. Neka je funkcija u klase

Ui(v, K) gdje je (fam(K(m,t))pdt)% < M i |u(z)] < W nala,b]. Nadalje, neka je
¢ :10,0] = R takva da je ¢poer € C?[0,84] i ¢(0) = 0. Tada postoji & € [0, 6] takav
da je

by = SO0

- (Mq(b _ ) /ab ()| dz — 2/: fu(z)|” |v(a:)|qu> (278

Dokaz. Buduéi da je ¢ = ¢ o e1 klase C2, postoje postoje m i M takvi da je
q

t¢"(t) — (g — D' (¢)

m = min ¢"(z) = min

2€[0,62] t€[0,0] q*t2a-1 ’
_ td"(t) — (g — 1)’ (¢
W~ e ) — e 0= 1= 1)
2€[0,02] te[0,0] g?t2a—1

i Imy" = [m, M.
Definirajmo funkciju ¢; ovako:

¢1(z) =

Tada je ¢ = ¢; o e1 konveksna na [0, §4] jer

pla) = diles(a) = To- — (),
Jla) = Mz = ot at),
o'(x) = M—q%iqql (zh6"(@h) + (1 ) (xh)) > 0

61



Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

Analogno, za funkciju ¢, definiranu s

imamo da je ¢9 o e1 konveksna.
Primjenimo li Teorem 2.2.3 na funkciju ¢; dobivamo

Mq<bq—a>/ab¢l< 0= o > [ o) Do i

odakle uvrStavanjem izraza za ¢; dobivamo
q ’ 1 b
vy [ ¢ (M=) de = [ ute) 0 ula) ploo) s

(00—a) [ e =2 [ @)

B, (u, v) < M%A,

<M

DO [

t.

gdje je , ,
A= M(b— a)/ () Pdz — 2/ (@) o () |*da. (2.79)

Ako je A = 0 tvrdnja teorema je istinita, a ako je A # 0 onda po Bolzano-
Weierstrassovom teoremu postoji t € [0,07] takav da je

tj. uz oznaku & = ta vrijedi

£6"(&) — (¢ = 1)¢'(§) 4
2q€t

P, (u,v) =

¢ime je teorem dokazan. O

Teorem 2.3.2. Neka u,v zadovoljavaju pretpostavke Teorema 2.3.1. Nadalje, neka
su ¢, 2 : [0, 8] = R takve da su ¢1oe1 ¢Qoe1 klase C?[0,67), ¢1(0) =0, ¢o(0) =0

te neka je A # 0, gdje je A definiran s (2. 79) Tada postoji € € [0, 0] takav da je

Vo, (u,v) _ E¢7(E) — (¢ = 1) 1(E)
Wo,(u,v)  €05(8) — (g — 1) $5(§)

gdje su nazivnici razliciti od nula.

(2.80)

Dokaz. Promotrimo funkciju h definiranu s

h = Uy, (u,v) P — Uy, (u,v) pa.
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Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

Funkcija h je linearna kombinacija funkcija ¢y, ¢ € C?[0,d], pa vrijedi h € C?[0, §].
Iz uvjeta ¢1(0) = ¢2(0) = 0, slijedi da je h(0) = 0. Sada mozemo primjeniti Teorem
2.3.1 na funkciju h. Slijedi da postoji & € I takav da je

O CEED S0~ )

2¢ €2q—1 - ‘I]¢1 (uv U) 2q £2q—1
b b
: (Mq(b— a)/ |v(x)|? dx — 2/ |u(93)|q|v(:v)|qd:v> = Up(u,v). (2.81)

Iz svojstava linearnog funkcionala vrijedi Wy, (u, v) = 0. Sada jednostavnim ra¢unom,
uz pretpostavku da je A # 0 iz (2.81) dobivamo (2.80). O

Napomena 2.3.3. Promatranjem nenegativne razlike nejednakosti dane u Teoremu
2.2.4, analogno se dobije sli¢ni rezultat (vidjeti [24] za detalje).

U ovom pododjeljku éemo dati primjenu novih rezultata danih Teoremima 2.3.1 i
2.3.2 na razlomljeni Riemann-Liouvilleov integral i razlomljene derivacije Riemann-
Liouvilleovog, Caputovog i Canavatijevog tipa.

Neka su p,q > 1, a > é, +% 1. Nadalje, neka su K(z,t), funkcije u, v, P

te M kao u dokazu Teorem 2.2.11. Neka je v ograni¢ena na [a,b], tj. |v(z)] < W
1
za x € [a,b]. Tada vrijedi ([*(K(z,t))Pdt)” < M. Definiramo 6 kao u (2.77), tj.

§ = max{WM, WM(b — a)7}. (2.82)

Sada mozemo primijeniti Teorem 2.3.1 na funkciju v pa dobivamo sljedeéi teorem.

Teorem 2.3.4. Neka su p,q > 1, %—i—% =lia> %. Nadalje, neka je v ogranicena
na la,b] 1 I =[0,6], gdje je § definirana s (2.82). Neka je ¢ : [0, 3] — R takva da je
#(0) =0 ig¢goer € C?0,09. Tada postoji £ € I, takav da je

§¢"(§) — (¢ = 1)'(§)
2q&a~t

Uy(Jov,v) =

(b—a)?

/|v )[2da — /|J§+U o)z |, (2.83)
Fq(a

gdje je Jg v lijevi Riemann-Liouvilleov razlomljent integral funkcije v reda o, defi-
niran s (2.12).

Teorem 2.3.5. Neka sup,qg > 1, %—}—% =1, a> é. Neka je funkcija v ogranicena
na la,b] i I =10,0], gdje je & definirana s (2.82). Nadalje, neka su ¢1o0e1,ppo0e1 €
C?[0,689. Tada postoji & € I, takav da je

Wy, (J2,0,0) €80 — (= 1oL(E)

Wy, (Joyv,0)  £¢5(8) — (¢ — 1)gh(&)’

gdje su nazwnici razlicitt od nula, a J3 v lijevi Riemann-Liouvilleov razlomljen:
integral funkcije v reda «, definiran s (2.12).
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Analogni rezultati onima iz Teorema 2.3.4 i 2.3.5, iskazani bez dokaza, slijede za
desne Riemann-Liouvilleove razlomljene integrale.

Teorem 2.3.6. Neka su ispunjene pretpostavke Teorema 2.3.4. Tada postoji & € 1
takav da je

§¢"(§) — (¢ = 1)'(§)
2q€2t

b_
a) / jo(z |2qu—2/ T o) o(e)|dx | |
Fq(a !

gdje je J* v desni Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral funkcije v reda o, defi-
niran s (2.13).

Vy(Jyv,v) =

Teorem 2.3.7. Neka su ispunjene pretpostavke Teorema 2.3.5. Tada postoji & € 1

takav da je

W (T v0,0) _ E64(6) — (g~ D64 (€)

Vo, (Jiiv,v)  £05(8) — (g — 1)eh(&)”
gdje su nazivnict razlicitt od nula a Ji* v desni Riemann-Liouvilleov razlomljent in-
tegral funkcije v reda o, definiran s (2.13).

Sada slijede Teoremi 2.3.1 i 2.3.2 iskazani za Caputove razlomljene derivacije.

Neka su p,q > 1, a > é, i%—é = 1. Nadalje, neka su K(z,t), funkcije u, v, @

te M kao u dokazu Teorema 2.2.15. Neka je funkcija v(™ ogranicena na [a,b], tj
vrijedi [v™ ()] < W. Tada vrijedi ([(K(z,t))Pdt)? < M i1 = [0,08.q), gdje je
Ocqp definirana s

Seap = max{ WM, WM(b— a)}. (2.84)

Sada mozemo primijeniti Teorem 2.3.1 na funkciju u pa dobivamo sljedeéi teorem.

Teorem 2.3.8. Neka su p,q > 1, %—l—% =1lin—a > é. Nadalje, neka je

v e AC™a,b] i I = [0,0cap), gdje je Ocap definirana s (2.84). Neka je ¢ : I — R
takva da je ¢(0) =0 i poer € C?[0,0% ]. Tada postoji & € I, takav da je

» Yeap

/! - _1 ’
Uy (CD%, v, 0™ = £ (5)2%(;1[1_1 )¢/ (€)

(b — a)in= b
o [ @) Pde -2 [ D ()| et (@) d | |
Fq(”“)[p<na%)]p/a /
(2.85)

gdje je CDg‘Jrv Caputova lijeva razlomljena derivacija reda o funkcije v, definirana s

(2.17).
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Teorem 2.3.9. Neka su p,q > 1, é%—é =1, n—a> é. Neka je funkcija v €

AC™a,b] i I = [0,004p), gdje je Ocop definirana s (2.84). Nadalje, neka su ¢ o
e1,pp0e1 € C?0,0% 1. Tada postoji & € I, takav da je

)y Yeap

Uy, (D2 v, 0™)  €¢7(€) — (¢ — 1)¢ (€)

Wy, (CDgv,v™)  £65(8) — (g — 1)h(E)’

gdje su nazivnict razliciti od nula, a CD;‘+U Caputova lijeva razlomljena derivacija
reda o funkcije v, definirana s (2.17).

Slijede iskazi posljednja dva teorema za Caputove desne razlomljene derivacije.
Teorem 2.3.10. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.3.8. Tada postoji & € I takav
da je

" (g — 1)
\Iqu(CDrbx_v’v(n)) _ §g (£)2q€(gq_1 )d) (f)

(b — a)in=2)
['(n — «) [p (n—a — 5)]

b b
;[ 0@ =2 |95 vl @)

a

(2.86)

gdje je °D v Caputova desna razlomljena derivacija reda o funkcije v, definirana
s (2.18).

Teorem 2.3.11. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.3.9. Tada postoji & € I takav
da je

W, (D v, 0™)  EH(E) — (g — (€

W, (“Di_v,0M)  €5(E) — (g — 1)h(E)’
gdje su nazivnici razliciti od nula, a D¢ v Caputova desna razlomljena derivacija
reda o funkcije v, definirana s (2.18).

Sada slijede prosirenja za koja treba kompozicijski identitet za lijeve Caputove raz-
lomljene derivacije dan Teoremom 2.1.15.
Neka su p,q¢ > 1, a > %, %—l—% = 1. Nadalje, neka su K(z,t), funkcije u, v, R te

M kao u dokazu Teorema 2.2.19. Neka je funkcija ©D? L v ograni¢ena na |a, b, tj.
vrijedi [°D?, v| < W. Tada vrijedi ([F(K(x,t)Pdt)? < M i1 =[0,004), gdje je
Ocap1 definirana s

Seapt = max{W M, WM(b— a)}. (2.87)
Sada mozemo primijeniti Teorem 2.3.1 na funkciju v pa dobivamo sljedeéi teorem.

Teorem 2.3.12. Neka su p,q > 1, %—i—% =1, a >0, min dani sa (2.16), za
redom ( i . Nadalje, neka je v € AC™[a,b] i I = [0,00ap1], gdje je dcap1 definirana
s (2.87). Neka je v € AC™a,b] takva da je v (a) =0 zai =n,n+1,..m — 1,
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CD5+U € Lyla,b] i D¢ v € Ly[a,b]. Nadalje, neka je ¢ : I — R takva da je ¢(0) =
ipoer € 02[0 04 1. Tada postoji £ € 1, takav da je

§¢"(§) — (¢ = 1)¢'(§)
2q&a~t

W4(°DE v, “D2v) =

(b— a)1B-)
ro(3—a) [p (5-a—1)]°

/ D8, v(w) Pdi / D8 o(a)|1|°D2, v(x)|tdx | |

(2.88)

gdje su CDa+v CD5+U Caputove lijeve razlomljene derivacija reda o, odnosno f3
funkcije v, definirane s (2.17).

Teorem 2.3.13. Neka su p,q > 1, %+% =1, >0, min dani sa (2.16), za
redom ( i . Nadalje, neka je v € AC™[a,b] i I = [0,00ap1], gdje je dcap1 deﬁnimna
s (2.87). Neka je v € AC™a,b] takva da je v (a) =0 za i =n,n+1,...m — 1,
CD6+U € Lyla,b] i °D2 v € Ly[a,b]. Nadalje, neka su ¢ o e1 e eL € C2[0,5gap1]

Tada postoji & € I, takav da je
\Ilﬁbl (CDaJrv Da—O—U) — €¢,1/(£) — (q B 1)¢/1(£)
U,,(CDZ 0, D2 v)  §05(8) — (¢ — 1)¢h(€)’

gdje su nazivnici razliciti od nula, a CD2‘+1}, CDerv su Caputove lijeve razlomljene
derivacija reda o, odnosno [ funkcije v, definirane s (2.17).

Koristenjem Teorema 2.3.1, 2.3.2 i kompozicijskog identiteta za desne Caputove
razlomljene derivacije danog Teoremom 2.1.16, moze se dati slican rezultat za desne
Caputove razlomljene derivacije.

Teorem 2.3.14. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.12. Tada postoji & € 1
takav da je

/! o . 1 ’
W, (D 0,05 v) = L) zq,f.»i_l (€

I / D8 o(a)[de — / DE_o()|91°Dg v(x) | d | |

(2.89)

(b —a)1P=e)
I3 - a) [p<ﬁ—oz—§

gdje su D¢ v, CD?J} Caputove desne razlomljene derivacija reda o, odnosno (3
funkcije v, definirane s (2.18).

Teorem 2.3.15. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.13. Tada postoji & € 1
takav da je

Wy, (“Dy_v, “Ditv) _ £61(€) — (g — i (€)

Wy, (CDy v,°Dy v)  £¢5(8) — (¢ — 1)#n(§)’
gdje su nazivnici razliciti od nula, a °D{ v, CD?J) su Caputove desne razlomljene
derivacija reda o, odnosno [ funkcije v, definirane s (2.18).
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Rezultati dani za Caputove razlomljene derivacije mogu se analogno dati za druga
dva tipa razlomljenih derivacija koje promatramo, tj. za one Canavatijevog i Riemann-
Liouvilleovog tipa. Jo§ ¢emo, kao primjer dati jednakosti analogne (2.88), dobivene
sa kompozicijskim identitetom za lijeve razlomljene derivacije. Dokazi su izostav-
ljeni.

Kompozicijski identitet za lijeve Canavatijeve razlomljene derivacije dan je Teore-
mom 2.1.17.

Neka su p,qg > 1, a > é, §+ % = 1. Nadalje, za x € [a, b] neka je
1 — )l g <t<u
K(r.t) = r—a) (@ A==
(z,1) {0, r<t<b,
1 v s
C —a—1CnB
) = Diola) = s [ =0 Dty i,

: : _ et
S(x) = ( / (K(:v,t))pdt) - (z—a) =
: o) [p (5—a—2)]
Za f—a > é funkcija S je rastuca na [a, b], dakle
(b—a)’"a
I(8 — a)pr (6—04— 5)7

S(x) =
max S(z)

Neka je funkcija CDa+v ograniCena na [a, b], tj. vrijedi |5Df+v| < W. Tada vrijedi
(fF (K(a:,t))pdt)P < M, I=0,0canl, gdje je dcan definirana s

Ocan = max{W M, WM(b — a)%}. (2.90)

Sada mozemo primijeniti Teorem 2.3.1 na funkciju u pa dobivamo sljede¢i teorem.

Teorem 2.3.16. Neka su p,q > 1, Il)—i-% =1,a>0,8—a>1 o m= B+ 14
n = [a] + 1. Nadalje, neka je v € AC"[a,b] i I = [0,0can), gdje je dcan definirana
s (2.90). Neka je v € C’ng[a,b] takva da je v (a) =0 zai =n—1,n,...m — 2,
CD5+U € Lyla,b]. Nadalje, neka je ¢ : I — R takva da je ¢(0) = 0 i ¢ o e1 €
C?[0,64 1. Tada postoji & € I, takav da je

§¢"(€§) — (¢ — 1)9'(§)
2q&a!

)|’ / DF  v(a) Pd — / D2, v(2)|[DE  v(x) |

gdje su CDa+U CDerv lijeve Canavatijeve razlomljene derivacije reda o, odnosno (3
definirane s (2.29).

\II(DQ+U Da+v) =

(b —a)iP=e)
T — a) [p(ﬁ—oz—é
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Teorem 2.3.17. Neka su p,q > 1, %—I—% =1, a>0,08—a> %, m=1[8]+11
n = o] + 1. Nadalje, neka je v € AC"[a,b] i I = [0,0can]|, gdje je dcan definirana
s (2.90). Neka je v € C[i[a,b] takva da je v (a) =0 zai =n —1,n,...,m — 2,
DY v € Lyla,b]. Nadalje, neka su ¢, oei, b9 oe1 € C?[0,6¢,,1]. Tada postogi & € I,

takav da je ) i
Uy, (°D7,0,°Dev)  €¢(E) — (g — 1)¢)(€)

U,, (D2, 0,CDev) — £05(€) — (g — 1)gh(€)’

gdje su nazivnict razlicéiti od nula, a éij L, éDf v su ligeve Canavatijeve razlomljene
derivacije reda o, odnosno [ definirane s (2.29).

Kompozicijski identitet za desne Canavatijeve razlomljene derivacije dan je Teore-
mom 2.1.18.

Teorem 2.3.18. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.16. Tada postoji & € 1,
takav da vrijedi jednakost

§¢"(§) — (¢ = 1) (§)
2qgat

U4(°DY v, °Dg v) =

(b — a)dB-) b q . y q
(8 — a) [;(5_&_ %ﬂ/ °DY v(x)|? dx—Q/a D2 o(a)[*|°DE_v()|*d

gdje su éDg’“_v, éDbﬂ_v Canavatijeve desne razlomljene derivacije reda o, odnosno [
definirane s (2.30).

Teorem 2.3.19. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.17. Tada postoji & € 1,
takav da je

Uy, (°Dy v, “Dgv)  £¢1(€) — (g — 1) (€)

Uy (CDF 0,50 v)  EOL(E) — (g — )oh(E)’

gdje su nazivnict razlicéiti od nula, a cD{f_v, éDf_v su desne Canavatijeve razlomljene
derivacije reda o, odnosno B definirane s (2.30).

Kompozicijski identitet za lijeve Riemann-Liouvilleove razlomljene derivacije dan je
Teoremom 2.1.13.

Neka sup,¢>1, 5 —a> %, %%—%: 1. Nadalje, za z € [a, b] neka je
1 _ f\B—a-1
K(z,t) = F(Bfa)(x t) , a<t<uz,
) 07 x<t§b,

W) = D2ale) = gy [ (o=t Dl

-
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Za 8 —a > % funkcija T je rastuca na [a, b], dakle

T =
2y )

Neka je funkcija Df+v ograniCena na [a,b], tj. vrijedi ‘D§+’l)‘ < W. Tada vrijedi
1
([F(K(z,t)Pdt)» < M iI=10,6,], gdje je b, definirana s

8, = max{W M, WM(b— a)s}. (2.91)

Teorem 2.3.20. Neka su p,q > 1, %+% =1, a>00—a> é, m = [f] +1
in = [a| +1. Nadalje, neka je v € AC"[a,b] i I = [0,0,], gdje je 6,1 definirana
s (2.91). Neka je v € C2, [a,b] takva da je v (a) = 0 za i =n—1,n,....,m — 2,
D v e Lyla,b]. Nadalje, nekaje ¢ : I — R takva da je ¢(0) = 0 i goer € C?[0,6%,].

v

» Yl
Ako vrijedi jedan od wvjeta (i) — (vii) iz Teorema 2.1.13 za B, c,v i DY v € Lga, b],
onda postoji & € I, takav da je

§¢"(€) — (¢ = 1)@ (§)
2q&a!

(b—a) ) 2 8
D) v(x)|*dz — | Doy v(2)|*Dypo(z)|?dr |,
I3 — a) [p( / / :

U4(Dl v, D2 v) =

gdje su D, v, Da+v lijeve Riemann-Liouvilleove razlomljene derivacije reda o, od-
nosno deﬁmmne s (2.14).

Teorem 2.3.21. Neka su p,q > 1, %+$ =1, a>0,—a> %, m = [f] +1
in = [a| + 1. Nadalje, neka je v € AC"[a,b] i I = [0,0,], gdje je §,; definirana
s (2.91). Neka je v € C? [a,b] takva da je v (a) = 0 za i = n —1,n,...,m — 2,
CD5+U € Ly[a,b]. Nadalje, neka su ¢q o eL, ¢ 0 eL € C?(0,6%]. Ako vrijedi jedan od

v

1 Org
uvjeta (i) — (vii) iz Teorema 2.1.13 za B, a,v i Dngv € Lyla,b], onda postoji € € I,
takav da je
Uy, (D0, Do) €01(€) — (g — 1) (€)
Uy, (DY v, D2v)  §d5(8) — (g — 1)#5(€)’
gdje su Dy v, Dfﬂ) lijeve Riemann—Liouvilleove razlomljene derivacije reda «, od-
nosno [ definirane s (2.14).

Kompozicijski identitet za desne Riemann-Liouvilleove razlomljene derivacije dan
je Teoremom 2.1.14.

Teorem 2.3.22. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.20. Ako vrijedi jedan od
uvjeta (1) — (vit) iz Teorema 2.1.14 za ,c,v i Dfﬁv € L,la,b], onda postoji £ € 1
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takav da je

£0"(€) — (¢ = 1) (§)
2q&a~!

(b— a) ) 2 B8
| Dy_v(@)Pde — | Dy_v(2)|*| Dy_v(@)|"dx
[ - a) [p ( / / "

Wy(Dy v, D _v) =

gdje su D' v, Dé{v Riemann-Liouvilleove desne razlomljene derivacije reda «, od-
nosno 3 definirane s (2.15).

Teorem 2.3.23. Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.3.20. Ako vrijedi jedan od
uvjeta (1) — (vit) iz Teorema 2.1.14 za B, v i Dbﬁ_v € Lyla,b], onda postoji & € 1
takav da je

Wy, (Dy_v, Dfv) _ €81(€) — (g — ()

Uy, (DY v, DX v)  £¢5(€) — (g — 1)¢h(€)

gdje su Dy v, D;)B_v desne Riemann—Liouvilleove razlomljene derivacije reda o, od-
nosno [ definirane s (2.15).

Teorem 2.3.24. Neka je J interval u R i T = {¢s : s € J} familija funk-
cija definiranih na intervalu I u R, takvih da je funkcija s — [yo,y1, y2; Fp,] n-
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smzslu na J za svake tri medusobno razli-

cite tocke yo,y1,y2 € I, gdje je Fy (y) = ¢s(y0) Nadalje, neka je U, (u,v) linearni
funkcional definiran s (2.76). Tada je s — Wy (u,v) n-eksponencijalno konveksna
funkcija v Jensenovom smislu na J. Ako je jos funkcija s — WU, (u,v) neprekidna
na J, onda je n-eksponencijalno konveksna na J.

Sljedeci korolar je direktna posljedica gornjeg teorema.

Korolar 2.3.25. Neka je J interval u R i T = {¢s : s € J} familija funkcija
definiranih na intervalu I u R, takvih da je funkcija s — [yo,y1,y2; Fyp,] eksponen-
cijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno razlicite tocke
Yo, Y1, Y2 € I, gdje je Fy (y) = ¢S(y%). Nadalje, neka je U, (u,v) linearni funkci-
onal definiran s (2.76). Tada je s — Wy (u,v) eksponencijalno konveksna funkcija u
Jensenovom smislu na J. Ako je jos funkcija s — V4 (u,v) neprekidna na J, onda
je eksponencijalno konveksna na J.

Definirajmo

\Ifm(u,v))slp ‘
(%p(u’v) S FED,

15 p(¥,Q) = (2.92)
’ exp Yo (w0))
Wy, (u,0) )7
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Teorem 2.3.26. Neka je J interval u R i Q = {¢s : s € J} familija funk-
cija definiranih na intervalu I u R, takvih da je funkcija s — [yo,y1,Ya; Fp,] 2-
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno razli-
cite tocke yo,y1,y2 € I, gdje je Fy (y) = qﬁs(y%). Nadalje, neka je V4 (u,v) linearni
funkcional definiran s (2.76). Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(i) Ako je funkcija s — VU, (u,v) neprekidna na J, onda je 2-eksponencijalno
konveksna funkcija na J. Ako je funkcija s — Wy (u,v) dodatno pozitivna,
onda je takoder log-konveksna na J. Tada za r,s,t € J takve da jer < s <'t
vrijedi

(Wi (1 0))' ™ < (W 11, 0))' " (Wi (1, 0))"" (2.99)

(it) Ako je funkcija s — Wy (u,v) pozitivna i diferencijabilna na J, onda za svaki
1zbor s, p,r,t € J, takve da je s < r 1 p <t, vrijedi

1 (T, Q) < p10(0,9). (2.94)

Napomena 2.3.27. Rezultati iz Teorema 2.3.24, Korolara 2.3.25 i Teorema 2.3.26
vrijede i kad su dvije tocke od tri tocke yo,y1,y2 € I koincidentne, za familiju dife-
rencijabilnih funkcija ¢, takvih da je funkcija s — [yo, Y1, yo; Fy,] n-eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,
log-konveksna u Jensenovom smislu). Nadalje, jo§ uvijek vrijedi kad su sve tri tocke
koincidentne za familiju dva puta diferencijabilnih funkcija sa istim svojstvom. Do-
kazi se mogu dobiti primjenom Napomene 1.2.12 i odgovarajuce karakterizacije ko-
nveksnosti.

Sada ¢emo koristiti teoreme srednje vrijednosti 2.3.1 i1 2.3.2 za sredine Stolarskyje-
vog tipa i funkcional W,(u,v) definiran s (2.76). Nekoliko familija funkcija, koje
¢emo dati, ispunjava uvjete Teorema 1.2.21, Korolara 1.2.22 i Teorema 1.2.23 (i Na-
pomene 1.2.24) te nam omogucavaju da metodom opisanom u 1.2.2. konstruiramo
veliku familiju funkcija koje su eksponencijalno konveksne.

Primjer 2.3.28. Promatramo familiju funkcija
Q) ={¢s:[0,00) > R:s>0}

definiranu za ¢ > 1 sa

2

¢ s
ps(x) =4 s(s—q) 74

qx?logx, s =q.

AP (gs), 1 s-20 a2y, < o .
Vrijedi Ir2 (xa)=a 0 =e a > 0, $to znaci da je ¢4 konveksna funkcija u
x

d* (¢s)
22

konveksna po definiciji. Uo¢imo da je ¢5(0) = 0, uz 0log0 = 0.

Koristenjem slicnih tvrdnji kao u dokazu Teorema 2.3.24 zaklju¢imo da je

odnosu na funkciju g(z) = 29 za svaki z > 0 te s — (ZU%) je eksponencijalno
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Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

s — [Yo, Y1, Y2; Fy,] eksponencijalno konveksna funkcija pa ujedno i eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, gdje je Fy, (y) = gbs(y%). Iz Korolara 2.3.25 imamo
da je s — W, (u,v) eksponencijalno konveksna funkcija u Jensenovom smislu. Lako
se vidi da su ove funkcije neprekidne, pa su eksponencijalno konveksne.
Dakle, imamo

b
[ @I o@)da

a

b
3p_ Ne—Lars—q 2
cb-as M /|v(a:)|sdas— T

s(s —q) s—4q

Uy, (uv) = SF0 .

7 [ o@)log [~ @)t Mlo(@)]] do g [ o(@)]* glog u(w)] + 1] da,

a

s=q.
Za ovu familiju funkcija, p.(¥, ) iz (2.92) postaje

q—2s Wy dog (U, )
s \Pa ) = ) =t 5
1% 7t( 1) exXp (8(8—(]) + \IIQSS(U,U) S #q

1 \Ifd) .1Og(u,v)
R —q :t:
eXp( PRSI A

\

i po (2.94) je monotona u parameterima s i .
Za funkcional U, (u, v) imamo

s _ b b s—t
gt(t—q)(b—a)s " M=% [ |v(@)|* do—s [lu(@)|" |0 (z)|? do
4 ¥ 78 # t?

t_q b b
gs(s—q)(b—a)a Mt~ [ |v(z)|t de—t [|u(@)|*~|v(2)|e dz

exp <sq<s—22>

g(b—aya "

/’Ls,t(\II7QI) = —|—

—1

b 1 b
M= [ o(2)® 10%[(17*&)51”\1)(90)@ dz— [[sloglu(x)|+1][u(z)]*~|v(x)] dw)
s b b ’
q(b—a)s " M==9 [|v(@)|* dz—s [|u(z)|*"|v(z)|? dz

s=t#q,

b b
q [ |v(x)|? log? [(b—a)%M|v(m)|] dz— [[qlog|u(z)|+2]|v(z)|? log|u(zx)|dx
exp | =%+ < ,

a

b 1 b
2q [ |v(x)|? log [(b*a) e M\v(m)\} dz—2 [[qloglu(z)|+1]|v(x)|? da

s=t=gq.
Primjer 2.3.29. Promatramo familiju funkcija
Q= {ps:[0,00) > R:s R}

definiranu za ¢ > 1 sa

sa:q_l
T2 s#0,

x2e
2

9]

908($) =
, s=0.
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Svojstva funkcionala izvedenih iz nejednakosti Mitrinovié-Pecariéevog tipa

d? (pg) , 1
Bududi da je (¢ )(xq) = e*¥ > 0, funkcija ¢, je konveksna u odnosu na funkciju

dx?
. d2 (¢5) 1. .. c e
glx)y =2%zax >01s+— 5~ (z7) je eksponencijalno konveksna po definiciji.

Primijetimo da je ¢4(0) = 0. Sli¢no kao u Primjeru 2.3.28 zaklju¢imo da je funkcija
s — @, (u,v) eksponencijalno konveksna.

Imamo
' s2Mq?b—a)/b {exp [s(b — ) Mo(2)|7] — 1} dar

V. (wv) = - / ()9 exp [sfu)| s#0,

qa)_;)]\/[q/ab\v(xﬂ?quq/ab|u(l‘)|qv($)|qd$’ s=0.

Za ovu familiju funkcija, p5.(®, ) iz (2.92) postaje

1

‘IISD (uvv) st
Zes\ W Y) ;
(%Au,m) | ik
2 W, (u,v
al,02) = ¢ exp (<24 Tt} om0,
Ps )
\Iqu#?o (u7 U))
exp | =222 |, s=t=0,
\ (3\11500(“7@)

i po (2.94) je monotona u parametrima s i t. Za funkcional ¥, (u, v) ra¢unamo

(s’z S {exp [s(b—a)M|v(z)|?]—1}dr—s* M (b—a) [? exp (s|u(x)|?)|v(z)|? da:) B
t=2 [P {exp [t(b—a) M|v(z)|1]—1}dz—t—1 M3 (b—a) [* exp (t|u(z)]?)|v(z)|? dx )

s#t,

exp [ -2+ S fexp [s(b—a) M |v(x)|"]—exp [s |u(@)| ] —s|u()|? exp [s|u(2)|7]}|v(z)|? da
st (U, Qo) = s a5y Ju {exp [s(b—a)Ma|v(z)[9]—1}de—s [ exp (s|u(z)]9)]v(x)|1dz ’

s=t+#0,

ox ((bfa)QJVIQ’I L v()*9dz—3 [P \u(m)|2q|v(m)\qd$)
P\ 80—a)ae 17 (@) Prda—6 [ [u(a) | v(@) ade )

s=t=0.
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Poglavlje 3.

Op¢i oblik nejednakosti Opialova tipa

Cilj ovog poglavlja je dati opéu nejednakost Opialova tipa na prostoru mjere (€2, 32, u).
Dobivene integralne nejednakosti su Opialova tipa jer sadrze izmjerivu funkciju i
njenu integralnu reprezentaciju. Primijenit ¢emo dobivene rezultate na neke sime-
tricne funkcije i dobiti nove rezultate koji uklju¢uju Greenovu funkciju, Lidstonove
redove i Hermiteov interpolacijski teorem. Veéina rezultata iz ovog poglavlja objav-
ljena je u radovima [14] i [15].

Motivacija nam je rezultat K. Kruli¢, J. Pecari¢, L.-E. Persson iz [28] (vidjeti i
[29, Poglavlje II, p. 15]) kojim su dali opé¢u nejednakost Hardyjeva tipa. Autori su
proucavali prostore mjere (€21,3q, 1) 1 (4,34, 1) te opéi integralni operator Ay

definiran s .

AS@) = o / k(e y)f () dsly), 7€ D,

gdje je f : Q25 — R izmjeriva funkcija, k : 21 X2y — R opca izmjeriva i nenegativna
funkcija, tj. jezgra te

K(x) = /Q kE(x,y)dus(y) >0, K(zx) <oo,z € .

Koriste¢i Jensenovu integralnu nejednakost (1.7) i Fubinijev teorem (vidjeti npr.
[27]), dokazali su tezinsku nejednakost

/Q w(@)®(Acf () dyun(2) < / o()B(f () dpia(y), (3.1)

Qo

gdje je ® konveksna funkcija na intervalu I C Ri f : Qy — R takvadaje f(y) € I, za

svakiy € Qy, u : 1 — R nenegativna izmjeriva funkcija, x — u(x) k[(;zj)) integrabilna

na €2y za svaki fiksni y € ()9, v definirana na €2, sa

o= [ ) ’j((( y)) dn(z) < co.

Posebno, nejednakost (3.1) objedinjuje i poopéava vec¢inu rezultata ovog tipa (uklju-
¢ujudi klasi¢ne rezultate Hardya, Hilberta i Godunove).
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Rezultati s teZinskom fukcijom

3.1. Rezultati s tezinskom fukcijom

Neka je (€2, %, u) prostor mjere, k :  x Q — R simetri¢na, nenegativna ili nepozi-
tivna funkcija takva da je |K(z)| < oo, gdje je

K(x) = /Qk‘(m,y)du(y), K(z)#0, ss.xze. (3.2)

Pretpostavit ¢emo da su svi integrali koje koristimo dobro definirani.

Teorem 3.1.1. Neka je k : Q x Q@ — R simetricna, nenegativna ili nepozitivna
funkcija, f pozitivna, konveksna funkcija, g pozitivna, konkavna funkcija na inter-
valu I C R. Ako je v : Q@ — R nenegativna ili nepozitivna funkcija, takva da je
Im|v| C I i teZinska funkcija u definirana sa

u(z) = / Kz, y)u(y)du(y) < oo, (3.3)

onda vrijedi

/ |K<a:>|f(

gdje je funkcija K definirana s (3.2).

()

K(z)

K(x)

)g(lv(w)l)du(:v) S/QIK(QS)U(IU(JS)I)Q<

)duto) G0

Dokaz. Bududéi da je R(o)

u(z)

Koriste¢i Jensenovu integralnu nejednakost (1.7) i Fubinijev teorem (vidjeti npr.
[27]) ra¢unamo
u(z)

L x@lr (|7 ) ateaute)
= [ty (MR B gy

=[Gy (LY o )

< [ ( / rk<x,y>rf<rv<y>r>du<y>) g([o(z) )dpu(z)
= [ st ( / |k<x,y>|g<|v<x>r>du<x>) duly).

poopcena sredina i |v(y)| € I za svaki y € , slijedi da

€ I za svaki z € Q.

je

Obzirom da je k simetri¢na funkcija vrijedi |k(x,y)| = |k(y, )| te ponovnom pri-
mjenom Jensenove integralne nejednakosti slijedi
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Rezultati s teZinskom fukcijom

[ e ( / |k<y,x>|g<|v<x>|>du<x>) du(y)
< [l (e [ Woaldut) ) duty
= [ 5K ls (%) du(y). n

Napomena 3.1.2. Ako uzmemo da je ; = Qy = Q, nejednakost (3.1) postaje

[ (e [ Ko duto

< [ot) ([ uo L duto)) duts). (3.5)

Ako primjenimo Teorem 3.1.1 za funkcuu g(x) = 1, nejednakost (3.4) se reducira na

LK@ (1 [ I wldntn ) dute)
| et (/uwyuu ) dut. (3.6)

Sada vidimo da su nejednakosti (3.4) ) ekvivalentne.

Sada ¢emo dati primjene Teorema 3.1.1, za posebne simetri¢ne funkcije.
Greenova funkcija G definirana je na [a, b] X [a,b] sa

(s=b)(t—a) .
—— a<i{<s
G(s,t) = b ’ - = 3.7
( ) {(sz)(tb) SStSb ( )
Funkcija G je simetri¢na, nepozitivna, konveksna po s i ¢ te neprekidna funkcija po
sit.

Lako se vidi da za svaku funkciju ¢ : [a,b] — R, ¢ € C?[a, b],vrijedi

b
o(b) + / G, ) (1),

b—=x (a)+:z:—a
b—a¢ b—a

gdje je funkcija G definirana kao u (3.7).

p(r) =

Korolar 3.1.3. Neka je f pozitivna, konveksna funkcija i g pozitivna, konkavna
funkcija na intervalu I C R. Tada vrijedi

b _ bz _z=a
/ (b_x)(x_a>f (2'90( ) (b_;;éx)_ a)—a(p( )|> g(|(p//($>|)d1?

< [0 - s @D (2“0(:6) zbb_‘_isgi)__j_wa) "

(3.8)
za sve funkcije ¢ : [a,b] = R, ¢ € C?[a,b].
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Dokaz. Bududi da je funkcija G definirana sa (3.7) nepozitivna, simetri¢na funkcija,
mozemo primijeniti Teorem 3.1.1, uz Q = [a,b], k(z,y) = G(z,y), v(y) = ¢"(y).
Vrijedi

b—x T —a

b
u<x>=/ Gl ) )y = 9(x) — —pla) ~

K@) = [ 1oty = 0=

i nejednakost (3.4) postaje

b — =2 p(a) — =2 (b
/ <b—x><x—a>f<2'*”” Enald b“@(”)g(lw”(w)l)dfff

—, ¢,

(b—2)(x —a)
< / (b—2x)(x—a)f(l¢"(z))g (2“0@) zb{_zxgjgz)—_j;sgdb”) o

Napomena 3.1.4. Ako je p(a) = ¢(b) = 0, onda nejednakost (3.8) postaje

[ o-a6 -7 (G220 ge s
< [o-n - s (220

z)(r—a

Lidstoneov red je poopc¢enje Taylorovog reda. Aproksimira danu funkciju u okolini
dviju tocaka. Takve redove proucavali su G. J. Lidstone (1929), H. Poritsky (1932),
J. M. Wittaker (1934) i ostali.

Definicija 3.1.5. Neka je ¢ € C*[0,1]. KaZemo da je
Z 0OA(1 —z)+ go(%)(l)/\k(a:)) ,
k=0

Lidstoneov red, gdje je A, polinom stupnja 2n + 1 definiran relacijama

Jos nekoliko eksplicitnih prikaza Lidstoneovih polinoma dano je u [3] i [40] s

(L)t
A (t) = 7T2n+1 Z k:2 +1 sinkmt, n=1,2,...,
k=1
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Rezultati s teZinskom fukcijom

1 6t2n+1 t2n—1
A(t) = =
Q 6 [ 2n+1 (2n —1)! }
n- 22k+3 1) 12n—2k—3
- —or o B =1,2,...
L@kl Mok 1T T
22n+1 1 4t
An(t) = mBmﬂ (T) , n=12...,

gdje je Baorys (2k + 4)-ti Bernoullijev broj, a Ba,11 ( ) Bernoullijev polinom.
Widder je u [41], dokazao sljede¢u fundamentalnu lemu

Lema 3.1.6. Ako je ¢ € C?M[0,1], onda vrijedi

n—1

1
(1= 1) + PP () AL(1)] + / G (s, )™ (t)at,
k:O ’
gdje je
- [ (s=1)t, zat<s,
Gi(s,t) = G(s,t) = { (t—1)s, inace,

d2

4= na [0,1], s uzastopnim

homogena Greenova funkcija diferencijalnog operatora
iteracijama funkcije G(s,t)

1
Gn(37t> - / G1(37p> Gn—l(pa t)dpv n > 2.
0

Lidstoneovi polinomi se mogu prikazati preko G, (s, t)

1
= / Go(s, D)t dt.
0

Eulerovi polinomi su definirani funkcijom

o0

z" t—1
2 By = T ey

n=0

Mogu se izracunati iz rekurzije

Eo(t) = 1,
Eot) = t(1—tE., () + Ea ()1 + (n— 1)), n>1.

Vise detalja o Eulerovim polinomima moze se naci u [22].
Primjetimo da je G, (s,t) simetri¢na funkcija pa mozemo za nju iskazati sljedeci
korolar, kao posebni slucaj Teorema 3.1.1.

Korolar 3.1.7. Neka je ¢ : [a,b] — R, ¢ € C®V[a,b], n > 1. Nadalje, neka je f
pozitivna, konveksna funkcija te g pozitivna, konkavna funkcija na intervalu I C R.
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Tada vrijedi

b xTr) — n—l —a,2k (Qk)aA b—x (2k) A
/Egn(x)f<lso(> P b—a) g E(Qn)(;(b £) 4 20 () Ay, (22)] |)

x g(|o® (2)])d(x)
S /b ()g<|w(x)— i (0 — ) [P (@) Ay (32) + @ (b)Ax (3=7)] I)

Esy,
it Eon (@)
x f(l9® (@)])d(=) (3.9)
gdje je Es, Eulerov polinom.

Dokaz. Po Widderovoj lemi 3.1.6, svaku funkciju ¢ € C®[a, b mozemo prikazati
u obliku:

e = S o [em (5=5) oo (20|

=0

[ rT—a y—a
+ (b—a)™ 1/ G (m,b_a><p(2")(y)dy.

Racunamo

_ :z:::(b —a)* [@(%)(a)Ak (Z : z> + @0 (p)A, (z‘: Z)}

b
— r—a y—a n
= (b—a)’ 1/ G (—b_a,—b_a) P (y)dy.

Sada primjenimo Teorem 3.1.1sa k(z,y) = (b—a)*'G, (£2, =2), v(y) = ¢ (y).
Slijedi

b —_— JR—
K(x)=(b— a)znl/ G, (%, ‘Z_ Z) dy = Ey, (), Es, je Eulerov polinom

)= 6= [ 6, (8L ey

a' b—a

ot S0 [omiams (322) + i (20

i nejednakost (3.4) postaje (3.9) i dokaz je gotov.

Napomena 3.1.8. Ako je ¢®*(a) = %) (b) = 0, onda (3.9) postaje

[ Butors (D) (e < [ Bt (1620w (2251
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Sada ¢emo dati Hermiteov interpolacijski polinom za Taylorove uvjete u dvije tocke.
Za detalje vidjeti [3].

Lema 3.1.9. Neka je ¢ € C"[a,b], (n > 2, n=2r). Tada vrijedi
ZZ (T (e + 0 0mie) + [ 600G 1
gdje su T; i v; definirani na [a,b] s

=] (i:j)k,

ut) = (222 (E:ZY

i Gor je Greenova funkcija za Taylorov problem u dvije tocke definirana s

oty = | TP GOS0 ()6 =0 (5,0, <
2 bl - T r—1 /r— . r—1—7 i
(érl)l)'q (s, ) ijo ( ;ﬂ) (t—s)"pl(s,t), t>s

p(s,t) = %, q(s,t) = p(t, s), s,t € |a,b].

Sada ¢emo dati poseban slucaj Teorema 3.1.1 za Hermiteov interpolacijski polinom
za Taylorove uvjete u dvije tocke.

Korolar 3.1.10. Neka je ¢ : [a,b] — R, ¢ € C®"[a,b]. Nadalje, neka je f pozi-
tivna, konveksna funkcija © g pozitivna, konkavna funkcija na intervalu I C R. Tada
vrijedi
b
[@-are- ol )
‘) <<2r>!w< ) = ¥in Yo ()W (@)mi(@) + w<i><b>w<:c>n> i

(fc —a)(b—z)

< / (z—a) (b— x)rf(lso(”’(x)l)

o) = i Sy ()P @n(o) + O Om@I
(o= ayb-ay |

X g
(3.10)

Dokaz. Buduéi da je Gor(s,t) simetri¢na funkcija imamo

r—1r—1—:

TOE D N (A [ CRCLERRERONE)

7

—_

Il
o
o

k=
b

= / © ) (5)Gop(x, t)dt.

a
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Sada primjenimo Teorem 3.1.1 sa k(z,y) = Gar(x,t) i v(y) = @) (t). Dobijemo

L@ —ayo-o),

K@l = [ (Garlalit = Glle—ar @ = = 5

i nejednakost (3.4) postaje (3.10) te je dokaz gotov.
]

Napomena 3.1.11. Ako je p(a) = p®(b) = 0, onda nejednakost (3.10) postaje

b ). X
[ = aro-aors (2R oo @

x)
b
(2r)!o ()] 5

< —a)(b—2) (2r) dr.

< [t aro—aye(2REI) re s
Teorem 3.1.12. Neka je 0 < ¢ < 1, k : Q x Q — R simetricna, nenegativna il
nepozitivna funkcija, S : Q@ — R,. Nadalje, neka je f pozitivna, konveksna funkcija
na intervalu I C R, funkcija v : © — R nenegativna ili nepozitivna, takva da je
Imlv| C I iwu definirana sa (3.3). Tada vrijedi

[ s@is (| ) wwids < [ R@@Datia @)

gdje je K definirana s (3.2) a

[ 5(z) |k(x, y)|d:r;] )

Jo k’(w y)v (y)dy')

v(z)|"dz

/ (/|k: z,9)| dy)da:
:/Qf|v ( \Kiﬁ Kz, )| )\qu)dy

= [0 ( [ bt koot el

Sada primjenom Hoélderove nejednakosti (vidjeti npr. [36]) dobijemo

[ s (|55 e

< S0 | o (S kel =o) ™ | [y bt ghotolae] " ay

K(x)
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Bududi da je k simetri¢na funkcija, vrijedi k(z,y) = k(y, z) pa imamo

[ | e et ydx} [ A |d4 _ )l

Po definiciji je B
[/ (!IS((()M) 'k<x>y>ld$] ~ R(y),

) |o(x)[*dz < /QR(JJ)J‘(|U($)!)|U($)|%'

pa slijedi

Napomena 3.1.13. Primjetimo da ako je S(z) = |K(z)|, onda imamo

/ |K<x>|f( u()

K(z)

i to je poseban slu¢aj Teorema 3.1.1 za konkavnu funkciju g(z) = 29,0 < ¢ < 1.

) |o()[*dx S/QIK(fv)Il‘qf(|v(af)|)IU(x)lqu

Sada ¢emo dati poseban slucaj Teorema 3.1.12. Prvo promotrimo rezultat koji
ukljucuje Greenovu funkciju G definiranu sa (3.7).

Korolar 3.1.14. Neka je 0 < ¢ <1, S : [a,b] = R, i ¢ : [a,b] = R, ¢ € C?%a,b].
Ako je f pozitivna, konveksna funkcija na intervalu I C R, onda vrijedi

b 2lp(z) — =2p(a) — 2=2p(b
/ s<:c>f( i G _“;;)Ex)_ a'i‘”o( )') " ()

b 2o(xr) — =2m(a) — =2 (b q
</ R(w)f(lso”(w)l)( e = ”) i,

)(z = a)
(3.12)

gdje je
1—¢q

Ry) = [ [ (2 Gl

Dokaz. Primjenimo Teorem 3.1.12 sa Q = [a,b], k(z,y) = G(z,y), v(y) = ¢"(y).
Tada je

) = o) == ole) = G, K= [ GGl = C=

i nejednakost (3.11) postaje (3.12). O
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Rezultati s teZinskom fukcijom

Napomena 3.1.15. Ako je p(a) = ¢(b) = 0, onda (3.12) postaje

[s@1( 220w < [ R sie (G220

Sada ¢emo dati rezultat za Lidstoneove polinome.

Korolar 3.1.16. Neka je 0 < ¢ < 1, S : [a,b] = Ry i ¢ : [a,b] = R, ¢ €
C®Ma,bl,n > 1. Ako je f pozitivna, konveksna funkcija na intervalu I C R, onda
vrijeds

b z) = 0o (b — a)? [pPR) (a)Ay, 26) (b Ay,
[ s (201 B o o - )

x| (2)|de

b x "o (b— a)* Ay @O (b)Ax (2=2)] 1"
S/a R(x)<|“0<) io(b— a) [¢f E(%) )( 2) + eI (b) A ( J]I)
x f(|"" ()])da, (3.13)

- [o-or [ (85) e (555

Dokaz. Primjenimo Teorem 3.1.12 sa k(z,y) = (b — a)*'G, ($212), v(y) =
0 (y), n > 1. Slijedi

gdje je

b —_— —
K(zx)=(b— a)zn_l/ G, (i — Z, Z_ a) dy = Fy,(x), Es, je Eulerov polinom,

n—

1
b—=x r— a
b— 2k (2k) A (2k) bA
k=0 K [ L k<b_a)+so (%) k(b_a)]

i nejednakost (3.11) postaje (3.13). O
Napomena 3.1.17. Ako je p®*)(a) = ¢®*)(b) = 0, onda (3.13) postaje

[ s () e wpar < [ r) (LY 15000

Korolar 3.1.18. NekajeO0 < q<1,S:[a,b] =R, i :[a,b] =R, o€ C®a,b].
Ako je [ pozitivna, konveksna funkcija na intervalu I C R, onda vrijedi

b (ele) = S S () [ @) + O ()]
[ s ( REEr O )
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Opéa Opialova nejednakost za kvocijent funkcija

|<p(2r)(x)|qu
u/fs<x>((2rﬂ|¢( ) = Sioo Yo V*i1)b%”<a>n<x>-Fg%”(bﬁ@<x>n)q

<

e ar -y

< f (|1 (2)])dz, (3.14)

- [ (2285 ]

Dokaz. Primjenom Teorema 3.1.12 sa k(x,y) = Gor(z,7), v(y) = ©®"(y), imamo

gdje je

K@) = Gyl =) (b —a
u(r) = p(x) 4 (T the 1) [pD(a)Ti(z) + P (b)vi(2)]
i nejednakost (3.11) postaje (3_14) ]

Napomena 3.1.19. Ako je 0 (a) = p®(b) = 0, onda (3.14) postaje

L“%@fo?QW??bJ' e

o (M@ N o
< [ (2RO e @ as

3.2. Opcéa Opialova nejednakost za kvocijent funk-
cija

U ovom odjeljku ¢emo dati poopéenje nejednakosti (3.4).

Teorem 3.2.1. Neka je k : Q x Q@ — R simetricna, nenegativna ili nepozitivna
funkcija i K definiran s (3.2). Nadalje, neka je f pozitivna, konveksna funkcija, g
pozitivna, konkavna funkcija na intervalu I C R. Ako su funkcije v,n : Q@ — R
nenegativne ili nepozitivne, takve da je Im|v|, Im|| C I, funkcija u definirana s
(3.3) @ m definiran s

m(o)i= [ bl pnldaty) < . (3.15)
onda vrijeds

Avmwu(;ﬁi

wawwa@v(”

gdje je K definiran s (3.2).

) du(x), (3.16)
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Opéa Opialova nejednakost za kvocijent funkcija

Dokaz. Primjenom Jensenove integralne nejednakost (1.7) i Fubinijevog teorema
(vidjeti npr. [27]) imamo

[ mtas (|2 oot dute

[t (1 W[%ﬁ)d”(y)') o([o(a) i (x)

= [ mtels ( / RS ) ) alo(o) o)

[, (o (’”( i\)du(y)) o1 (@) i)
/f<||z ) (/‘k v()])du(z )) dp(y).  (3.17)

Bududi da je k simetri¢na funkcija vrijedi |k(z, y)| = |k(y, z)| pa koriStenjem Jense-
nove nejednakosti dobivamo

(180 ) ([ 1 oletDaute) ) dnt
< / )l (1) 1l (e [ Ik adotldnto)) duto)
[l (140 1K (G ) auto (3.18)

Sada iz (3.17) i (3.18) slijedi (3.16).

u(z)

IN

]

Napomena 3.2.2. Ako je n(y) = 1, onda je m(x) = K(z) pa nejednakost (3.16)
postaje nejednakost (3.4) iz Teorema 3.1.1.

Sada ¢emo dati primjenu za neke poznate simetri¢ne funkcije i dobit nove rezultate
koju uklju¢uju Greenovu funkciju, Lidstoneove redove i Hermiteov interpolacijski
polinom.

Korolar 3.2.3. Neka je f pozitivna, konveksna funkcija i g pozitivna, konkavna
funkcija na intervalu I C R. Tada vrijedi

b - T —a =205 (a — 32p(b
[ e~ =gn) s (Hﬁi —Zzgai—éffw)”)g('@”(x)')dx
L — (e — g (1E@NY  (2e@) —maela) — 5=e@
<3 [ Wi >f<|h"<x>|>g( b 2) —a) )d

za sve funkcije p : [a,b] = R, p € C*(|a, b]) takve da je ©" nenegativna ili nepozitivna
funkcija i b : [a,b] — R takva da je h" nenegativna ili nepozitivna funkcija.
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Opéa Opialova nejednakost za kvocijent funkcija

Dokaz. Bududi da je funkcija G definirana s (3.7) nepozitivna, simetri¢na funkcija
mozemo primjeniti Teorem 3.2.1 uz Q = [a,b], k(z,y) = G(z,y), v(y) = ¢"(y),

n(x) = h"(x). Nadalje je

u(x) = / G(z,y)¢" (y)dy = p(z) — Z:zw(a) - "Z:ZsO(b),
L e

) _
m(z) = / G(z,y)h"(y)dy = h(z) — h— ah(a) T b—a

i nejednakost (3.16) postaje

b b—=x T —a lo(z) — ﬁ@(@) - ﬁ‘ﬂ(b” "
[ o) = = 2na - =000 1 ( R ) o1 ()
am S ([ 2pla) ~ () — 5200)
<3 [ W@io-ae-ar (10 g< e )dx
[

W) — 2= L h(a) $_ah(b)‘ f (Ih(as> — ,,;|

b—a b—a

[ a
< oo () (25 )

Napomena 3.2.5. Ako je h”’(z) = 1, onda je m(x) = K(x) i nejednakost (3.19) se

reducira na nejednakost (3.8)

b x) — =2p(a) — Z=2p(b
[0 (2'“0( e <12 ”) oI5/ (x)

2lp(x) — $=2p(a) — =2o(b)| .
(b—z)(x —a)

b
< / <b—x><x—a>f<|so"<x>|>g(

Korolar 3.2.6. Neka je ¢ € C®[a,b] , n > 1 takva da je ©®*") nenegativna
ili nepozitivna funkcija h € 0(2”)[a, bl , n > 1 takva da je ™ nenegativna ili
nepozitivna funkcija. Nadalje, neka je f pozitivna, konveksna funkcija i g pozitivna,
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Opéa Opialova nejednakost za kvocijent funkcija

konkavna funkcija na intervalu I C R. Tada vrijedi

[ e = 0= (@ (=5 )+ nmns (572 ) || < e @)
« f <|S0(90)— (b —a)? [0V (a) Ay (£22) + o (b)A, (£2)] |> I
1) = iy (b — o) [ (@) Ax (E22) + hEI () (2]

’ 2) | h2n) (@) (x)
< [ Euloln®(e )If(‘ )
(rm) = Sy b— @ [PV (@A (52) + o (D) (52)] |> ]
9 Ean(7) €,
(3.20)

gdje je Es, Eulerov polinom.
Dokaz. Primjenimo Widderovu lemu 3.1.6 na funkciju ¢ € C®%[a, b] pa dobijemo

njen prikaz

s =3 [ (57) +smon (53
R K =S =0

(b—a)™ G, (522, 22), u(y) = ¢ (y).

9

Sada primjenimo Teorem 3.2.1 sa k(z,y) =

Racunamo

2n—1 ’ r—a y—a . .
K(x)=(b—a) G, 7 dy = Es,(x), Es, je Eulerov polinom
u —a'b—a

([ rT—a y—a
(b—a)™ 1/ G (m b—a) P (y)dy

u(x) =
o= oo [ (5=5) oo (=)
mie) = (b= [ c, (j —. Zj;‘) he (y)dy

T —a

= m(z) — ni(b —a)% [m@k)(a)Ak (2’ — Z) + m) () Ay, (b — a)] .

k=0

Sada iz nejednakosti (3.16) slijedi nejednakost (3.20).
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Opéa Opialova nejednakost za kvocijent funkcija

Napomena 3.2.7. Ako je ¢ (a) = ¢©?%)(b) = 0, onda se nejednakost (3.20)
reducira na nejednakost

n—1

Bl )]

@ (zv!
Xf(|h(>— imolb = @) [PV (@) Ay (3=5) + O (0)Ax (522)] |
|

20) (g
< [ B 'h@"<>'g("”i<i>)f< )

Napomena 3.2.8. Ako je n(z) = 1, onda je m(z) = K(x) i nejednakost (3.20)
postaje nejednakost (3.10)

) 9(|p®" (x)|)dz

M ()
1)

/b (0)f () = Sho(b— @) [ (a)Ay (£2) + I (D)A (=2)] |
a E2n<ﬂf)

E2n
x g(|®" ()])da
b o(x) = Sh2o(b— a)* [P (a)Ay (£2) + @O (b)A (2=2)] |
S/a ( EQn( ) >

E2n(37)9

x f(l®(x)])dz.
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Sazetak

U disertaciji je promatrana Opialova nejednakost i njezina poopéenja i profinjenja,
kratko re¢eno, proucavane su nejednakosti Opialova tipa.

Prvo su dobivene nove nejednakosti Opialova tipa za konveksne funkcije koje su
poopcenja i profinjenja Opialove, Wilettove, Godunova-Levinove i Rozanovine ne-
jednakosti. Potom su dokazani rezultati i za viSe varijabli.

Takoder su dobivene nove nejednakosti Opialova tipa za konveksne i relativno ko-
nveksne funkcije usko povezane s Mitrinovi¢-Pecaricevim rezultatima, primjenom
kojih slijede nejednakosti za razlomljene derivacije Riemann-Liouvilleovog, Canava-
tijevog i Caputovog tipa, te za Riemann-Liouville razlomljene integrale. Dokazani
su teoremi srednje vrijednosti za funkcionale pridruZene novodobivenim nejedna-
kostima. Dano je nekoliko familija funkcija koje omogué¢avaju konstrukcije familije
eksponencijalno konveksnih funkcija, te sredine Stolarskyjevog tipa koje imaju svoj-
stvo monotonosti.

Nadalje, razmatrana je opc¢a nejednakost Opialova tipa za izmjerive funkcije te po-
tom za kvocijent funkcija. Primjenom na razne simetri¢ne funkcije dobiveni su novi
rezultati vezani za Greenove funkcije, Lidstoneove redove i Hermiteove interpolacij-
ske polinome.

Kljucne rijeci: Opialova nejednakost, Jensenova nejednakost, nejednakosti Opi-
alova tipa, Willettova nejednakost, nejednakost Godunove-Levina, nejednakost Ro-
zanove, nejednakosti Opialova tipa za viSe varijabli, Mitrinovi¢-Pecari¢eva nejed-
nakost, Cauchyjev teorem srednje vrijednosti, n-eksponencijalna konveksnost, eks-
ponencijalna konveksnost, log-konveksnost, sredine Stolarskyjevog tipa, razlomljeni
integral, razlomljena derivacija.
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Summary

Generalizations and refinements of Opial type inequalities

This thesis deals with Opial inequality and its famous generalizations, extensions
and refinements, i.e. with Opial-type inequalities.

First, new Opial-type inequalities for convex functions are presented, some of which
are generalization and some are refinement of Opial’s, Willett’s, Godunova-Levin’s
and Rozanova’s inequality. Then results for more variables are proven.

Moreover, new Opial-type inequalites are obtained for convex and relatively convex
functions closelly connected to Mitrinovié-Pecarié¢’s results, and application of these
results yields inequalities for fractional derivatives of the Riemann-Liouville, Ca-
navati and Caputo type and for the Riemann-Liouville fractional integrals. Mean
value results are proven for linear functionals constructed from the newly obtained
inequalities. Several examples of families of functions are given which enable cons-
truction of families of exponentially convex function and monotonic Stolarsky-type
means.

Further, general Opial-type inequalities for measurable functions and for the quoti-
ent of functions are obtained. Application to numerous symmetric functions gives
results that involve Green’s functions, Lidstone’s series and Hermite’s interpolating
polynomials.

Key words: Opial’s inequality, Jensen’s inequality, Opial-type inequalities, Wil-
lett’s inequality, Godunova-Levin’s inequality, Rozanova’s inequality, Opial-type
inequalities in several variables, Mitrinovi¢-Pecari¢’s inequality, Cauchy mean value
theorems, exponential convexity, Stolarsky-type means, fractional integral, fracti-
onal derivative. —
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