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Sazetak

Cilj ovog rada je klasifikacija cirkularnih krivulja 3. razreda u kvazihiperbolickoj
ravnini i ispitivanje moguc¢nosti njihove tvorbe pravcastom inverzijom, nozisnom trans-
formacijom te projektivnom tvorbom.

U uvodnom se poglavlju definiraju pojmovi i iznose tvrdnje o krivuljama u euklidskoj
ravnini.

Drugo poglavlje posveceno je kvazihiperbolickoj ravnini, odnosno osnovnim pojmo-
vima, krivuljama 2. razreda te pojmovima vezanim uz cirkularnost razredne krivulje u
kvazihiperbolickoj ravnini. Krivulje 3. razreda klasificirane su prema stupnju cirkularnosti
na l-cirkularne, 2-cirkularne i potpuno cirkularne krivulje te prema tipu cirkularnosti i
vrsti izotropnih pravaca krivulje na sveukupno 18 tipova cirkularnih krivulja 3. razreda.

U preostala tri poglavlja obraduje se po jedno preslikavanje odnosno nacin tvorbe
krivulja 3. razreda: pravcasta inverzija, nozisna transformacija i projektivna tvorba. Za
svako se preslikavanje prvo proucavaju njihova svojstva, a zatim se promatraju uvjeti
tvorbe cirkularnih krivulja 3. razreda. Nadalje, za pravcastu inverziju i nozisnu transfor-
maciju pokazana je medusobna veza te je dana konstrukcija dualne krivulje od krivulje
dobivene s ta dva preslikavanja. Priistrazivanju koriStena je sinteticka i analiticka metoda.

Pokazano je da je projektivnom tvorbom moguée konstruirati svih 18 tipova cirkular-
nih krivulja 3. razreda, a da je nozisSnom transformacijom moguce konstruirati 5 tipova,
dok je za pravcastu inverziju pokazano da se ne moze konstruirati samo jedan tip cirku-

larnih krivulja 3. razreda.

Kljuéne rijeci: kvazihiperbolicka ravnina, krivulja 3. razreda, cirkularna krivulja,

pravcCasta inverzija, nozisna transformacija, projektivna tvorba
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Summary

The main aim of this thesis is the classification of the circular curves of the 3rd class
in the quasi-hyperbolic plane and the analysis of the possibilities of their construction
obtained by the line inversion, pedal transformation and projective mapping.

The theory of the curves in the Euclidean plane has been given in the first chapter.

In the second chapter the quasi-hyperbolic plane has been studied i.e. the basics,
the types of the 2nd class curves, and notions of the circular curves of class n in the
quasi-hyperbolic plane are given. The circular curves of the 3rd class have been classified
according to the degree of circularity into 1-circular, 2-circular or entirely circular curves
and, within these types, according to the type of circularity and the type of the isotropic
lines of the curve into 18 subtypes.

In each of the remaining chapters one mapping is observed - line inversion, pedal
transformation and projective mapping. First, the properties of every mapping are inves-
tigated and then the conditions of obtaining the circular curves of the 3rd class by these
mappings are observed. Furthermore, the connection between line inversion and pedal
transformation is given and the construction of the curve dual to the curve obtained by
these two mappings is explained. The synthetic and analytical methods have been used
in the studies.

It is shown that every subtype of the circular curves of the 3rd class can be obtained
by projective mapping and five subtypes can be obtained by pedal transformation, while
only one subtype of the circular curves of the 3rd class can not be obtained by line inver-

sion.

Keywords: quasi-hyperbolic plane, curve of the 3rd class, circular curve, line inver-

sion, pedal transformation, projective mapping
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Uvod

Do pocetka 19. stoljeca istrazivanje na podrucju geometrije je pretezno podrazumije-
valo proucavanje ravnine i prostora koristec¢i pritom preslikavanja koja su ¢uvala koncept
slicnosti, kongruentnosti i metrike. Takvu geometriju danas nazivamo euklidskom geome-
trijom.

Prvi pomak u smjeru istrazivanja geometrije opc¢enitije od euklidske dolazi s djelom
Jean-Victora Ponceleta , Traité des propriétés projectives des figures” (1822.) u kojem
se istrazuju odnosi izmedu tocaka, pravaca i konika pomocu projektivnog preslikavanja
koje danas nazivamo polaritetom, [2], [41]. Vrijednost ovog rada, izmedu ostalog, lezi u
ideji o beskonacéno dalekim (idealnim) tockama i upotrebi dvoomjera koji ¢ine harmonicke
cetvorke tocaka ¢ime se izbjegava koristiti koncept metrike. Pri samom istrazivanju Pon-
celet je nove rezultate otkrivao i opisivao sintetickom metodom preuzevsi takav oblik
istrazivanja od Gasparda Mongea. Takoder, Poncelet je izlozio ideju o principu dual-
nosti u projektivnoj geometriji koju je u pravom smislu otkrio Joseph Diaz Gergonne u

LAnnales de Mathématiques pures et Appliquées” (1827.), [22], [29].

Prvi rad kojime je uspostavljena neovisnost projektivne geometrije od euklidske jest
rad Karla Georga Christiana von Staudta ,Geometrie der Lage” (1847.), [2], [41]. U radu
von Staudt koristi princip dualnosti, uvodi projektivno preslikavanje koje se danas naziva
kolineacija i definira imaginarne elemente uz pomoc¢ postojec¢ih realnih tvorevina te su kao

takvi postali ravnopravni realnim elementima, [6], [28].

Takoder, od vaznosti za razvoj projektivne geometrije je djelo ,,Der barycentrische cal-
cul” (1827.) u kojemu August Ferdinand Mdébius uvodi baricentricne koordinate. Osno-
vna prednost baricentriénih koordinata nad Kartezijevim koordinatama je moguénost
opisa tocaka u beskona¢nosti, [6]. Nadalje, Mébius je opisao kako uz pomoé¢ potpunog
¢etverovrha, koncepta dvoomjera i projektivnog preslikavanja ostvariti koordinatizaciju

projektivne ravnine. Njegov je rad zasjenio ¢lanak Juliusa Pliickera , Uber ein neues Ko-



Uvod

ordinatensystem” (1830.) u kojem opisuje vlastitu teoriju homogenih koordinata, [1], [2].
Pliickerovim najveé¢im doprinosom smatra se rad na teoriji krivulja, tocnije istrazivanju
svojstava krivulje koriste¢i princip dualnosti.

Tokom 19. stolje¢a razvio se, osim projektivne geometrije, i ¢itav niz drugih geome-
trija: inverzna (J. Steiner, A. F. Mobius, L. J. Magnus), afina (A. F. Mdbius), hiper-
bolicka (J. Bolyai, N. I. Lobacevski) i elipticna (B. Riemann). Takva raznolika podjela
motivirala je mladog novoimenovanog profesora matematike u Erlangenu Felixa Kleina da
1871. godine, za svoje prvo predavanje, sustavno opise sve te geometrije, [6]. Taj pokusa]
klasifikacije geometrije poznat je pod nazivom , Erlangenski program”, gdje se geometrija
definira kao znanost koja proucava invarijante grupe transformacija, 1], [2], [26], [41].
Sama ideja o tome da se geometrija definira pomoc¢u grupe proizlazi iz veze izmedu grupe
i koncepta simetrije, a sastoji se u tome da se ne promatraju figure nad kojima se vrsi
preslikavanje ve¢ da se promatraju sama preslikavanja i svojstva koja njihovom primje-
nom ostaju nepromijenjena, odnosno invarijantna. Nadalje, prema radu Arthura Cayleya
koji je smatrao da se u projektivnu ravninu moze uvesti euklidska metrika, te njegovoj
ideji 0 modelima neeuklidske geometrije, Klein je u svojim ¢lancima , Uber die sogennante
nicht-Euklidische geometrie I, II” (1871., 1873.) inducirao metriku u modele projektivne
ravnine koristeéi se dvoomjerom, te je poopcio taj rezultat na prostoru dimenzije n > 2,
[6]. Danas te geometrije nazivamo Cayley-Kleinovim metrikama, pri ¢emu je poznato da
se one razlikuju ovisno o tipu inducirane metrike (elipticka, hiperbolicka, parabolicka) za
pojedine elemente odnosno za udaljenost tocaka te mjere kutova izmedu pravaca i mjere

kutova izmedu ravnina [16], [17], [34], [42].



Poglavlje 1

Krivulje tre¢eg razreda u euklidskoj

ravnini

1.1 Algebarske krivulje

U analitickom modelu realne projektivne ravnine P?(R) = PG(2,R) tocke, odnosno
pravci, su klase uredenih trojki realnih brojeva koje se nazivaju homogenim koordinatama

tocke, odnosno homogenim koordinatama pravca

)\(ZE(),l'l,(L'Q) = ()\ZE(), Al‘l,AxQ), AE R/{O},

,U,[U(), u17u2] = [/LUO, Huy, :uuQ]a IS R/{0}7

s tim §to je iskljucena trojka (0, 0,0), odnosno [0, 0, 0]. Dvije trojke (z¢, x1,x2) 1 (Yo, Y1, Y2)
predstavljaju istu tocku ako pripadaju istoj klasi, tj. ako postoji realan broj A # 0 takav
da je z; = A\y;, @ € {0,1,2}. Analogno, dvije trojke [ug, u1,us] i [vg, v, v2] predstavljaju
isti pravac ako pripadaju istoj klasi, tj. ako postoji realan broj u # 0 takav da je u; = pv;,
i €{0,1,2}, [22].

Napomena. Zbog praktiénih razloga, kao u [22], koristit ¢e se jednaka oznaka za
uredenu trojku homogenih koordinata tocke, odnosno pravca, i jednostupcanu koordi-
natnu matricu iste tocke, odnosno istog pravca.

Tocka X (xg, z1,x9) 1 pravac ufug, uy, us] su incidentni ako i samo ako vrijedi
ToUg + x1u1 + x2us = 0, tj. XTu=0.

Koordinate pravca uliy, i1, Us] zadanog tockama X (zg,x1,22) 1 Y (yo,y1,¥y2), u oznaci

3



Poglavlje 1. Krivulje tre¢eg razreda u euklidskoj ravnini

u~ X AY [14], racunaju se kao vektorski produkt iz homogenih koordinata toc¢aka

[@0, @1,712] ~ ($0, $1,$2) A (yo,yh yz) = [x1y2 — T2Y1, T2Yo — ToY2, ToY1r — xlyOL

pri cemu jednadzba pravca u ima oblik

To T1 o
o 1 w9 | =0, (T1y2 — Tay1)To + (T2Yo — Toy2)T1 + (Toy1 — T1Y0)T2 = 0.
Yo Y1 Y2

Analogno koordinate tocke X (2o, 71, ) zadane kao sjeciste pravaca u[ug, u1, us] i v{vg, v1, va],

u oznaci X ~ u A v, racunaju se kao vektorski produkt iz homogenih koordinata pravaca
(To, T1, T2) ~ [ug, 1, ug] A [vg, v1,v2] = (Urva — UzV1, Uy — UgUa, UgU1 — U1Vp),

pri cemu jednadzba tocke X ima oblik

Uy U Us
Ug U U9 = 0, (Ulvg — U/Q/Ul)a() —|— (UQUO — U(ﬂ]g)ﬂl —|— (Uo’Ul — ulvo)ﬂg = O
Vg VU1 Vg

Neka je f(zo,x1,22) homogeni polinom stupnja n nad poljem R. Skup svih tocaka

projektivne ravnine P2(R) ¢ije koordinate zadovoljavaju algebarsku jednadzbu

f(.il?o,.’l?l,xg) =0 (11)

naziva se algebarskom krivuljom n-tog reda, dok se skup svih pravaca projektivne ravnine

P?(R) ¢ije koordinate zadovoljavaju algebarsku jednadzbu

f(UO,Ul,'LLQ) =0 (12)

naziva algebarskom krivuljom (omotaljkom) n-tog razreda. Algebarska krivulja prikazana
jednadzbom (1.1) ili (1.2) je nedegenerirana ili neraspadnuta ako je pripadni homogeni
polinom ireducibilan nad poljem R. Ako je homogeni polinom reducibilan, odnosno moze
se rastaviti na dva ili viSe ireducibilnih polinoma stupnja nizeg od n nad poljem R, tada
je krivulja degenerirana ili raspadnuta, [4], [22].

Algebarska jednadzba n-tog stupnja podijeljena ili pomnozena nekim realnim brojem
razlicitim od 0 predstavlja istu algebarsku krivulju n-tog reda, odnosno n-tog razreda, te je

broj uvjeta za odredivanje algebarske krivulje n-tog reda, odnosno razreda, za jedan manji

4



Poglavlje 1. Krivulje tre¢eg razreda u euklidskoj ravnini

od broja koeficijenata u jednadzbi (1.1), odnosno (1.2), to¢nije @ Stoga, algebarska

krivulja moze biti odredena s w

tocaka, odnosno pravaca, medutim taj broj uvjeta
nije uvijek dovoljan, [27], [28].

Dvije nedegenerirane algebarske krivulje reda m i n, odnosno razreda m i n, sijeku
se u m - n tocaka, odnosno pravaca, koji mogu biti realni i/ili u parovima konjugirano
imaginarni, [4], [27], [28].

Skup tangenata u svim tockama algebarske krivulje reda n ¢ini algebarsku krivulju
nekog razreda k, i obratno algebarska krivulja razreda k omata neku algebarsku krivulju
reda n, te Ce se takve dvije algebarske krivulje nazivati dualnima. Ako je nekoj algebarskoj
krivulji red i razred jednak te iznosi n tada kazemo da je algebarska krivulja stupnja n.

Napomena. Dvije dualne algebarske krivulje nisu dualne u smislu principa dualnosti
u projektivnoj ravnini P?(R). Naime, prema principu dualnosti tocke i pravci su dualni
elementi u P?(R), odnosno zamijeni li se u nekoj tvrdnji projektivne ravnine pojam tocke s
pojmom pravca, a pojam incidencije ostavi nepromijenjen, tada se dobiva dualna tvrdnja
projektivne ravnine, [22]. Stoga, prema principu dualnosti slijedi da je algebarskoj krivulji
reda n i razreda k dualna algebarska krivulja razreda n i reda k, dok ¢e se u ovom radu
dualnim algebarskim krivuljama nazivati redna i razredna krivulja koje imaju isti red n i
isti razred k te se medusobno omataju.

% dvostrukih eleme-

Nedegenerirana algebarska krivulja moze imati najvise
nata, pri ¢emu neki mogu biti i m-struki elementi te se racunaju kao w dvostrukih.
Dvostruki elementi algebarske krivulje n-tog reda su dvostruke tocke (¢vorovi, siljci ili
izolirane dvostruke tocke), dok su za algebarsku krivulju n-tog razreda dvostruki elementi
dvostruki pravei (dvostruke tangente, infleksijski pravei ili izolirani dvostruki pravei). Na-
dalje, algebarska krivulja n-tog reda moze imati i dvostruke pravce, pri c¢emu oni nemaju
isti algebarski znacaj kao dvostruke tocke, te se opéenito ne smatraju dvostrukim elemen-
tima redne krivulje. Analogno vrijedi i za algebarske krivulje n-tog razreda, [4].

Povezanost karakteristicnih osobina algebarske krivulje dane su sljede¢im relacijama

koje se zovu Pliickerove formule:

k=n(n—1)—2d—3r,
n==k(k—1)—2t— 3w,
w = 3n(n —2) — 6d — 8r,
r = 3k(k — 2) — 6t — 8w,



Poglavlje 1. Krivulje tre¢eg razreda u euklidskoj ravnini

gdje je n red krivulje, k razred krivulje, d broj dvostrukih toc¢aka (¢vorova i izoliranih
dvostrukih tocaka), r broj Siljaka, ¢ broj dvostrukih pravaca (dvostrukih tangenata i
izoliranih dvostrukih pravaca) i w broj infleksijskih toc¢aka (infleksijskih pravaca) krivulje,
[4], [27], [28].

Rod algebarske krivulje odreduje se brojem p koji je razlika izmedu najveéeg moguceg
broja dvostrukih elemenata koje moze imati krivulja tog reda, odnosno razreda, i stvarnog
broja dvostrukih elemenata promatrane krivulje. Veza ostalih karekteristi¢nih osobina

algebarske krivulje roda p prikazan je sljede¢im relacijama:

p:(n_l)Q(n_Q)—d—r,
p:(k_1)2<k_2)—t—w.

Ako je krivulja roda 0 tada se moze izraziti racionalnim funkcijama nekog parametra, stoga
se takve algebarske krivulje nazivaju racionalnim krivuljama, [28]. Medutim obratno ne

vrijedi, nije svaka racionalna krivulja roda 0.

1.2 Krivulje trecteg razreda

Prema prethodnim svojstvima algebarskih krivulja za krivulje 3. razreda moze se
zakljuciti da ima najvise jedan dvostruki pravac te da je roda 0 ili 1, pa prema Pliickerovim

relacijama slijedi

3=n(n—-1)—2d - 3r,
n=06—2t — 3w,
r=9— 6t —8w.

Dakle, krivulje 3. razreda prema karakteristicnim osobinama mozemo podijeliti u 3 tipa:

Tablica 1.1

broj broj broj broj
razred | red | rod | dvostrukih | infleksijskih | dvostrukih | siljaka

pravaca pravaca tocaka
3 6 1 0 0 0 9
3 4 0 1 0 0 3
3 3 0 0 1 0 1




Poglavlje 1. Krivulje tre¢eg razreda u euklidskoj ravnini

U euklidskoj ravnini veca je paznja posvec¢ena krivuljama 3. reda nego krivuljama
3. razreda, te se njihove opce klasifikacije, karakteristike ili karakteristike pojedine vrste
krivulje 3. reda mogu nadi npr. u [4], [15], [27], [28], [39], [40].

Posebnu skupinu rednih krivulja u euklidskoj ravnini zauzimaju cirkularne krivulje. To
su one krivulje koje prolaze apsolutnim tockama ravnine, pri ¢emu su u modelu euklidske
ravnine na P?(R) apsolutne tocke definirane kao dvostruke tocke elipticke involucije na
beskonacno dalekom praveu, [21], [23]. Stoga, cirkularne krivulje 3. reda s beskona¢no
dalekim pravcem, osim apsolutnih toc¢aka, imaju jos jednu zajednicku realnu tocku, pa je
njihova raznolikost ogranicena.

Cirkularne krivulje 3. reda u euklidskoj ravnini mogu se konstruirati inverzijom [18]
ili nozisnom transformacijom [39]. Odnosno tocnije, cirkularna krivulja 3. reda moze se

dobiti na dva nacina inverzijom, [35]

e obi¢nom inverzijom neke krivulje 2. reda koja nije kruznica i koja prolazi polom

inverzije,

e poopcenom inverzijom s obzirom na kruznicu gdje je generatorna krivulja kruznica

koja sadrzi jednu od temeljnih tocaka inverzije,

te nozisnom transformacijom kao nozisna krivulja parabole, [28], [39)].

Takoder, cirkularnost krivulja moze se definirati i u neeuklidskim ravninama te su
cirkularne krivulje proucavane u hiperbolickoj ravnini [8], [25], [32], [35], [37], izotropno]
ravnini [8], [24], [33], [35], [36], i pseudoeuklidskoj ravnini [9]-[11], [13], [31]. U ¢lancima
[14] i [38] posebno su obradena preslikavanja koja zovemo inverzijom u pseudoeuklidskoj
i izotropnoj ravnini. Iz ovoga se moze uvidjeti da su obradivane krivulje 3. i 4. reda te da
su razredne krivulje zapostavljene, stoga ¢e se u ovom radu proucavati cirkularne krivulje

3. razreda.



Poglavlje 2

Kvazihiperbolicka ravnina

2.1 Osnovni pojmovi

Kvazihiperbolicka ravnina je projektivna ravnina P?(R) s hiperbolickom metrikom na
pravcu i parabolickom metrikom na pramenu [16], [17], kojoj je apsolutna figura realna
degenerirana krivulja 2. stupnja, odnosno par realnih pravaca f; i f2 koji se sijeku u
realnoj tocki F'. Apsolutna figura oznacava se s Fou = {f1, f2, F'}, pri cemu se pravci f; i
fa nazivaju apsolutnim pravcima, a tocka F apsolutnom tockom.

Tocke u Cayley-Kleinovom modelu kvazihiperbolicke ravnine su samo one tocke rav-
nine P?(R) koje se nalaze unutar jednog kuta $to ga ¢ine pravci apsolutne figure, dok
su pravci samo oni pravci, tj. odsjecci pravaca, koji nisu incidentni s tockom F' i unutar
su spomenutog kuta. U ovom radu promatrat ¢e se Cayley-Kleinov model kvazihiper-
bolicke ravnine progiren na cijelu ravninu P?(R) te ¢e se nazivati projektivno prosirena
kvazihiperbolicka ravnina i oznacavat ¢e se s QH,(R). Za analiticku obradu projektivno
prosirene kvazihiperbolicke ravnine QH,(IR) koristit ¢e se apsolutna figura Fou ili Fgy

¢ije su homogene koordinate

Fou: F(1,0,0), £[0,1,1], £[0,-1,1],
Fow: F(1,0,0), £[0,0,1], £[0,1,0].

Pri tome ¢e se kasnije, osim ako nije posebno istaknuto, uvijek koristiti apsolutna figura
Fau, dok Ce se Fgy koristiti samo u slucajevima kada taj odabir omogucuje jednostavniji
algebarski zapis.

Projektivne transformacije koje apsolutnu figuru preslikavaju u nju samu cine 4-
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parametarsku grupu projektivnih automorfizama apsolutne figure kvazihiperbolicke rav-
nine QH,(R) koja se naziva opéa kvazihiperbolicka grupa slicnosti. Jednadzbe tih projek-

tivnih transformacija imaju sljede¢i oblik:

Fou 61}11
Py = aug pPly = g
pty = bug + cuy + dus oty = bug + cuy
Py = eug £ duy £ cus Py = dug + Eus
gdje je p e R\ {0} i
a 0 0 a 0 0
b ¢ d|#0, |b ¢ 0]#0.

SW
o
\

e d c

Definicija 2.1.1. Pravci ravnine QH,(R) koji su incidentni s apsolutnom tockom F' na-
zvaju se tzotropmim pravcima.

Tocke ravnine QH,(R) koje su incidentne s apsolutnim praveem £y ili f2 nazivaju se izo-
tropnim tockama.

Duije tocke ravnine QH,(R) nazivaju se paralelnima ako su incidentne s istim izotrop-
nim pravcem.

Duije tocke ravnine QH,(R) nazivaju se okomitima ako leze na paru izotropnih pravaca

koji su u harmonitetu s apsolutnim pravcima £y @ fa.

Uvjet paralelnosti dviju tocaka X (zg, x1,22) 1 Y (Yo, y1, y2) je
T1Yy2 — T2y = 0.

Za dva pravca uf0,uy, us] i v[0,vy,v5] koji s apsolutnim pravcima f;, i € {1,2}, ¢ine

harmonicku ¢etvorku vrijedi, [22]

(flfz, UV) = —1,

U1 — U2 U1+’Ug_ 1

Y

Uy + Uy V1 — Vo

U1V — UV = 0. (21)
Iz cega slijedi uvjet okomitosti dviju tocaka X (xo, z1,22) 1 Y (yo, Y1, y2)

TolY2 — X1Y1 = 0. (22)
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Posebno, svake dvije izotropne tocke na istom apsolutnom pravcu su medusobno okomite
i paralelne, te je svaka tocka ravnine okomita i paralelna s apsolutnom tockom F'.

Napomena. Ako je aposlutna figura Fgy uvjet paralelnosti je isti, dok je uvjet
okomitosti xoy; + x1y2 = 0, jer su dva pravca u harmonitetu s apsolutnim pravcima ako
vrijedi uive + ugvy = 0.

Hiperbolicka involucija na pramenu pravaca (F) kojoj su apsolutni pravei fiksni pravei
naziva se apsolutna involucija i oznacava se s Zgy. Kako fiksni pravci neke involucije
zajedno s bilo kojim parom pridruzenih pravaca ¢ine harmonicku ¢etvorku pravaca, [21],
[22], slijedi da je apsolutnom involucijom odredena okomitost tocaka u QH,(R). Stoga
prema [23], apsolutna involucija je cirkularna involucija kvazihiperbolicke ravnine. Ana-

liticki zapis apsolutne involucije za apsolutnu figuru Fou tj. Fgy je

IQH : [07u17u2] — [0,U2,U1L (23)

I((SH : [0, Uy, 'LLQ] — [O, —U, Ug].

2.2 Klasifikacija krivulja 2. razreda

S obzirom na polozaj krivulje 2. razreda u odnosu na apsolutnu figuru kvazihiper-

bolicke ravnine razlikujemo 9 tipova krivulja 2. razreda (vidi sl. 2.1)2, [30]:

e hiperbola - krivulja 2. razreda koja ima par realnih i razlic¢itih izotropnih pravaca,

hiperbola tipa 1 (hy) - sijece svaki od apsolutnih pravaca u dvije realne i razlicite

tocke,

— hiperbola tipa 2 (hs) - sijece jedan apsolutni pravac u dvije realne i razli¢ite
tocke, a drugi u paru konjugirano imaginarnih tocaka,

— hiperbola tipa 3 (hg) - sijece svaki od apsolutnih pravaca u paru konjugirano
imaginarnih tocaka,

— specijalna hiperbola tipa 1 (hs,) - hiperbola kojoj je jedan izotropni pravac
apsolutan, a drugi apsolutni pravac sijece u dvije realne i razlicite tocke,

— specijalna hiperbola tipa 2 (hs,) - hiperbola kojoj je jedan izotropni pravac apso-

lutan, a drugi apsolutni pravac sijece u paru konjugirano imaginarnih tocaka,

2Radi preglednosti slike razredne krivulje su prikazane pripadnom dualnom rednom krivuljom.

10
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e kruznica (k) - krivulja 2. razreda kojoj su izotropni pravci apsolutni pravei,

e clipsa (e) - realna ili imaginarna krivulja 2. razreda koja ima par konjugirano ima-

ginarnih izotropnih pravaca,

e parabola (p) - krivulja 2. razreda koja ima samo jedan izotropni pravac, odnosno

izotopni pravci se podudaraju,

— specijalna parabola (ps) - parabola kojoj je izotropni pravac apsolutan.

Slika 2.1: Tipovi krivulja 2. razreda u projektivnom modelu QH,(R)

Krivulja 2. razreda ¢ moze se zapisati u homogenim pravcastim koordinatama
Coolg + C11UT + Cagtiy + 2¢o1Ugly + 2c02tgtiy + 2¢12UrUy = 0 (2.4)
ili prikazati pripadnom kvadratnom formom
u’Cu =0, (2.5)

Coo Co1  Co2

C= Co1 C11 C12 )

Co2 Ci12 C22

11
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gdje je u jednostupcana koordinatna matrica pravca, a C simetricna matrica 3. reda
pridruzena krivulji ¢ koja se naziva matricom konike.

Analogno, krivulja 2. reda ¢ moze se zapisati u homogenim tockovnim koordinatama
5001’3 + 5111’% + 622%‘% + 25011’01‘1 + 2502$0$2 + 26121‘1[E2 =0 (26)
ili prikazati pripadnom kvadratnom formom

XTo'X =0,

-1 _ _ _ _
C™ = Co1 C11 Ci12 )

gdje je X jednostupéana koordinatna matrica tocke, a C'~! matrica konike pridruzena
krivulji ¢.

Ako je krivulja 2. razreda ¢ nedegenerirana tada je pripadna matrica konike C' regu-
larna matrica, u suprotnom je matrica konike singularna matrica. Isto vrijedi i za krivulju
2. reda ( i pripadnu matricu konike C~!. Nadalje, ako su krivulje ¢ i ¢ dualne krivulje
tada je matrica konike C~! krivulje ¢ zaista inverz matrice C' pridruzene krivulji ¢, [22].

Izotropni pravei [0, uy, ug] krivulje 2. razreda ¢ zadovoljavaju jednadzbu
CHU% + CQQU% + 2012U1U2 =0 (27)

koja je presjek pramena (F') danog jednadzbom ug = 0 i krivulje ¢ dane jednadzbom

(2.4). Dakle, uvjeti za koeficijente pojedinog tipa krivulje 2. razreda dani su u sljedecoj

tablici:
Tablica 2.1
hiperbola ey — cr1099 > 0
parabola 2, — c11Co9 =0
elipsa 2, — c11Co9 < 0

specijalna hiperbola
specijalna parabola

kruznica

C11 + Co9 + 2012 =0 C11 = 0 ili Coo = 0

C11 = C2 = TCi2 cip=ci2=01iicya =¢c12 =0

ci2 =0, ¢c11 = —c2 cin =cp =20

12
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Svakom nedegeneriranom krivuljom 2. razreda ( koja je prikazana kvadratnom for-
mom (2.5), odnosno pripadnom matricom konike C, odreden je to¢no jedan polaritet .
Polaritet m¢ s obzirom na krivulju 2. razreda ¢ je involutivna korelacija realne projektivne

ravnine P?(R) koja pridruzuje pravce i tocke na sljedeé¢i nacin:

U=m(u) :=Cu,

X = WC_I(X) = C'X.

Kazemo da je pravcu u pridruzen pol U, te tocki X pridruzena polara x s obzirom na

danu krivulju 2. razreda ¢, [22].
Nadalje, pravci u i v su konjugirani pravci u odnosu na krivulju 2. razreda ¢ ako
vrijedi

u’'Cv =0,

a X, Y konjugirane tocke u odnosu na krivulju 2. razreda ¢ ako vrijedi
X'c'y =o.

Ako su dva pravca u i v konjugirani u odnosu na neku krivulju 2. razreda tada je pol
pravca u incidentan s pravcem v i obratno. Analogno vrijedi i za konjugirane tocke,
odnosno ako su dvije tocke X i Y konjugirane u odnosu na neku krivulju 2. razreda tada

je polara tocke X incidentna s tockom Y i obratno, [22].

Definicija 2.2.1. Centrala krivulje 2. razreda ¢ je polara apsolutne tocke F' s obzirom na

krivulju C.

Centrala c krivulje 2. razreda ¢ zadane jednadzbom (2.4) ima koordinate

2
C11C22 — Cqg Cp2C12 — Cp1C22  Cp1C12 — Cp2C11 1
_ 1 _ 2 _
C=Tm, (F) - Co2C12 — Cp1C22 CooC22 — Cpo C01Co2 — CpoC12 0 -
2
Co1C12 — Cp2€11  Cp1Co2 — CooC12 CooC11 — Cpp 0

2
C11C22 — Cig
= Co2C12 — Cp1C22

Cp1C12 — Cp2C11

13
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2.2.1 Ortogonalne krivulje 2. razreda

Svaka krivulja 2. razreda (, osim parabole, inducira involuciju ¢¢ na pramenu pravaca
(F') gdje su izotropni pravci krivulje ¢ fiksni pravci te involucije. Izotropnom pravcu u

involucija ¢¢ inducirana krivuljom ¢ pridruzuje izotropni pravac v na sljede¢i nacin
v = ¢c(u) :=m(u) A F.
Definicija 2.2.2. Ako za involuciju ¢¢ induciranu krivuljom 2. razreda ¢ vrijedi
Zon © ¢pc = ¢c © Lom
tada se krivulja ¢ naziva ortogonalna krivulja 2. razreda.

Opcenito, dvije ¢e involucije komutirati ako se podudaraju ili ako njihovi fiksni ele-
menti ¢ine harmonicku ¢etvorku, [3], [22]. Dakle, postoje dvije klase ortogonalnih krivulja
2. razreda u kvazihiperbolickoj ravnini QH,(R).

Prvu klasu ¢ine sve kruznice jer induciraju involuciju koja se podudara s apsolutnom
involucijom, tj. vrijedi ¢ = Zgy. Svaka kruznica moze se dopustenom transformacijom

oblika

c ¢
[0, ua, ua] > [ug, =g + Uy, ——ug + ua] za ey # 0
C11 C11
prikazati sljede¢om jednadzbom
aug +uj —u3 =0, a€R\{0}, (2.8)

pri ¢emu je pravac c[l,0, 0] centrala kruznice.

Druga klasa ortogonalnih krivulja su krivulje 2. razreda kojima su izotropni pravci
u harmonitetu s apsolutnim pravcima. Za odredivanje koeficijenata c¢;;, 4,5 € {0,1,2},
ortogonalne krivulje iz druge klase promotrimo opc¢u krivulju 2. razreda (, zadanu jedna-
dzbom (2.4), koja inducira involuciju ¢¢ i proizvoljan izotropni pravac p[0, p1, p2]. Tada
je

q = Zgu © ¢c(P) = Zou(¢c(p)) = Zou(me(p) A F),

Coo Co1 Co2 0 P1Co1 + P2Co2
Te(P) = | co e e P1 = | pici1 + Pp2C12
Co2 Ci12 C22 D2 P1C12 + P2Cag

14



Poglavlje 2. Kvazihiperbolicka ravnina

7e(p) A F = [0,p1c12 + pacaz, —pic11 — P2cial,

q = [0, =pic11 — Paci2, pici2 + Pacaa).
Pravci p i g su u harmonitetu s apsolutnim pravcima f;, @ € {1, 2}, ako prema (2.1) vrijedi
2 2 _
cupy + 2¢i2p1p2 + caops = 0. (2.9)

S druge strane vrijedi

ql = ¢c OI@H(I)) = ¢C(I@H(p)) = ¢C([07P27P1]) = 77(([07]92,271}) N F,

Coo  Co1  Co2 0 D2Co1 + P1Co2
WC([OaPZapl]) = Co1 C11 Ci2 D2 = Paci1 + PicCia
Co2 Ci2 C22 D1 PacCi2 + P1Coa

q = [0, p2ci2 + picas, —p2cii — Picaa).

Stoga su pravci p i ¢ u harmonitetu s apsolutnim pravcima i, i € {1,2}, ako prema
(2.1) vrijedi

c11ps + 2c1ap1pa + caopt = 0. (2.10)
Nadalje, da bi vrijedilo Zgyg © ¢ = ¢¢ o Igy pravei q i q moraju se podudarati, pa

izjednacavanjem (2.9) i (2.10) slijedi
C11 = (22,
te jednadzba ortogonalne krivulje druge klase ima sljedeéi oblik
Cootts + criud + er1us + 2co1UoUy + 2¢optoly + 2¢10uruy = 0. (2.11)

Ovisno da li je inducirana involucija ¢¢ hiperbolicka ili elipticka, tj. da li je diskriminanta
A = ¢3,—c?, pozitivna ili negativna [14], [30], ortogonalna krivulja druge klase je hiperbola
ili elipsa. Svaka ortogonalna krivulja druge klase dana jednadzbom (2.11) moze se pomoéu

dopustene transformacije

Co2€C12 — Cp1C11 Co1C12 — Cp2C11 2 2
[0, uy, ug] = [ug, ——5——5—uo + U1, ——5 ——5—Up + ua] zacy —cj #0
€11 — C12 €11 — C12
zapisati jednadzbom
~ 2 ~ 2 ~ 2 ~
CoolUg + C11Uq + C11Usy + 2012U1U2 = 0. (212)

15
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Dakle, moze se zakljuciti npr. da je jednadzba (2.12) za ¢;; = 0 hiperbola oblika

aug + 2ugug =0, a € R\ {0}, (2.13)
a za C19 = 0 elipsa oblika
aug —ul —us =0, a€R\{0}, (2.14)

pri ¢emu je za obje krivulje centrala pravac c[1, 0, 0].

Propozicija 2.2.1. Pol apsolutnog pravca w odnosu na ortogonalnu krivulju 2. razreda je

1zotropna tocka.

Dokaz. Za kruznicu k danu jednadzbom (2.8) i apsolutne pravce f;, i € {1,2} vrijedi

a 0 0 0 0
) =101 0 +1 | =] +1
00 —1 1 -1

Za ortogonalnu krivulju ¢ danu jednadzbom (2.12) i apsolutne pravce vrijedi

coo 0 0 0 0
me(fi) = 0 ¢ Ci2 1 | = | £+
0 ¢Cio C1n 1 £é19 + ¢

Kako za izotropnu tocku X (z¢, 21, z2) mora vrijediti X7f; = 0 ili X7f, = 0, tada se lako

pokaze da tvrdnja vrijedi. O

Napomena. Ako je apsolutna figura Fgyy tada se svaka kruznica dopustenom trans-
formacijom oblika [ug, uq, us] — [uo, —%uo + uy, —%uo + ug] za 12 # 0 moze prikazati
jednadzbom au? + 2ujus = 0, a € R\ {0}, te one ¢ine prvu klasu ortogonalnih krivulja
2. razreda. Analogno prethodnom postupku, prema uvjetu okomitosti tocaka i apsolut-
noj involuciji za apsolutnu figuru Fgg, moze se izracunati da drugu klasu ortogonalnih
krivulja 2. razreda ¢ine krivulje za koje vrijedi ¢1o = 0. Ovisno da li je diskriminanta
A = —cqyc99 pozitivna ili negativna ortogonalna krivulja 2. klase je hiperbola ili elipsa.
Dopustenom transformacijom [ug, uq, us] — [ug, —E%Uo + uy, —%uo + us] za ¢11,c90 # 0
ortogonalne krivulje druge klase mogu se prikazati jednadzbom éogud + é11u? + éoou3 = 0.
Stoga npr. krivulja oblika au? + u? —u3 = 0, a € R\ {0}, je ortogonalna hiperbola, a

aud —u? —ui =0, a € R\ {0}, ortogonalna elipsa.
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2.3 Cirkularne krivulje

Definicija 2.3.1. Razredna krivulja je cirkularna ako je barem jedan pravac te krivulje
apsolutni pravac. Razredna krivulja je potpuno cirkularna ako su apsolutni pravci njent

jedini izotropni pravci.

Ako je apsolutni pravac f; presjecni pravac krivulje k™ razreda n i pramena (F) krat-
nosti ¢, a apsolutni pravac fy kratnosti r tada je krivulja k" cirkularna krivulja tipa (t,r).
Broj t + r naziva se stupanj cirkularnosti krivulje k™ i vrijedi r + ¢t < n, pri ¢emu za
r 4+t = n krivulja k" je potpuno cirkularna.

Cirkularne krivulje 2. razreda:

e 1-cirkularne krivulje tipa (1,0) ili (0,1) su specijalne hiperbole,

e 2-cirkularne krivulje (potpuno cirkularne)

— tipa (1, 1) su kruznice,

— tipa (2,0) ili (0,2) su specijalne parabole.

Cirkularne krivulje 3. razreda:

Slika 2.2: Tipovi l-cirkularnih krivulja 3. razreda u QH,(R)

e 1-cirkularne krivulje tipa (1,0) ili (0,1)

jedan izotropni pravac je apsolutan, dok preostala dva izotropna pravca mogu biti

17
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konjugirano imaginarni (sl. 2.2a), realni i razliciti (sl. 2.2b) ili se mogu poduda-
rati te je apsolutna tocka F diralite na izotropnom praveu krivulje (sl. 2.2c).
Takoder, 1-cirkularna krivulja 3. razreda moze imati i jedan dvostruki izotropni
pravac, koji moze imati par konjugirano imaginarnih diralista (izolirani dvostruki
pravac) (sl. 2.2d), dva realna i razlicita diralista (dvostruka tangenta) (sl. 2.2e) ili

dva diralista koja se podudaraju (infleksijski pravac) (sl. 2.2f),

e 2-cirkularne krivulje

— tipa (1,1) (sl. 2.3a),

— tipa (2,0) ili (0,2)
jedan apsolutni pravac je pravac krivulje s diraliStem u apsolutnoj tocki F
(sl. 2.3b) ili je dvostruki pravac krivulje koji moze biti izolirani dvostruki pravac
(sl. 2.3c), dvostruka tangenta (sl. 2.3d) ili infleksijski pravac (sl. 2.3e), pri ¢emu

niti jedno diraliste dvostrukog pravca nije apsolutna tocka F,

Slika 2.3: Tipovi 2-cirkularnih krivulja 3. razreda u QH,(R)
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e 3-cirkularne krivulje (potpuno cirkularne)

— tipa (1,2) li (2,1)
krivulja sadrzi oba apsolutna pravca, pri ¢emu jedan apsolutni pravac ima
diraliste u apsolutnoj tocki F' (sl. 2.4a) ili je dvostruki pravac krivulje koji moze
biti izolirani dvostruki pravac (sl. 2.4b), dvostruka tangenta (sl. 2.4c) odnosno
infleksijski pravac (sl. 2.4d), gdje niti jedno diraliste dvostrukog pravca nije

apsolutna tocka F',

— tipa (3,0) ili (0, 3)

jedan apsolutni pravac je dvostruka tangenta s jednim diraliStem u apsolutnoj

tocki F (sl. 2.4e), infleksijski pravac s diralistem u F' (sl. 2.4f), ili sa siljkom u
F (sl. 2.4g).

Slika 2.4: Tipovi 3-cirkularnih krivulja 3. razreda u QH,(R)
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Pravcasta inverzija

3.1 Pravcasta inverzija u P*(R)

Definicija 3.1.1. Pravcasta inverzija o ¢y 8 obzirom na pravac p @ krivulju 2. razreda
¢ je preslikavange gdje su pridruZeni pravci konjugirant pravei u odnosu na krivulju ¢ 1

sijeku se u tocki na pravcu p.

Pravac p naziva se polara pravcaste inverzije, a krivulja 2. razreda ¢ temeljna krivulja
2. razreda ili krace temeljna konika. Polara p i pravci p1, p2 temeljne konike ¢ incidentni
s polom P polare p s obzirom na ( nazivaju se temeljni pravci i ¢ine temeljni trostran
pravcaste inverzije. Vrhovi temeljnog trostrana P, P; i P, koji su redom polovi pravaca

P, P1, P2 s obzirom na (, nazivaju se temeljnim tockama.

Slika 3.1: Slika v pravca u s obzirom na pravcastu inverziju o ¢
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Opcenito, pravcu u pravcastom inverzijom o) pridruzuje se pravac v, tj. prema

definiciji 3.1.1 vrijedi
vV =0@po(u) = (uAp) A (a). (3.1)

Kako su pridruzeni pravci u i v konjugirani pravci s obzirom na krivulju ¢, odnosno
vrijedi da je pol pravca u s obzirom na krivulju ¢ incidentan s pravcem v i pol pravca v
incidentan s pravcem u, tada slijedi da je pravcasta inverzija oy ¢) bijektivno i involutorno
za svaki pravac u op¢em polozaju prema temeljnom trostranu.

Za temeljne se pravce p, py 1 p2 pravcaste inverzije o, ¢) definira da se redom presli-
kavaju u pramenove pravaca (P), (P) i (P,), te su stoga singularni pravci preslikavanja

opp,¢)- Nadalje, za pravce incidentne s vrhovima temeljnog trostrana vrijedi sljedece:

uec (P) = m(u)ep, opqu)=np, (3.2)

ue (P), ie{1,2} — mc(u)ep;, opou)=PFAnr(a)=p;. (3.3)

Dakle, definirana pravcasta inverzija o ¢) je involutorno preslikavanje za sve pravce rav-
nine P?(R), osim za temeljne pravce, te stoga pripada skupini preslikavanja koja nazivamo
Cremoninim transformacijama, [29].

Pravci temeljne konike ¢ su fiksni pravci pravcaste inverzije o, ) jer vrijedi
uc( — m(u)eu, opou)=u (3.4)

Teorem 3.1.1. Pravéasta inverzija o(p ey u P?(R) preslikava pramen pravaca (Q), koji
ne sadrzi temeljne pravce pravéaste inverzije, u krivulju 2. razreda k? koja sadrzi temeljne
pravee. Takoder sadrzi i pravce q, t1, ta, pri cemu je q polara tocke Q) s obzirom na C,

a t1 i te su presjecni pravei krivulje ¢ i pramena (Q).

Dokaz. Neka su pravci a, b, ¢ € (Q) takvida je P € a, P, € b, P, € c. Stoga prema (3.2)
i (3.3) slika pramena (Q)) sadrzi temeljne pravce pravcaste inverzije o, ). Nadalje, pravci
t1 i to temeljne konike ¢ incidentni s vrhom pramena (@) su prema (3.4) fiksni pravci
preslikavanja o ¢), stoga su sadrzani u slici pramena (@) (sl. 3.2). Za pravce pramena
uy € (@), A € R, vrijedi

me(w) €q, q=7;(Q).

Dakle, slika pramena (@) rezultat je projektivnog pridruzenja dvaju nizova tocaka na

pravcima p i q, te je ona krivulja 2. razreda koja sadrzi i pravac q. O
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Slika 3.2: Slika kg pramena (@) s obzirom na pravcastu inverziju op.¢)

Slika pramena (@) s obzirom na pravcastu inverziju o, ¢) kojemu je vrh incidentan s

temeljnim pravcima raspada se na dva pramena pravaca, odnosno tocnije:
e Qep— (Q)N(¢ = {t1,ta}, te prema (3.4) kg degenerira u (P) i (Q) (sl. 3.3a),

e Qep ic{l,2} = (Q)N¢={pit}, te prema (3.3) i (3.4) kZ degenerira u (P)
i (Q) gdjeje Q@ =tNp;, je{1,2}, j#i, jer postoji pravac pramena (@) koji se
preslika u pravac p; (sl. 3.3b).

Slika 3.3: Slika pramena (@) s vrhom na temeljnom pravcu pravcaste inverzije op )

Lema 3.1.1. Pravcasta inverzija op ey U P%(R) preslikava krivulju 2. razreda &, koja
sadrzi temeljne pravce p, p1 @ p2 pravéaste inverzije, u cetiri pramena (P), (P1), (Py) i
(Q), gdje je tocka Q) sjeciste onih zajednickih pravaca krivulje £ i temeljne konike  koji

nisu temelyni pravce pravcaste inverzije.
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Dokaz. Krivulja 2. razreda £ koja sadrzi temeljne pravce pravcaste inverzije o) 1 te-
meljna konika ( sijeku se u 4 pravca od kojih su dva temeljni pravci p; i p2. Neka su
druga dva zajednicka pravca oznaceni s tq i te, a njihovo sjeciste s ). Prema (3.4) pravci
ty ity su fiksni pravci pravcaste inverzije o ¢), te su sadrzani u slici krivulje £ s ob-
zirom na preslikavanje o, . Nadalje, zbog involutornosti preslikavanja o ¢) svi ostali
pravci krivulje &, izuzev temeljnih, preslikavaju se u pravce pramena (@Q). Slike temeljnih

pravaca pravcaste inverzije o ) su pramenovi (P), (Py), (P). O

Teorem 3.1.2. Pravcasta inverzija o ) je kvadratno preslikavange, odnosno, preslikava
krivulju kK™ razreda n, koja je uw opcem poloZaju prema temeljnom trostranu pravcaste

inverzije, u krivulju ke razreda 2n, pri cemu su temeljni pravcei n-struki praves krivulje k.

Dokaz. Promotrimo krivulju k¢ i proizvoljni pramen pravaca (@)). Razred krivulje k.
jednak je broju njezinih pravaca koji pripadaju pramenu (Q). Kako je pravcasta inverzija
involutorno preslikavanje tada se prema lemi 3.1.1 pramen () moze interpretirati kao
dio inverzne slike krivulje 2. razreda ¢ koja sadrzi temeljne pravce pravcaste inverzije, a s
temeljnom konikom ( ima zajednicke pravce koji se sijeku u tocki (). Bududéi da krivulja
k™ i & imaju 2n zajednickih pravaca koji su razliciti od temeljnih, ti ¢e se pravci prema
lemi 3.1.1 preslikati u 2n zajednickih pravaca krivulje k¢ 1 pramena (Q), tj. krivulja k¢ je
razreda 2n.

Kako kroz svaku temeljnu tocku prolazi n pravaca krivulje k", tada su prema (3.2)

temeljni pravci n-struki pravci krivulje k. O]

Ako krivulja k™ sadrzi jedan od tri temeljna pravca kao r-struki pravac tada se slika
raspada u r-struki pramen pravaca s vrhom u temeljnoj tocki i krivulju k?"_” razreda
2n —r. Vrh r-strukog pramena je pol temeljnog pravca kojeg krivulja k™ sadrzi s obzirom
na temeljnu koniku ¢, a krivulja k:?”_T naziva se pravom slikom krivulje k™ s obzirom na
pravcastu inverziju.

Sada se moze opéenito zakljuciti da je slika proizvoljne krivulje 2. razreda k? krivulja

4. razreda k;éL koja ¢e degenerirati u sljede¢im slucajevima:

i) pek? Ope) - kK= (P) UK,
pi € k?, i€ {1,2}, Opc) - K — (P) U k3,
i) p,pi€k? ie€{l,2}, opo:ki— (P)U(P)UKZ
p1,P2 € k2, Opc) K = (Pr) U (Po) UKE,
iii) p,p1,P2 € k?, Opc) K = (P)U (P U (Py) Uk
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Prema teoremu 3.1.2 svi temeljni pravci pravcaste inverzije su dvostruki pravci krivulje
4. razreda k¢, dok ¢e krivulji 3. razreda kf samo jedan temeljni pravac biti dvostruki pra-
vac. Tip dvostrukog pravca ovisi o presjeku pramena pravaca s vthom u odgovarajucoj
temeljnoj tocki i generatorne krivulje k2. Presjecni pravci mogu biti par konjugirano
imaginarnih pravaca, dva realna i razlicita ili dva pravca koji se podudaraju, stoga pri-
padni temeljni pravac moze biti redom dvostruki izolirani pravac, dvostruka tangenta ili
infleksijski pravac krivulje k%, odnosno kg’ .

Promatra li se pripadna dualna krivulja generatorne krivulje £ moze se rec¢i da ako
krivulja £™ prolazi temeljnom tockom tada je pripadni temeljni pravac infleksijski pravac

krivulje k?" Kako broj infleksijskih pravaca utjece na red krivulje, slijedi da je krivulja

ké:
e 6. reda ako krivulja k2 ne prolazi niti jednom temeljnom tockom,
e 5. reda ako krivulja k? prolazi jednom temeljnom tockom,
e 4. reda ako krivulja k% prolazi dvijema temeljnim tockama,
e 3. reda ako krivulja k2 prolazi svim trima temeljnim toc¢kama.
Krivulja k¢ je
e 4. reda ako krivulja k2 ne prolazi niti jednom temeljnom toc¢kom,

e 3. reda ako krivulja k% prolazi jednom temeljnom tockom i to onom koja nije inci-

dentna s temeljnim pravcem kojeg krivulja k? sadrzi.

Dakle, prave slike krivulja 2. razreda s obzirom na pravcastu inverziju oy ) su krivulje

roda 0, odnosno racionalne krivulje.

Konstrukcija diralista na n-strukim pravcima krivulje l{;g"
Neka je kg” slika krivulje k" s obzirom na pravcastu inverziju o, ¢). Tada se diralista

na n-strukim pravcima krivulje kg” mogu konstruirati na temelju sljedeceg:

e pravci generatorne krivulje £ incidentni s tockom P sijeku polaru p u diraliStima

krivulje k‘g” na polari p,
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e pravci generatorne krivulje k™ incidentni s tockom P, i € {1,2}, sijeku pravac p;,
J € {1,2}, j # 4, u n tocaka cije su slike s obzirom na pravcastu inverziju o)

diralista na pravcu p; krivulje k‘?".

Napomena. Slika tocke T € pjy, @ € {1,2}, s obzirom na pravcastu inverziju oy, ¢) je vrh

pramena pravaca koji je prava slika pramena (7).

Konstrukcija diralista na proizvoljnom pravcu krivulje kg”

Neka je zadana pravcasta inverzija o ¢), te pravac u i njegova slika v
O(pe) - U V.

Promotrimo niz tocaka @y, A € R, na pravcu u te tim tockama pripadne pramenove
pravaca (@). Svakom pramenu pravaca ((),) preslikavanjem o ¢ pridruzena je jedna

krivulja 2. razreda k?
A

Tp.0) + (@n) = K, (3.5)

Slika 3.4: Konstrukcija diraliSta na pravcu krivulje dobivene pravcastom inverzijom o, ¢)

Prema teoremu 3.1.1 svaka krivulja ké, A € R, sadrzi pravce p, p1, p2 1 Vv, stoga
krivulje /’{;gA ¢ine pramen krivulja 2. razreda. Sada je za svaki A € R prema (3.5) pravcu

u pramena (@) pridruzen pravac v krivulje ké iz pramena krivulja 2. razreda, pa stoga
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i nizu tocaka @) na pravcu u jednoznacno je pridruzen niz diralista ) krivulja ké na
pravcu v. Pokazimo da su nizovi tocaka (u) i (v) perspektivno pridruzeni. Promotri-
mo potpuni cetverostran up;vps kojemu su dijagonalne tocke oznacene s X, P i D, a

dijagonale s dy, d2 i dg (vidi sl. 3.4). Tada vrijedi
(P1p2; dad3) = —1, (uv,didz) = —1,

te je dg polara tocke X, tj. WC_I(X> = d3. Nadalje, neka je d slika pravca ds s obzirom

na preslikavanje o(p ), pri cemu vrijedi 1(D) = d, tada slijedi
(uv,pd) = —1.

Dakle, tocka D je centar perspektiviteta za nizove tocaka na pravcima u i v.

Stoga, ako je dana krivulja k™ i njen pravac u, te njihove slike s obzirom na pravcastu
inverziju oy ¢), tj. krivulja k?” i pravac v, tada tocke diralista na pravcima u i v krivulja
k™ i l{:g" leze na pravcu pramena c¢iji je vrh pol pravca koji je u harmonitetu s polarom p

i parom pravaca u i v.

Konstrukeija je izvedena iz euklidskog slu¢aja poopéene inverzije u ¢lanku [7].

3.2 Pravcasta inverzija u QH,(R)

S obzirom na vrstu temeljne konike i polozaj polare mogu se proucavati razliciti ti-
povi pravcaste inverzije, no za proucavanje cirkularnosti krivulja pogodan je sljededéi tip

pravcaste inverzije:

Definicija 3.2.1. Pravcasta inverzija koja apsolutnu figuru preslikava u nju samu, tj. ¢uva

kao cjelinu, naziva se automorfna pravcasta inverzija.

U automorfnoj pravcastoj inverziji apsolutni pravci mogu se preslikati sami u sebe
ili jedan u drugi, stoga temeljna konika moze biti samo ortogonalna krivulja 2. razreda.
Nadalje, kako bi se apsolutna tocka F' preslikala sama u sebe znac¢i da mora biti na polari
pravcaste inverzije, stoga polara mora biti izotropni pravac. Promotrit ¢e se i pravcasta
inverzija obzirom na kruznicu i njenu centralu koja iako nije automorfna ¢uva apsolutne
pravce, te je analogon euklidske obi¢ne inverzije. Dakle, proucavat ¢e se sljedeéi tipovi

pravcaste inverzije:
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e s obzirom na kruznicu i njenu centralu ili izotropni pravac, te singularan slucaj kada

je polara apsolutni pravac,

e s obzirom na ortogonalnu krivulju 2. razreda i izotropni pravac ili apsolutni pravac,
te singularan slucaj obzirom na ortogonalnu hiperbolu i izotropni pravac koji je

element hiperbole.

3.3 Cirkularne krivulje 3. razreda dobivene pravcastom
inverzijom

Ako generatorna krivulja 2. razreda, kao §to je veé receno, sadrzi jedan temeljni pravac
pravcaste inverzije tada je njena prava slika racionalna krivulja 3. razreda koja sadrzi sva
tri temeljna pravca pravcaste inverzije od kojih je jedan dvostruki pravac krivulje. Ako
generatorna krivulja sadrzi polaru p, tada su s temeljnom tockom P incidentna dva pravca
generatorne krivulje, te je prema (3.2) polara p dvostruki pravac krivulje 3. razreda. Ako
generatorna krivulja sadrzi temeljni pravac p;, ¢ € {1, 2}, tada su s temeljnom tockom P,
j € {1,2}, j # i, incidentna dva pravca generatorne krivulje, te je prema (3.3) temeljni
pravac p; dvostruki pravac krivulje 3. razreda. U nastavku ¢e se promatrati samo krivu-

lje 3. razreda dobivene kao prave slike krivulja 2. razreda s obzirom na pravcéastu inverziju.

3.3.1 Tip I - Pravcasta inverzija s obzirom na kruznicu i njenu

centralu

Neka je temeljna konika kruznica x dana jednadzbom

-1 0 O
n:—u§+u§—u§:0, K = 0O 1 0 ,
0 0 -1

te neka je centrala c[1,0,0] kruznice polara pravcaste inverzije o). Preostala dva te-
meljna pravea su apsolutni pravei 1[0, 1,1] i f2[0, —1,1], a temeljne tocke su apsolutna
tocka F'(1,0,0) i izotropne tocke kruznice P;(0,—1,1) i P»(0,1,1).

Za odredivanje jednadzbe pravcaste inverzije o) potrebno je odrediti koordinate

pravca v(vg, v1, V9] koji je slika proizvoljnog pravca ufug, uq, us] s obzirom na pravéastu
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inverziju o). SjeciSte pravca u i polare ¢ je tocka

Ug Uy Uy
Ug U1 U2 :O, uAc= (O,Ug,—ul).
1 0 0

Pol U pravca u s obzirom na temeljnu koniku x je

-1 0 0 Ug —Ug
U=rmg(u) = 0 1 0 ur | = 31
0O 0 -1 Us —Ug

Pravac v odreden je tockom ¢ A u i polom U, te slijedi
To T1 X2
0 wy —u | =0, v=(cAu)Am.(u)=[u—u3,uuy, uous].
—Up Ur U2

Dakle, jednadzba pravcaste inverzije o) je
[, U1, Us] > [UF — u3, uguy, ugts). (3.6)

Razmotrimo posebno sliku krivulje 2. razreda k* dobivene pravéastom inverzijom o )
kad generatorna krivulja k% sadrzi polaru, te kad k% sadrzi jedan temeljni pravac koji je
apsolutan. U prvom slu¢aju za generatornu krivulju k2 vrijedi cgo = 0, te uvrstavanjem

(3.6) u jednadzbu krivulje k% dobiva se krivulja 3. razreda oblika
k;?; e Z(U% — U%)(C(nul + 002u2) + Uo(CHU% -+ CQQU% + 2012U1U2) = 0. (37)

Za odredivanje tipa dvostrukog pravca krivulje k2 potrebno je naéi takav m € R za
koji je tocka T'(0,1,m) diraliste na pravcu c. Pramen pravaca (T') ima jednadzbu oblika

u1 + mug = 0, te koordinate sjecista s krivuljom k2 (3.7) zadovoljavaju jednadzbu
u3[conttg + (crim — 2c19)mug + 2(co2 — coym)(m? — 1)ug] = 0.

Ocito je us = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, te slijedi da je centrala ¢ dvostruki

pravac krivulje k3. Uvjet za koji je us = 0 trostruko rjesenje je

coo + (c11m — 2¢19)m = 0,

2
C12 + 612 — C11C22
)

C11
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pri ¢emu ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jednak nuli slijedi da
je dvostruki pravac c izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infleksijski pravac
krivulje k2. Kako o istom izrazu ovisi i tip presje¢nih pravaca krivulje & i pramena (F),
moze se zakljuciti da tip dvostrukog pravca krivulje k2 ovisi da li je generatorna krivulja

k? elipsa, hiperbola ili parabola.

\'/
p k?
F ) f

Slika 3.5: Cirkularna krivulja &7 tipa (2,1) dobivena sa o(c) (3a)

Izotropni pravci krivulje k2 proizlaze iz jednadzbe
(uf — u3)(corur + coauz) =0,

dobivene uvrstavanjem ug = 0 u (3.7), iz ¢ega slijedi da je krivulja k2 2-cirkularna krivulja

3. razreda tipa (1,1). Tredi izotropni pravac krivulje k&2 ima koordinate [0, —cgg, co1], stoga

ako vrijedi |co1| = |co2| onda je krivulja k2 potpuno cirkularna tipa (2, 1) ili (1,2). Kako
uvjet |co1| = |coz| slijedi i iz

0 c¢o1 Coo 1 0

Co1 C11 Ci2 0 | =p| £1

Co2 Ci2 C22 0 1

znaci da ako generatorna krivulja k2 sadrzi centralu c s diralistem u temeljnoj tocki P;,
i € {1,2}, tada je njena slika s obzirom na pravcastu inverziju o(c ) potpuno cirkularna

krivulja 3. razreda kojoj jedan apsolutni pravac ima diraliste u apsolutnoj tocki F' (sl. 3.5).
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U drugom slucaju generatorna krivulja k? koja sadrzi jedan apsolutni pravac, tj. te-
meljni pravac koji nije polara (cgpp # 0), moze biti samo specijalna hiperbola ili specijalna
parabola. Oba tipa generatornih krivulja preslikavaju se s obzirom na pravcastu inverziju

O(c,r) U krivulju 3. razreda oblika
ki e ug(cuul + CQQUQ) + (u1 + uz)[Qcmuoul + 2002UOU2 —+ Coo(U% — ug)] =0. (38)
Izotropni pravci krivulje k2 zadovoljavaju jednadzbu

(Ul F ’UQ)('UQ + UQ)2 =0

te je krivulja k2 potpuno cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,2) ili (2,1).

Analizu dvostrukog pravca krivulje k2 provest ¢emo kada je generatorna krivulja k2
specijalna hiperbola tipa (1,0). Analogno bi se provodila analiza dvostrukog pravca kri-
vulje dobivene od specijalne hiperbole tipa (0, 1) ili specijalne parabole. Pramen (7) s
vrhom na pravcu fy ima jednadzbu oblika muy + u; + us = 0, te koordinate sjecista s

krivuljom &2 (3.8) zadovoljavaju jednadzbu
[c11 4+ m(coom — 2co1)]mas + [e11 + e + 2m(coom — co1 + coz)]ugui = 0.

Ocito je ug = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, te slijedi da je fy dvostruki pravac

krivulje k3. Uvjet za koji je ug = 0 trostruko rjesenje je

C11 —+ C29 -+ 2m(000m — Cp1 + 002) = O,

_ Cort—Cp2E vV (Co1 — €o2)? — 2co0(cr1 + c22)

Y

2 Coo

te analogno kao ranije, ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jed-
nak nuli dvostruki pravac krivulje k2 je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili

infleksijski pravac (sl. 3.6).

Teorem 3.3.1. Neka je k dana kruznica s centralom ¢ u QH,(R). Tada pravéasta inver-
zija () preslikava krivulju 2. razreda k* koja sadrzi jedan temeljni pravac w krivulju

3. razreda k2 koja je

e potpuno cirkularna tipa (2,1) ili (1,2) ako je krivulja k? cirkularna ili necirkularna,

a sadrzi pravac p s diralistem u temeljnoj tocki P;, i € {1,2},
o 2-cirkularna tipa (1,1) inace.
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P k?

Slika 3.6: Cirkularna krivulja &} tipa (1,2) dobivena sa o, (3d)
3.3.2 Tip II - Pravcasta inverzija s obzirom na kruznicu i izo-
tropni pravac

Opéenito jednadzba pravcaste inverzije o(p .y, gdje je izotropni pravac p[0, p1, p2] po-

lara, ima sljedeci oblik:

[u()a Uy, u?] — [U()) U1, U2]7 (39)
Vo ~ P1lUoUl — PalUoUz,
vy ~ p1(ug + u3) — pausus,

Vg ~ —pZ(U(Q) - u%) + prurus.

Razlikujemo dva podtipa, kad je polara op¢i izotropni pravac ili apsolutni pravac.

Podtip a) Bez smanjenja opéenitosti, neka je polara pravac p|0, 0, 1]. Tada je prema

(3.9) jednadzba pravcaste inverzije op )
[, U1, U] — [Uous, Uy, —ug + ull. (3.10)

Druga dva temeljna pravca su pq[l,1,0] i pa[l,—1,0], a temeljne tocke su P(0,0,1),

Pi(1,—-1,0) i P»(1,1,0). Ovaj podtip pravcaste inverzije je automorfan, pri ¢emu je
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apsolutna figura po elementima fiksna, te je cirkularnost invarijantna. Toé¢nije, cirkularna
krivulja tipa (¢, r) preslikava se u cirkularnu krivulju tipa (¢, r), stoga se cirkularna krivulja
3. razreda moze dobiti od cirkularnih krivulja 2. razreda koje sadrze jedan temeljni pravac.

Cirkularna generatorna krivulja k? koja sadrzi polaru, tj. vrijedi coe = 0, je specijalna
hiperbola tipa (1,0) ili (0,1), te je njena slika s obzirom na pravcastu inverziju o(p. .

krivulja 3. razreda oblika
K2 ... (2copuo F erpun)(uf — ud) — (cooup + 2coruouy + c1yud )uy = 0. (3.11)
Izotropni pravci krivulje &2 zadovoljavaju jednadzbu
ut(uy F up) = 0

te slijedi da je k2 1-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,0) ili (0,1).
Pramen (7') s vrhom na polari p ima jednadzbu oblika muy 4+ u; = 0, te koordinate

sjecista s krivuljom k2 (3.11) zadovoljavaju jednadzbu
U(Q)[(QCOQ :l: cnm)(m2 — ]-)UO + (CO() + 611m2 — 26017)1)’&2] = 0

Kako je ug = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, slijedi da je polara p dvostruki pravac
krivulje k3. Tip dvostrukog pravca dobiva se iz uvjeta kada je ug = 0 trostruko rjeSenje

gornje jednadzbe, odnosno za

2
_ Co + /€1 — CooCit

)

c11
pri ¢emu ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jednak nuli dvostruki
pravac je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infleksijski pravac.
Cirkularna generatorna krivulja k? koja sadrzi temeljni pravac p;, i € {1,2}, (9 # 0)
moze biti specijalna hiperbola, specijalna parabola ili kruznica. Ako je k? specijalna
hiperbola tipa (1,0) koja sadrzi pravac ps tada je njena slika s obzirom na pravéastu

inverziju o(p ) krivulja 3. razreda oblika
k/i ce (UQ — ul) [022 (U(ZJ — u%) + (011 + 022)U1U2 — QCDQUOUQ] -+ (Coouo —+ cllul)ug =0. (312)

Pramen (7) s vrhom na temeljnom pravcu p; je oblika ug—u; +mus = 0, te koordinate

sjecista s krivuljom &2 (3.12) zadovoljavaju jednadzbu

[CO[) + 1+ (011 — 2cp2 + ng)m + QCQQTRQ}UOU% — (1 + m) (011 + ngm)mug = 0.
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Kako je us = 0 dvostruko rjesenje za svaki m slijedi da je pravac p; dvostruki pravac
krivulje k3, koji moze biti izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infeksijski

pravac ovisno o izrazu pod korijenom dobivenog iz uvjeta kada je us = 0 trostruko rjesenje

 2cp — c11 — Can £/ (11 — 2¢2 + €22)% — 8(coo + €11) 22

4022

Slika 3.7: Cirkularna krivulja &} tipa (1,0) dobivena sa oy, (1b)

Izotropni pravci krivulje k2 zadovoljavaju jednadzbu
Ul(u1 - Uz)(022U1 - 011U2) =0,

te slijedi da je k3 1-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,0) (sl. 3.7). Treéi izotropni
pravac [0, 11, coo] krivulje k2 se za ¢;; = 0 podudara s polarom, a za |ci1| = |coz| s jednim
apsolutnim pravcem. U slu¢aju kada je ¢;; = 0 krivulja k? sadrzi pravac q za koji vrijedi
(pq, fif2) = —1, te je tada polara p pravac krivulje k2 s diralistem u apsolutnoj tocki F.
U slucaju kada je |ci1] = |ega| dobiva se 2-cirkularna krivulja k2 tipa (1,1) ili (2,0). Pri
¢emu se moze uociti da iz uvjeta c;; = —coo za specijalnu hiperbolu slijedi ¢ = 0, te
je generatorna krivulja k% kruznica, a iz uvjeta c;; = co9 slijedi ¢11 = co9 = 19, te je k?

specijalna parabola tipa (2,0).
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Podtip b) Neka je polara apsolutni pravac f;]0, 1, 1], tada iz (3.9) slijedi jednadzba

pravcaste inverzije o(g, x)
[uo, 1, ug] > [ug(uy — ug), uy — (ug — ug), us — uy (ug — ug)]. (3.13)

Sva tri temeljna pravca podudaraju se s aposlutnim pravcem f;, a pripadna temeljena
tocka je P(0,—1, 1), stoga je ovo sigularan podtip pravéaste inverzije.

Generatorna krivulja k? koja sadrzi polaru f; moze biti specijalna hiperbola, specijalna
parabola ili kruznica. Ako je pol P diraliste krivulje k2 na praveu fy, tj. vrijedi co1 = —cpo,
tada je prava slika krivulje k% s obzirom na pravéastu inverziju og, ) krivulja 2. razreda.
Stoga, neka je k* specijalna hiperbola tipa (1,0) kojoj pol P nije diraliste, tj. vrijedi
co1 # —coa. Tada se k? s obzirom na pravéastu inverziju o, ) preslikava u krivulju

3. razreda oblika

K2 (ug — ug)[coous + cri(ui — uyug + ug) + coo(ul — ugug — ud)]+ (3.14)

2uplcor (ug — urug + u3) + coz(ug + uyus — uf)] = 0.

Slika 3.8: Cirkularna krivulja &7 tipa (2,1) dobivena sa o, ) (3c)

Izotropni pravci krivulje k2 zadovoljavaju jednadzbu
(Ul - U2)2(C22U1 - 011U2) =0,
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te slijedi da je k2 2-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (2,0). Treéi izotropni pravac ima
koordinate [0, 11, ¢o], stoga uz uvjet |c11| = |co2| analogno prijasnjem razmatranju, dobiva
se potpuno cirkularna krivulja 3. razreda k2 tipa (2,1) ako je k? kruznica (sl. 3.8), a tipa

(3,0) ako je k? specijalna parabola tipa (2,0) (sl. 3.9).

Slika 3.9: Cirkularna krivulja k7 tipa (3,0) dobivena sa o, ) (3e)

Pramen (7) s vrhom na polari f; je oblika mug+u; —us = 0, te uvrstavanjem u (3.14)

dobiva se

[2¢02 + 2¢01(1 + m2) —m(coo + c11 — Coo + 011m2)]u3+
[Qm(Cm + Cog) + m2<622 — 011)]u1ug =0.

Kako je uy = 0 dvostruko rjesenje za svaki m, slijedi da je apsolutni pravac f; dvostruki

pravac krivulje k2, a iz uvjeta za koji je ug = 0 trostruko rjesenje

m(2001 + 2602 —ciim + CQQm) = 0,

m c {O, 2(co1 + co2) }’

C11 — C22

odredene su koordinate diralista (m, 1, —1) na dvostrukom pravcu f;. Uoc¢imo da je tip
dvostrukog pravca uvijek dvostruka tangenta s jednim diraliStem u polu P, a drugo di-

raliste se podudara s diralistem krivulje &2 i polare.
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Teorem 3.3.2. Neka je k dana kruznica i p proizvoljan izotropni pravac v QH,y(R). Tada

pravcéasta inverzija o preslikava (t,r)-cirkularnu krivulju 2. razreda k% koja sadrZi

jedan temeljni pravac u krivulju 3. razreda k? koja je
o (t+r)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (t,r) ako je p # £, i € {1,2},
e (t+r+ 1)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (t + 1,7) ako je p = f1, odnosno tipa

(t,r+1) ako je p =f5.

3.3.3 Tip III - Pravcasta inverzija s obzirom na ortogonalnu

krivulju 2. razreda i izotropni pravac

Neka je temeljna konika ortogonalna elipsa £ ili ortogonalna hiperbola H dana jedna-

dzbom
-1 0 0
E: —up+ui+uz =0 E-= 0o 10 [,
0 01
-1 0 0
H: —ug+2uuy =0, H=| 0 0 1
0 10

Neka je izotropni pravac p[0,p1, p2] polara, tada je jednadzba pravcaste inverzije oy ¢)

[uo, u1 : up] = [vo, v1, V2], (3.15)
Vg ~ PrlUoly + Pauola,
2 2
U1 ~ Py — PrUs + PaugUs,

2 2
Vg ~ Pally — Pl + Prui s,
odnosno pravcaste inverzije op )

['U,(),ul,’UQ] — [’Uo,’Ul,'UQ], (316)
Vg ~ Paligly + P1Uola,
2 2
U1 ~ P1Ugy + Pauy — prugls,

2 2
Vg ~ Dol + P1us — PayUs.
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S obzirom da ortogonalna elipsa i ortogonalna hiperbola pripadaju istom tipu orto-
gonalnih krivulja 2. razreda pravcastom inverzijom o) 1 0(p3) dobivaju se isti rezul-
tati. Stoga ¢e se, radi jednostavnosti, analiticki racun provesti kada je temeljna konika
pravcaste inverzije ortogonalna elipsa. Pravcasta inverzija kojoj je temeljna konika orto-
gonalna hiperbola, a polara izotropni pravac te hiperbole je singularan slucaj ovog tipa

pravcaste inverzije, te ¢e se posebno razmotriti.

Podtip a) Bez smanjenja opcenitosti, neka je polara izotropni pravac p[0, 0, 1]. Tada
su druga dva temeljna pravca pravcaste inverzije o, ) pravei pq[l,1,0] i p2[1,—1,0], a
temeljne tocke P(0,0,1), Pi(1,—-1,0) i P»(1,1,0). Jednadzba pravcaste inverzije o(p.¢)
prema (3.15) je

[ug, U1, ua] > [ugua, uyug, uj — u3]. (3.17)

Ovaj podtip pravcaste inverzije je automorfan tako da ¢uva apsolutnu figuru fiksnom kao
cjelinu, dakle cirkularnost je invarijanta. Tocnije cirkularna krivulja tipa (¢, r) preslikava
se u cirkularnu krivulju tipa (r,t), stoga se cirkularne krivulje 3. razreda mogu dobiti od
cirkularnih krivulja 2. razreda koje sadrze jedan temeljni pravac.

Cirkularna generatorna krivulja k? koja sadrzi polaru, tj. vrijedi ¢y = 0, moze biti
samo specijalna hiperbola. Stoga, primjerice specijalna hiperbola tipa (1,0) preslikava se

u krivulju 3. razreda oblika
k2. (ud —u)(2coouo — criur) + [cooup + ui(2co1ug + cryu)|ug = 0, (3.18)
kojoj izotropni pravci zadovoljavaju
ul(uy + ug) = 0,

te je k% 1-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (0, 1).
Pramen (7') s vrhom na polari p ima jednadzbu oblika mug + u; = 0, te koordinate

sjecista s krivuljom &2 (3.18) zadovoljavaju jednadzbu
ug[(Qcoz +cyym)(1 — m2)u0 — (cgo + c1ym? — 2co1m)ug] = 0.

Kako je uy = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, slijedi da je polara p dvostruki pravac
krivulje k2. Tip dvostrukog pravca dobiva se iz uvjeta kada je ug = 0 trostruko rjesenje
gornje jednadzbe, odnosno za

2
Co1 + COl — CpoC11
)

C11
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pri ¢emu ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jednak nuli dvostruki
pravac krivulje k2 je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infleksijski pravac.

Cirkularna generatorna krivulja k? koja sadrzi temeljni pravac p;, i € {1,2}, (¢ # 0)
mozZe biti specijalna hiperbola, specijalna parabola ili kruznica. Neka je k2 specijalna
hiperbola tipa (1,0) koja sadrzi pravac pa, tada je njena slika s obzirom na pravéastu

inverziju oy ¢) krivulja 3. razreda oblika

k‘g N CQQ(UO — U1>2<U,g + Ul) + (COQUO + cnul)ug— (319)

(UQ — U1>[(011 + 022)u1 — 2002“0]“2 = 0

Pramen (7") s vrhom na temeljnom pravcu p; je oblika —ug + u; + mus = 0 te

koordinate sjecista s krivuljom &2 (3.19) zadovoljavaju jednadzbu
[COO + C11 — (011 — 2002 + CQQ)’/TL + 202277’12]’&011% —+ (m — 1)(011 — CQQTTL)ng = 0,

odnosno p; je dvostruki pravac ¢iji tip ovisi o izrazu pod korijenom

C11 + Ca2 — 2¢02 = \/(2602 —C1 — 622)2 - 8(000 + 011)622

4622

Slika 3.10: Cirkularna krivulja k2 tipa (0,2) dobivena sa o(p¢) (2b)
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Izotropni pravci krivulje k3 zadovoljavanju jednadzbu
U1 (u1 + Ug)(CQQUl + CHUQ) = 0,

te je krivulja k2 1-cirkularna 3. razreda tipa (0, 1). Pri ¢emu se izotropni pravac [0, —cy1, coo]
za c11 = 0 podudara s polarom p, a za |cj1| = |co2| podudara s jednim apsolutnim prav-
cem. U slucaju c;; = 0 krivulja k% sadrzi pravac q za koji vrijedi (fifs, pq) = —1, te je
polara p pravac krivulje k2 s diralistem u apsolutnoj tocki F'. Ako vrijedi |ey1| = |eaal,
analogno prijasnjem razmatranju, k2 je 2-cirkularna krivulja tipa (1,1) tj. (0,2) (sl. 3.10),

ako je generatorna krivulja k? kruznica tj. specijalna parabola tipa (2,0).

Podtip b) Neka je polara apsolutni pravac f; = [0,1, 1], te je jednadzba pravcaste

inverzije o, ¢y prema (3.15)
[, 1, U] — [ugur + ugta, ud — u3 + Usty, us — Ut + Uits] (3.20)

temeljni pravei su p[1, —\/75, \/75], p2[l, \/75, —*/75], a temeljne tocke P(0,1,1), Py (1, \/75, —\/75)

i P2( ) _\/757 \/Ti)
Generatorna krivulja k? koja sadrZi polaru f; moze biti specijalna hiperbola, specijalna
parabola ili kruznica. Slika specijalne hiperbole tipa (1,0) s obzirom na pravcastu inverziju

ot ¢) je krivulja 3. razreda oblika

k2 ... (coo+ ci1— Cop)upuy + Cootd + cryus+ (3.21)

[(coo — €11 + con)ud + (11 — 2¢90)u3Jug + (con — 2¢11 )uruz+
2corup[ug 4 (w1 — us)ug] 4 2cooug[ui — (uy — ug)uy] = 0
kojoj izotropni pravci zadovoljavaju jednadzbu
(ug — U2)2(011U1 + cooug) = 0,

te je k2 2-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (2,0). Tredi izotropni pravac ima koordinate
[0, ca2, —c11], dakle ako vrijedi |c11| = |coo| tada je k2 potpuno cirkularna krivulja tipa
(3,0) ili (2,1). Razmatranjem uvjeta, analogno kao ranije, za krivulju k% tipa (3,0) ge-
neratorna krivulja k% je kruznica, a za krivulju tipa (2,1) k? je specijalna parabola tipa
(2,0) (sl. 3.11).

Pramen (7T") s vrhom na polari f; ima oblik mug + u; — us = 0, te uvrstavanjem u

(3.21) dobiva se
[2c02 — 2¢o1(m® — 1) 4+ m(coo + c22 — c11 + cyym?®)Jug+

39



Poglavlje 3. Pravcasta inverzija

[2co0 + m(2¢o2 — 2¢o1 + cim + cng)]uluS =0

iz cega slijedi da je apsolutni pravac f; dvostruki pravac krivulje k2. Tip dvostrukog

pravca ovisi o izrazu pod korijenom

S e V/ (co2 — co1)? — 2coo(c11 + ca2)
b2 C11 + C22 .

Slika 3.11: Cirkularna krivulja k3 tipa (2,1) dobivena sa o) (3¢)

Preostalo je promotriti sliku krivulje k% koja sadrzi temeljni pravac p;, i € {1,2}
s obzirom na pravcastu inverziju o, ¢). Radi pojednostavljenja uvjeta na koeficijente
generatorne krivulje k? koja sadrzi temeljni pravac p;, i € {1,2}, ovaj slu¢aj promotrit
¢e se za apsolutnu figuru F¢y. Tada su temeljni pravci pg[1,1,0] i p2[1, —1,0], temeljne

tocke P(0,1,0), Pi(1,—1,0) i P(1,1,0), a jednadzba pravcaste inverzije o, ¢ je
[uo, w1, Us] > [ugte, urtg, ui — ul). (3.22)

Slika generatorne krivulje &2 koja sadrzi npr. temeljni pravac p; s obzirom na pravéastu

inverziju o, g je krivulja 3. razreda oblika

k’g . CQQ('LLO — ul)(uo + U1)2 + (75 [2(160 + u1)<602u0 -+ ClglLl) + (Coo'LLo — Cnul)lbg] = 0.

(3.23)
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Pramen (7') s vrhom na pravcu pp ima jednadzbu oblika ug + uy + mug = 0, te

koordinate sjecista s krivuljom k2 zadovoljavaju jednadzbu
[(Coo + C11 + 2m(012 — Cp2 + ngm)]U()Ug + m[cn + m(2012 + ngm)]ug =0.

Kako je us = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R tada slijedi da je pravac ps dvostruki
pravac krivulje k2. Ovisno o izrazu pod korijenom dobivenog iz uvjeta kada je uy = 0

trostruko rjesenje gornje jednadzbe

Coz — C12 & \/(012 - 602)2 - 2(Coo + C11)022
2022

Y

pravac pg je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infleksijski pravac krivulje

k3.

k2

=
/

Slika 3.12: Cirkularna krivulja k2 tipa (1,0) dobivena sa o, &) (1a)

Izotropni pravci krivulje k2 zadovoljavaju jednadzbu
Ui (CQQU/% — 2012U1U2 + CH’U/S) = 0,

dakle krivulja k? je l-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,0). Druga dva izotropna
pravca krivulje kg ovisno o izrazu 0%2 — C11c92 mogu biti par konjugirano imaginarnih

pravaca (sl. 3.12), par realnih pravaca ili se podudaraju. Nadalje, za c;; = 0 krivulja k2 je
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2-cirkularna tipa (2,0) (f; s diralistem u F), pri ¢emu je krivulja k? specijalna hiperbola
tipa (0,1), a za ¢;1 = c19 = 0 krivulja &2 ima $iljak u F te je potpuno cirkularna tipa

(3,0) (sl. 3.13), pri ¢emu je krivulja k? specijalna parabola tipa (0, 2).

v P, f P,

& u
P1 F Pz f1
K2

\

Slika 3.13: Cirkularna krivulja k2 tipa (3,0) dobivena sa o(¢, &) (3g)

Podtip c) Neka je pravac pl0, 0, 1] ortogonalne hiperbole H polara pravéaste inverzije
0(p)- Tada je prema (3.16) njena jednadzba

[, w1, Us] > [ugur, u?, ud — uyuy). (3.24)

Kako se svi temeljni pravci podudaraju s polarom p i temeljna tocka je P(0,1,0), ovo je
singularan podtip pravcaste inverzije.

Cirkularna krivulja 2. razreda koja sadrzi polaru p, pri ¢emu diraliste nije tocka P,
tj. vrijedi cos = 01 ¢p2 # 0, je specijalna hiperbola tipa (1,0) ili (0,1). Tada je slika

krivulje % s obzirom na pravcastu inverziju o, %) krivulja 3. razreda oblika
k‘% . 2602 (Ug — UOU1U2> + Ul[Cooug + 2001UOU1 + cu(ul(ul + UQ) + Ug)] =0. (325)
[zotropni pravei krivulje k3, zadovoljavaju jednadzbu

uf(ug & up) =0
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te je krivulja k3, 1-cirkularna krivulja tipa (0,1) ili (1,0).
Pramen (7') s vrhom na polari p je oblika mug + u; = 0, te koordinate sjecista s

krivuljom &3, zadovoljavaju jednadzbu
U,g[QCOQ(UO + mu2) + m((011 F Coo + 20017’71 + 011m2)u0 + cnmu2)] = 0.

Kako je ug = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, slijedi da je polara p dvostruki pravac,

a iz uvjeta za koji je ug = 0 trostruko rjesenje

2C02mU2 + 011m2u2 = 0,

2
m € {O, :F&},
C11

odredene su koordinate diralista (m, 1,0) na dvostrukom pravcu p. Uoc¢imo da je tip dvo-

strukog pravca uvijek dvostruka tangenta s jednim diraliStem u polu P, a drugo diraliste

se podudara s diralistem krivulje k2 na polari p.

Teorem 3.3.3. Neka je € ili H dana ortogonalna elipsa odnosno hiperbola i p proizvo-
ljan izotropni pravac u QHL(R). Tada pravéasta inverzija ope) odnosno o) presli-
kava (t,r)-cirkularnu krivulju 2. razreda k* koja sadrZi jedan temeljni pravac u krivulju

3. razreda k} odnosno k3, koja je
o (t + r)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (r,t) ako je p # f;, i € {1,2},

o (t+r+1)-cirkularna krivulja 3.razreda ako je p = i, i € {1,2}, pri cemu ako je
p = £y tada je k3 (k3,) tipa (t +r+1,0) zat <2 i tipa (2,1) za t = 2.
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Poglavlje 4

Nozisna transformacija

4.1 Nozisna transformacija u QH,(R)

Definicija 4.1.1. Za danu tocku T i évrsti neizotropni pravac p u QHy(R) nozisni pravac

tocke T' s obzirom na pravac p je spojnica tocke T i njoj okomite tocke na pravcu p.

Preslikavanje koje tocki pridruzuje pravac po definiciji 4.1.1 naziva se nozisna trans-
formacija i oznacavat Ce se sa op. Pravac p naziva se polarom nozisne transformacije, a
izotropne tocke P; = f; A p, i € {1,2}, polare p nazivaju se temeljnim tockama nozisne

transformacije.

Slika 4.1: Nozisni pravac t, tocke T" s obzirom na pravac p

Prema definiciji okomitih tocaka slijedi da za danu tocku T # F' i neizotropni pravac

p postoji jedinstvena okomita tocka 1" na pravcu p

VT,p)3AT) td. T'LT, T" € p, zaT #F, F ¢ p.
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Poglavlje 4. Nozisna transformacija

Posebno, apsolutna tocka F' okomita je na svaku tocku ravnine QH,(R), pa onda i na
svaku tocku danog pravca p. Nadalje, svakoj izotropnoj tocki T' € f;, i € {1, 2}, na pravcu
p okomita je tocka P; = f; A p, te slijedi da je tocka P; okomita sama na sebe. Stoga je
nozisnom transformacijom oy, svakoj tocki 7' ravnine QH,(R), koja nije apsolutna tocka
niti temeljna tocka, pridruzen jedinstven nozisni pravac tp, dok je apsolutnoj tocki F' i
temeljnim tockama P, ¢ € {1,2}, redom pridruzen pramen pravaca (F') odnosno (F;).

Dakle, apsolutna tocka i temeljne tocke su singularne tocke nozisne transformacije op,.

Definicija 4.1.2. Za danu krivulju ¢ reda n i polaru p nozZisne transformacije op u
QH,(R) nozisna krivulja ky krivulje ¢ je geometrijsko mgjesto nozisnih pravaca svih tocaka

krivulje C.

Teorem 4.1.1. Neka je dana krivulja 2. reda k* i polara p noZisne transformacije oy,
u QH,(R). Tada je noZisna krivulja krivulje k* racionalna potpuno cirkularna krivulja

4. razreda.

Dokaz. Nozisna krivulja je proizvod pridruzivanja niza tocaka na pravcu p i niza tocaka
krivulje k2, tako da je svakoj tocki pravca p pridruzen par tocaka krivulje k2, a svakoj
tocki krivulje k? pridruzena je jedna tocka pravca p. Dakle, postoji (1,2)-priduzivanje
izmedu pravea tj. krivulje 1. reda i krivulje 2. reda. Prema Chaslesovoj relaciji [12] slijedi
da je nozisna krivulja k;‘; razteda 1-2+4+2-1=4.

Svaki apsolutni pravac f;, i € {1,2}, sijece krivulju k% u dvije tocke kojima je pripadni
nozisni pravac apsolutni pravac fj. Stoga su apsolutni pravci dvostruki pravei krivulje klf_;
te je ona potpuno cirkularna krivulja tipa (2, 2).

Nadalje, polara p sijece krivulju k% u dvije tocke kojima se pripadni nozisni pravac
podudara s polarom p. Dakle, nozisna krivulja je krivulja 4. razreda s tri dvostruka pravca

te prema Pliickerovim relacijama slijedi da je ké racionalna krivulja. O]

Tip dvostrukog pravca nozisne krivulje k‘é ovisi o presjeku apsolutnog pravca odnosno
polare s generatornom krivuljom k2. Ukoliko je presjek par konjugirano imaginarnih
tocaka, dvije tocke koje se podudaraju ili dvije realne i razlic¢ite tocke, tada je pripadni
dvostruki pravac redom izolirani dvostruki pravac, infleksijski pravac ili dvostruka tan-
genta.

Ako krivulja 2. reda k? sadrzi barem jednu singularnu tocku nozisne transformacije oy,

tada ¢e nozisna krivulja k;é degenerirati, odnosno vrijedi sljedece:
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i) Fek? op K (
P, e k? 1 e€{1,2}, op k2 (
i) F,Pek?® ie{l,2}, op:k?*— (F)U(P)UKk?
P, P, € k2, op kK2 (
iii) F,P,P,ek? A e
Kako je prema teoremu 4.1.1 nozisna krivulja racionalna krivulja, tada krivulja k;f, sadrzi
samo jedan dvostruki pravac. Ako je F' € k? odnosno ako je generatorna krivulja k2
parabola, tada je polara p dvostruki pravac krivulje ki, a ako je P, € k?, i € {1,2}, tada
je dvostruki pravac fj, j € {1,2}, j #i.

4.2 Veza pravcaste inverzije i nozisne transformacije

Propozicija 4.2.1. Neka je dana krivulja k' razreda n i pravéasta inverzija O(c,r) S 0bzi-
rom na krunicu k i njenu centralu c. Tada je slika k., krivulje k' pri preslikavanju O(e,r)
ujedno i nozisna krivulja krivulje k s obzirom na centralu c, gdje je k polarno-reciproéna

. .. ! . . -
krivulyi ks obzirom na kruZnicu k.

Dokaz. Za krivulju k' i pravéastu inverziju O(c,r) slijedi

/

V=0@cx)=(uAc)Am.(a), uck,

Tlepw) : k' — k,..

Polarno-reciproéna krivulja k krivulje k' je skup tocaka T takvih da vrijedi

te je ocito T' € v. Nadalje, neka je 7' =uAc,u =TAFiv =T AF (sl. 42), te iz

polariteta 7, slijedi

/ /

me(u)=1T,

(f1f2, ulvl) =—1.

Dakle, tocka T" okomita je tocki T na praveu ¢ te je pravac v nozisni pravac tocke T' € k,

a k. nozisna krivulja krivulje k, pri ¢emu je pravac ¢ polara nozisne transformacije. [

Takoder vrijedi i obratno:
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Slika 4.2: Veza pravcaste inverzije o(c ) 1 nozisne transformacije o

Korolar 4.2.1. Neka je dana krivulja k reda n, polara p noZisne transformacije op 1
proizvoljna kruznica k kojoj je pravac p centrala. Tada je noZisna krivulja ky krivulje
k ujedno i slika krivulje k' s obzirom na pravéastu inverziju O(px), gdje je k' polarno-

reciprocna krivulja krivulje k s obzirom na kruzZnicu k.

Ove tvrdnje analogne su tvrdnjama o vezi izmedu nozisne transformacije i obicne

inverzije u euklidskoj ravnini koje se mogu naéi u [28], [39].

Konstrukcija diralista na dvostrukim pravcima nozisne krivulje k,

Neka je kp nozisna krivulja krivulje k? s obzirom na nozisnu transformaciju o,. Tada

se diraliSta na dvostrukim pravcima krivulje k, mogu konstruirati na temelju sljedeceg:

e na polari p - tocke okomite sjecistima polare p i generatorne krivulje &% na polari

p nozisne transformacije su diralista krivulje kp,

e na apsolutnim pravcima f;, ¢ € {1,2} - neka su R; i S; sjecista generatorne krivulje
i apsolutnog pravca f;, tada su tocke D; i D; diralista na apsolutnom praveu f;, za

koje vrijedi (F'D;, PR;) = —11 (FD;’ P.S;) = —1.

Ove konstrukcije izvedene su iz svojstava bicirkularnih krivulja 4. reda dobivenih nozisnom

transformacijom u euklidskoj ravnini obradenih u ¢lanku [20].
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Konstrukcija diralisSta na proizvoljnom pravcu nozisne krivulje k,

Kako prema korolaru 4.2.1 svaku nozisnu krivulju mozemo dobiti kao sliku pravcaste
inverzije, tada konstrukcija diraliSta na proizvoljnom pravcu nozisne krivulje slijedi iz
konstrukcije u poglavlju 3.1. Medutim u nastavku ¢e se pokazati jednostavnija konstruk-
cija.

Lema 4.2.1. Neka je dana kruznica k, njena centrala p i trokut ANABC' opisan kruznici
k u QH,(R). Tada je jedan vrh trokuta ANABC' incidentan s centralom p ako i samo ako

su druga dva vrha medusobno okomita.

Slika 4.3

Dokaz. Neka je dana kruznica x, njena centrala p, tocka C' € p, te pravci a i b kruznice &
incidentni s tockom C, pri ¢emu su tocke D, i Dy, pripadna diralista (sl. 4.3). Promotrimo
sve trokute AA;B;C' opisane kruznici k tako da je A; € bi B; € a. Tada pridruzivanje

tocaka na pravcima a i b zadano s

B;i— A, Cea— Dy, D,— CE€EDb

odreduje projektivitet dvaju nizova tocaka (a) A (b) ¢iji je proizvod krivulja 2. razreda,
odnosno tocnije kruznica k.
Nadalje, neka je a; = FANA,;, b; =FAB;,i=FNCid= D,A D, tada pridruzivanje
a; < by, ied
definira involuciju na pramenu (F'). Kako je ¢etverostran fyafab opisan kruznici x tada
vrijedi

m(p)=F, m.(i)=pAd = (ab, pi)=—1, (id, f1f;) = -1
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te slijedi da su f; i f5 fiksni pravei involucije (F). Dakle, involucija (F') je hiperbolicka i

svaki je pridruzeni par pravaca u harmonitetu s fiksnim pravcima involucije, stoga vrijedi

V(a;, by) (ajby, fifs) = —1 = V(A;, B;) A;LB;.

171

Obrat. Neka je c pravac kruznice k. Promotrimo sve trokute AA; B;C; opisane kruznici
k tako da je A;, B; € ci A; L B;, te neka su stranice trokuta pripadno oznacene a; = B; AC;
i b; = A; A C;. Okomite tocke na praveu c ¢ine involutoran niz (c), pri ¢emu su fiksne
tocke involucije izotropne tocke pravca c, F; = cAf; i Fy, = ¢ Afy. Involucija na pravcu c
definira involuciju 2. reda na kruznici k kojoj je srediste tocka F', a os involucije centrala
p kruznice k. Kako se tangente polozene u parovima tocaka involutornog niza 2. reda

neke konike na tu koniku sijeku u tocki na osi involucije [21], tada slijedi
ai/\bi:C’i, OZ € p.
O

Prethodna lema predstavlja, u kvazihiperbolickoj ravnini QH,(R), analogon poznatog

Talesovog teorema o pravom kutu nad promjerom kruznice i njegovog obrata.

Definicija 4.2.1. Simetrala kuta Z(a;,az), A = a3 A ag, je pravac s za koji vrijedi

(ajag, si) = —1, gdje jei= AN F izotropni pravac incidentan s tockom A.

Propozicija 4.2.2. Neka je dana krivulja 2. reda k i polara p noZisne transformacije Op-
Tada je nozisna krivulja ky krivulje k ujedno i omotaljka kruinica koje sadrie polaru p,

a centrale tih kruznica su simetrale kuteva izmedu polare p i tangenata krivulje k.

Dokaz. Neka je k proizvoljna kruznica kojoj je polara p centrala, k' polarno-reciproéna
krivulja krivulji k& s obzirom na kruznicu i neka je t tangenta krivulje k u proizvoljnoj
tocki T' € k. Tada po definiciji 4.1.1 i prema korolaru 4.2.1 za nozisni pravac tp, tocke T'
vrijedi

t, =TT ,T LT, T €p,

tp = O'(p’,{)(t/), t/ = 7T_1(T).

K

Nadalje, prema svojstvu polariteta m, slijedi

m.(t)=U, Uet

49



Poglavlje 4. Nozisna transformacija

te se pramen (U) pravcastom inverzijom o(p ) preslikava u krivulju sp
) - (U) = Kp.

Prema teoremu 3.1.1 xp je krivulja 2. razreda koja sadrzi pravce f;, fz, p i t stoga slijedi
da je krivulja kp kruznica. Takoder, krivulja xp sadrzi i pravac t, koji je slika pravca t’
s obzirom na pravcastu inverziju o ., te je trostran tt,p je opisan kruznici k. Sada
prema lemi 4.2.1 slijedi da vrh trostrana p At lezi na centrali ¢ kruznice xp (sl. 4.4). Kako
vrijedi (pt, ci) = —1, gdje jei = (pAt) A F, centrala c je prema definiciji 4.2.1 simetrala
kuta Z(p,t).

Slika 4.4: Konstrukcija diraliSta na pravcu nozisne krivulje kp

Prema teoremu 4.1.1 krivulja kp je 4. razreda, pa se s proizvoljnom kruznicom sijece
u 8 pravaca. Pokazimo da je s dirna kruznica krivulje kp tj. da imaju u pravcu t, dodir
1. vrste, odnosno da osim pravca t, imaju jos 6 zajednickih pravaca.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da se kp i Kp osim u t, sijeku jos u 7 pravaca.
Prema teoremu 4.1.1 krivulji &, su pravci f, f3 i p dvostruki pravci, stoga 6 zajednickih
pravaca krivulje kp i kp su pravci fy, f5 i p. Preostalo sjeciSte je po pretpostavci razlicito
od pravca ty i neka je oznaceno s t;).

Kako je t'p € Kp, tada prema lemi 4.2.1 za trostran tpt;) opisan kruznici kp slijedi da
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su tocke T} i Tll okomite, pri cemu je 77 =t A t;, i T1' =pA t;). S druge strane iz tlp € kp
slijedi da je Ty € k.

Odavde slijedi da pravac t sijece krivulju k u 3 tocke, jer osim tocke T} postoji veé
ranije istaknuta tocka T" koja je diraliSte na pravcu t te se stoga broji dva puta. Buduéi

da se ovaj zakljucak protivi pretpostavci da je krivulja k 2. reda, tada slijedi 7y = 7. O

Propozicija 4.2.2 je analogon tvrdnje da su bicirkularne krivulje u euklidskoj ravnini
omotaljke kruznica koje prolaze dvostrukom tockom bicirkularne krivulje, a sredista im
leze na nekoj krivulji 2. reda [5], [15], [19].

Kako je kp dirna kruznica krivulje k, tada se konstrukceija proizvoljnog diralista pravca
tp nozisne krivulje kp, podudara s konstrukcijom diralista za zadani pravac kruznice (dual
konstrukcije tangente u zadanoj tocki kruznice). Dakle, za danu tocku T generatorne
krivulje neka je pravac s simetrala kuta izmedu polare p i tangente t krivulje u tocki 7.

Tada je tocka D okomita tocki s A t, na pravcu ty, diraliste krivulje &, na praveu tp,.

4.3 Cirkularne krivulje 3. razreda dobivene nozisSnom

transformacijom

Bez smanjenja opcenitosti neka je pravac pl[l,0,0] polara nozisne transformacije op.
Tada su tocke P;(0,F1,1), ¢ € {1,2}, temeljne tocke nozisne transformacije op.
Opéenito jednadzba tocke X’ koja je okomita tocki X (zg,z1,x2) na pravcu p[l,0, 0]

racuna se na sljedec¢i nacin:

xO '1.1 x2 = 07 t = X /\ F = [07 I27 _xl]’

(flfz, tt/) =—-1 = t = Z@H(t) = [0, —$1,I2],

0 —x1 zo | =0, X'=t'Ap = (0,29, 7).
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Stoga je jednadzba nozisnog pravca tp tocke X

To T1 T2

=0, tp=XAX =[22 13 — ]
Top T1 T2 | =Y p= = |77 — Ty, —ToT1, ToT2],
0 To XTq

iz cega slijedi jednadzba nozisne transformacije oy
2 _ .2
(20, T1, L) > (U] — U5, —UgUy, Ugllsa). (4.1)

Posebno ée se razmotriti nozisna krivulja u slucéaju kad generatorna krivulja k? sadrzi
singularnu totku nozisne transformacije o, koja je temeljna tocka, te kad krivulja k2
sadrzi singularnu tocku nozisne transformacije o koja je apsolutna tocka F'.

Koeficijenti krivulje 2. reda k? dane jednadzbom (2.6) koja sadrzi tocku P;, i € {1,2},

moraju zadovoljavati uvjet ¢y; + €29 £ 2¢15 = 0. Tada pripadna nozisna krivulja ima oblik

]{?2 Ce U,g(éuul + EQQUQ) + (Ul F UQ)[ZEOQUOUQ — 2501’&01,61 + Eoo(u% - U;)] = O, (42)

kojoj izotropni pravci zadovoljavaju jednadzbu
(Ul + U2)2<U1 + UQ) = O,

dakle krivulja k:g je potpuno cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,2) ili (2,1).
Analizu dvostrukog pravca krivulje kg’ provest ¢e se kada generatorna krivulja k? sadrzi
tocku P,(0,1,1). Pramen pravaca (T') oblika mug — uy + uz = 0 sijece krivulju &} u

pravcima ¢ije koordinate zadovoljavaju
U%[m(éu -+ m(éoom — 2501)U0 + (511 -+ 522 + 2771(502 — 501 -+ E(]om))UQ] =0.

Ocito je uy = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, te slijedi da je f; dvostruki pravac

krivulje k;g’. Uvjet za koji je ug = 0 trostruko rjesenje je

11 + Caa + 2m(Coz — Co1 + Coom) = 0,

Co1 — Coo & \/(Coz — Co1)? — 2600 (C11 + Ca2)

2600

myo =

)

stoga ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jednak nuli dvostruki
pravac krivulje kﬁ je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta (sl. 4.5) ili infleksijski

pravac (sl. 4.6).
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Slika 4.5: Cirkularna krivulja A tipa (2,1) dobivena kao nozisna krivulja hiperbole (3c)

Slika 4.6: Cirkularna krivulja k2 tipa (2,1) dobivena kao nozisna krivulja specijalne hi-

perbole (3d)
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Ako krivulja k? sadrzi apsolutnu tocku F tada je ¢yo = 0, te pripadna nozisna krivulja

ima oblik
kg oo 2(us — ud) (Coruy — Cogtin) + ug(Criud + Caous — 2C19uiuy) = 0, (4.3)
a izotropni pravci zadovoljavaju jednadzbu
(uy — ug)(uy + uz)(Corus — Cogug) = 0.

Nozisna krivulja k3 je 2-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,1), a uz uvjet |Go1| = |zl
nozisna krivulja je potpuno cirkularna tipa (2,1) tj. (1,2), pri ¢emu je krivulja k? tada

specijalna parabola tipa (2,0) tj. (0,2) (sl. 4.7).

Slika 4.7: Cirkularna krivulja k:;’ tipa (2,1) dobivena kao nozisna krivulja specijalne para-

bole (3a)

Pramen pravaca (7T") s vrhom na polari p je oblika u; + mus = 0 i sijece krivulju k:;’ u

pravcima ¢ije koordinate zadovoljavaju jednadzbu
Ug [EQQUO + m(2512 + Enm)uo + 2(502 + EOlm)(m2 — 1)u2] =0.

Ocito je ups = 0 dvostruko rjesenje za svaki m € R, te je polara p dvostruki pravac krivulje
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k3~ Za us = 0 trostruko rjesenje dobiva se uvjet

Coa + m(2¢12 + ¢1ym) = 0,

— _2 — —
G2 + \/Cly — C11C22
mig = G )
11

stoga ovisno da li je izraz pod korijenom negativan, pozitivan ili jedank nuli dvostruki

pravac krivulje kf; je izolirani dvostruki pravac, dvostruka tangenta ili infleksijski pravac.

Teorem 4.3.1. Neka je dana krivulja 2. razreda k* i proizvoljan neizotropni pravac p u

QH,(R). Tada je nozisna krivulja k;g s obzirom na pravac p krivulja 3. razeda ako

o krivulja k? nije parabola ili specijalna parabola i pravac p je incidentan s izotropnom

tockom krivulje k2, te je krivulja k;g potpuno cirkularna tipa (1,2) ili (2,1),

o krivulja k*® je parabola ili specijalna parabola i pravac p nije incidentan s izotrop-
nom tockom krivulje k*, te je krivulja k:;’ redom 2-cirkularna tipa (1,1) ili potpuno

cirkularna tipa (2,1) odnosno (1,2).
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Projektivna tvorba

5.1 Projektivna tvorba u P?(R)

Projektivna tvorba je nacin tvorbe krivulje koja je nastala projektivnim pridruziva-
njem. Projektivno se mogu pridruziti nizovi tocaka, pramenovi pravaca ili pramenovi
krivulja drugog odnosno viseg reda ili razreda. Projektivni odnos dvaju nizova, dvaju
pramenova ili niza i pramena odreden je s tri para pridruzenih elemenata jednog niza, od-
nosno pramena, s drugim nizom, odnosno pramenom [19], [22]. Proizvod projektivno pri-
druzenog niza toc¢aka i pramena krivulja 2. razreda je krivulja 3. razreda, [19], [40]. Dakle,
krivulja 3. razreda dobivena projektivnom tvorbom je skup pravaca krivulja 2. razreda
incidentnih s projektivno pridruzenom tockom niza. Kako su krivulje 2. razreda ujedno i
2. reda, tada mozemo reé¢i da je krivulja 3. razreda skup tangenata iz tocaka niza na njoj
projektivno pridruzenu krivulju 2. reda.

Pramen krivulja 2. razreda zadan je s Cetiri temeljna pravca, dok je niz tocaka zadan
pravcem koji je njegov nosilac. Stoga neka je pramen krivulja 2. razreda [Cy, Cs] odreden
s dvije krivulje 2. razreda (; i (5, gdje su C i Cy pripadne matrice konika, te neka su P

i P, dvije tocke koje odreduju nosilac niza tocaka [Py, P,]. Neka je
VI [01,02] — [Pl,PQ]

projektivno pridruzivanje krivulje 2. razreda C7+ AC5 i tocke Py + AP za svaki A € RUoo.

Tada je jednadzba krivulje 3. razreda k3 dobivena projektivnim pridruZivanjem 7
F(u)=u’Ciu- Pfu—u’Cou- Plu=0. (5.1)
Kao sto je receno, svaki projektivitet, pa tako i projektivitet m jednoznacno je odreden s
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tri para pridruzenih elemenata. Naime, krivulja 3. razreda k3 sadrzi cetiri temeljna pravca
pramena krivulja 2. razreda [C}, Cs], nosilac niza tocaka [Py, P,], dva pravca krivulje (3
incidentna s tockom Pj, te dva pravca krivulje ¢, incidentna s tockom P,. Prema [27]
za odredivanje krivulje 3. razreda potrebno je devet pravaca, medutim devet pravaca
ne odreduje u svakom slucaju jednu krivulju 3. razreda, stoga uvjet od 9 pravaca nije
dovoljan za jednoznacéno odredivanje krivulje 3. razreda. Za definiranje projektiviteta
7, osim para pridruzenih elemenata ((1, P1) i (¢2, P»), potreban je jos jedan par krivulje
2. razreda iz pramena [C}, Cy] i tocke niza [Py, P5]. Medutim, iako se ovisno o izboru treceg
para dobivaju razlic¢ite krivulje 3. razreda njihova svojstva, koja ¢emo proucavati, ostaju
ista. Nadalje, treba uociti da proporcionalne matrice C1, Cs, Py, Py i aCy, BCs, vP1, 6P,
reprezentiraju iste dvije krivulje 2. razreda, odnosno iste dvije tocke, ali pripadne krivulje
3. razreda dane s (5.1) ne moraju biti jednake.

Promotrimo svojstva projektivnog pridruzivanja m u realnoj projektivnoj ravnini P?(R).

Neka je v pravac krivulje 3. razreda k2, pri ¢emu bez smanjenja opéenitosti mozemo

pretpostaviti da je v pravac krivulje 2. razreda (; incidentan s tockom P;. Tada vrijedi
viCiv=0, Plv=0.

Napomena. Opcenito, ako je (; krivulja 2. razreda i v pravac te krivulje, tada su

sljedec¢a tri slu¢aja moguca:

- (1 je nedegenerirana krivulja 2. razreda, te je vICiw = 0 jednadzba diralista na

pravcu v krivulje (.

- (41 je degenerirana krivulja 2. razreda, te pravac v nije njen singularni pravac,
npr. ¢; = (Z;) U (21), Ziev, 7y ¢ v. Tada totka Z; ima jednadzbu v Ciw = 0,

te je Z; diraliste na pravcu v krivulje (.

- (4 je degenerirana krivulja 2. razreda sa singularnim pravcem v, tj. (; = (Z;)U (Zl),

Zn, Z, € v, te tada vrijedi v Ciw = 0 za svaki pravac w.

Svaka tocka X na pravcu v moze se prikazati kao sjeciste pravca v i nekog pravca w.

Sada je svaki pravac tockom X dan matricom v + tw, pa je tocka X parametrizirana s
X...v+4+itw, t € RUoo.
Tada su pravci krivulje k2 incidentni s tockom X nultocke sljede¢eg polinoma
p(t) == F(v+tw) = tF (v, w) + t*Fy(v,w) + t* F3(v, w),
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gdje je
Fi(v,w) = 2Pfv-vICiw — Plw -vTCyv,
F(v,w) = Plv-wiOiw+2Pfw-vICiw — 2Pl'w - v Cyw,
F(v,w) = Plw-wiCiw— Pl'w-w!Cyw.

Jednadzba tocke diralista na regularnom pravcu v krivulje &2 je
Fi(v,w) =0, (5.2)

jer je tada t = 0 nultocka polinoma p kratnosti 2, te je pravac v presjek krivulje &3 i
pramena (X ) kratnosti 2, odnosno tocka X je diraliste na pravcu v krivulje k3.

Nuzan uvjet da bi pravac v bio dvostruki pravac krivulje k3 je
Fi(v,w)=0, VYw, (5.3)

jer je tada t = 0 nultocka polinoma p kratnosti 2 za svaki pravac w. Jednadzbe diralista

na dvostrukom praveu v krivulje k3 odredene su s jednadzbom
Fy(v,w) =0. (5.4)

Totka X na regularnom praveu v krivulje 3. razreda k2 je Siljak ukoliko vrijedi
Fy(v,w) = 0 samo za pravce w incidentne s diralistem X na pravcu v.

Za pravac v krivulje k2 takav da je v € (; i P; € v, razmotrit ¢e se sljedeéi slucajevi

(sl. 5.1):

) v G, gV

pravac v nije temeljni pravac pramena [C1, Cs], niti nosilac niza [Py, Py],

i) ve (o, ¢V

pravac v je temeljni pravac pramena [C7, Cs], ali nije nosilac niza [Py, Ps],

i) ve(y, PbEV

pravac v nije temeljni pravac pramena [C, Cy], ali je nosilac niza [Py, Py,

iV) VECQ, PQEV

pravac v je temeljni pravac pramena [C}, Cs] i nosilac niza [Py, Ps).
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Slika 5.1: Slucajevi medusobnog odnosa pramena [C}, Cs] i niza [Py, Ps]

Za v € (o vrijedi vICyv =0, a za P, € v vrijedi Pfv = 0.

Slucaji)ve(, PLev, vy, Podv
Ako je (4 degenerirana krivulja 2. razreda sa singularnim pravcem v, tada jednadzba
(5.2) ima oblik

PlTW vICyv = 0,
te je tocka P; diraliste na pravcu v krivulje k2.

Teorem 5.1.1. Neka je [Cy, Cs] pramen krivulja 2. razreda i [Py, Py] niz tocaka, te neka
je proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy, Cy] — [Py, Po] krivulja 3. razreda k3. Ako je
tocka niza pridruZena degeneriranoj krivulji 2. razreda incidentna sa singularnim pravcem

v te krivulje, tada je ta tocka niza diraliste na praveu v krivulje k3.

Ako je (i degenerirana krivulja 2. razreda s nesingularnim pravcem v, npr. {; =
(Z\) U (Zy), Zy € v, Z, ¢ v, tada jednadzba (5.2) predstavlja tocku koja je linearna
kombinacija tocaka Z; i P;.

Ako je (; nedegenerirana krivulja 2. razreda, tada se iz jednadzbe (5.2) moze posebno
zakljuciti da ¢e se diraliste krivulje k3 podudarati s diralistem krivulje ¢; u slu¢aju kada

je tocka P, diraliste krivulje (;.
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Teorem 5.1.2. Neka je [Cy, Cs] pramen krivulja 2. razreda i [Py, Py] niz tocaka, te neka
je proizvod projektivnog pridruzivanja m : [Cy, Co] — [Py, Po] krivulja 3. razreda k2. Ako
postoji tocka niza koja je diraliste njoj pridruZene krivulje 2. razreda, tada je ta tocka

ujedno i diraliste krivulje k3.

Slucaj ii) v € (1,(, PL eV, P» ¢ v.

Ako je (; degenerirana krivulja 2. razreda sa singularnim pravcem v, npr. (; = (Z;) U
(21), Z1,Zy € v, tada se krivulje pramena [Cy, C5] medusobno dodiruju u nekoj tocki
na pravcu v. U tom slucaju uvjet (5.3) je ispunjen, te je v dvostruki pravac krivulje k2.
Pripadna diralista na dvostrukom pravcu v dana su jednadzbom (5.4), koja se u ovom
slucaju svodi na

Plv-wiCyw — 2P'w - vI Cyw = 0. (5.5)

Ako je krivulji {5 tocka Z; diraliste, tada je [Cy, Cs] oskulirajuéi pramen u tocki na praveu

v, te jednadzba (5.5) ima oblik
ZTw - [PIv- 2, w — 2wPTw] = 0,
za neki w € R. Time je tocka Z; jedno od diralista na dvostrukom pravcu v krivulje k3.

Teorem 5.1.3. Neka je [C1,Cs] pramen krivulja 2. razreda sa zajednickim diralistem
na temeljnom pravcu v i neka je [Py, Py] niz tocaka, te neka je proizvod projektivnog
pridruzivanja 7 : [C1, Co] — [Py, Py] krivulja 3. razreda k3. Ako je degeneriranoj krivulji
2. razreda sa singularnim pravcem v pridruZena tocka niza incidentna s pravcem v, tada je
v dvostruki pravac krivulje k2. Nadalje, ako se krivulje 2. razreda pramena [Cy, Cy] osku-
liraju (hiperoskuliraju) u tocki na praveu v, tada je zajednicko diraliste krivulja pramena

jedno od diralista krivulje k3 na dvostrukom pravcu v.
Ako je krivulja (; nedegenerirana, tada jednadzba (5.2) ima oblik
Plv -vICyw =0,
te se diraliste na pravcu v krivulje k3 podudara s diralistem krivulje (;.

Teorem 5.1.4. Neka je [Cy,C5) pramen krivulja 2. razreda s temeljnim pravcem v i
[Py, Py] niz tocaka, te neka je proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy, Cs] — [Py, Py
krivulja 8. razreda k3. Diraliste na praveu v krivulje k3 podudara se s diralistem krivulje

2. razreda kojoj je pridruZena tocka niza incidentna s pravcem v.
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Posebice, ako se krivulje pramena [Cy, C5] medusobno dodiruju u tocki na temeljnom
pravcu, tada je zajednicko diraliste pramena [Cy, Cs] ujedno i diraliste krivulje k2.
Takoder diraliste vI' Cyw = 0 moze biti Siljak na praveu v krivulje k3. U tom slucaju

jednadzba Fy(v,w) = 0 je oblika
PzTV -wlCyw — 2P1TW vICyw =0

i mora biti ispunjena za sve pravce w takve da vrijedi v’ Ciw = 0. Ako je (; degenerirana
krivulja 2. razreda s nesingularnim pravcem v, npr. ( = (Z1) U (Z1), Zi € v, Z1 ¢ v i

krivulji ¢; je tocka Z; diraliste, tada je u tocki Z; siljak krivulje k3.

Teorem 5.1.5. Neka je [Cy, Cs] pramen krivulja 2. razreda sa zajednickim diralistem na
temeljnom praveu v i neka je [Py, Py] niz tocaka, te neka je proizvod projektivnog pri-
druzivanja 7 : [Cy,Cs] — [Py, Ps] krivulja 3. razreda k3. Zajednicko diraliste krivulja
pramena [Cy, Cs] je diraliste krivulje k3 na praveu v. Ako je degenerirana krivulja 2. raz-
reda s nesingularnim pravcem v pridruzena tocki niza koja je incidentna s pravcem v,

tada je zajednicko diraliste Siljak na pravcu v krivulje k3.

Slucaj iii) ve (i, P, €v,v&(
Jednadzba (5.2) ima oblik

Pl'w -vICyv =0,

te slijedi da je tocka P; diraliste na pravcu v krivulje k2. Dakle, diraliste na nosiocu niza
[Py, P5] krivulje k3 je totka tog niza koja je pridruzena jedinstvenoj krivulji 2. razreda iz
pramena [C, Cy] koja sadrzi nosioca niza [Py, Py].

Tocka P je siljak na praveu v krivulje k3 ako i samo ako je vI'Ciw = 0 za svaki pravac
w incidentan s tockom Py, tj. P{w = 0. Takva ¢e totka postojati u slucaju kada je tocka

P, diraliste krivulje ¢; ili kada je krivulja (; degenerirana sa singularnim pravcem v.

Teorem 5.1.6. Neka je [C, Cy] pramen krivulja 2. razreda i neka je [Py, Py] niz tocaka,
te neka je proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy,Cy] — [Py, Ps] krivulja 3. razreda
k2. Diraliste krivulje k2 ma nosiocu niza [Py, Ps] podudara se s tockom koja je pridruzena
krivulji pramena [Cy, Cy] i sadrzi nosioca niza. Ako je ta tocka ujedno i diraliste pridruzene
krivulje 2. razreda ili je krivulja 2. razreda degenerirana, te joj je singularni pravac nosilac

niza, tada je diraliste Siljak na pravcu v krivulje k3.
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Sluéaj iv) ve (1, P, Pev
Uvjet (5.3) je ispunjen, stoga slijedi da je pravac v dvostruki pravac krivulje k3. Diralista

na dvostrukom pravcu v dana su s jednadzbom (5.4) koja se svodi na
Plw -vI'Ciw — Pl'w - vICyw = 0. (5.6)

Jedno diraliste krivulje k3 na pravcu v podudara se s diralistem krivulje ¢; ako i samo
ako je tocka P; diraliste krivulje (7 ili ako krivulja (5 dodiruje krivulju ¢;. Ako je tocka P;
diraliste krivulje (;, tada je ona ujedno i jedno diraliste na dvostrukom pravcu v krivulje

k2, dok je drugo diraliste dano jednadzbom
Plw —w-vICyw =0, zanekiwcR.

Stoga, ako je i tocka P, diraliste krivulje (5, tada se drugo diraliste na dvostrukom pravcu

v krivulje k2 podudara s tockom P,.

Teorem 5.1.7. Neka je [Cy,Cy) pramen krivulja 2. razreda s temeljnim pravcem v i
neka je [Py, Py| niz tocaka kojemu je pravac v nosilac, te neka je proizvod projektivnog
pridruzivanja 7 : [Cy, Cy) — [Py, By] krivulja 3. razreda k2. Pravac v je dvostruki pravac
krivulje k2. Ako postoji tocka niza koja je ujedno i diraliste pridruZenoj krivulji pramena,

tada je ta tocka diraliste krivulje k3 na dvostrukom pravcu v.

Ako se krivulje (; i (5 dodiruju, tada je njihovo zajednicko diraliste jedno diraliste
na dvostrukom pravcu v krivulje k2. Kako se u tom slucaju krivulje pramena [C}, C]
medusobno dodiruju u nekoj tocki na pravcu v, tada postoji degenerirana krivulja pra-
mena sa singularnim pravcem v. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
(; ta degenerirana krivulja. Tada iz (5.6) slijedi da su diralista na dvostrukom pravcu v

krivulje k2 odredena jednadzbom
Pl'w -vICyw = 0.

Ocito je jedno diraliste na pravcu v zajednicko diraliste krivulja pramena [C}, Cy], dok je
drugo diraliste tocka pridruzena degeneriranoj krivulji kojoj je v singularni pravac. Ta se

dva diralista mogu podudarati, te ¢e tada pravac v biti infleksijski pravac krivulje k2.

Teorem 5.1.8. Neka je [Cy, Cs] pramen krivulja 2. razreda sa zajednickim diralistem na

temeljnom pravcu v i neka je [Py, Py| niz tocaka kojemu je pravac v nosilac, te neka je
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proizvod projektivnog pridruzivanja w : [Cy, Co] — [Pr, By| krivulja 3. razreda k2. Pravac
v je dvostruki pravac krivulje k2, gdje je jedno diraliste na pravcu v zajednicko diraliste
pramena [Cy, Cs]. Drugo diraliste je tocka niza pridruZena degeneriranoj krivulji pramena

sa singularnim pravcem v.

5.2 Cirkularne krivulje 3. razreda dobivene projek-

tivnom tvorbom u QH,(R)

U poglavlju 3.4 pokazani su rezultati projektivne tvorbe u projektivnoj ravnini P?(R)
izmedu pramena krivulja 2. razreda i niza tocaka, te ¢e se u ovom poglavlju objasniti nji-
hova kvazihiperbolicka interpretacija s ciljem konstruiranja cirkularnih krivulja 3. razreda.
[zabiranjem odgovarajuc¢ih pramenova krivulja 2. razreda i nizova tocaka, te odabirom pro-
jektivnog pridruzenja izmedu njih mogu se konstruirati razliciti tipovi cirkularnih krivulja
3. razreda u kvazihiperbolickoj ravnini QH,(R). Pri ¢emu neke tipove mozemo dobiti na
vise nacina projektivnog pridruzivanja. Kako krivulja 3. razreda dobivena projektivnim
pridruzenjem pramena krivulja 2. razreda i niza tocaka sadrzi temeljne pravce pramena i
nosilac niza tada se u kvazihiperbolickoj ravnini QH,(R) cirkularnost krivulje 3. razreda
moze osigurati izabiranjem pramenova krivulja 2. razreda koji sadrze apsolutni pravac

kao temeljni pravac pramena ili niza tocaka kojemu je apsolutni pravac nosilac.

1-cirkularne krivulje 3. razreda

Teorem 5.2.1. Neka je [Cy, Cy) pramen krivulja 2. razreda i [Py, Py| niz izotropnih tocaka
u QH,(R). Tada je proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy, Cs] — [Py, Ps] barem 1-

cirkularna krivulja 3. razreda k3.

Teorem 5.2.2. Neka je [Cy,Cs] pramen specijalnih hiperbola i [Py, Py] niz tocaka u
QH,(R). Tada je proizvod projektivnog pridruZivanja 7 : [Cy,Cy] — [Py, Py] barem 1-

cirkularna krivulja 3. razreda k2.

Ako je projektivnim pridruzenjem 7 u teoremu 5.2.1 apsolutnoj tocki F' pridruzena
elipsa, hiperbola ili parabola, tada je k2 1-cirkularna krivulja tipa (1,0) ili (0,1), a preostala
dva izotropna pravca su redom par konjugirano imaginarnih pravaca, dva realna i razlicita

pravca ili se podudaraju. Zadnji slucaj proizlazi iz teorema 5.1.2.
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Prema teoremima 5.1.3 i 5.2.1 moze se konstruirati 1-cirkularna krivulja s dvostru-
kim izotropnim pravcem koji je izolirani dvostruki pravac ili dvostruka tangenta (sl. 5.2).
Neka je nosilac niza [Py, P5] apsolutni pravac fi, a [Cy,C5] pramen krivulja 2. razreda
sa zajednickim diraliStem na izotropnom pravcu v, te neka je proizvod projektivnog pri-
druzivanja 7 : [C}, Cy] — [Pi, P| krivulja 3. razreda k3. Ako je degeneriranoj krivulji
2. razreda sa singularnim pravcem v pridruZena apsolutna tocka F', tada je krivulja k3
1-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (1,0) s dvostrukim izotropnim pravcem v. Na slici

5.2 parovi projektiviteta 7 su ((Z,) U (Z1), F), (Z2) U (Zs), P3) i (Cs, Ps).

Slika 5.2: Cirkularna krivulja &2 tipa (1,0) dobivena projektivnom tvorbom (1e)

Napomena. Krivulja dualna krivulji &2 na slikama dobivena je algebarski. Toénije,
jednadzba redne krivulje koja je dualna razrednoj krivulji dane s jednadzbom f(u,v) =0
dobiva se presjecanjem razredne krivulje pramenom pravaca s vrhom u tocki M (z,y)
uzr +vy+1=0. Uvjet da tocka M bude diraliste, tj. da dva pravca pramena (M) padnu
zajedno, napisan u obliku jednakosti koja povezuje x i y je jednadzba redne krivulje koja
je dualna pocetnoj razrednoj krivulji, [28]. S obzirom da je pocetna krivulja 3. razreda
tada uvjet da tocka M bude diraliste je ekvivalentno uvjetu da jednadzba 3. stupnja

ax® + bz* + cx + d = 0 ima barem dva jednaka korijena, odnosno da je diskriminanta
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jednaka 0 (—b*c? + 4ac® + 4b3d — 18abed + 27a*d* = 0).

Prema teoremima 5.1.8 i 5.2.2 moZe se konstruirati 1-cirkularna krivulja k2 s izotrop-
nim dvostrukim pravcem koji je infleksijski pravac. Neka je [P;, P;] niz tocaka kojemu
je izotropni pravac v nosilac, [Cy,Cs] pramen specijalnih hiperbola tipa (1,0) koje se
medusobno dodiruju u tocki na izotropnom pravcu v, te neka je proizvod projektivnog
pridruzivanja 7 : [C}, Cs] — [Py, P»] krivulja 3. razreda k2. Ako je degeneriranoj krivulji
2. razreda sa singularnim pravcem v pridruzena tocka niza koja je zajednicko diraliste
pramena, tada je krivulja k2 1-cirkularna krivulja tipa (1,0) s izotropnim infleksijskim

pravcem V.

2-cirkularne krivulje 3. razreda

Teorem 5.2.3. Neka je [Cy, Cs] pramen kruznica i [Py, Py] niz tocaka v QH,(R). Tada je
proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy, Co] — [Py, Py] 2-cirkularna krivulja 3. razreda

k3 tipa (1,1).
Prema teoremu 5.1.5 slijedi

Teorem 5.2.4. Neka je [Cy, Cy] pramen specijalnih parabola i [Py, Py] niz tocaka u QH, (R).
Tada je proizvod projektivnog pridruZivanja 7 : [C1,Cy] — [Py, Ps] barem 2-cirkularna
krivulja 8. razreda k2 tipa (2,0) ili (0,2). Pri éemu je apsolutna tocka F diraliste na

apsolutnom pravcu kojeg krivulja k2 sadrzi.
Takoder prema teoremima 5.1.4 i 5.2.2 slijedi

Korolar 5.2.1. Neka je [Cy,Cy] pramen specijalnih hiperbola tipa (1,0) i [Py, P3| niz
tocaka v QHy(R). Neka je proizvod projektivnog pridruzivanja m : [Cy,Ca] — [Py, Py
krivulja 3. razreda k2. Ako je specijalnoj paraboli iz pramena [Cy, Cs] pridruZena izotropna
tocka miza incidentna s apsolutnim pravcem fy tada je krivulja k3 2-cirkularna krivulja

3. razreda tipa (2,0) tj. sadrzi apsolutni pravac £y s diralistem u apsolutnoj tocki F.
Prema teoremu 5.1.3 slijedi

Teorem 5.2.5. Neka je [C1, Cy| pramen specijalnih parabola tipa (2,0) i [Py, Py] niz tocaka

u QHL(R), te neka je proizvod projektivnog pridruZivanja m : [C1,Cs] — [Py, Ps] krivu-

lja 3. razreda k2. Ako je degemeriranoj krivulji 2. razreda sa singularnim pravcem fy,

pridruZena izotropna tocka miza incidentna s apsolutnim pravcem fy, tada je krivulja k3

2-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (2,0) s dvostrukim pravcem fy.
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ili dvostruka tangenta, dok u sljede¢em teoremu koji slijedi iz teorema 5.1.8 krivulji k3

je dvostruki pravac infleksijski (sl. 5.3). Na slici 5.3 parovi projektiviteta m su ((Z;) U
(21), P1), ((Z2) U(Z2), P2) i (Ga, ).

Slika 5.3: Cirkularna krivulja &2 tipa (2,0) dobivena projektivnom tvorbom (2e)

Teorem 5.2.6. Neka je [Cy,Cs] pramen specijalnih hiperbola tipa (1,0) sa zajednickim
diralistem na apsolutnom pravcu fy i [Py, Ps] niz izotropnih tocaka kojemu je apsolutni
pravac £y nosilac u QH,(R). Neka je proizvod projektivnog pridruzivanja 7 : [Cy, Co] —
[Py, Py] krivulja 3. razreda k3. Ako je degemeriranoj krivulji 2. razreda sa singularnim
pravcem £y pridruzena tocka diralista pramena [Cy, Cs), tada je krivulja k3 2-cirkularna

tipa (2,0) s infleksijskim pravcem fy.
Potpuno cirkularne krivulje 3. razreda
Prema teoremu 5.1.2 1 5.2.1 slijedi

Korolar 5.2.2. Neka je [Cy, Cs) pramen krivulja 2. razreda i [Py, Py] niz izotropnih tocaka
kojima je mosilac apsolutni pravac f; u QHy(R). Tada je proizvod projektivnog pri-

druzivanja m : [Cy,Co] — [P1, Py, gdje pramen [Cy,Cy] sadrzi specijalnu parabolu tipa
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(0,2) kojoj je pridruZena apsolutna tocka F, potpuno cirkularna krivulja 3. razreda k3

tipa (1,2). Apsolutna tocka F je diraliste na praveu fy krivulje k3.

Prema teoremima 5.1.7 i 5.2.3 moze se konstruirati potpuno cirkularna krivulja 3. raz-

reda s dvostrukim pravcem koji je izolirani dvostruki pravac (sl. 5.4) ili dvostruka tangenta.

Na slici 5.4 parovi projektiviteta 7 su ((F) U (Z1), F), ((Z2) U (Z3), Py) i (Cs, Ps).

~N
N

Slika 5.4: Cirkularna krivulja &2 tipa (2,1) dobivena projektivnom tvorbom (3b)

Teorem 5.2.7. Neka je [Cy, Cy| pramen kruznica i [Py, Py] niz izotropnih tocaka kojemu
je apsolutni pravac f; nosilac u QHy(R). Tada je proizvod projektivnog pridruzivanja
7 1 [C1,Cy] — [Py, Py potpuno cirkularna krivulja 3. razreda k3 tipa (2,1). Apsolutni

pravac fy je ili dvostruki izolirani ili dvostruka tangenta krivulje k3.
Prema teoremu 5.1.8 slijedi

Teorem 5.2.8. Neka je [Cy, Cs] pramen kruznica sa zajednickim diralistem na apsolutnom
praveu fy i [Py, Py| niz izotropnih toc¢aka kojemu je apsolutni pravac 1 nosilac uw QH,(R).
Neka je proizvod projektivnog pridruZivanja m : [Cy,Cs] — [Py, Ps] krivulja 3. razreda

k3. Ako je degeneriranoj krivulji 2. razreda sa singularnim pravcem fy pridruZena tocka

67



Poglavlje 5. Projektivna tvorba

diralista pramena [Cy, Cy), tada je krivulja k3 potpuno cirkularna tipa (2,1) s infleksijskim

pravcem fy.
Prema teoremima 5.1.3 i 5.2.5 slijedi

Korolar 5.2.3. Neka je [C1,Cy] pramen specijalnih parabola tipa (2,0) koje se oskuli-
raju ili hiperoskuliraju i [Py, Ps] niz tocaka u QHy(R). Neka je proizvod projektivnog
pridruzivanja 7 : [C1, Co] — [Py, Py] krivulja 3. razreda k3. Ako je degeneriranoj krivulji
2. razreda sa singularnim pravcem f; pridruZena izotropna tocka niza incidentna s apso-
lutnim pravcem £y, tada je krivulja k3 potpuno cirkularna krivulja 3. razreda tipa (3,0).

Pravac fy je dvostruki pravac krivulje k2 s diralistem u apsolutnoj tocki F.

Slika 5.5: Cirkularna krivulja &2 tipa (3,0) dobivena projektivnom tvorbom (3f)

Prema teoremu 5.1.8 slijedi

Teorem 5.2.9. Neka je [Cy, Cs] pramen specijalnih parabola tipa (2,0) i [Py, Ps] niz izo-
tropnih tocaka kojemu je apsolutni pravac f; nosilac u QH,(R). Tada je proizvod pro-
jektivnog pridruzivanja m : [Cy, Cs] — [Py, Pa] potpuno cirkularna krivulja k3 tipa (3,0)

s dvostrukim pravcem fy. Apsolutna tocka F je jedno diraliste na dvostrukom pravcu fy,
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dok je drugo diraliste izotropna tocka niza pridruZena degeneriranoj krivulji pramena sa

singularnim pravcem fy.

Ako je degeneriranoj krivulji pramena [C}, Cs] sa singularnim praveem f; u teoremu
5.2.9 pridruzena apsolutna tocka F', tada je pravac f; infleksijski pravac krivulje k3. Na
slici 5.5 parovi projektiviteta m su ((Z;) U (Z1), F), (Co, P2) i (Cs, Ps).

Prema teoremima 5.1.5 1 5.2.4 slijedi

Korolar 5.2.4. Neka je [Cy, Cs] pramen specijalnih parabola tipa (2,0) i [Py, Py] niz tocaka
u QH,(R), te neka je proizvod projektivnog pridruZivanja 7 : [Cy, Co] — [Py, Ps] krivulja
3. razreda k3. Ako je degeneriranoj krivulji pramena [C1, Cy), kojoj je pramen (F) jedan
dio, pridruZena izotropna tocka niza [Py, Py] na apsolutnom pravcu fy, tada je krivulja k3

potpuno cirkularna krivulja 3. razreda tipa (3,0) sa Siljkom u F.
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U ovom radu klasificirane su cirkularne krivulje 3. razreda u kvazihiperbolickoj ravnini
QH,(R) prema stupnju i tipu cirkularnosti, te unutar toga na finiju podjelu s obzirom na

vrstu izotropnih pravaca krivulje 3. razreda (poglavlje 2.3):
e l-cirkularne tipa (1,0) tj. (0,1) (6 podtipova),
e 2-cirkularne tipa (1,1) ili (2,0) tj. (0,2) (5 podtipova),
e 3-cirkularne (potpuno cirkularne) tipa (1,2) tj. (2,1) ili (3,0) tj. (0,3) (7 podtipova).

Njihova tvorba kao i uvjeti pojedinog tipa cirkularnosti obradeni su pravcastom inver-
zijom, nozisnom transformacijom i projektivnom tvorbom.

Iz obradenih svojstava pravcaste inverzije slijedi da se cirkularnost krivulje moze
postic¢i ukoliko je pravcasta inverzija automorfna ili temeljni trostran pravcaste inver-
zije sadrzi barem jedan apsolutni pravac. Nadalje, pokazano je da se krivulja 3. razreda
moze dobiti pravéastom inverzijom od krivulje 2. razreda koja sadrzi jedan temeljni pravac
pravcaste inverzije, te je dobivena krivulja uvijek racionalna krivulja s jednim dvostrukim
pravcem.

Za pravcastu inverziju s obzirom na kruznicu pokazalo se sljedece:
e pravcasta inverzija s obzirom na kruznicu i njenu centralu preslikava krivulju 2. raz-
reda koja sadrzi jedan temeljni pravac u krivulju 3. razreda koja je
— potpuno cirkularna tipa (2,1) ili (1,2) ako je generatorna krivulja cirkularna ili
necirkularna, a sadrzi polaru s diralistem u temeljnoj tocki,
— 2-cirkularna tipa (1,1) inace.
e pravcasta inverzija obzirom na kruznicu i izotropni pravac preslikava cirkularnu

krivulju 2. razreda tipa (¢, r) koja sadrzi jedan temeljni pravac u krivulju 3. razreda

koja je

70



Zakljucak

— (t +r + 1)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (¢ + 1,r) ili tipa (¢,r + 1) ako je

polara apsolutni pravac,

— (t + r)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (¢,7) inace.

U sljedecoj tablici prikazani su svi tipovi cirkularnih krivulja 3. razreda koje se mogu

dobiti s obzirom na pravcastu inverziju kada je temeljna konika kruznica.

Tablica 6.1

inv. 1- cirkularne 2- cirkularne 3- cirkularne

Tip I

Tip 11
b)

Za pravcastu inverziju s obzirom na ortogonalnu krivulju 2. razreda pokazalo se da
se cirkularna krivulja 2. razreda tipa (¢,7) koja sadrzi jedan temeljni pravac preslikava u

krivulju 3. razreda koja je

e (t+ r)-cirkularna krivulja 3. razreda tipa (r,t) ako je polara izotropni pravac,
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e (¢t + r + 1)-cirkularna krivulja 3. razreda ako je polara apsolutni pravac, pri ¢emu

ako je p = f; tada je cirkularnosti tipa (t +r 4+ 1,0) za t < 21 tipa (2,1) za t = 2.

U sljedecoj tablici prikazani su svi tipovi cirkularnih krivulja 3. razreda koje se mogu
dobiti s obzirom na pravcastu inverziju kada je temeljna konika ortogonalna krivulja

2. razreda:

Tablica 6.2

nv. 1- cirkularne 2- cirkularne 3- cirkularne

Tip 11|, '
c) \

Cirkularna krivulja 3. razreda dobiva se noziSnom transfomacijom ako generatorna

krivulja 2. razreda sadrzi tocno jednu temeljnu tocku nozisne transformacije, odnosno:

e ako polara nozisne transformacije sadrzi jednu izotropnu tocku generatorne krivulje

2. razreda,
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e ako je generatorna krivulja parabola ili specijalna parabola.

Moze se takoder zakljuciti da se cirkularna krivulja 3. razreda moze dobiti od svake krivulje
2. razreda osim hiperbole tipa 3, te je moguc¢nost njihovog konstruiranja prikazano u

sljedecoj tablici:

Tablica 6.3

1- cirkularne 2- cirkularne 3- cirkularne

Nadalje, pokazano je da je noziSna transformacija racionalno preslikavanje te da je
povezana s pravcastom inverzijom s obzirom na kruznicu i njenu centralu, pri ¢emu se
centrala mora podudarati s polarom nozisne transformacije. Takoder, za krivulju dobi-
venu s obzirom na pravcastu inverziju ili nozisSnu transformaciju pokazana je konstrukcija
dualne redne krivulje.

U zadnjem poglavlju promatrana je projektivna tvorba krivulja 3. razreda, odnosno
svojstva projektiviteta izmedu niza tocaka i pramena krivulja 2. razreda. Na temelju
tih svojstava moze se zakljuciti da je taj nacin konstrukcije najproduktivniji za tvorbu
cirkularnih krivulja 3. razreda (¢ak na vise od jednog na¢ina) odnosno da se njome mogu
konstruirati svi tipovi cirkularnih krivulja 3. razeda prema danoj klasifikaciji u radu.
U sljedecoj tablici prikazani su primjeri projektiviteta za svaki tip cirkularne krivulje

3. razreda:
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Tablica 6.4

1- cirkularne
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