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Mojoj majci



"When you're trying to solve a problem, you initially spend a lot of time in the foothills.
Your progress is very slow.

Then you reach a point where you can carry the problem with you, and your progress
becomes very rapid. You quickly get to the top of the mountain. At this point you’ve
solved the problem, and it’s tempting to climb down and begin something new.

But you should stay on the top of the mountain. See how far you can go in different
directions. Often there are discoveries you can make very rapidly because you've already
done a lot of climbing."

Donald Knuth

1



Zahvala

Prvenstveno i najvise, zahvaljujem se mojoj mentorici, prof.dr.sc.Zeljki Milin-Sipus,
koja osim sto je izuzetna znanstvenica, je takoder i prekrasna osoba i sjajna mentorica
koja uvijek zna potaknuti na rad. Hvala Vam na nesebi¢noj pomoci, razgovorima, razu-
mijevanju i vjeri u mene.

Zahvaljujem se prof.dr.sc.Zdenki Kolar-Begovi¢ na rije¢ima ohrabrenja i pokazanom inte-
resu za napredak mog znanstvenog rada, te na ugodnoj i poticajnoj suradnji.

Hvala mojim kolegama s Odjela za matematiku s kojima sam dijelila brige, a posebno
hvala kolegici Ivani Crnjac na nesebi¢noj pomoci pri rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi.
Na poseban nacin su izradi ovog rada pridonijeli i ¢lanovi moje obitelji. Hvala mom su-
prugu Dejanu Sto je uvijek imao razumijevanja i bio mi potpora, hvala mojoj djeci, Eleni
i Filipu koji su mi svojim osmijesima uljepsali svaki dan, hvala mojoj sestri Ivani s kojom
sam uvijek mogla razgovarati o svemu, osim o matematici. Hvala mom tati Slobodanu
koji me potaknuo da upisem doktorski studij.

Naposljetku see zahvaljujem mojoj majci Ilonki, koja mi cijeli Zivot pruza bezuvjetnu
potporu. Hvala ti jer si ¢uvala moju djecu kako bih ja mogla raditi. Bez tebe ne bih

uspjela zavrsiti ovu radnju.

1ii



Sazetak

Kljucne rijeci: Minkowskijev prostor; pravcaste plohe; lokalne izometrije; Mindingove

izometrije; konformna preslikavanja; ekviarealna preslikavanja; (k + 1)—pravcaste plohe

U ovoj disertaciji se proucavaju preslikavanja pravéastih ploha u Minkowskijevom
prostoru, specijalnom ambijentalnom prostoru u kojemu, s obzirom na definiranu pseudo-
metriku, razlikujemo tri vrste vektora, krivulja, odnosno ploha. Pravcaste plohe su plohe
koje dozvoljavaju parametrizaciju oblika f(u,v) = c¢(u) 4+ ve(u), gdje su u, v realni brojevi.
Krivulja ¢ se naziva bazna krivulja, a pravci odredeni vektorom smjera e(u) nazivaju se
izvodnice.

U uvodnom dijelu disertacije dan je pregled osnovnih pojmova i teorema za Min-
kowskijev prostor, odnosno lokalna teorija ploha u Minkowskijevom prostoru, te njihova
klasifikacija s obzirom na kauzalni karakter bazne krivulje, odnosno izvodnica pravcaste
plohe.

U Poglavlju 2 proucavane su izometrije pravcastih ploha, te su posebno analizirani
uvjeti kada navedeno preslikavanje ¢uva izvodnice pravcéastih ploha, tzv. Mindingove
izometrije. Ovakvo preslikavanje je proucavano za 3 relevantne klase pravéastih ploha
koje se javljaju u Minkowskijevom prostoru. Posebna paznja je posvecéena plohama koje
nemaju svoj analogon u euklidskom prostoru, te je uveden pojam nul pravcaste plohe
konstantnog nagiba i dana njihova karakterizacija.

U Poglavljima 3, odnosno 4 proucavana su konformna, odnosno ekviarealna preslika-
vanja za sve klase pravcastih ploha, ponovno uz dodatni uvjet da navedena preslikavanja
c¢uvaju izvodnice.

U Poglavlju 5 proucavane su invarijante Mindingove izometrije pravcastih ploha u

n—dimenzionalnom Minkowskijevom prostoru, RY.
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Summary

Keywords: Minkowski space; ruled surfaces; local isometry; Minding isometry;

conformal mapping; areapreserving mapping; (k + 1)—ruled surfaces

In this dissertation we study mappings of ruled surfaces in Minkowski space, special
ambient space in which, with respect to defined pseudo-metrics, we distinguish three types
of vectors, curves and surfaces. Ruled surfaces are surfaces that admit a parameterization
of the form f(u,v) = c¢(u) + ve(u), where u,v are real numbers. The curve c is called
the base curve and the straight lines determined by direction vectors e(u) are called the
rulings of a ruled surface.

In Preliminaries of the thesis we give an overview of basic concepts and theorems of
Minkowski space,local theory of surfaces in Minkowski space, as well as their classification
with respect to the causal character of the base curve, respectively rulings of ruled surface.

In Chapter 2 we studied isometries of ruled surfaces, with particular interest in analyzing
the conditions when given mapping preserves rulings of ruled surfaces, so-called Minding
isometry. This mapping is studied for three relevant classes of ruled surfaces that appear
in the Minkowski space. Special attention was given to surfaces that have no Euclidean
counterparts, and we introduced the concept of null-ruled surface of constant slope and
gave theorems for their characterizations.

In Chapters 3, respectively 4 we studied conformal, respectively area-preserving map-
pings for every class of ruled surfaces, also with additional condition that those mappings
preserve rulings of ruled surface.

In Chapter 5 we studied the invariants of Minding isometries of ruled surfaces in

n—dimensional Minkowski space, RY.
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Uvod

Pravcasta ploha u 3—dimenzionalnom realnom prostoru je ploha generirana jednopara-
metarskom familijom pravaca te se moze opisati kao ploha koja nastaje tako da se svakom

tockom zadane krivulje zadaje pravac, te stoga dopusta parametrizaciju oblika
fu,v) =c(u) +ve(u), vel CR, wveR,

pri ¢emu je e(u) neiscezavajuce vektorsko polje duz krivulje c(u).

Krivulja ¢ naziva se bazna krivulja ili direktrisa pravcaste plohe, a pravci odredeni vekto-
rom smjera e(u) izvodnice ili generatrise.

Pravcaste plohe takoder imaju i svoju prakticnu primjenu. Buduéi da sluze kao sredstvo
rjeSavanja problema dizajna u prostornom mehanizmu i kinematici, kao i u dizajnu pot-
pomognutom rac¢unalom (eng. CAD), pokazale su se kao jedna od znacajnijih tema u
diferencijalnoj geometriji.

U trodimenzionalnoj euklidskoj diferencijalnoj geometriji ove su plohe, do na euklidsko
gibanje, jednoznac¢no odredene sa Sannijnim trobridom koji odreduje sustav euklidskih

invariijanata plohe — njezinu zakrivljenost, torziju i strikciju, [5],[14],[24], [36],[45].

Motivirani rezultatima u euklidskom prostoru, sve diferencijalno-geometrijske aspekte
klase parametriziranih pravcastih ploha zanimljivo je prouciti i u nekom drugom spe-
cijalnom ambijentalnom prostoru. U ovoj radnji, bit ¢e to Minkowskijev prostor, koji
svoju znacajnu ulogu ima i u Einsteinovoj teoriji relativnosti, a u novije vrijeme njegova
diferencijalno-geometrijska svojstva postaju predmet mnogobrojnih istrazivanja. Min-
kowskijev trodimenzionalni prostor je vektorski prostor snabdjeven, umjesto skalarnim,
pseudo-skalarnim produktom indeksa 1, zbog ¢ega u njemu, po tzv. kauzalnom karak-
teru, razlikujemo tri vrste vektora (prostorni, vremenski, svjetlosni), te analogno tri vrste
krivulja i ploha. Detaljan pregled pseudo-Riemannove geometriije dan je u [44], dok je

klasi¢na teorija krivulja i ploha u Minkowskijevom prostoru razvijena u [37],[38],[39],[52].

Prema [25] u Minkowskijevom trodimenzionalnom prostoru, sve pravcaste plohe se
uz odgovarajucu reparametrizaciju bazne krivulje mogu svesti na dvije klase pravcéastih
ploha: plohe cija bazna krivulja, odnosno izvodnice nisu svjetlosnog karaktera i linearno

su nezavisne, takozvane plohe klase Mj,([26], [27]) te plohe ¢ije su bazna krivulja, odnosno
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izvodnice svjetlosnog karaktera i linearno su nezavisne, plohe klase My, ([1]). Nadalje,
prema [10] medu plohama klase M; razlikujemo dvije podklase:plohe ¢ije izvodnice e,
odnosno derivacije ¢’ nisu svjetlosnog karaktera, takozvane plohe klase M{, odnosno plohe
¢ije su izvodnice prostornog ili vremenskog a derivacije €’ su svjetlosnog karaktera, plohe
klase M?. S obzirom da se za razli¢ite klase ploha veli¢ine kojima su plohe jednozna¢no

odredene razlikuju, preslikavanje su proucavana za svaku klasu zasebno.

U ovom radu posebna paznja je posvecena plohama kojima operator oblika plohe nije
dijagonalizabilan (tzv. kvazi totalno-umbilicke plohe, odnosno, B-namotajne plohe), plo-
hama klase M}, te su dani primjeri pravcastih ploha koje u promatranoj tocki nemaju
realne nego imaginarne glavne zakrivljenosti ([9], [19], [20], [33], [41]). Takve se situacije
ne mogu dogoditi u euklidskoj geometriji. Diferencijalno-geometrijska svojstva pravcastih
ploha u Minkowskijevom prostoru proucena su u brojnim radovima, primjerice [10], [11],

[12], [25], [28], [29], [30], [32], [31], [34], [42].

U klasi¢noj euklidskoj diferencijalnoj geometriji u radovima [5], [6], [3], [4], [22], [35]
proucena su preslikavanja pravcastih ploha. Posebno su zanimljiva preslikavanja koja
su lokalne izometrije i ¢uvaju izvodnice ploha, tzv. Mindingove izometrije. Ta su pres-
likavanja pravcastih ploha u jednostavno izotropnom,Galilejevom i pseudo-Galilejevom
prostoru proucena u radovima [40], [13]. U Minkowskijevom prostoru dodatnu analizu
iziskuju upravo ve¢ spomenute B-namotajne plohe.Buduéi da pri opisivanju Mindingovih
izometrija pravcastih ploha vaznu ulogu imaju plohe konstantnog nagiba ([17]) najprije
je bilo potrebno uvesti definiciju takvih ploha za plohe klase My, te je u radnji dana i
njihova karakterizacija.

Nadalje, u euklidskoj diferencijalnoj geometriji u [14] je dokazan i teorem da su svake
dvije pravcaste plohe koje su lokalno izometri¢ne, takoder i izometricne u Mindingovom
smislu, osim ukoliko su izometri¢ne s dvostruko-pravcasto kvadrikom ¢ije su izvodnice
upravo odgovaraju izvodnicama svake pojedine plohe. Proucavaju¢i analogan problem u
R? dokazano je da analogan teorem vrijedi samo za prostorne pravcaste plohe klase M.
U euklidskoj diferencijalnoj geometriji proucen je i sljedeéi problem [5]: odrediti sve plohe,
ne nuzno pravcaste, koje se sastoje od hiperbolickih tocaka i koje dopustaju netrivijalnu
lokalnu izometriju koja ¢uva asimptotske krivulje. U euklidskoj geometriji, to su pravcaste
plohe, a pripadne lokalne izometrije su Mindingove, dok u izotropnoj geometriji postoje
i nepravcéaste plohe s tim svojstvima ([40]).U radnji je pokazano da u Minkowskijevom

prostoru vrijedi analogan teorem.

Osim navedenih preslikavanja, u euklidskoj su diferencijalnoj geometriji proucena i
neka druga preslikavanja, kao konformna ili preslikavanja koja ¢uvaju povrsinu [5], [2].

Ovakva preslikavanja proucena su i u jednostavno izotropnom prostoru, [40], dok su kon-
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formna transformacije pseudo-Riemannovih podmnogostrukosti proucena u [46].

Takoder je zanimljivo promatrati i plohe u n-dimenzionalnom Minkowskijevom prostoru.
U radu su stoga promatrane lokalne izometrije (k+1)-dimenzionalnih pravcastih plohe pros-
tornog, odnosno vremenskog karaktera. Ove plohe su proucavane u [49], [7], [16], [50] dok

su Mindingove izometrije ploha u n—dimenzionalnom euklidskom prostoru proucene u [22].

Neki od rezultata koji su navedeni u disertaciji nalaze se u sljede¢im radovima:

o Z. MILIN SipUS$, L. PRIMORAC GAJCIC, Ruled surfaces of constant slope
in 3-Minkowski spaces, Proceedings of the 16th ICGG, Innsbruck, 2014, 1087-1094.

o« Li. PRIMORAC GAJCIC, Z. MILIN S1puS, Minding isometries of ruled

surfaces in Minkowski space, poslanom u c¢asopis Journal of Geometry.

Neki od rezultata su predstavljeni na dva znanstvena skupa

o The 16th International Conference on Geometry and Graphics (ICGG 2014),Inns-
bruck, Austria, 4.—8.kolovoza, 2014.

e The 6th Croatian Mathematical Congress, Zagreb, Hrvatska 14-17.lipnja, 2016.

e 19. znanstveno-strucni kolokvij za geometriju i grafiku, Starigrad-Paklenica, Hrvat-
ska, 4.-8.rujna, 2016.

Doprinosi doktorskog rada

e Doprinos ovog rada ocituje se u definicijama i dokazanim teoremima kojima se opi-
suju lokalne izometrije, konformna preslikavanja, te ekviarealna preslikavanja za sve
klase pravcastih ploha u Minkowskijevom prostoru. Takoder su dane definicije i ka-
rakterizacija ploha konstantnog nagiba za plohe klase M, odnosno za B—namotajne

plohe. Kao rezultat disertacije oc¢ekuje se nekoliko znanstvenih c¢lanaka.
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Pregled doktorskog rada po poglavljima

U prvom poglavlju naslovljenom , Osnovni pojmovi i teoremi” prikazani su osnovne
definicije i teoremi u Minkowskijevom trodimenzionalanom prostoru R?, odnosno dan je
sazet pregled lokalne teorije ploha u R?, kao i klasifikacije pravcastih ploha u R3, te su

opisane njihove invarijante.

U drugom poglavlju naslovljenom ,Lokalne izometrije pravéastih ploha u R3 7 iskazani
su i dokazani teoremi kojima se opisuju lokalne izometrije pravcastih ploha, odnosno
izometrije koje ¢uvaju izvodnice za svaku klasu ploha zasebno. Dokazani su teoremi kada
su dvije lokalno izometricne plohe izometriéne u Mindingovom smislu, odnosno dokazano
je za koje plohe tvrdnja ne vrijedi, te je dokazan teorem da lokalna izometrija ¢uva asimp-
totske krivulje ploha ako je ploha pravcéasta, tj. ako je preslikavanje Mindingova izometrija.
Takoder, su definirane nul-pravcaste plohe, odnosno B-namotajne plohe konstantnog na-

giba, te su iskazani i dokazani teoremi karakterizacije takvih ploha.

U tre¢em poglavlju naslovljenom , Konformna preslikavanja pravcastih ploha u R3” is-
kazan je i dokazan teorem kada konformna preslikavanja pravcastih ploha ¢uvaju izvodnice,
te je ispitano koje pravcaste plohe dozvoljavaju samo trivijalna konformna preslikavanja
(trivijalnim konformnim preslikavanjem nazivamo kompoziciju izometrije i homotetije)
koja ¢uvaju izvodnice, odnosno odredene su plohe koje dozvoljavaju i netrivijalna konfor-

mna preslikavanja.

U Cetvrtom poglavlju naslovljenom , Ekviarealna preslikavanja pravéastih ploha u R3”
proucavana su preslikavanja pravcastih ploha koja ¢uvaju povrsinu na plohi. Ovakva pres-
likavanja su promatrana samo za plohe istog kauzalnog karaktera. Iskazan je i dokazan
teorem kada ekviarelna preslikavanja pravcastih ploha ¢uvaju izvodnice, te su iskazani i
dokazani teoremi kako se svaka pravcasta ploha moze preslikati na otvorenu poluravninu

paralelnih pravaca.

U petom poglavlju naslovljenom ,Lokalne izometrije (k+1)-dimenzionalnih pravcéastih
ploha u R}”proucavane su invarijante (k-+1)-dimenzionalnih pravcastih ploha u R}, te je

iskazan i dokazan teorem o invarijantnosti parametra distribucije (k+1)-pravcaste plohe.
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Oznake, kratice 1 sli¢no

U radu je koristena sljedec¢a notacija:

R™ realan vektorski prostor dimenzije n

RT Minkowskijev prostor dimenzije n

(-,-) pseudo-skalarni produkt

S ploha u R3, odnosno RY,

S, pravcasta ploha tipa n u R?

S%(p,r) pseudosfera s centrom u tocki p i radijusom r
L, operator oblika plohe u tocki p

D, parcijalna derivacija u smjeru vektora v

I prva fundamentalna forma

11 druga fundamentalna forma

E. F, G fundamentalne veli¢ine prvog reda

L, M, N fundamentalne veli¢ine drugog reda
F,’fj Christoffelovi simboli

K Gaussova zakrivljenost plohe

H srednja zakrivljenost plohe

E; i-ti prostor izvodnica pravcaste plohe u R}

55 Kroneckerov delta simbol

U radu se pravcaste plohe, odnosno njihova preslikavanja opisuju preko invarijanti

ploha koje su funkcije parametra u koji se radi jednostavnijeg zapisa izostavlja.



PocLAVLJE 1

Osnovni pojmovl 1 teoremi

U ovom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi i teoremi potrebni za razumijevanje
ove disertacije. Preciznije, u poglavlju 1.1 dane su definicije pojmova u Minkowskijevom
prostoru R?, za koje ne vrijede definicije iz euklidskog prostora R3. U poglavlju 2.2 dan je
saZet prikaz lokalne teorije ploha u R3, dok je u poglavlju 2.3 dana klasifikacija pravcastih

ploha u R?, te su za svau klasu ploha navedene njezine invarijante.

1.1 Minkowskijev prostor R}

Neka je R? realan vektorski prostor s bazom {ey, €5, e3}, gdje su
er = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1).

Definicija 1.1 Lorentz-Minkowskijev prostor je metricki prostor R} = (R? (,)), gdje je

metrika (pseudo-skalarni produkt indeksa 1) definirana s

(T, y) = T1y1 + ToYo — T3ys, = = (T1,%2,23), Y= (Y1, Y2, Y3)-

Lorentz-Minkowskijev prostor kra¢e zovemo Minkowskijev prostor, u oznaci R?. Uoc¢imo
da je definirana metrika zapravo pseudo-metrika budué¢i da ne zadovoljava svojstvo po-
zitivne definitnosti. Neki autori, poput [10], definiraju metriku s minusom na prvoj

koordinati tj. (z,y) = —x1y1 + Tays + x3y3, dok éemo se mi u radu sluziti definicijom

(1.1).
S obzirom na definiranu pseudo-metriku u Minkowskijevom prostoru razlikujemo tri vrste

vektora koje definiramo kao slijedi:

Definicija 1.2 Vektor € R? se naziva
(1.) prostorni ako je (x,x) > 0ili z =0,
(2.) vremenski ako je (z,z) <0,

(3.) svjetlosni (nul, izotropni) ako je (x,z) =01ix # 0.
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Svojstvo biti prostorni (odnosno vremenski, svjetlosni) se kraée naziva kauzalni ka-
rakter vektora. Istaknimo da se nul vektor x = 0 smatra prostornim vektorom iako
zadovoljava (z,z) = 0.

Nadalje, za dani U C R3 vektorski potprostor promatramo na U induciranu metriku (, ) :
(u,v)y = (u,v), wu,vel.

Definicija 1.3 Potprostor U se naziva prostornim (vremenskim, odnosno svjetlosnim) ako

je inducirana metrika pozitivno definitna (nedegenerirana indeksa 1, odnosno degenerirana

iU #{0}).
Definicija 1.4 Pseudo-norma vektora x € R? definirana je s
]l = /[{z, z)].
Definicija vektorskog produkta je analogna definiciji vektorskog produkta u R3.

Definicija 1.5 Vektorski produkt v x ;, w vektora v i w u R3 dan je s v Xy w = J(v X w),

gdje x oznacava euklidski vektorski produkt, a matrica J je dana s

0
0

<

Il
o O =
o = O

-1

Dalje u radu ispustamo indeks L u oznaci X, te ¢e oznaka x predstavljati vektorski
produkt u Minkowskijevom prostoru, osim ako nije istaknuto drugacije.
U Minkowskijevom prostoru mozemo govoriti o vremenskoj orijentaciji vektora koja nam

je potrebna za definiciju kuta izmedu vektora.

Definicija 1.6 Neka je e3 = (0,0, 1). Za dani vektor x € R? kaZemo da je orijentiran u

buduénost (odnosno proslost) ako vrijedi (z,e3) < 0 (odnosno (z,e3) > 0.)
Kut u R? definiran je s obzirom na kauzalni karakter vektora koji ga zatvaraju, ([47]).

Definicija 1.7 Neka su z i y vremenski vektori istog smjera u R?. Tada postoji jedinstven
realni broj 8 > 0 takav da

(z,y) = =l=[l[lyl| ch 6.

Broj 0 se naziva hiperbolicki kut izmedu vektora x i y.

Definicija 1.8 Neka su x i y prostorni vektori u R? koji razapinju vremenski potprostor.

Tada postoji jedinstven realni broj 8 > 0 takav da

(z,y) = llz[lllyll ch 6.
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Broj 6 se naziva sredisnji kut izmedu vektora x i y.
Definicija 1.9 Neka su z i y prostorni vektori u R} koji razapinju prostorni potprostor.

Tada postoji jedinstven realni broj 8 > 0 takav da

(z,y) = ||lz||||y|| cos b.

Broj 0 se naziva prostorni kut izmedu vektora x i y.

Definicija 1.10 Neka je x prostorni, a y vremenski vektor u R?. Tada postoji jedinstven
realni broj 8 > 0 takav da

(x,y) = |[z[l[lyl| sh 6.

Broj 0 se naziva Lorentzov vremenski kut izmedu vektora x i y.

Uoc¢imo da se u R? kut izmedu dva vektora od kojih je jedan svjetlosnog karaktera ne

definira.

Kauzalni karakter krivulje u Minkowskijevom prostoru odreden je kauzalnim karakte-

rom njezinog tangencijalnog vektora. Neka je a: I C R — R? krivulja u R3.

Definicija 1.11 Krivulja o u R? je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) u tocki ¢

ako je vektor o/(t) prostorni (odnosno vremenski, svjetlosni).

Krivulja « je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) ako je prostorna (odnosno
vremenska, svjetlosna) u svakoj tocki ¢t € 1.
Neka je f: D — R? injektivna imerzija, tj. lokalna parametrizacija plohe S. Prva funda-
mentalna forma plohe S je restrikcija pseudo-skalarnog produkta u R} na tangencijalne
vektore plohe. Kauzalni karakter plohe u Minkowskijevom prostoru odreden je njezinom

prvom fundamentalnom formom.

Definicija 1.12 Ploha S C R? je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) ako je

njezina prva fundamentalna forma pozitivno definitna (odnosno indefinitna, ranga 1).

U R? imamo sljedece kvadrike
LC(p) ={g € R} : {(a—p), (¢ —p)) = 0}

Sip,r) ={q R} : (¢ —p), (¢ —p)) =7},
H*(p,r)={qeR}: ((¢—p),(¢—p) ="}

Skup S%(p,r) se naziva Lorentzova sfera ili pseudo-sfera sa sredistem u tocki p i
radijusom r > 0, skup H?(p,r) je hiperbolicka ravnina s centrom u tocki p i radijusom r,

a LC(p) svjetlosni stozac s vthom p. Skup S?(p,r) nasljeduje pseudo-metriku indeksa 1,

8
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skup H?(p,r) Riemannovu metriku, a LC(p) degeneriranu metriku ranga 1. Pseudo-sferu
S2(0,1) ¢emo krace oznacavati s S%, te analogno hiperbolicku ravninu H?(0,1) s H?,
odnosno svjetlosni stozac LC(0) s LC.

Slika 1.1: Pseudo-sfera S%, hiperbolicka ravnina H?, i svjetlosni stozac LC

1.2 Lokalna teorija ploha u R?

U ovom odjeljku dan je prikaz lokalne teorije prostornih, odnosno vremenskih ploha u
R3. Za takve plohe, lokalna teorija je u mnogofemu analogna lokalnoj teoriji ploha u
euklidskom prostoru. No ipak postoje neke razli¢itosti uzrokovane inedefinitnoséu pseudo-
metrike, odnosno kauzalnim karakterom plohe. Na primjer, Weingarteneovo preslikavanje
(koje ¢e kasnije biti definirano) u euklidskom prostoru je uvijek dijagonalizibilan operator,
dok za vremenske plohe u Minkowskijevom prostoru to opéenito ne vrijedi.

Prije nego sto prijedemo na lokalnu teoriju ploha, navodimo definiciju Frenetovog trobrida
krivulje u R3, te zakrivljenosti, odnosno torzije krivulje buduéi da za odredenu krivulju na
pravcastoj plohi, tzv. strikcijsku krivulju, ovi pojmovi predstavljaju invarijante pravcaste

plohe.

Definicija 1.13 Neka je ¢ : I — R? krivulja parametrizirana duljinom luka s. Funkciju

k:I—R,

k(s) = [|"(s)]
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nazivamo zakrivljenoséu (fleksijom) krivulje ¢ u tocki ¢(s).

Za svaku krivulju ¢ u R? definiramo ortonormirani trobrid (reper), tj. ortonormiranu
bazu vektorskog prostora R ) u svakoj tocki krivulje c(s).
Neka je ¢ : I — R? krivulja parametrizirana duljinom luka. Polje T'(s) = ¢/(s) je jedini¢no

tangencijalno polje od c.Polje vektora glavnih normala dano je s

a polje binormala s
B(s) =T(s) x N(s).

Tada je {T'(s), N(s), B(s)} ortonormirana baza od R} ) i nazivamo ju Frenetovim (Frenet-
Serretovim) trobridom (reperom, okvirom) krivulje ¢, ([38]).

Definiramo sada za krivulju parametriziranu duljinom luka i sljede¢u funkciju

Definicija 1.14 Funkcija

naziva se torzijom (sukanjem) krivulje ¢ parametrizirane duljinom luka u tocki c¢(s).

U R? takoder vrijede Frenetove formule analogne onima u euklidskom prostoru
T' = nkN,
N' = —erT — enkB,

B’ = —n7N,

pri ¢emu je e = (T,T) = +1,n = (N, N) = £+1.

Plohe u R? definiramo kao i u R :

Definicija 1.15 Podskup S C R? je ploha ako za svaku tocku p € S postoji otvorena
okolina V' C R} i preslikavanje x : U — V N S s otvorenog skupa U C R? koje je

(i) homeomorfizam otvorenih skupova,
(i) glatko preslikavanje.

Preslikavanje x nazivamo parametrizacijom (lokalnim koordinatama, koordinatnom
kartom) okoline tocke p plohe S. Pisemo x(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Diferencijal preslikavanja x je linearni operator x : R? — R3? koji je u paru kanonskih

10
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baza dan Jacobijevom matricom

o Oz
ou  Ov
Oy Oy
ou  Ov
9z 0z
ou  Ov
Diferencijal je injektivan ako i samo ako je njegova jezgra trivijalna, odnosno ako i samo ako
: X Ox . o . .
su vektori x, = —, x, = — linearno nezavisni, $to je ekvivalentno uvjetu x, x x, # 0.
u

v
Kada je diferencijal preslikavanja x injektivan, za plohu kazemo da je regularna (tj. da je

preslikavanje x regularno).

Ako je S glatka imerzirana ploha u Minkowskijev trodimenzionalni prostor R$ s lokal-
nom parametrizacijom x : U — R?, gdje je U C R? otvoren skup, oznacimo s g ili ()
induciranu metriku na S (njezinu prvu fundamentalnu formu), tj. povlak pseudo-skalarnog
produkta (,) prostora R?. U lokalnim koordinata piSemo g¢;; = (x;, x;), gdje je z; = g—i,
tj. z; = 8% i,j=1,2.

Kako je veé¢ spomenuto, ploha S je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) ako je
njezina prva fundamentalna forma g pozitivno definitna (odnosno indefinitna, ranga 1).
Iz daljnjeg razmatranja isklju¢ujemo svjetlosne plohe.

Krivulje na plohi definiramo analogno kao u euklidskom prostoru

Definicija 1.16 Svako glatko preslikavanje ¢ : [ — S, I C R nazivamo krivuljom na plohi.
Pritom, za preslikavanje ¢ : I — S kaZemo da je glatko ako je preslikavanje x 1oc: I — U
glatko, za neku kartu x : U — S, ¢(I) C z(U).

Definicija 1.17 Neka su S; i S, regularne plohe lokalno parametrizirane s z; : U; — R3,
odnosno xy : Uy — R3. Za preslikavanje f : S; — S, kaZemo da glatko ako je glatko

preslikavanje ;' o f o xy : Uy — U,
Na plohi mozemo definirati i tzv. parametarske krivulje

Definicija 1.18 Neka je z : U — z(U) C S lokalna parametrizacija plohe S i (ug, vg) € U.
Krivulje

u— x(u,vg), v — (ug, v)
nazivaju se parametarskim v i v—krivuljama.

Analogno kao u euklidskom prostoru definiramo i tangencijalni vektor u tocki p plohe

S.

Definicija 1.19 Neka je S regularna ploha i p € S. Tangencijalni vektor u tocki p je
vektor v, € T,R? za koji postoji krivulja ¢ : I — S, takva da je

Skup svih tangencijalnih vektora u p oznac¢avamo s 7},S.

11
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U R? kauzalni karakter plohe moZe se odrediti i preko kauzalnog karaktera vektora

okomitog na tangencijalnu ravninu plohe, tj. vrijedi sljede¢a propozicija
Propozicija 1.20 Ploha (tj. njezin parametrizirani dio) je

(1.) prostorna ako i samo ako u svakoj tocki p = x(u,v) postoji vremenski vektor n # 0

koji je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p,

(2.) vremenska ako i samo ako u svakoj tocki p = x(u,v) postoji prostorni vektor n # 0

koji je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p,

(3.) svjetlosna ako i samo ako u svakoj tocki p = z(u, v) postoji svjetlosni vektor n # 0

koji je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p.

Prostorne (odnosno vremenske) plohe imaju jedinstvenu jediniénu normalu koja je
nuzno vremenska (odnosno prostorna), dok svjetlosne plohe imaju jedinstveni jednodi-
menzionalni normalni potprostor koji je sadrzan u tangencijalnoj ravnini.

Za prostorne (odnosno vremenske) plohe lokalno definiramo jediniéno polje normale

1 X X9
n=_-————,
|21 X 2|

koje je vremensko (odnosno prostorno) polje.

Gaussovo preslikavanje za vremenske, odnosno prostorne plohe dano je s
g:D — S5?

g(u,v) =n(u,v)

odnosno,
g:D — H?

g(u,v) = n(u,v).

Definicija 1.21 Neka je p tocka na plohi S i n njezina jedini¢na normala u toj tocki.

Weingartenov endomorfizam (operator oblika plohe) S (u tocki p) definiran je s

L,:T,S — TR},

Druga fundamentalna forma IT u p je vektor IT ortogonalan na 7,S za koji vrijedi

(IL,(v,w),n) = (Lyv, w). (1.1)

12
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Operator oblika plohe L, je simetri¢an operator s obzirom na (, ), stoga vrijedi (L,v, w) =

(v, Lyw),v,w € T,S. Za pridruzenu skalarnu formu II, vrijedi
I, (v, w) = IL,(v, w)n = e(L,v, w)n,

tj. IL,(v,w) = e(Lyv, w)n, gdje je e = (n,n) € {—1,1}.

Svojstvene vrijednosti k1, ks operatora oblika plohe L, mogu biti realne ili kompleksno
konjugirane. Kada su realne, nazivamo ih glavnim zakrivljenostima, a pripadne svoj-
stvene vektore glavnim smjerovima plohe S u tocki p. Na dijelu plohe S koji je prostornog
karaktera uvijek razlikujemo dvije glavne zakrivljenosti i operator oblika plohe je dija-
gonalizibilan. Kod vremenskih ploha svojstvene vrijednosti operatora L, mogu biti ili
realne i razli¢ite (L, je dijagonalizibilan), realne i jednake (L, nije dijagonalizibilan) ili
kompleksno konjugirane (L, je dijagonalizibilan), tj. operator L, u dvodimenzionalnom

vektorskom prostoru moze imati jedan od sljedece tri matri¢na zapisa:

aq 0
w (o)

a 0
(2) la),

CON b)

gdje su a,ay,as,b € R, b # 0 konstante. Svojstvene vrijednosti matrica (1.) i (2.) su realne,

dok su a £ bi € C svojstvene vrijednosti matrice (3.).

U lokalnim koordinatama koeficijente h;; od II, definiramo kao
IL,(fi, f5) = hijn
i stoga je

hij = e(Ly(fi), fj) = —€(ni, f3) = (fij, ).

Takoder koristimo oznake F = g11, F' = g1 = ¢o1, G = g2, L = hi1, M = his = hoy, N =
has. Veli¢ine E, F, GG, odnosno L, M, N zovemo fundamentalnim veli¢cinama prvog, odnosno

drugog reda plohe S. Nadalje, vrijede sljedece formule

L(f) = —ni=¢€> hug™fs, i=1,2 (1.2)
k.s

gdje je (¢") inverzna matrica matrice (g;;).

Gaussova zakrivljenost plohe S definirana je s ([44])

(I1(X, X), 1LY, Y)) — (II(X,Y), IL(Y, X))

(X, X)Y,Y) — (X,Y)2 ; (1.3)

K = edetL, =

13
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a u lokalnim koordinatama ju racunamo prema

LN — M?
i — 14
“BG —F2. (14)
Vektorsko polje glavne zakrivljenosti plohe S definirano je s ([44])
1 1
H = itrII = 5(6111(61, e1) + e21I(eq, €2)),
gdje je (e1,ez) ortonormirana baza na S u tocki p i€ = (e;e€;),i = 1,2. Stavimo li

H = Hn, tada (1.1) povlaci

He = ;(61<II(61,61),n> + e2(Il(e2, €2),m)) = ;<€1<Lp(€1)a€1> +e2(Ly(e2) e2))  (1.5)

i stoga vrijedi
€

2

H trL,. (1.6)

U lokalnim koordinatama imamo

e LG—-2FM + EN

H=s—F%a_pm

(1.7)

Nadalje, s obzirom na Gaussovu, odnosno srednju zakrivljenost mozemo definirati sljedece

vrste ploha:

Definicija 1.22 Za plohu S kazemo da je plosnata ako je K(p) = 0 za svaku tocku p
plohe.

Za plohu S kazemo da je minimalna ako je H(p) = 0 za svaku tocku p plohe.

Za plohu S kazemo da je ploha konstantne zakrivljenosti ako je K(p) = konst. za svaku

tocku p plohe.

Svojstvene vrijednosti ki, ko operatora L, iz (1.4) i (1.7) mozemo izracunati s

kLQZGH:l:\/HQ—EK, (18)

Za prostorne plohe uvijek vrijedi
H? —eK >0,

a za vremenske plohe samo u tockama s realnim glavnim zakrivljenostima. Stoga, za
razliku od euklidskog prostora, u R? postoje i vremenske plohe ¢ije su glavne zakrivljenosti
kompleksno konjugirane. Primjere takvih ploha nalazimo i medu pravéastim plohama, sto
¢e kasnije biti pokazano, a od prije je poznato je da se takve (ne nuzno pravcaste) plohe
konstantne zakrivljenosti A mogu dobiti kao rjesenja ch-Gordonove jednadzbe w,, = chw,

([20]).

Na plohama mozZemo uo¢iti i tzv. umbilicke tocke. To su one tocke za koje vrijedi H? = K

14
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i operator oblika plohe je dijagonalizibilan. U R3? postoje i tzv. kvazi-umbilicke tocke
plohe, tj. tocke u kojima vrijedi H? = K ali operator oblika plohe nije dijagonalizibilan.

U R? vrijedi i analogon Gaussovog velicanstvenog teorema

Teorem 1.23 (Theorema Egregium)Zakrivljenost K je invarijantna pri lokalnim izome-

trijama, tj. ako je F': M — N lokalna izometrija, tada je
K(p) = K(F(p)),p € M.

Dokaz teorema svodi se na pokazivanje da se i u R} Gaussova zakrivljenost moZe
odrediti preko fundamentalnih veli¢ina prvog reda i njihovih derivacija, tj. vrijedi tzv. in-
trinzi¢na formula.

Neka je  : U — S lokalna parametrizacija plohe klase barem C?3. Prema tome vrijedi

(z11)2 = (z12)1
(T22)1 = (w21)2 (1.9)

Vrijedi i
xi; =Uhay + Taa + hyn,  d,j =1,2

te Weingartenove formule

on
n = Ju. = ain f1 + a2 fo,
Uy
on
ny=g- = as f1 + aga fa,
Uz
gdje su
(LG — FM)
an ==L (1.10)
e(EM — FL)
“W2E TG
e(MG — FN)
T TEG
e(EN — FM)
ey

Uvrstavanjem u uvjete (1.9), dobivamo izraze oblika Ax; + Bz + Cn = 0, odakle zbog

linearne nezavisnosti slijedi A = B = C' = 0. Tako dobivamo
T'hzie + Thaos + Lng + (D1 )2z + (TF)2a2 + Lon =

= F%QZCH + F%ngl + Mn1 -+ (Fh)lxl -+ (F%)lxg -+ Mln.
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U R? Christoffelovi simboli Ffj se mogu izracunati prema

GFE,—-2FF,+ FFE,

Iy, = 1.11
(e _ 2BF,— EE,— FE,
11 — 2wg
[ GBFG,
12 — 2w2
o _ EG,—FE
12 — 2w2
. 2GF, -GG, - FG,
F22 - 2W2
1o _ EG,—2FF, + FG,
22 — 2w2

gdje je W? = EG — F?. KoriStenjem izraza kojima definiramo Christoffelove simbole i

izjednacavanjem ¢lana uz zo sa 0, dobivamo
FhF%z + F%lrgQ — Lags + (F%)? = Fbri + F%zrgz — May + (F%2>1~ (1.12)

Uvrstavanjem u (1.12) koeficijenata iz (1.10) slijedi

FM — EN

Iy, + 1T, + Lgm +(TT)2 =

=0, + Tl + Mfw + (T%)1.
Dakle
(ﬁz)l - (F%1)2 + Fbr%l + F%2F§2 - Filri - F%1F%2 -
_ L(FM — EN)— M(FL— EM) _ —E(LN — M?) Bk
EG — F? EG — F?

Prema tome, dobili smo sljededi izraz za Gaussovu zakrivljenost (intrinzi¢na formula)

1
K= (M0 = (T = TS~ ThIS + T+ T0T%,) (113)

Formula 1.13 se naziva Gaussova formula.

U R? vrijede i analogne Codazzi-Mainardi jednadzbe

Ly— M, —TLL+ (I}, —T2)M +T? N =0, (1.14)
Ny — My +T5,L+ (I3, —T1,)M —T2,N = 0.

Uvjet jednakosti Gaussovih zakrivljenosti dviju ploha nuzan je ali ne i dovoljan uvjet

izometricnosti tih ploha. Primjerice, u euklidskom prostoru helikoid i lijevak (ploha koja
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nastaje rotacijom krivulje ¢(u) = (u,logu, 0) oko y—osi) nisu izometri¢ne plohe, iako imaju
jednaku Gaussovu zakrivljenost. On je dovoljan samo za plohe konstantne zakrivljenosti,

tj. vrijedi sljedeci teorem, ([23])

Teorem 1.24 (Mindingov teorem) Svake dvije plohe jednake konstantne zakrivljenosti
su lokalno izometri¢ne, tj. postoje lokalne parametrizacije x i T tako da za njihove prve

fundamentalne forme vrijedi I = T.

U dokazu teorema je koriStena parametrizacija plohe geodetskim polarnim koordina-
tama. Prema [46], parametrizacija geodetskim polarnim koordinatama u R} je analogna
takvoj parametrizaciji u R?, te je stoga i dokaz teorema analogan.

Sljededi teorem koji se naziva Fundamentalni teorem teorija ploha daje odgovor na pitanje

kojim veli¢inama je ploha (do na polozaj u prostoru) jednoznacno odredena.

Teorem 1.25 Neka su F, F,G, L, M, N glatke funkcije definirane na otvorenom skupu
U CR? E +#0,G # 0koje zadovoljavaju Gaussovu formulu i Mainardi-Codazzi jednadzbe,
te neka je EG — F? # 0. Tada za svaku tocku ¢ € U postoji okolina V C U od ¢ i
glatki difeomorfizam f : V — f(V) C R? tako da regularna ploha f(U) C R? ima funkcije
E,F,G,L, M, N za fundamentalne veli¢ine prvog, odnosno drugog reda. Nadalje, ako je V
povezan, a f : V — f(V) C R} neki drugi glatki difeomorfizam koji zadovoljava navedene
uvjete, tada postoji izometrija prostora F : R? — R? tako da je f = F o f.

1.3 Pravcaste plohe u R?

Pravcaste plohe su specijalna vrsta ploha koje mozemo zamisliti kao plohe koje nastaju
tako duz neke krivulje povuce pravac. Neka je I C R otvoren interval i neka je ¢ : I — R3
C!—krivulja dana svojim parametarskim prikazom c. Neka je nadalje na I zadana jedno-

parametarska familija pravaca r(u) C R}, w € I.

Definicija 1.26 Skup tocaka S C R} dan parametarskim prikazom
fu,v) =c(u) +or(u),u e I CR,veR, (1.15)

pri ¢emu su vektori f,, f, linearno nezavisni predstavlja jednu C*—plohu u R? koju nazi-
vamo pravcasta ploha. Krivulja ¢ se naziva bazna krivulja (direktrisa, vodilica, ravnalica)

a pravci odredeni vektorom smjera r(u) izvodnice (generatrise) plohe.
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Specijalno, krivulja r(u) se naziva direkcijska krivulja pravcaste plohe. Izvodnice
pravcaste plohe su zadane s v — c(ug) + vr(ug).
Dalje u tekstu, bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da je polje r(u) jedini¢no.

U [25] navedene su cetiri klase pravéastih ploha koja se pojavljuju u R? :

1. pravcaste ploha ¢ija bazna krivulja, odnosno izvodnice nisu svjetlosnog karaktera i

linearno su nezavisni, klasa M,

2. pravcaste plohe ¢ija bazna krivulja je svjetlosnog karaktera, a izvodnice su prostor-

nog, odnosno vremenskog karaktera, te (¢/,r) # 0,

3. pravcaste plohe ¢ija bazna krivulja je prostornog, odnosno vremenskog karaktera, a

izvodnice su svjetlosnog karaktera, te (¢, r) # 0,

4. pravcaste ploha ¢ija bazna krivulja i izvodnice su svjetlosnog karaktera i linearno su

nezavisni, klasa My,

te je pokazano da se, uz odgovarajucu reparametrizaciju bazne krivulje, pravcéaste plohe
u R3 mogu svesti na plohe klase M;, odnosno My. Kako je ranije navedeno, iz razmatra-
nja smo iskljucili svjetlosne plohe. Skup svjetlosnih ploha u R? ¢ine svjetlosna ravnina,
svjetlosni stozac, te pravcaste plohe sa specijalnom baznom krivuljom i svjetlosnim izvod-
nicama, ([8]).

S obzirom na kauzalni karakter izvodnice r i njezine derivacije ' plohe klase M; dalje

mozemo podijeliti na
o plohe klase M}, ako r i r’ nisu svjetlosnog karaktera,
o plohe klase MY, ako r nije, ali 7’ jest svjetlosnog karaktera

Pravcaste plohe klase M} ¢emo kroz rad zvati ne-nul pravcaste plohe, dok ¢e se za plohe
klase M, koristiti termin nul-pravéaste plohe uz napomenu da su ove plohe vremenskog, a
ne svjetlosnog karaktera na sto bi mogao asocirati termin "nul". Dalje je vazno napomenuti
da je lokalna teorija ne-nul pravcastih ploha analogna teoriji pravcastih ploha u euklidskom
prostoru, dok za nul-pravéaste plohe, kao i za plohe klase M? koje nemaju svoj analogon

u euklidskom prostoru to opéenito ne vrijedi.

1.3.1 Pravcaste plohe klase M}

Pravcaste plohe klase M| moZemo smatrati svojevrsnim analogonima pravcastih ploha iz
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euklidskog prostora buduéi da za njih vrijede analogne definicije i teoremi za pravcaste
plohe u R3. U R? pravcaste plohe moZzemo razlikovati s obzirom na kauzalni karakter bazne
krivulje, odnosno izvodnica. Ako je bazna krivulja ¢ prostornog ili vremenskog karaktera,
tada se izvodnice r mogu odabrati tako da su ortogonalne na krivulju c. Buduéi da u R?
vremenski vektor moze biti ortogonalan samo na prostorni vektor [38], medu plohama
klase M| razlikujemo tri razlic¢ita tipa ploha s obzirom na kauzalni karakter bazne krivulje,

odnosno izvodnica:

» plohe tipa Si, pravcaste plohe s prostornom baznom krivuljom i prostornim izvod-

nicama,

» plohe tipa Sy, pravcaste plohe s prostornom baznom krivuljom i vremenskim izvod-

nicama,

» plohe tipa Ss3, pravcaste plohe s vremenskom baznom krivuljom i prostornim izvod-

nicama.

Plohe tipa S; su prostorne plohe, dok su plohe tipa S, odnosno S3 vremenske pravcaste
plohe.

Medu plohama klase M{ moZemo uociti neke specijalne pravcaste plohe,

Definicija 1.27 Pravcasta ploha s konstantnim vektorskim poljem r(u) naziva se cilin-
dri¢cnom pravcastom plohom.

Ako bazna krivulja plohe degenerira u tocku, pripadnu pravcastu plohu nazivamo konus-
nom plohom.

Ploha koju ¢ine tangente neke prostorne krivulje naziva se tangentnom plohom.

Ravnina je ocito primjer cilindri¢ne plohe. Cilindri¢ne, konusne i tangentne plohe su
tzv. razvojne plohe, tj. plohe koje se mogu izometricki preslikati u ravninu. Diferencijalno-
geometrijska karakterizacija takvih ploha je da je njihova Gaussova zakrivljenost K = 0.
Plohe koje nisu razvojne, nazivaju se vitopere pravcéaste plohe. Njihova Gaussova zakriv-

ljenost je oc¢ito K # 0. Ove plohe su karakterizirane uvjetom det(c(u), r(u), ' (u)) # 0.

Promotrimo sada dvije susjedne izvodnice generirane vektorima r(u), r(u + du). Ako
ploha nije cilindri¢na, izvodnice su mimoilazni pravci u prostoru. Za vitopere pravcaste

plohe definira se specijalna krivulja na plohi

Definicija 1.28 Noziste zajednicke okomice dviju susjednih izvodnica naziva se strikcij-
skom tockom pravcaste plohe, a lokus svih strikcijskih tocaka plohe se naziva strikcijskom

krivuljom plohe.

Parametrizacija strikcijske krivulje je dana s
r(u). (1.16)
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Za strikcijsku krivulju vrijedi sljedeéa propozicija, ([48])

Propozicija 1.29 Neka je S pravéasta ploha u R} s parametrizacijom (1.15) takva da,
je (r,ry = konst. i {(r',r") # 0. Tada postoji jedinstvena bazna krivulja s takva da je

(s',r"y =0, StoviSe, s ne ovisi o izboru bazne krivulje c.

Specijalno, svaka vitopera ne-nul pravéasta ploha S u R? s parametrizacijom (1.15)

dozvoljava reparametrizaciju

x(u,v) = s(u) + ve(u), (1.17)

gdje je e(u) = EOIR e? = £1, te je s(u) strikcijska krivulja. Veli¢inu

_det(c, e, )

§ = (1.18)

6/2

nazivamo parametrom distribucije plohe. Vitopere pravcaste plohe su karakterizirane s

parametrom distribucije § # 0.

Bez smanjenja opcéenitosti, mozemo pretpostaviti da promatrane pravcaste plohe imaju
parametrizaciju oblika (1.17), gdje je u parametar duljine luka strikcijske krivulje. Ana-
logno kao u euklidskom prostoru, svakoj ne-nul pravéastoj plohi mozemo pridruziti tzv. San-
nijin trobrid, tj. ortonormirani trobrid koji odreduje invarijante plohe: njezinu zakrivljenost
K, torziju 7 i strikciju o. Svaka ne-nul pravcasta ploha je do na polozaj u prostoru jednoz-

nacno odredena s ove tri invarijante.

Pravcastoj plohi S; pridruzujemo Sannijin trobrid na sljede¢i nacin: neka je n = ¢, te
z = e x n. Svakoj strikcijskoj tocki plohe S; pridruzujemo ortonormirani trobrid {e,n, z},

gdje je n vremenski, a e i z prostorni vektori. Frenetove formule ovog trobrida glase ([15])

e = kn

n' = ke + 72,
2 =n,
gdje su k i 7 zakrivljenost, odnosno torzija izvodnice e(u).
Tangencijalni vektor strikcijske krivulje plohe S; je s’ = cosoe + sinoz, gdje je kut o,
kut koji zatvaraju s’ i e, njezina strikcija. Stoga se prostorna pravcasta ploha S; moze

parametrizirati s

flu,v) = /(Cos oe(u) + sinoz(u))du + ve(u).

Sli¢no, za pravéastu plohu Sy s ortonormiranim trobridom {e,n, 2}, gdje je e vremenski
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a n i z prostorni vektori definirani kao za plohu S; , Frenetove formule glase ([15])

e =kn

n' = ke — 712,

2 =Tn.

Za pravcéastu plohu S;, s ortonormiranim trobridom {e,n, z} gdje je z vremenski, a e i n

prostorni vektori, Frenetove formule glase

e = kn

n' = —ke+ 72,
/

Y =1n

Buduci da za obje plohe tangencijalni vektor ostaje u vremenskoj ravnini odredenoj s e i
z, on je dan s s’ = sinh oe + cosh 0z, gdje realan broj o, vremenski kut koji zatvaraju s’ i

e, strikcija plohe. Stoga se obje plohe mogu parametrizirati s

flu,v) = /(sinh oe(u) + cosh oz(u))du + ve(u).

1.3.2 Pravcaste plohe klase M}

Plohe klase M7 su plohe s parametrizacijom (1.15) ¢ije su izvodnice prostornog, a vektor-
ska polja 7’ svjetlosnog karaktera, tj. (r',r") = 0. Ovakve plohe nemaju svoj analogon u
euklidskom prostoru budué¢i da u euklidskom prostoru samo za cilindri¢ne plohe vrijedi
(r',r"y = 0 tj. vektorsko polje r je konstantno. U Minkowskijevom prostoru zbog indefinit-
nosti metrike imamo specijalan slucaj ploha ¢ije da vektorsko polje r nije konstantno ali
(r',r") = 0(prisjetimo se da je vektor z = 0 prostornog karaktera). Za takve plohe takoder
mozemo reci da je direkcijska krivulja pravcaste plohe svjetlosnog karaktera. Invarijante
ove klase ploha analizirane su u [10],[48].

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da ploha S klase M} dozvoljava parame-
trizaciju oblika

fu,v) =c(u) +ovr(u),u e I CR,veR,

gdjesu (r,ry =1, (,r)=01i(d,r)=0.
Buduéi da su r x r’ i v’ ortogonalni svjetlosni vektori, oni su kolinearni. Dalje, moZemo

pretpostaviti 7 X ' = /. Promjenom parametra u, ukoliko je potrebno, mozemo postiéi
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r" = 0.
Definiramo funkcije na plohi, @ :S - R, R: S — R s

Q = det(d,r, 1),

R:={(d,d).

Za funkciju Q vrijedi Q = (¢, 7). Uz eventualnu promjenu bazne krivulje ¢ + or za neki

realan broj v # 0, mozemo pretpostaviti R # 0. Uz ortonormirani trobrid

/ /
{\/@c,r, \/@c X

slijedi

¢ x e vremenski vektor,

c i r prostorni, a

VIRl IR

e}, gdje su

Vrijede i sljedece jednakosti:
(i) @ = (") = %(c",c’) - %det(c”,c’,r),

(ii) det(c”,d,r) = g’ Rgli

(iii) ' = —c —Qr+ (— - —)c X T

Fundamentalne veli¢ine prvog reda plohe dane su s
E=R+2Qv, F=0, G=1,

odnosno prva fundamentalna forma je dana s

I = R+ 2Qv. (1.19)
Jedini¢no polje normale plohe je
1
n= ((1 + Qv)c/ X T — ch’),
|R + 2Qu| R R

te su fundamentalne veli¢ine drugog reda plohe dane s

L:;(E—R—Q/—le)’ M = Q

< N=0.
IR+2Qu| 2 @ IR+ 2Qu|

Gaussova zakrivljenost, odnosno srednja zakrivljenost plohe je dana s
Q2
" (R+2Qu)>
_ —2RQ"+ R'Q —20QQv
QIR+2Qulz
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Uoc¢imo da plohu mozemo micati kroz prostor tako da postignemo r = (1, u,u). Tada se

bazna krivulja c¢(u) = (¢1(u), ca(u), c3(u)) moze odrediti preko sljedeéih jednadzbi

At (= )y + ) = () =R
i tu(ey —c3) =({c,r) =0,
C/2 - Cé = <C/>T/> = Q
Slijedi
Q R 2 R 2
0/25(—2/&,@4—1—16 ,@—1—U )

Stoga invarijante () i R jednozna¢no odreduju pravéastu plohu, do na polozaj u prostoru.

1.3.3 Pravcaste plohe klase M,

Kao sto smo ranije naveli, pravcaste plohe sa svjetlosnim izvodnicama i svjetlosnom
baznom krivuljom zovemo plohama klase M ili nul-pravcastim plohama. Za plohe klase
My prema definiciji vrijedi linearna nezavisnost bazne krivulje ¢ i izvodnica r. Buduéi da su
dva svjetlosna vektora linearno zavisna ako i samo ako je njihov pseudo-skalarni produkt
jednak nula, ([38]), slijedi (¢/,7) # 0. Stoga su nam od velikog znacaja tzv. B—namotajne

plohe koje definiramo kako slijedi,

Definicija 1.30 Pravcasta ploha sa svjetlosnim izvodnicama i baznom krivuljom koja je

svjetlosna Frenetova krivuja sa svjetlosnim trobridom (A, B, ('), pri ¢emu je
d=A, (AJA)=(B,B)=0, (C,C)=1,

(A,B) =1, (A,C) =0, (B,C)=0,

te su izvodnice odredene s vektorskim poljem r = B, naziva se B—namotajna ploha.

Dakle, B—namotajna ploha ima parametrizaciju oblika
f(u,v) =c(u) +vB(u), uel CR,veR. (1.20)

Prema [25] svaka nul-pravcasta ploha za koju vrijedi (¢, r) #,0 mozZe se parametrizirati
kao B—namotajna ploha.

Za vektorska polja (A, B, C') vrijede analogoni Frenetovih formula
A'=kC, B' =kC, C'"=—k3A— kB, (1.21)
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pri ¢emu se funkcije ko 1 k3 nazivaju zakrivljenostima krivulje c.
B—namotajne plohe su vremenske plohe i njihova prva fundamentalna forma I, odnosno

druga fundamentalna forma /1, te operator oblika L, dani su s ([25])

I = k3v*du® + 2dudv, (1.22)

I1 = ky + vk} + v*k3du® + 2ksdudv, (1.23)
k 0

L, = ’ . (1.24)
]{?2 + Uk’:l)? ]{33,

Gaussova zakrivljenost K, odnosno srednja zakrivljenost H, B—namotajne plohe su dani
s K = k2, odnosno H = k3. Stoga za B—namotajne plohe uvijek vrijedi H? = K, te
su one ili totalno umbilicke kao $to su pseudosfere S7(p,r) ili kvazi-umbilicke. Primjeri
B—namotajnih ploha ukljuc¢uju plosnate (o¢ito i minimalne) B—namotajne plohe kao $to

su parabolicki svjetlosni cilindar.
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POGLAVLJE 2

[zometrije pravéastih ploha u R?

2.1 Lokalne izometrije ploha u Ri’

Lokalne izometrije ploha su diferencijabilna preslikavanja koja c¢uvaju intrinzi¢nu metriku
(prvu fundamentalnu formu) ploha. Posebno je zanimljivo izucavati ovakva preslikavanja
za razlic¢ite klase ploha postavljajuc¢i odredene uvjete na njih. Na primjer, Bonnetove plohe
su plohe jednake srednje zakrivljenosti koje su lokalno izometri¢ne. Helikoid i katenoid
su primjer para takvih ploha u euklidskom prostoru. Analogan problem je proucavan i u
Minkowskijevom prostoru, ([18]). Takoder prema Bourovom teoremu ([21]) postoji lokalna
izometrija izmedu helikoidalnih i rotacijskih ploha pri kojoj se zavojnice helikoidalne plohe
preslikaju u kruznice na rotacijskoj plohi. U ovom radu izuc¢avamo lokalne izometrije u
klasi pravéastih ploha te se prirodno namece pitanje pod kojim uvjetima lokalne izome-
trije ¢uvaju izvodnice na plohi. Izometrija helikoida koji je pravéasta ploha i katenoida
koji je rotacijska ploha pokazuje da uvjet da obje plohe budu pravcaste nije trivijalan.
U euklidskom prostoru ovakva preslikavanja je prouc¢avao njemacko-pruski matematicar
F. Minding (1806.-1885.) i stoga se nazivaju Mindingove izometrije. S aspekta diferenci-

jalne geometrije problem je proucavao E. Kruppa, ([35]).

Neka su S i S pravcaste plohe u R? zadane parametrizacijama x : [ x R — R3, odnosno
Z:IxR — R} Neka je F : S — S preslikavanje ploha. Definiramo diferencijalno

preslikavanje F' (push-forward) preslikavanja F' u tocki p na sljede¢i nadin:
Definicija 2.1 F}, je linearna transformacija izmedu tangencijalnih prostora
F*p : TpS — TF(p)g,

Faly) = (Fp), 2225 ),
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gdje je x oc: I — S krivulja na S za koju vrijedi

zoc(0)=p, Foxoc:I—S, Foxoc(0)=F(p),

droc

zp = (p, 1 (0)).

Definicija 2.2 Linearni izomorfizam 7" : V' — W mnogostrukosti V' i W koji ¢uva pseudo-

skalarni produkt se naziva linearna izometrija.

Definicija 2.3 Lokalna izometrija pseudo-Riemannovih mnogostrukosti M i N je glatko
preslikavanje F' : M — N za koje je svako diferencijalno preslikavanje F, : T,M — T,N
linearni izomorfizam, tj. vrijedi (Fi(v), Fi(w)) = (v,w), za sve v,w € T,M,p € M..

Definicija 2.4 Neka su S i S pravcaste plohe u R3. Preslikavanje F' : S — S se naziva
Mindingova izometrija ako je F' lokalna izometrija ploha koja preslikava izvodnice plohe

S u izvodnice plohe S.
Za lokalnu izometriju ploha u R} vrijede sljedeée propozicije
Propozicija 2.5 Lokalna izometrija ploha u R ¢uva kauzalni karakter vektora.

Dokaz. Neka je F lokalna izometrija ploha u R3. Tada je (Fi,(v), Fiy(w)) = (v, w) za
svaki v,w € T,S,p € S. Specijalno za v = w slijedi tvrdnja propozicije. O

Propozicija 2.6 Lokalna izometrija ploha u R? ¢uva kauzalni karakter krivulja.

Dokaz. Kauzalni karakter krivulje oo : I — R3 odreden je kauzalnim karakterom njezinog

tangencijalnog vektora o’. Tvrdnja slijedi iz (F,, (o), Fip(a')) = (/. &). O
Propozicija 2.7 Lokalna izometrija ploha u R? ¢uva kauzalni karakter plohe.

Dokaz. Kauzalni karakter plohe S odreden je kauzalnim karakterom njezine tangencijalne
ravnine.

Tangencijalna ravnina prostorne plohe je prostorna ravnina. Buduéi da lokalna izometrija
cuva kauzalni karakter vektora, a prostorna ravnina je odredena s dva prostorna vektora
koja sadrzi, slijedi da se prostorna ravnina lokalnom izometrijom preslika u prostornu
ravninu, tj. prostorna ploha se preslika u prostornu plohu.

Tangencijalna ravnina vremenske plohe je vremenska ravnina. Vremenska ravnina je odre-
dena s dva linearno nezavisna svjetlosna vektora koja sadrzi. Dva svjetlosna vektora v i w
su linearno zavisni ako i samo ako je (v, w) = 0. O¢ito se dva linearno nezavisna svjetlosna
vektora lokalnom izometrijom preslikaju u dva linearno nezavisna svjetlosna vektora, od-
nosno vremenska ravnina se lokalnom izometrijom preslika u vremensku ravninu.
Tangencijalna ravnina svjetlosne plohe je svjetlosna ravnina. Svjetlosna ravnina odre-
dena je jedinstvenim svjetlosnim vektorom koji sadrzi. Prema definiciji lokalne izometrije,

slijedi da se svjetlosna ravnina preslika u svjetlosnu ravninu. O
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Analogno kao u euklidskom prostoru vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.8 Glatko preslikavanje z je lokalna izometrija ako i samo ako su E = FE,
F =F, G = G, pri ¢emu su funkcije £, F, G, odnosno E, F,G fundamentalne veli¢ine
prvog reda s obzirom na parametrizaciju x, odnosno T definirane na istom otvorenom

skupu U.

Dokaz. Neka je x : U — S parametrizacija na S. Pokazimo da je glatko preslikavanje F

je lokalna izometrija ako i samo ako

<5i 8:v>_<8fo¢ 8fo¢>
Gui’auj N 8uz ’ 81&]‘ ’

ij=1,2. (2.1)

Kako vrijedi Fox =Zo¢: U — T(U), te uz (F o c)(t) = (F o x)(ui(t), us(t)), za parame-

tarske krivulje u; = (uq)o 1 us = (u2)o u tocki p = x((uq)o, (uz)o) vrijedi

Foplaa,) = d(F o xgi(;lh (u2)o) _ d(z o gzﬁ)d(;?, (u2)o) _ d(To gﬁuhw)'

Analogno,

(T o ¢)(u1, u)
8U2 ’

iz ¢ega slijedi (2.1). Nadalje, buduéi da vektori {x,, x,} ¢ine bazu za tangencijalnu ravninu

F*|p(xu2) =

T,S, uvjet (2.1) je dovoljno provjeriti na njima. Primjerice, za E = (x,, z,) dobivamo

o <8x(u,v) 8x(u,v)> _ ((%(u, v) oOu 0%(u,v) av>2 _

u ' ou ou  ou oo ou

—/0u\?2 —/0u\ /Ov —_/0U\?2
E(au) +2F<0u> (0u>+G(8u)

Uzmemo li sad za domene parametrizacija isti skup, tj. U = U, a za koordinatno presli-

kavanje ¢ = Id, tvrdnja teorema ocito slijedi. O

2.1.1 Lokalne izometrije ploha klase M|

Promotrimo sada lokalne izometrije pravéastih ploha klase M| koje su opisane u odjeljku
1.3.1.

Za prvu fundamentalnu formu I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? ne-nul pravcastih ploha

dobivamo redom:
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e za prostornu pravcastu plohu S;

I = (1 —v*k*)du? + 2 cos odudv + dv?,

o za vremensku pravcastu plohu S,

I = (1 +v?k?)du® — 2sinh odudv — dv?,

» za vremensku pravéastu plohu S;

I = (=14 v*k*)du® + 2sinh odudv + dv?.

Druga fundamentalna forma I = Ldu? + 2Mdudv + Ndv? ovih ploha je dana s:

e za prostornu pravcastu plohu S;

K cososing + 7sin? o + vk’ sino — o’ cos ovk + V2R2T

1T = du?
\/\ — sin? o + v2kK?|

Ksino
+
\/| — sin® o + v?K?|

dudv,

e za vremensku pravcastu plohu S,

I rsinh o cosh o + 7 cosh? o + vk’ cosh o + ¢’ sinh ovk — U2/£2Td )
= u

\/| cosh® o + v2K2|

Kk cosh o
\/| cosh? o + v2k2|

dudv,

e za vremensku pravcéastu plohu Ss

[T sinh o cosh o + 7 cosh? o 4 vk’ cosh o — o’ sinh vk — "U2I€27'd )
= u

\/] cosh? o — v2k2|

+ rcosho dudw.

\/] cosh? o — v2k2|

Mozemo uociti da za sve tri vrste ploha klase M}, prva fundamentalna forma ne ovisi o
torziji 7, te se ne mijenja s promjenom predznaka zakrivljenosti x, a specijalno za prostorne
pravéaste plohe S; se ne mijenja s promjenom predznaka strikcije o. Stoga vrijedi sljedeci

teorem

Teorem 2.9 Svake dvije ne-nul prostorne (odnosno vremenske) pravcaste plohe S(k, 7, o)

i S(£k, 7, £0) (odnosno S(£k,7,0)) su lokalno izometri¢ne.
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Uz uvjet da su pravcaste plohe parametrizirane na istim skupu, lokalna izometrija

c¢uva njihove izvodnice, tj. vrijedi sljedeci teorem

Teorem 2.10 Neka su S i S pravéaste plohe parametrizirane s (u,v) € I C RxR, odnosno
(w,v) € I C RxR,. Lokalna izometrija y : S — S preslikava izvodnice plohe S u izvodnice

plohe S ako je preslikavanje parametara dano s u = u, v = .

Dokaz. Neka je preslikavanje parametara (u,v) dano s
u= F(u,v),v =G(u,v).

Na ovo preslikavanje postavljamo uvjete da se izvodnice, tj. v—krivulje (u = ug) na plohi
S se preslikaju u izvodnice, tj. 7—krivulje na plohi S, da su sve izvodnice su pravci, te da
je preslikavanje v lokalna izometrija izmedu S i S, odnosno za kvadrat metrike na plohi
vrijedi ds? = d32%.

Buduéi da preslikavanje ¢uva izvodnice, mozemo pretpostaviti da se uw = 7y preslika u

u = ug. Tada je
oF

v
tj. F' ne ovisi o T. Stoga je F(u,v) =u+ C, gdje je C' € R konstanta. Bez smanjenja

Uy = F(ﬂo,@) i 0,

opcéenitosti, mozemo pretpostaviti C' = 0, te neka je stoga

u = f(u). (2.2)

Takoder zbog uvjeta regularnosti reparametrizacije vrijedi f'(w) # 0.
Nadalje, buduéi da je svaka izvodnica pravac, mora se ¢uvati linearna veza po v parametru

i on se mora modi separirati. Stoga vrijedi
v =1+ h(u). (2.3)

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je S ne-nul pravcasta ploha tipa S; (dokaz
je analogan za ne-nul pravcaste plohe tipa S, i S3, kao i za nul-pravcéaste plohe).

Prostorna pravéasta ploha S parametrizirana s (,7) ima kvadrat metrike dan s
ds* = (1 + v°%*)du’ + 2 cos odudv + dv’. (2.4)
Prema (2.2), odnosno (2.3) za diferencijale du, odnosno dv, vrijedi
du = f'(u)du, dv=dv+ h'(u)dy,
te njihovim uvrstavanjem u ds? i izjednacavanjem s (2.4) dobivamo

ds* = (1+ (0 +h(@))*k?) f'(@)*du’® +2 cos o f' (W)du(dv + b/ (w)daw) + (dv+ b/ (w)du)? = d5°.
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Promotrimo koeficijente uz du?
(14 (T + h(@)*k?) f'(@)? + 2cosaf' (W)h' + h* = 1+ v2K>.

To je polinom varijable ¥ i usporedbom odgovarajuéih koeficijenata slijedi h(u) = 0 za
svaki 7 € R, tj. h je nul-funkcija, te f'(u)? =1 tj. f'(u) = £1. Tada je f(u) = £u +c,
gdje je ¢ € R konstanta. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti f(u) = u, pa
prema (2.2) i (2.3) slijedi u =@, v = 7.

O

Ocito uz takvu parametrizaciju vrijedi i sljedeéi korolar

Korolar 2.11 Strikcijska krivulja plohe S se Mindingovom izometrijom preslika u strik-

cijsku krivulju plohe S.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz v = . O]

Sada iz Teorema 2.9 i Teorema 2.10 slijedi da su za ne-nul pravcaste plohe Mindingove
izometrije zadane promjenom predznaka funkcije s, te zamjenom C!'—funkcije 7: I — R
proizvoljnom C!—funkcijom 7 : I — R, a specijalno za prostorne pravcaste plohe S; i

promjenom predznaka funkcije o. Stovise, vrijedi sljede¢a propozicija

Propozicija 2.12 Apsolutna vrijednost parametra distribucije |§| prostorne (odnosno

vremenske) pravcaste plohe Sy (S, S3) je invarijanta Mindingove izometrije.
Dokaz. Prema formuli (1.18) slijedi

sino cosh o

0] =

)

‘ (odnosno  [§] =
K

te bududi su apsolutne vrijednosti funkcija o i x invarijante Mindingove izometrije, tvrdnja
slijedi. O

Rijesavanjem problema koji ukljucuju odredivanje proizvoljne funkcije 7 za ne-nul
pravcaste plohe dobivaju se teoremi analogni teoremima u euklidskom prostoru, ([35]),
imajué¢i u vidu da se Mindingova izometrija promatra samo izmedu ploha kauzalnog
karaktera, a za vremenske ne-nul pravcéaste plohe izmedu ploha istog tipa.

Medu pravcastim plohama mozemo uociti tzv. konoidalne plohe.

Definicija 2.13 Konoidalna pravcéasta ploha je pravcasta ploha ¢ije su izvodnice paralelne

s odredenom fiksnom ravninom (koja se naziva direkcijskom ravninom).
Ovakve plohe su karakterizirane sljede¢im teoremom

Teorem 2.14 Ne-nul pravcasta ploha S je konoidalna pravcasta ploha ako i samo ako je

njezina torzija 7 = 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da je S konoidalna pravcasta ploha tj. izvodnice e su paralelne
s fiksnom ravninom koja je razapeta konstantim vektorima a i b. Tada je i €¢'(u) =
' (u)a + ¢ (u)b, te €’ (u) = 2" (u)a + y"(u)b. Kako je 7 := det(e, €, €”) slijedi 7 = 0.

Obratno, ako je 7 = 0, vektor binormale 2z je konstantan vektor na koji su ortogonalne

sve izvodnice pravcaste plohe. O]

Teorem 2.15 Svaka ne-nul pravcasta ploha S je lokalno izometricna u Mindingovom

smislu s konoidalnom pravcastom plohom.

Dokaz. Konoidalne pravcaste plohe su karakterizirane s torzijom 7 = 0. Tvrdnja teorema
ocito vrijedi.

O

Medu vitoperim pravcastim plohama mozemo uociti specijalnu vrstu ploha, tzv.plohe

konstantnog nagiba.

Definicija 2.16 Ne-nul pravcasta ploha konstantnog nagiba je vitopera pravcasta ploha

C¢ije izvodnice zatvaraju konstantan kut s odredenim fiksim vektorom.

Kako bismo karakterizirali plohu konstantnog nagiba, najprije definirajmo Darbouxov
trobrid njezinog direkcijskog stosca.

Neka je S ploha koje nije cilindricna, tj. e # konst. Direkcijski stozac pravcaste plohe
S zadan je parametrizacijom x(u,v) = ve(u), te je definiran krivuljom e(u) koja lezi na
jedini¢noj pseudosferi, a u je parametar duljine luka direkcijske kruznice. Direkcijskom
stoscu sad mozemo pridruziti trobrid {e, n,z} pri ¢emu je n = €', te z = e X n i vrijede

formule

e =kKn
n' = —ke + kz,
7= —kn,

pri ¢emu je koeficijent k geodetska zakrivljenost krivulje e(u), odnosno konusna zakriv-

ljensot plohe S. Konoidalne plohe su karakterizirane sljede¢im teoremom

Teorem 2.17 Ne-nul pravcasta ploha je ploha konstantnog nagiba ako i samo ako je

-
njezina konusna zakrivljenost k = — = konst. # 0.
K

Dokaz. Pretpostavimo da je S pravcasta ploha tipa S; (za vremenske pravcaste plohe

tipa S, odnosno S3 dokaz je analogan). e = n,n' = —e + kb,V/ = —kn gdje je k = T
Pretpostavimo da je S ploha konstantnog nagiba , tj. postoji konstantan vektor ¢ € R}
takav da

Z(e,q) = konst., tj. (e, q) = konst.
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Neka je ¢ = q1e + qgan + q3b. Tada je po pretpostavci
(q,e) = konst. = q.
Derivacijom dobivamo

(q,€)=0=q 1 ¢5=1{q,V)=—k{qg,n) =0, tj. g3 = konst.

Budu¢i da je vektor ¢ konstantan dalje vrijedi
¢ =qe +gn' =qe +g(—ke') = (@ — kgz)e’ =0,

te je stoga k = % = konst. Ocito je q3 # 0, inace ¢ = 0, Sto je kontradikcija.
Obratno, neka je k = konst. i ¢ = ke +b. Tada je vektor ¢ konstantan tj. ¢’ = ke’ +b =0
i vrijedi (q,e) = k = konst.

]

Teorem 2.18 Svaka ne-nul pravcasta ploha S je lokalno izometricna u Mindingovom

smislu s pravcastom plohom konstantnog nagiba.

-

Dokaz. Ne-nul pravcaste plohe konstantnog nagiba su karakterizirane s — = konst. Tvrd-
K

nja teorema ocito vrijedi.

]

Takoder na plohama mozemo uociti neke specijalne krivulje.
Asimptotska krivulja plohe S je integralna krivulja asimptotskog smjera, tj. smjera v € T,S

za koji vrijedi II(v) = (L,v,v) = 0. Ove krivulje su zadane jednadzbom
Ldu® + 2Mdudv + Ndv* = 0, (2.5)

gdje su L, M i N fundamentalne veli¢ine drugog reda plohe S.

Teorem 2.19 Svaka ne-nul pravcasta ploha S tipa S; (S2, odnosno S3) je lokalno izome-
tri¢na u Mindingovom smislu s pravéastom plohom S tipa S; (Ss, odnosno S3) pri cemu

se dana krivulja v = v(u) na S preslika u asimptotsku krivulju od S.

Dokaz. Kako je asimptotska krivulja plohe S karakterizirana jednadzbom (2.5), za danu

v—krivulju v = v(u), torziju 7 mozemo odrediti

» za prostornu plohu S; iz jednadzbe oblika:

(kcososino + 7sin® o + vk’ sin o — o’ cos ovk + v k*7)du? + 2k sin odudv = 0,
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« za vremensku plohu S, iz jednadzbe oblika:

(kchosho + 7ch?o + vk cho + o’ shovk — v2k*7) du® + 2k ch o dudv = 0,

« za vremensku plohu S3 iz jednadzbe oblika:

(kchosho +7ch?o + vk cho — o' shovk — v2k*7) du® 4 2k ch o dudv = 0.

]

Krivulja zakrivljenosti plohe S je integralna krivulja (realnog) glavnog smjera plohe S,

a odredena je jednadzbom
(EM — FL)du® + (EN — LG)dudv + (FN — MG)dv* = 0, (2.6)

gdje su E, F, G odnosno L, M, N fundamentalne veli¢ine prvog, odnosno drugog reda.

Teorem 2.20 Svaka ne-nul pravéasta ploha S tipa S; (tipa Ss, odnosno S3) je lokalno
izometri¢na u Mindingovom smislu s pravéastom plohom S tipa Sy ( S, odnosno S3) pri

¢emu se dana krivulja v = v(u) na S preslika u krivulju zakrivljenosti od S.

Dokaz. Bududi je krivulja zakrivljenosti plohe S odredena jednadzbom (2.6), za danu

krivulju v = v(u), torziju 7 mozemo odrediti iz jednadzbe oblika
Adu® + Bdudv 4+ Cdv? =0,
gdje je
e za prostornu pravcastu plohu Sy

A= (1—v*k*)ksino — (kcososino + 7sin’ o + vk’ sin o — o’ cos ovk + v2k*7) cos o,

B = o' cosovk — kcososino — 7sin? o — vk’ sino — vk T
M
i (= —ksino,

e za vremensku pravcastu plohu S,

A= (1+v*k*kcho+ (kchosho +7ch®o + vk’ cho + o' shovk — v*K*F) sho,

B =kshocho +7ch?c + vk cho + vke’' sho — v2k2F

i C =kcho,
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e za vremensku pravcéastu plohu Ss

A= (v®’k? = 1)kcho — (kchosho 4+ 7ch?o + vk' cho — o' shovk — v*k*7)sho
B = —(kshocho +7ch’o + vk cho — vko'sho — v? kT
i = —kcho.
]

Za plohe ¢ije su glavne zakrivljenosti kompleksne, krivulje zakrivljenosti se ne definiraju.
Primjeri takvih ploha su vremenske minimalne (H = 0) vitopere (K # 0) pravcaste plohe.
Za razliku od R? gdje je jedina minimalna vitopera pravcasta ploha (desni) helikoid,
minimalne vitopere pravcaste plohe u R? su: Lorentzovi helikoidi (helikoid prve , druge i
treée vrste), te konjugat Enneperove plohe, ([48]).

Bududi da se glavne zakrivljenosti mogu izracunati prema (1.8), za vremenske minimalne
vitopere pravcéaste plohe one su oc¢ito imaginarne, budué¢i da je Gaussova zakrivljenost
vitoperih pravcastih ploha u R uvijek pozitivna. PokaZimo posljednju tvrdnju.

Prema formuli (1.4) slijedi da se za pravcaste plohe u R? Gaussova zakrivljenost ra¢una

prema

—M?
K=ce—— = =+1.
Kako je za prostorne (odnosno vremenske) plohe ¢ = —1, (¢ = 1), a EG — F? > 0,

(EG — F? < 0,) ocito vrijedi K > 0.
Stoga u primjere ploha s imaginarnim glavnim zakrivljenostima ubrajamo:helikoid prve

(slika 2.7), odnosno trece vrste, (slika 2.4) te konjugat Enneperove plohe, (slika 2.9).

Geodetska krivulja plohe S je krivulja ¢iji je vektor normale ili nul vektor ili paralelan

s ploSnom normalom. Ove krivulje su karakterizirane jednadzbom
(u" + T 4 201w/ + Thov)du + (v 4+ T2 0 + 2T,y + T30%)dv =0, (2.7)

gdje su Ffj, i, j, k = 1,2 Christoffelovi simboli dani s (1.11).

Teorem 2.21 Svaka ne-nul pravcasta ploha S tipa S; (S2, odnosno S3) je lokalno izome-
tricna u Mindingovom smislu s pravéastom plohom S tipa S; (S,, odnosno S3) pri ¢emu

se geodetska krivulja na S preslika u pravac na S.

Dokaz. Krivulja v = v(u) na S s parametrizacijom x(u) = s(u) + v(u)e(u) je pravac kada

su x" i x” linearno zavisni, tj. kada je
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e za prostorne pravcaste plohe S; matrica

coso + ' VK sin o
—sino’ +v" +vk? cosok +sinoT + 20k + vk cosoo’ + vkT

« za vremenske pravcaste plohe S, matrica

sho +1/ VK cho ]

cho' +v" +vk? shok+chor + 20k + vk’ shoo' — vkt

« za vremenske pravcaste plohe S3 matrica

[ sho + v’ VK cho

choo' +v" —wvk? shok+chor + 20k + vk’ shoo’ + vkT

ranga 1. Iz toga uvjeta dobivamo sljedec¢e jednadzbe:

e za prostorne pravcaste plohe S;

coso + v’ sin o
. =0 (2.8)
—sino’ +v" 4+ vk? cosoo’ + VKT
i
coso + v v?Kk? +sin o _0
—sino’ +v" +vk? wvk(cosok +sinoT + 20’k + vk') + sino(cos 00’ + VKT)
(2.9)
e za vremenske pravcaste plohe Sy
sho + v/ cho
=0 (2.10)
cho' +v" +vk? shoo' — vkt
i
sho + v/ —v?K? — ch?o 0
cho' +v" +vk? —vk(shok + chor + 20k + vKk') — cho(sh oo’ — vkT)
(2.11)
» za vremenske pravcaste plohe S3
sho + v cho
=0 (2.12)
choo’ +v" —vk? shoo' + vkt
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sho + v’ v2Kk? — ch?o

=0
cho' +v" +vk? wvk(shok + chor + 20’k 4+ vk') — cho(shoo’ + vkT)

(2.13)

Jednadzba (2.9) (odnosno (2.11), (2.13)) je jednadzba geodetske krivulje na plohi.
Buduéi da je krivulja v = v(u) prema pretpostavci geodetska krivulja, ona zadovoljava jed-
nadzbu 2.9, (odnosno (2.11), (2.13)). Sada iz jednadzbe (2.8) (odnosno (2.10), (2.12))mo-

zemo odrediti torziju 7. O

Teorem 2.22 Svaka ne-nul pravcasta ploha S tipa S; (S2, odnosno S3) je lokalno izome-
tricna u Mindingovom smislu s pravcastom plohom S tipa S; (Ss, odnosno S3) pri cemu

se dana krivulja v = v(u) na S preslika u ravninsku krivulju na S.

Dokaz. Ravninska krivulja ¢ karakterizirana je jednadzbom det(c’, ", ") = 0. 1z te jed-

nadzbe dobivamo jednadzbu oblika
1737'3 + F27'2 + FlT + FO + GT/ = 0,

iz koje mozemo dobiti 7 gdje su
e za prostornu pravcastu plohu S;

F3 = cososin® o + sin® ov’ — cos orv? — v'Kk%0?,

3

Fy = 2cos?osinok — sin® ok + 7cos o sinov'k + 5sin vk — 2 cos? oo’ v+

+3cososinok'v + 3sinov'k'v — cos® oo’ kv — 3 cos oo’V kv + sin oKV,

2 2 2 2 3

F) = —2cos® 00 — 3cos 0?0 sin o + cos? 00’ sin’ o + cos® o sin oo’ + sin® oo’ —

—sin? o0 — 2 cos? oo™v — 6" sin? ov' + cos o sin 00"V’ +2 cos oo’ sin ov” + cos® orZ—

—2cososin® ok? + 6cos’ ov'k? — 5sin’ ov'k? + 11 cos ov? k% + 602 K% — cos® ok'v—

—3cos oV’ K'v+2 cos oo’ sin crv+3 cos? ok’ kv—4 sin? ok kKv+9 cos oV K ku+4v K Kv—

2 12,2

—3cos ov" kv+4 cos oo’ sin ok2v+50" sin ov' K2v—cos ov” K2v—60"v" K20 +2 cos ok PV +

+20' k20?2 —cos ok v?+20" sin ok Kv? — 26"V KV? =0 K Kv? —cos? oo K20 —sin oo K20+

+0" k20? — cos orv? — v KM + K K30

3 2 2 1,02 1

Fy = —cos® 00’k — cosoo’ sin? ok’ — 4 cos? 00'v'k' — 30" sin? o'k — 3cos oo’v? K +
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1,1

+cososinokv” + 3sinov'k'v”

+ cos? oo’ sin ok + cos® oo’ sin ok + 20" sin® oK+

3

+ cos® 0" k+cos o sin® 00" k—cos o sin 0V k—cos oo’ sin oV’ k+2 cos® ao’? sin oV K+

+3cos? oo’k + 2sin? 00"V Kk — 2sin ov"v' Kk — 20" sin vk + 2 cos ooV K —

//// "2

—3cos? oo’ k—50' sin? ov" k—3 cos oo’ vV k+3 sin ov"?k—cos® o sin o k> —5 cos o sin oV K> —

—6sin ov?k® — cos oo’ sin ok'v + cos? oo’ sin ok'v + cos? oo”K'v + sin? oo K'v—
— sin ov" K'v—0" sin ov' K v+cos a0V K v—cos? oo’ K v—o' sin? ok v—cos oo’V K v+
+sin ov"K"v—cos® oo kv — 0" sin? crv+cos oo’ V" kv +o'? sin ov" kv —cos ooV Kv—

2 3

—3cososinok'k2v — 6sin ov'kK'k*v — 30" sin? oKV + 2 cos oo’V K3 + 4sin ov" K2V —

3 5

—3sin ok?Kkv?+3 cos oo’ K kK202 +-sin ok k20?4 0" sin ok30% — cos 00" K30 +-sin oKV

3 2 2 2

G = —cos’ oo’ sino — o’ sin® 0 — cos oo’ sinov’ + sin? ov” + cos® ok + sin® orZv+

+3cos oV K% + 207 K% + cos oK' Kkv? + V'K KV + o' sinok?0? — VK20 — KNP,

za vremensku pravcastu plohu S,

Fy = —shoch?o — ch? o0’ — v'kv? — shok?v?,

Fy = —2sh?0chok—ch®or—Tshochov'k—5chov?k+2shoo’v'v—3sho ch orx'v—

—3chov'k'v 4+ 3sh® 00’kv + shoo’v' kv — ch o k302,

Fy = —2sh®00™? + 2sh oo™ ch? o + sh? o choo” — ch3 00" — ch? 00" — 2sh? o0’/ +
+0" ch? ov' +sho ch oo™V + 2sh oo’ ch ov” — sh® ok? — 2sh o ch? ok? — 6sh? ov'K?—
5ch? ov'k? — 11 sh 0v?k% — 60 k2 + sh ov'K'v + 30K v + 20" ch ov' kv — 2 sh? ok Kv—
—4ch?ok'kv — Tshov' k' kv — TV K kv + 300" kv + 6sh oo’ ch ok?v + 30" ch ov' K2+
+4sh ov"K?v + 300" K20 — 2sh ok 0% — 20" K0 +0'K"v? 4+ 20" ch oK' KV? + 26"V KV*+

+shor"kv? — shoo?k*? — choo”k*0? — V" k%0 + VK30 + shor*? — K K303,

2 2 2
Fy=—sh®00’k’ + shoo’' ch? ok’ — 4sh? 00'v'k' + 30" ch? ov'k’ — 3shoo’v* K +

+shochorv"+3 ch ov'k'v"—2sh? 00’ ch ok+20" ch® ok+sh® 00" k—sh o ch? 00" k—
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—shochov”k —shoo?chov'k + 3sh? c0”v'k — 2ch? 6o”v'k — 2 ch vV K+

20" ch ov"?k + 2sh 06”0k — 3sh? 00’v"k + 50’ ch? ov"k — 3sh oo’ v'v" K+
+3chov”k —sh?ochor® — 5shochov'k® — 6 ch ov?k® + sh? 60" K'v—
—ch?00”"K'v — chov"k'v + 0" chov'k'v + shoo"v'K'v — sh? oo’ k" v+
+o' ch? ok"v — shoov'K"v + ch ov"K"v + sh? 00 kv — o3 ch? orv+
+shoo’v" kv — 6" chov" kv — shoo”v" kv — 3sh o ch ok'k*0 — 6 ch ov' K K20+
+30" ch? ok®v + 2sh o0’v'k3v + 4 ch 00" K30 — 3ch ok kv? + 3sh oo’k K202+

+chok"kK20? — 62 ch okv? — shoo” K302 + ch ok’v?
9

G = —sh?00'cho + o' ch® o — shoo’ chov’ + ch? ov” — sh? ok?v + ch? ok2v—

—3shov'k*v — 20%k%*v — sh ok’ kv? — V'K 'KV? + o' ch ok*0? + v K*0? + K*?

e za vremensku pravcéastu plohu Sg

Fy =shoch?o + ch? ov’ — shok?v? — /%02,

Fy =2sh?*c0chok + ch® ok + 7shochov'k + 5ch ovk + 3sho ch ok/v+

+3chov'k'v — 3sh? 00’kv — 3shoo’v' kv — ch ok3v?,
Fy = —2sh®00™” + 2sh oo ch? 0 4+ sh? o choo” — ch® 06" — ch? v
—28h? 600 + 0 ch?ov' + sho choo”v' + 2sh oo’ ch ov” + sh® K2+
+2shoch?ok? + 6sh? ov'k? + 5ch? ov'k% + 11 sh ov?k? + 603 K2+
+2sh? ok'kv 4+ 4 ch? ok’ kv + 6 sh oV K kv + 40K kv — 6sh oo’ ch ok?v—
—50" ch ov'k*v — 4sh ov"kK?v — 60"V K20 + 2sh ok?v? + 20 K0 —
—20" ch ok’ kv? — 20" KV? — shok"kv? — VK" KV? + sh oo K20+
+choo”k*0? + 0" k*0? 4+ shor'v? + v'k*? — kK303,
Fy = —sh®00'k’ + shoo' ch? ok’ — 4sh? 00'v'K + 30’ ch? ov'k’ — 3sh oo’v* k' +

+shochokv" + 3chov'kv" — 2sh? o0 ch ok + 20" ch® ok + sh® 00" k—
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—shoch?00”k —shochov”k —shoo?chov'k + 3sh? o0”v k—
—2ch?00"v'k — 2ch ov™v' Kk + 20" ch vk + 2sh 00"k — 3sh? oo’V K+

+50" ch? 00"k — 3sh oo’V v"k + 3 ch ovk + sh? 0 ch ok® + 5sh o ch ov' K3+

2 2
+6chov?k3 + sh? 60" K'v — ch? 00" K'v — ch 00" K'v + ¢ ch oV K v+

+shoo”v'k'v —sh? 00'k"v + o ch? ok"v — sh oo’v'K"v + ch ov" K" v+

+sh?00”kv — 0 ch® kv + shod’v" kv — o’ ch ov" kv — sh ooV kKu+

+3shochor'k?v + 6 ch ov'k'k*v — 30’ ch? kv — 2sh o6’v' k30 — 4 ch o0 KPv+

+3chok?kv? — 3sh oo’k k20? — ch ok"kK*v? + 0% ch ok>v? + sh oo’ kK30? + ch ok’ v?

G = —sh?00'cho + o' ch® o — shoo’ chov' + ch? ov” + sh? ox?v — ch? ok?v+

2 ", 2 2 4.3

+3shov' kv + 202Kk%0 + sh ok'kv? + V'K Kv? — o ch ok?v? — v"'K20? + K403,

]

Teorem 2.23 Svaka ne-nul pravcasta ploha S tipa S; (odnosno tipa Sz, odnosno S3)
je lokalno izometri¢na u Mindingovom smislu s pravcastom plohom S tipa S; (odnosno
tipaSy, odnosno S3) pri ¢emu se dana krivulja v = v(u) na S preslika u krivulju na S duz

koje iS¢ezava srednja zakrivljenost H plohe S.

Dokaz. Srednja zakrivljenost plohe S dana je s (1.7). Za danu krivulju v = v(u) prema

pretpostavci vrijedi H = 0, odakle torziju 7 mozemo odrediti

» za prostornu pravcéastu plohu S; s

_ Kcososino + o' cosovk — vk’ sino
T = )

sin? o + vk?
» za vremensku pravéastu plohu S, s

_ kchosho +o'shovk +vK'cho
T =

)

v2k2 —cho

o za vremensku pravcéastu plohu S3 s

~ kchosho +o0'shovk —vk'cho
T = )
cho — v2kK2

]

Navedene ne-nul pravéaste plohe mozemo jednoznacéno odrediti (do na polozaj u pros-

toru) preko funkcija F,@Q i J, ([10]),koje definiramo u nastavku.
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Neka je t duljina luka direkcijske krivulje plohe S zadane parametrizacijom (1.15). Tada
vrijedi
(e(t),e(t)) =€ (@), () =pn, epe{-11}

te ('(t), € (t)(= 0, tj. ¢ je strikcijska krivulja. Ovakva parametrizacija se naziva standardna

parametrizacija pravcaste plohe. Sada definiramo funkcije F,Q i J kao

Funkcija J se naziva geodetska zakrivljenost direkcijske krivulje ili konusna zakrivljenost
plohe. Invarijante x, 7,0 su s invarijantama F’, (), J povezane na sljede¢i nacin:
Neka je s duljina luka strikcijske krivulje, a t standardni parametar, tj. duljina luka

direkcijske krivulje e(u), tj. neka je

t= / s|le’(s)||ds = / sk(s)ds.
S50 S0
Stoga za proizvoljnu C*—funkciju f imamo sljedeéu vezu derivacija s obzirom na razli¢ite

parametre (lancano pravilo)

df _df dt _ ()ﬂ
ds _ dt ds  ar

Stoga dobivamo

sy de  de ds 1
e(t) = T ds (s) @,
0= 00510 d5) = -+ ()
d  , ds 1 , d 1 ds
_ds(())‘(ﬂ"i(‘s)+e(s>.¢9(fi((9)>.clt
" 1 / L ! L
—w) K2(s) tels) (KJ(S)) Kk(s)’
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Uvrstimo 1i sada dobivene derivacije u definiciju funkcije dobivamo ocite veze

E(t) = (¢(t),e(t)) = {(s) - K(ls),e(SD = (c(s),e(s)) - —

= det| e(s),€'(s) - (15) e"(s) ! +€'(s) - <1)/ : 1) =
)

( i
= det (e(s), e'(s) - L7 e (s
ot e

=

K(S)

= det| e(s),€'(s) - w(s) e’ (s) 2

=

Zadamo li sada ne-nul pravcaste plohe preko funkcija F, (@ i .J, fundamentalne veli¢ine

prvog reda su dane s
E={(d,d)+{ W, F=/(e), G=/ee),

te su Mindingove izometrije opisane zamjenom C*—funkcije J proizvoljnom C!—funkcijom
J i svi prethodno izreceni teoremi mogu se dokazati koristeéi invarijante F, Q i J. Ovdje
kao primjer navodimo karakterizaciju konoidalne plohe preko funkcije J. Ostali teoremi

su dokazani na slican nacin.

Propozicija 2.24 Pravcasta ploha x(u,v) = ¢(u) + ve(u) je konoidalna pravéasta ploha

ako i samo ako je J = 0.

Dokaz. Postujuéi vezu izmedu funkcija 7 i J, tvrdnja ocito slijedi. O

Dalje navodimo nekoliko primjera ne-nul pravcastih ploha koje se mogu dobiti kao
slike Mindingovih izometrija.

Primjer 2.25 Helikoid druge vrste (Slika 2.1) s parametrizacijom
f(u,v) = (vchu, u,vshu)

je pravéasta ploha tipa S i primjer je plohe konstantnog nagiba u R,
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Hiperbolicki paraboloid (Slika 2.2) s parametrizacijom
h(u,v) = (u,v,uv),

je takoder ploha tipa S; za u € [—1,1] i primjer je konoidalne plohe u R?.

Slika 2.1: Helikoid druge vrste

Slika 2.2: Hiperboloicki paraboloid
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Primjer 2.26 Prostorni jednoplosni hiperboloid (Slika 2.3) s parametrizacijom
g(u,v) = (cosu — 3vsinu, sin u + 3 cos u, 2v)

je pravcasta ploha tipa S; i svaka pravcasta ploha tipa S7 s zakrivljenoséu k = 3 i strikcijom

0 = arccos % se moze Mindingovom izometrijom preslikati u njega.

Slika 2.3: Prostorni jednoplosni hiperboloid

Primjer 2.27 Helikoid trecée vrste (Slika 2.4) s parametrizacijom
f(u,v) = (vshu,u,vchu)

je pravéasta ploha tipa Sy i primjer je plohe konstantnog nagiba u R$.

Konoid druge vrste (Slika 2.5) s parametrizacijom
g(u,v) = (vshu,cosu,vchu)

je takoder ploha tipa S, i primjer je konoidalne plohe u R3.

Primjer 2.28 Vremenski jednoplosni hiperboloid (Slika 2.6) s parametrizacijom
g(u,v) = (cosu — 2vsinu, sin u + 2 cos u, 3v)

je pravcasta ploha tipa Ss i svaka pravéasta ploha tipa Sy s zakrivljenoséu k = 2 i strikcijom

o= arcsinh% moze se Mindingovom izometrijom preslikati u njega. [
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Slika 2.4: Helikoid treée vrste

Slika 2.5: Konoid druge vrste

Primjer 2.29 Helikoid prve vrste (Slika 2.7) s parametrizacijom
f(u,v) = (vcosu,vsinu,u)

je pravéasta ploha tipa S3 i primjer je plohe konstantnog nagiba u R,

Pliickerov konoid (Slika 2.8) s parametrizacijom
g(u,v) = (vcosu,vsinu,sin 2u)

je takoder pravcasta ploha tipa Ss i primjer je konoidalne plohe u R3.
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Slika 2.7: Helikoid prve vrste

2.1.2 Lokalne izometrije pravcastih ploha klase M?

Promotrimo sada lokalne izometrije pravcastih ploha klase M?, tj. ploha ¢ije su izvodnice
e prostornog, a €’ svjetlosnog karaktera. Tada jos kazemo da je direkcijska krivulja prav-
caste plohe svjetlosnog karaktera.

Neka je ploha S pravcasta ploha sa svjetlosnom direkcijskom krivuljom, tj. ploha S dozvo-

ljava parametrizaciju oblika

z(u,v) = c(u) + ve(u), ||| = £1, [le] = 1,[l¢'l =0,  (u,v) € I xR
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Slika 2.8: Pliickerov konoid

Fundamentalne veli¢ine prvog reda plohe S su dane s
E=R+2Qu, F=0, G=1,
odnosno prva fundamentalna forma plohe S je dana s
I = (R+2Qu)du® + dv?.

Buduéi da je ranije pokazano da je svaka pravcasta ploha klase M} jednoznacéno odredena,

invarijantama @) i R (do na polozaj u prostoru), a prva fundamentalna forma ovisi samo

o Qi R, slijedi

Teorem 2.30 Dvije pravcaste plohe klase M} su lokalno izometri¢ne ako i samo ako su

kongruentne.

Dokaz. Neka su S i S dvije pravcaste plohe klase M} parametrizirane istim parametrima
(u,v) € I C R x R. Neka su plohe S i S lokalno izometricne, tj. za koeficijente prve
fundamentalne forme vrijedi £ = E, F = F, G = G. Izjedna¢avanjem odgovarajué¢ih
koeficijenata slijedi R = R, te Q = Q. Kako je invarijantama @ i R ploha jednoznaéno
odredena slijedi da su S i S kongruentne plohe.

Obratan smjer ocito vrijedi. O]

Primjer 2.31 Konjugat Enneperove plohe druge vrste (ili Cayley-Lie minimalna prav-

¢asta ploha) zadana parametrizacijom

u3 3

x(u,v) = (a(g +u) + uv,a(% —u) +uv, au® +v),a # 0
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je pravéasta ploha klase M?. Ova ploha je takoder primjer minimalne plohe, kao i primjer
pravcaste plohe s imaginarnim glavnim zakrivljenostima. Teorem (2.30) povlaci da ne
postoje pravcaste plohe koje su izometricne u Mindingovom smislu s ovom plohom (osim

kongruentnih ploha). ]

Slika 2.9: Konjugat Enneperove plohe

Primjer 2.32 Nomizu-Sasaki plohe. Dvoparametarska familija helikoidalnih pravcastih

ploha koje se nazivaju Nomizu-Sasaki plohe zadana je s
a _ a _
z(u,v) = (56 Y 4+ ve, —5e “ +wve', bln |a| + v — bu), a, bkonst.a # 0.

Ove plohe su pravéaste plohe klase MY, te takoder ne postoje pravéaste plohe koje su

izometri¢ne u Mindingovom smislu s ovim plohama (osim kongruentnih ploha). [

2.2 Lokalne izometrije pravéastih ploha klase M|

U ovom poglavlju promatramo lokalne izometrije pravcastih ploha koje takoder nemaju
svoj analogon u euklidskom prostoru, tj. pravéastih ploha ¢ija je bazna krivulja, kao i izvod-
nice, svjetlosnog karaktera. Buduéi da za odredivanje lokalno izometricnih u Mindingovom
smislu ne-nul pravcastih ploha vaznu ulogu imaju plohe konstantnog nagiba, odnosno kono-
idalne plohe, postavlja se pitanje postoje li plohe konstantnog nagiba, odnosno konoidalne

plohe medu nul pravéastim plohama. Buduéi da nul pravéaste plohe konstantnog nagiba
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Slika 2.10: Nomizu-Sasaki ploha

nisu definirane,prije proucavanja Mindingovih izometrija nul-pravcastih ploha, dat ¢emo
definiciju takvih ploha, dati njihovu karakterizaciju, te pokazati da medu nul pravcastim
plohama nema konoidalnih ploha. Sve definicije i teoreme ¢emo izvesti i za B—namotajne

plohe, kao i za B—namotajne plohe sa specijalnom parametrizacijom.

2.2.1 Nul-pravcaste plohe konstantnog nagiba

Kao sto smo veé¢ spomenuli, pravcaste plohe konstantnog nagiba su plohe ¢ije izvodnice
zatvaraju konstantan kut s odredenim vektorom. U Minkowskijevom prostoru R, kut
izmedu dva vektora od kojih je jedan svjetlosni nije definiran, te se nul-pravcaste plohe
konstantnog nagiba ne mogu definirati na isti nacin kao za ne-nul pravcaste plohe. Ana-
logno definiciji svjetlosnih krivulja konstantnog nagiba (poopéenih svjetlosnih zavojnica

([25])) dajemo sljedecu definiciju

Definicija 2.33 Pravcastu plohu sa svjetlosnim izvodnicama e zovemo ploha konstantnog

nagiba ako postoji konstantan vektor g # 0 tako da vrijedi
(q,€e) = konst. (2.14)

Neka je S ne-cilindri¢na ploha, tj. €’ # 0. Bududi je vektor €’ ortogonalan na e, slijedi

da je €’ prostorni vektor. Tada se (prostorna) direkcijska krivulja e(u) moze parametrizirati
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duljinom luka u, (¢/(u),€'(u)) = 1.
Nadalje, za svjetlosnu krivulju e(u) koja lezi na svjetlosnom stoscu LC, mozemo definirati

svjetlosnu bazu {e, €/, y} za R}, ([37]) tako da vrijedi

<e,e> = <y>y> =0, <€/>€/> =1, <e>y> =1, <676/> = <eluy> =

i vrijede sljedece formule
' =ke—vy, y =—ke. (2.15)

Funkcija k£ : I — R se naziva konusna zakrivljenost pravcaste plohe. To je, zapravo,
geodetska zakrivljenost krivulje e(u) na LC. Za krivulju parametriziranu duljinom luka

krivulje e(u), dana je s

Oznacimo li s &, 7 zakrivljenost i torziju svjetlosne direkcijske krivulje e(u) koja je parame-
trizirana duljinom luka u R? i s ¢ = €’ njezinu tangentu, n glavnu normalu i b binormalu,

tada Frenetove formule glase
t'=%n, n'=—-Fkt+7b, V' =—7n. (2.16)
Nadalje, mogu se ostvariti i sljedece veze

R=V—-2k, T=—=(—), e=n".

5 (2.17)

Teorem 2.34 Neka je S nul-pravcasta ploha koja nije cilindri¢na, te neka je e(u) njezina
direkcijska krivulja, a k(u) njezina konusna zakrivljenost. Tada je S ploha konstantnog
nagiba ako i samo ako

k = konst.

Dokaz. Ako je S ploha konstantnog nagiba, tada postoji konstantan vektor ¢ # 0 takav
da vrijedi (2.14). Neka je ¢ = qie + g2€’ + gy, gdje je 1 = (¢, ¥), ©2 = (¢, €), @3 = (¢, €).
Pretpostavka (2.14) povlaci g3 = konst. Sada, derivirajuéi (2.14) dobivamo ¢ = (g, €¢’) = 0.
Sliéno, ¢y = (¢q,vy') = —k{q,€’) = 0. Stoga, imamo ¢ = q1e + g3y, gdje je qi,q3 = konst.
Bududi je ¢ konstantan, slijedi ¢ = (¢1 — gsk)e’ = 0, a kako S nije cilindri¢na ploha, €’ # 0,

imamo ¢; — qsk = 0, tj.
=1
as

Uoc¢imo da vrijedi g3 # 0, buduéi da je inace ¢ = gie. Tada bi vrijedilo 0 = ¢’ = 1€’ i

= konst.

q1 = 0, tj. ¢ =0, Sto je kontradikcija. Vektor ¢ koji odreduje os plohe konstantnog nagiba
moze se napisati kao

q = qz(ke +y), g3 = konst. # 0.

Obratno, ako je k = konst., tada promatramo vektor ¢ = g3(ke + y), g3 = konst. Vektor
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q je konstantan vektor, ¢ = gs(ke’ + ') = 0, i vrijedi (g,e) = ¢3. Stoga, S je ploha

konstantnog nagiba. O]
Takoder vrijedi i

Korolar 2.35 Neka S nul-pravcasta ploha koja nije cilidri¢na i koja je konstantnog nagiba,
te neka je e(u) njezina direkcijska krivulja (parametrizirana duljinom luka u). Tada je
e(u) ravninska krivulja. Preciznije, e je (pseudo)-kruznica, tj. elipsa (k < 0), parabola ¢ija
je os paralelna s vektorom svjetlosnog smjera u svjetlosnoj ravnini (k = 0) ili hiperbola u

vremenskoj ravnini (k > 0).

Dokaz. Direkcijska krivulja e(u) je prostorna krivulja s zakrivljenoséu % i torzijom 7
povezanima s k jednadzbom (2.17). Teorem 2.34 povlaci da 7 = 0, i stoga je e(u)
ravninska krivulja.

Ako je k # 0, e(u) lezi u svojoj oskulacijskoj ravnini razapetoj s €’ i e” = ke —y, tj. ravnini
s normalom ¢ = ke + y. Ova normala je prostorni (odnosno vremenski) vektor, i stoga
je ravnina koja sadrzi e vremenska (odnosno prostorna) ako i samo ako k& > 0 (odnosno
k < 0). Nadalje, buduéi, & = konst., krivulja e je (pseudo)-kruznica. Uoc¢imo da je
normala ravnine ¢ = ke 4+ y upravo os plohe S.

Kada je k = 0 tada & = 0 i 7 nije definirano. U ovom slucaju, €’ (u)? = 0i €’(u) =
—y(u) # 0, te je stoga €” svjetlosni vektor. Sada y’ = 0 povlaci ¢” = 0 i stoga je e(u)
parabola, e(u) = —3y(u) u® + aju+ as, gdje su ay, a konstanti vektori. Ona lezi u ravnini
razapetoj s € i y koja je svjetlosna (sadrzi samo jedan svjetlosni smjer — smjer svjetlosnog
vektor y). Os parabole e(u) je pravac odreden s y, stoga je e(u) parabolicka kruznica.

]

Suprotno situaciji u euklidskom prostoru, nul-pravcaste plohe s £ = 0 nisu konoidalne.
Mozemo uoéiti da je k = 0 ako i samo ako ¢? = 0, tj. ako i samo ako je os pravéaste plohe

konstantnog nagiba svijetlosnog karaktera. Stovise, vrijedi sljedece:

Korolar 2.36 Neka je S nul-pravcasta ploha koja nije cilindri¢na. Tada S nije konoidalna

ploha.

Dokaz. Neka je S nul-pravcasta ploha koja nije cilindri¢na. Pretpostavimo da je S kono-
idalna ploha i neka je 7 njezina direkcijska ravnina s normalom ¢, ¢ = gie + g2’ + ¢3y.
Uoé¢imo da bududi su e(u) paralelni s ravninom 7, 7 mora biti vremenska ili svjetlosna.
Sada g3 = (e,q) =01 (¢/,q) = (¢",q) = 0. Posljednja jednadzba povlaéi ¢; = (y,q) = 0.
Stoga je ¢ kolinearan s €/, ¢ = go(u)e’(u). Buduéi ¢o = (¢/,q) = 0, slijedi ¢ = 0, Sto je
kontradikcija. O]

B—namotajne plohe konstantnog nagiba su takoder definirane s (2.33). Nadalje, one

su karakterizirane sljede¢im teoremom
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Teorem 2.37 Ploha S je B—namotajna ploha konstantnog nagiba ako i samo ako:

o ky#£01i Z—; = konst. Ako ’g—; = konst # 0, tada je S B-namotajna ploha nad op¢om
svjetlosnom zavojnicom, i ako k3 = 0, tada je S B-namotajna ploha nad opcéom

svjetlosnom kubikom (tada je S cilindri¢na ploha).

o ky =0. Tada je S B-namotajna ploha nad svjetlosnim pravcem, specijalno, pseudo-

sfera SZ(p,r).

Dokaz. Neka je g konstantan vektor takav da (q, B) = konst. Mozemo pisati
q=qaA+qsB+qcC,

gdje je
qa = (¢, B) = konst.,

qB = <C],A>,
gc = (g, C).

Deriviranjem ¢4, dobivamo
¢y = (¢, B') = k3qc =0

istoga ili k3 =01ili go = 0.

« Ako je k3 = 0, tada je ¢ poopéena svjetlosna kubika ([25]). Vrijedi B’ = 0, pa je
B konstantno polje i S je cilindri¢na. Stoga je S B-namotajna ploha nad poopce-
nom svjetlosnom kubikom. Njezina os nije jedinstvena, vrijedi (g, B) = za svaki

konstantan vektor q.

» Ako je gc =0, tada ¢ = ({q, A))" = kagc = 0, tj. qp je takoder konstantna funkcija.
Stovise, 0 = ¢ = —ksqp — kaqa.
Ako je ko # 0 tada 2—2 = —g—;} = konst. ¢ime je bazna krivulja ¢ od S karakterizirana

kao opca svjetlosna zavojnica ([25]). Tada je S B-namotajna ploha nad opéom

svjetlosnom zavojnicom s osima

q=qaA+qsB, qa,qs = konst.

Obratno, ako je Z—z = konst., tada konstantan vektor ¢ = qu (A — (%)B), qa =

konst. # 0, je os plohe konstantnog nagiba, (¢, B) = ¢a.
Ako je ko = 0, tada 0 = g, = —ksgp 1 k3 # 0 povlaci gg = 0 i stoga je os od S
odredena s ¢ = g4 A koji je svjetlosni vektor. Nadalje, buduéi je A" = 0, tangencijalni

vektor ¢ = A je konstantan vektor, te je stoga bazna krivulja ¢ svjetlosnog karaktera.
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Za vektorsko polje C vrijedi C" = k3(u)A,pa ga mozemo odrediti s
C(u) = A / ks (s)ds) + Ay,

gdje je Ay konstantan vektor. Buduéi je C' jedini¢ni prostorni vektor, imamo
<A, A1> - O, <A1,A1> - 1
Konacno,

B(’LL) = /lfg(S)O(S)dS + Bl,
B1 = k‘onst., <Bl, B1> = 0.

Prema tome, svjetlosni trobrid bazne krivulje ¢ je odreden. Uoc¢imo da je direkcijska
krivulja B(u) parabola s osi A (ili njezin dio).
Ovo mozemo uvidjeti uvodeéi novi parametar s* = [ks(s)ds. Tada je krivulja

C(s*) = As* + A, pravac. Buduéi &= = k;(s) i dgis) = k3(s)C(s), imamo B(s*) =

[ C(s*)ds*, i stoga B(s*) parametrizira parabolu.

Obratno, ako je ko = 0, tada konstantan svjetlosni vektor ¢ = g4 A, qa = konst.,

generira os plohe konstantnog nagiba, (g, B) = qa.

]

Primjer 2.38 Pseudosfera S?(p,r) je dvostruko pravcasta ploha ¢ije su obje familije
izvodnica svjetlosnog karaktera. Lokalna parametrizacija plohe S?(p,r) kao B—namotajne
plohe je sljedec¢eg oblika

u 2 1 2 1

Flu,) = (1,0,0) + —=(0,w,u) + v(—,

NG P v e v

Direkcijska krivulja e(u) plohe SZ(p,r) je parabola u ravnini y — z = v/2 s osi (0,1, 1)
usmjerenom u svjetlosnom smjeru ravnine (u smjeru vetora A). Njezine zakrivljenosti
su ke = 0, k3(u) = —%. Stoga je S%(p,r) pravcasta ploha konstantnog nagiba, kao i

konstantne Gaussove i srednje zakrivljenosti.

Primjer 2.39 Krivulja parametrizirana s

7 1 g(s), , 1 9(s)
c(s) = (f(s), ﬁ(s + 7)> (ﬁ s

—
|
~—
S~—
S~—

gdje su f, g C*funkcije, ¢’ = (f")?, je opéa svjetlosna kubika. Njezin Frenetov trobrid je

dan s

A = ((0). 7501 = E. S0+ )
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a njezine zakrivljenosti s ko(s) = f”

Slika 2.11: Pseudosfera S?(p,r) parametrizirana kao B-namotajna ploha i njezina
bazna krivulja

Slika 2.12: Direkcijska krivulja e(u) od S?(p,r) na svjetlosnom stoscu LC

11 _ oy _Ls) ['(s)
EJ E)? C(S) - (17 \/5 ) \/5 )

s), k3(s) = 0. B-namotajna ploha nad opéom

B(s) = (0,

—~

svjetlosnom kubikom je cilindri¢na ploha, stoga ravna i minimalna.

Primjer 2.40 Ako je ko = 0, tada je S ploha konstantnog nagiba. Na slici 2.14 je

prikazana ploha za koju vrijedi k3(u) = 2u, te je stoga primjer pravcaste plohe konstantnog

nagiba ali ne i konstantne Gaussove zakrivljenosti K i srednnje zakrivljenosti H. [
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Slika 2.13: B-namotajna ploha nad op¢om svjetlosnom kubikom

Slika 2.14: Ploha konstantog nagiba s ko = 0, k3(u) = 2u

Konac¢no, mozemo koristiti i specijalne parametre krivulje ¢ B-namotajne plohe. Bazna
krivulja ¢ za koju vrijedi (¢’(s),c”(s)) > 0 (stoga je ko # 0) moze se reparametrizirati

parametrom duljinom tzv.pseudoluka, (¢’(s),c”"(s)) = 1. Tada vrijedi
d=A A=C, B=kC, C'"=-k,A-DB, (2.18)

gdje se funkcija k;, = £

svjetlosna zavojnica ako i samo ako je svjetlosna zavojnica ([25]), tj. krivulja konstantne

naziva svjetlosna zakrivljenost krivulje c¢. Krivulja ¢ je opca

svjetlosne zakrivljenosti. Stoga vrijedi sljedeci korolar:

Korolar 2.41 Neka je S B-namotajna ploha konstantnog nagiba nad svjetlosnom Fre-
netovom krivuljom ¢ parametriziranom duljinom pseudoluka. Tada je ¢ op¢a svjetlosna

zavojnica (k;, = konst.) i ona je kongruentna s jednom od sljedeéih krivulja k; = %2 > 0,
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ki = —%2 < 01ili k£, =0, odnosno:
ci(s) = (%cos(as),%sin(as),—i),
ea(s) = (=2, % cosh(os), & sinh(o s)),
2 s s s s
o) = Gogpyaty)

Jednostavnim rac¢unom dobivamo:

Korolar 2.42 Izvodnice B-namotajne plohe konstantnog nagiba nad svjetlosnom Frene-

tovom krivuljom ¢ parametriziranoom duljinom pseudoluka su odredene s
Bi(s) = (—%sin(os),$ cos(os), ),
By(s) = (—%,—%sinh(os), =% cosh(o s)),
By(s) = (—5.0,—3).

Dokaz. Sluzimo se jednadzbama koje slijede iz (2.18),

A=, C=, B=—-kA—-C=—kd ="

]

Uoc¢imo da je direkcijska krivulja B-namotajne plohe generirane s B; (odnosno By)
kruznica (odnosno pseudokruznica), prema Korolaru 2.35 o nul-pravéastim necilindri¢nim
plohama konstantnog nagiba. B-namotajna ploha generirana s baznom krivuljom c3 i
izvodnicama Bj je cilindri¢na ploha i stoga se na nju ne odnosi Korolar 2.35.

Nadalje, uo¢imo da se B-namotajne plohe s parabolama kao direkcijskim krivuljama ne
pojavljuju u Korolaru 2.41, buduéi da za njih vrijedi ko = 0 i njihova bazne krivulje se ne

mogu parametrizirati duljinom pseudoluka.

2.2.2 Lokalne izometrije B—namotajnih ploha

Promotrimo sada lokalne izometrije B—namotajnih ploha. Vidjeli smo da je za B—namotajne
plohe prva fundamentalna forma dana s I = k3v*du® + 2dudv, pa buduéi da ne ovisi o

zakrivljenosti ko vrijedi sljedeéi teorem
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Slika 2.16: B-namotajna ploha s baznom krivuljom ¢, i izvodnicama B,

Teorem 2.43 B—namotajne plohe S(ky, k3) i S(ky, k3) su lokalno izometricne.
Za B—namotajne plohe takoder vrijedi teorem 2.10 pa ocito vrijedi sljedeci korolar
Korolar 2.44 Mindingova izometrija ¢uva bazne krivulje B—namotajnih ploha.

Sada prema Teoremu 2.43 i Teoremu 2.10 slijedi da se sve B—namotajne plohe lokalno
izometri¢ne u Mindingovom smislu s plohom S mogu se zamjenom C!—funkcije ko : I — R

proizvoljnom C*!—funkcijom k5 : I — R. Stoga vrijede sljedeéi teoremi
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Slika 2.17: B-namotajna ploha s baznom krivuljom c3 i izvodnicama By

Teorem 2.45 Svaka B—namotajna ploha S je lokalno izometri¢na u Mindingovom smislu

s B—namotajnom plohom konstantnog nagiba.

Dokaz. Odgovaraju¢im izborom funkcije ko dobivamo B—namotajnu plohu konstantnog

nagiba. O

Teorem 2.46 Svaka B—namotajna ploha S je lokalno izometri¢na u Mindingovom smislu
s B—namotajnom plohom S pri ¢emu se dana krivulja v = v(u) preslika u asimptotsku

krivulju od S.

Dokaz. Asimptotska krivulja B—namotajne plohe karakterizirana je jednadzbom
(ko + vk} + v?*E3)du® + 2kzdudv = 0.

Za zadanu krivulju v = v(u) ks odredimo iz gornje jednadzbe. O

Za razliku od ne-nul pravcastih ploha, B—namotajne plohe mogu biti ili totalno umbi-
licke ili kvazi-umbilicke. Kvazi-umbilickim nazivamo one B—namotajne plohe ¢iji operator
oblika L, nije dijagonalizibilan ali vrijedi K = H?. Za takve plohe svojstveni potprostor
operatora L, je jednodimenzionalan te stoga imamo samo jedan glavni smjer. Za takve
B—namotajne plohe, krivulje zakrivljenosti su zapravo njezine izvodnice. Ocito, ako je S
B—namotajna ploha s parametrizacijom (1.20) i operatorom oblika plohe (1.24), tada su
krivulje zakrivljenosti B—namotajne plohe zadane jednadzbom (ks + vk%)du = 0. Bududi
da za kvazi-umbilitke B—namotajne plohe vrijedi (ky + vk5) # 0, slijedi du = 0. Stoga su
v—krivulje tj. izvodnice B—namotajne plohe ujedno i krivulje zakrivljenosti plohe.

Nadalje vrijedi
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Teorem 2.47 Svaka B—namotajna ploha S je lokalno izometri¢na u Mindingovom smislu

s B—namotajnom plohom S pri ¢emu se geodetska krivulja na S preslika u pravac na S.

Dokaz. 1z uvijeta da je matrica

1 v vks
—vk3  —koksv +v" ko + 20'ks + vk},

ranga 1 slijede jednadzbe

1 ' 4ok
LI (2.19)
—Uk?% —kﬁgk‘gU + v
i
1 ' 4 (vks)?
| U (vks) ‘ ~0. (2.20)

—vk?  —kokzv + 0" + vks (kg + 20'k3 + vK})

Jednadzba (2.20) je diferencijalna jedadzba geodetske krivulje na B—namotajnoj plohi.
Bududi da je v = v(u) geodetska krivulja, ona zadovoljava jednadzbu (2.20), te iz (2.20)

mozemo odrediti ko. O

Teorem 2.48 Svaka B—namotajna ploha S je lokalno izometri¢na u Mindingovom smislu
s B—namotajnom plohom S pri ¢emu se krivulja v = v(u) na S preslika u ravninsku

krivulju S.
Dokaz. 1z uvjeta da za planarnu krivulju « vrijedi det(a, o/, ) = 0 slijedi jedadzba
k3 + Foks + Fiko + Fy + Gk, = 0,

gdje su funkcije
By = 4v'kz + 3kiv + 2k3v?,

Fy = v2k; — 0" — 4k3v"v — 20'k50? + 2KE0? — kskfv® — kSkhv®,

Fy = —60"k3 + 30 k5" + 3k3v"? — 20'kzv" — 602 k3 kv + 60" k3v" v+

"yn /i / 122 210 M2 11,2101, .2 3. .12
V' ksv — k50" v — 3v'ksks v + 3ksksvTvT + v'kskyvT — ksvT o7,

G =" + 3v'kjv + kskiv® + k30°.
O

Primjer 2.49 Nul-pravcasta ploha s k3 = konst. # 0 se naziva izoparametarska ploha

([10]). Ove plohe su plohe konstantne Gaussove i srednje zakrivljenosti. Ako je takva ploha
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ploha konstantnog nagiba tada, parametriziramo li ju kao B-namotajnu plohu,takoder
vrijedi ky = konst.. Specijalan slucaj je S(p,r). Opca parametrizacija takve plohe je
dana u ([10]) s

flu,v) = (g(u),0, —au + /g/(u) cos u du) + v(cosu,sinu, 1).

Slika 2.18: Izoparametarska ploha s g(u) = u

Slika 2.19: Izoparametarska ploha s g(u) = u?
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2.3 Izometrije pravéastih ploha koje ne ¢uvaju
izvodnice

U euklidskom prostoru vrijedi teorem da ako su svake dvije pravcaste plohe lokalno
izometri¢ne, one su takoder izometricne u Mindingovom smislu, osim ukoliko su izometri¢ne
s dvostruko pravéastom kvadrikom cije izvodnice upravo odgovaraju izvodnicama svake
pojedine plohe,([14]).

U Minkowskijevom prostoru R? analogan teorem vrijedi za prostorne pravcaste plohe S;.

Teorem 2.50 Ako su dvije pravéaste plohe tipa S; S i S lokalno izometri¢ne, tada je
lokalna izometrija Mindingova izometrija, osim ako su obje plohe lokalno izometri¢ne s

dvostruko-pravéasto kvadrikom u ¢&ije se izvodnice preslikaju izvodnice ploha Si S.

Dokaz. Neka su S i S dvije pravcaste plohe tipa S; s parametrizacijama oblika (1.17)i
odgovaraju¢im parametrima (u,v) € I x R odnosno (u,v) € I x R. O¢ito su v—krivulje
(u = konst.) izvodnice plohe S, te u—krivulje (v = konst.) zovimo krivuljama plohe S. Ana-
logno definiramo izvodnice, odnosno krivulje plohe S. Pretpostavimo da se krivulje plohe

S preslikaju u izvodnice plohe S, te obratno. U R$ vrijede analogne Codazzi-Mainardi jed-

0 W, 0 W,
nadzbe (1.14) koje zbog u InW = W ', +I'2,, odnosno 0 InW = W I, + I,
mozemo pisati i u obliku
L M L M N
(), ~ (i), 2) — 20t () + T () =0
N M L M N
(), = (i), + (i) - 2h(fp) + o) =0

Kako za plohu S vrijedi I'}, = T'3, = 0, te se jednadzbe svedu na

().~ (), - (1) =
(), () -o
(), (3

(). = (%), -2 (w)

W (W
Uzmemo li K = % = %, dobivamo pp, = ( ) ()v i prema gornjoj jednadzbi slijedi

Stoga je

M)\ M
0 Do
%lnp: p = 2I'L,. (2.21)
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Bududéi da su plohe S i S lokalno izometri¢ne pri ¢emu se v—krivulje plohe S preslikaju
u u—krivulje plohe S, tj. u = ¥,v = u, te zbog invarijantnosti Gaussove zakrivljenosti,
K(u,v) = K(u,v) = K(v,u) zamjenom parametara dobivamo jednadzbu

0 Pu

5u Inp= L= ) (2.22)
Jednadzbe (2.21) i (2.22) su nuzni i dovoljni uvjeti egzistencije plohe ¥ koja je lokalno
izometricna s plohama S i S i ¢ije su asimptotske krivulje parametarske krivulje. Zaista,

kako su asimptotske krivulje parametarske krivulje na plohi ako i samo ako je L = N = 0,
2

M 1

tada slijedi K = WE T te su Codazzijeve jednadzbe ove plohe dane s (2.21) i (2.22).
p

Stoga slijedi da su u = konst i v = konst. asimptotske krivulje na plohi 3. Nadalje, one

su kao slike geodetskih krivulja (izvodnica) pri izometriji i same geodetske krivulje, te su

nuzno pravci. Stoga je 3 dvostruko pravcasta ploha. O

U dokazu prethodnog teorema tvrdimo da ako je geodetska zakrivljenost k, i normalna
zakrivljenost k, krivulje jednake nula, onda je krivulja pravac. U eulidskom prostoru ova
tvrdnja vrijedi, buduéi da je veza izmedu zakrivljenosti x, te k, i k,, dana s k? = k; + k2.
U R?, imamo nekoliko slucajeva. Pretpostavimo da je bazna krivulja pravcaste plohe S
parametrizirana duljinom luka, tj. vrijedi ¢ = +1. Neka je {c, s,n} Darbouxov trobrid
za krivulju ¢ na S, te pretpostavimo da je S vremenskog karaktera. Za vremensku plohu

S plogna normala je prostornog karaktera, tj. n? = 1. Dalje razlikujemo dva slucaja:

1. Pretpostavimo da je ¢ prostornog karaktera, tj. ¢ = 1. Buduéi da je ¢’ ortogonalan
na ¢”’, tada je ¢ vremenskog ili prostornog karaktera. Nadalje, buduéi da je ploha
S vremenska, tangencijalna ravnina 7T,S je vremenska i vektor s koji je ortogonalan

s ¢ je vremenskog karaktera. Razlikujemo dva podslucaja:

la. Pretpostavimo da je ¢’ prostorni vektor. Tada prema definiciji kuta (1.10)
vrijedi
/!
, k
shg= A8 kg tj. ky = rsho,

le" sl x

te prema definiciji kuta (1.8)

chg= K

= = tj. k, = kch@.
lelng — w0 0 T RE

Stoga je
K2 = (kch0)? — (ksh0)? = k) — k2.

1b. Pretpostavimo sada da je ¢ vremenski vektor. Tada prema definiciji kuta (1.7)
vrijedi
(c",s)  k

hf = —— 27 — 9 ik = —kché
¢ sl — w0 e T TR
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te prema definiciji kuta (1.10)

(", n) k

shf= """ =" tj k,=rsho.
lellinll
Stoga je
k2 = (—rch0)® — (ksho)® =k} — k.
2. Pretpostavimo da je ¢ vremenskog karaktera, tj. ¢ = —1. Tada je vektor s pros-

tornog karaktera, a buduéi je ¢’ ortogonalan na ¢’, vektor ¢’ je nuzno prostornog

karaktera. Razlikujemo podslucajeve:

2a. Pretpostavimo da vektori s i ¢ razapinju prostornu ravninu. Tada prema
definiciji kuta (1.9) vrijedi

(,s) kg .
cosf = W = tj. kg = kcos 0,
/!
k
sinf = {m) = " tj. k, = rksind.
le’lllinll =

Stoga je
k* = (kcosf)? + (ksinf)? = k2 + k:;.

2b. Pretpostavimo sada da vektori s i ¢ razapinju vremensku ravninu. Tada prema
definiciji kuta (1.8) vrijedi
(c",s) k

= 2 9 45k, = kchf
sl — w2 e TR

ché

te prema definiciji kuta (1.10)

/!
shf = Am) @, tj. k, = ksh.

~elllinll s
Ponovno zakljucujemo

2 _ 12 _ 12
k®=k; — k.

Ocito i u R} vrijedi da ako su geodetska zakrivljenost k, i normalna zakrivljenost k,
krivulje jednake nula, onda je krivulja pravac.
Bududéi da lokalna izometrija ¢uva kauzalni karakter izvodnica, odnosno bazne krivulje za

vremenske ne-nul pravéaste plohe ocito vrijedi sljedeéi korolar

Korolar 2.51 Ako su dvije vremenske pravéaste plohe istog tipa (Sz, odnosno S3) lokalno

izometricne, tada su one izometricne u Mindingovom smislu.

Kao sto smo veé¢ spomenuli, Mindingove izometrije mozemo proucavati samo izmedu
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ploha istog tipa. S druge strane, pretpostavimo da su dvije vremenske pravcaste plohe koje
nisu istog tipa, S i S lokalno izometri¢ne pri ¢emu se izvodnice jedne plohe preslikaju u
krivulje druge plohe i obratno (bududéi da su plohe razli¢itog tipa, bazna krivulja, odnosno
izvodnice su istog kauzalnog karaktera, te ova pretpostavka ima smisla). Uz odgovarajuéu
promjenu predznaka, analognim dokazom kao za Teorem (2.50) mogli bismo zakljuéiti
da su i ove plohe lokalno izometri¢ne s dvostruko pravcéastom plohom ¥ pri ¢emu se
izvodnice plohe S, odnosno S preslikaju u izvodnice pojedine familije izvodnica plohe .
Ova tvrdnja povlaci da ploha Y tada ima izvodnice razli¢itog kauzalnog karaktera, te ¢emo
stoga pokazati da u R postoji dvostruko pravéasta ploha s familijama izvodnica razlicitog
kauzalnog karaktera. Primjer takve plohe je hiperbolicki paraboloid s parametrizacijom

r: I xR — R}

Ocito, za |v| < 1 familija izvodnica zadanih s e;(v) = (v, 0, 1) je vremenska, dok je familija

izvodnica zadanih s ey(u) = (u, 1,0) prostorna. Stoga vrijedi

Korolar 2.52 Ako su dvije vremenske pravcaste plohe razlic¢itog tipa (S, odnosno S3)

lokalno izometri¢ne, tada su one izometricne s dvostruko pravcastom plohom.

Promotrimo sada lokalne izometrije koje preslikavaju izvodnice plohe u krivulje plohe

za nul-pravcaste plohe. Za B—namotajne plohe vrijedi sljede¢i analogon Teorema 2.50.

Teorem 2.53 Ako su dvije B—namotajne plohe ne-konstantne zakrivljenosti lokalno

izometricne, tada su one izometricne u Mindingovom smislu.

Dokaz. Neka su S(ky, k3) i S(ko, k3) B—namotajne plohe parametrizirane s
flu,v) = c(u) + vB(u) (2.23)

odnosno
f(u,v) =7¢(u) +vB(u) (2.24)

Neka su v-krivulje izvodnice na S, a u—krivulje ’krivulje’ na S, te neka analogno vrijedi
za v-krivulje i u-krivulje.

Pretpostavimo da se lokalnom izometrijom u—krivulje od S preslikaju u 7—krivulje od S,
te obratno, tj. vrijedi u = v,v = 7.

Neka je u = ug. Tada je Gaussova zakrivljenost K (ug,v) = k3(up), te deriviramo li izraz

po v, dobivamo

0
%K(uo,v) =0,
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tj. K ne ovisi o v. S druge strane, zbog invarijantnosti Gaussove zakrivljenosti slijedi
K (ug,v) = K (T, 7) = K (vo,u) = ki(vo).

Deriviramo li prethodni izraz po u dobivamo

0

— K (vg,u) =0,

ou (vo, )
tj. K ne ovisi o u.
Bududi da funkcija K ne ovisi niti o w niti o v, slijedi da je K konstantna funkcija, sto je
kontradikcija. Stoga ako su plohe S i S lokalno izometri¢ne, tada lokalna izometrija ¢uva,

izvodnice ploha. O]

Istaknimo stoga da su lokalno izometricne B—namotajne plohe gotovo uvijek izome-
tricne u Mindingovom smislu, osim ako su plohe konstantne zakrivljenosti (tj. ks = konst.).
U tom su slucaju, kako je pokazano u Primjeru 2.49, B—namotajne plohe izometri¢ne s

pseudosferom S%(p, r).

2.4 Tzometrije koje ¢uvaju familiju asimptotskih
krivulja na plohi

U euklidskoj diferencijalnoj geometriji proucen je sljede¢i problem:

Odrediti sve plohe, ne nuzno pravcaste, koje se sastoje od hiperbolickih tocaka (tj. tocaka
u kojima je K < 0) i koje dopustaju netrivijalnu lokalnu izometriju koja ¢uva familiju
asimptotskih krivulja.

U euklidskom prostoru je pokazano da su to upravo pravcaste plohe, a pripadne lokalne
izometrije su Mindingove izometrije, ([6]).

Ova tvrdnja vrijedi i u Minkowskijevom prostoru, uz "suprotnu' pretpostavku, tj. u
Minkowskijevom prostoru postoje dvije familije asimptotskih krivulja u tockama plohe u
kojima je Gaussova zakrivljenost K > 0, te stoga problem ima smisla promatrati samo u

okolini ovih tocaka.

Teorem 2.54 Za svaku tocku plohe S u kojoj je K > 0 postoje dvije familije asimptotskih

krivulja.

Dokaz. Asimptotska krivulja na plohi je zadana jednadzbom (2.5). Najprije uo¢imo da

ako u okolini neke tocke plohe jednadzba (2.5) ima dva razliCita realna rjesenja, tada
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postoje dvije familije asimptotskih krivulja.

Pretpostavimo da jednadzba
Ldu® 4+ 2Mdudv 4+ Ndv* = 0
ima razlic¢ita realna rjesenja. Tada ju mozemo faktorizirati kao
Ldu? + 2Mdudv + Ndv? = (Adu + Bdv)(Cdu + Ddv),

gdje su A, B,C, D realne funkcije. Jednu familiju asimptotskih krivulja ¢ine rjesenja
jednadzbe Adu + Bdv = 0, odnosno C'du + Ddv = 0.

Pokazimo sada da za K > 0 jednadzba asimptotske krivulje ima dva razli¢ita realna
rjeSenja. Rjesenja jednadzbe dana su se

du  —M £+M?—- LN

dv L

te razlicita realna rjesenja postoje uz uvjet
M? — LN > 0. (2.25)

Za prostorne (vremenske) plohe vrijedi EG — F? > 0 (EG — F? < 0,) te prema (1.4) slijedi
da K > 0 povla¢i M? — LN > 0. O

Prije nego sto iskazemo teorem o cuvanju familije asimptotskih krivulja na plohi,

dokazimo da se geodetska zakrivljenost k, krivulje na plohi moZe racunati prema

Propozicija 2.55 Neka je a : U — S krivulja na plohi S s parametrizacijom z : U — S.
Tada je

kg(a)||a’||3 = |EG - F2|(Fflulg_rézvg‘f’@r%_Fh)ul%l_(211%2_F32)UIU/2_UNU/"'U”U)'

Dokaz. Vrijedi o = z,du + z,dv i

" = zydu? + 2z, dudv + zy,dv? + z,d%u + 2,d%0, te je

o X " = (T X T0)dU? + (24 X 2,)d0> + D4y X Ty + 274, X 2, )dudv+

- (Tpy X Ty + 2Ty X Ty )dudv? + (dPudv — d*vdu)z, X .

Stoga

(" x '), (2 X ) = (T X To), (Ty X 2,))dUS + (20 X T), (2, X 1,))d0? +
F{(Tyu X Ty + 2T X ), (T X 1) )dudv + (T X Ty + 2Ty X ), (T4 X 2,,))dudv? +

+(dPudv — d*vdu)||z, X 2,2 (2.26)
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Koeficijente uz du?, dv?, du?dv, dudv? na desnoj strani gornje jednakosti moZemo zapisati u
terminima fundamentalnih veli¢ina prvog reda E, F, G i Christoffelovih simbola. Koristec¢i

analogon Lagrangeovog identiteta u R} i formule za Christoffelove simbole dobivamo

(Taw X ), (Tu X To)) = (Tuwr Tu) (Tus To) — <xuwxv>|’xu|’2 =

1 1
=—§&F+@@—5QMH4EG—Fmﬁ.
Sli¢no,
(Toy X T0), (24 X 2,)) = —(EG — FA)T3,,
1 1
«%wxxv+zmwxx0,@mxx0>::—§£hcu45;—§£gﬂ1+E;F—G¢E::(EG—fﬁxzrg—rh%
(T X Ty + 22UV X T), (1, X 2,)) = (EG — F?)(T'3, — 2I'1,).

Uvrstavanjem dobivenih jednakosti u izraz (2.26) dobivamo trazenu formulu. O

Sada mozemo dokazati sljedeé¢i teorem o cuvanju familije asimptotskih krivulja na

plohi

Teorem 2.56 Ako lokalna izometrija F' : S — S ¢uva familiju asimptotskih krivulja na

plohi, tada su plohe pravcaste, a izometrija F' je Mindingova izometrija.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je S vremenska (odnosno prostorna)
ploha u R?, te neka je p tocka na plohi S u kojoj je K > 0. Tada plohu S u otvorenoj okolini
U tocke p mozemo parametrizirati asimptotskim koordinatama, tj. vrijedi L = N = 0.
Neka su S i S lokalno izometri¢ne plohe parametrizirane istim parametrima (u,v). Tada
vrijedi

E=E, F=F, G=G, TI}=TI¥

R
te pretpostavimo da se asimptotska u—krivulja (v = vg) na plohi S preslika u asimptotsku

krivulju na plohi S. Tada je i L = 0. Zbog invarijantnosti Gaussove zakrivljenosti (uz

eventualnu promjenu orijentacije) nuzno vrijedi i M = M. Codazzi-Mainardi jednadzbe
M, = (F%l - F%Q)My

odnosno
Mu = (Fh - F%Q>M + F%N

povlace '3, N = 0. Uvjet N = 0, povlaci da su plohe S i S kongruentne tj. izometrija je
trivijalna. Stoga pretpostavimo N # 0, §to povlaci I'?; = 0, odakle slijedi da za u—krivulje
geodetska zakrivljenost iS¢ezava, a bududéi da su po pretpostavci u—krivulje i asimptotske
krivulje, nuzno su i pravci. Dakle, izometrija ¢uva pravce na plohi, te su stoga plohe

pravcaste, a lokalna izometrija je Mindingova izometrija. ]
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POGLAVLJE 3

Konformna preslikavanja pravcastih
ploha u R}

3.1 Konformna preslikavanja ploha u R?

U prethodnom poglavlju proucavali smo lokalne izometrije pravcastih ploha koje cuvaju
izvodnice, odnosno trazili smo pravcaste plohe s lokalno istom metrikom. Taj uvjet
mozemo i malo oslabiti, odnosno mozemo promatrati preslikavanja pravcastih ploha koja
cuvaju kut izmedu krivulja, tj. tangencijalnih vektora na plohi. Takva preslikavanja
zovemo konformna preslikavanja ploha. Ova preslikavanja pravéastih ploha u R3 su u

proucavana u [5], dok su u jednostavno izotropnom prostoru proucavana u [40].

Definicija 3.1 C"—preslikavanje ploha F':S — S, > 1 je lokalno konformno preslikava-
nje ako za diferencijalno preslikavanje F. : T,S — T,S vrijedi F.g = pg za glatku funkciju
1:S — Ry, odnosno i : S — R_, gdje su g, odnosno g inducirana metrika na plohi S,
odnosno plohi S.

Dakle, za takva preslikavanja vrijedi (F,(v), Fi(w)) = p(v, w) za svaki v, w € T,S.
Ovo preslikavanje ¢uva kut (odnosno ortogonalnost) svaka dva prostorna ili vremenska
vektora.

Preslikavanje je konformno ako je bijektivna lokalno konformno preslikavanje. Svaka Min-
dingova izometrija pravcastih ploha je lokalno konformno preslikavanje koje ¢uva izvodnice
plohe (za y = 1). Nadalje, restrikcija homotetije h : R} — R}, h(z) = Kz, K = konst. # 0
na S je takoder konformno preslikavanje koje ¢uva izvodnice. Stoga se konformno pres-
likavanje koje cuva izvodnice i koje je kompozicija restrikcije homotetije na plohu S i
Mindingove izometrije plohe A(S) naziva trivijalnim konformnim preslikavanjem. Dalje
nas zanimaju konformna preslikavanja koja ¢uvaju koja nisu trivijalna.

Uoc¢imo da konformna preslikavanje ploha u R} s > 0 ¢uvaju kauzalni karakter vektora,
odnosno krivulja, kao i ploha. Ovu tvrdnju mozemo dokazati analogno dokazu da lokalna

izometrija ¢uva kauzalni karakter vektora (krivulja,ploha).
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Obratno, pri konformnom preslikavanju s p < 0 prostorni vektor (odnosno krivulja) se
preslika u vremenski vektor (odnosno krivulju) i obratno, dok se kauzalni karakter plohe
ne mijenja. Stoga konformna preslikavanja s ¢ > 0 promatramo izmedu ne-nul pravcéastih
ploha istog tipa, te nul-pravcastih ploha dok konformna preslikavanja s 1 < 0 mozemo
promatrati samo izmedu ne-nul vremenskih pravcéastih ploha razli¢itog tipa, odnosno iz-
medu nul-pravéastih ploha.

Analogno kao za lokalne izometrije dokazujemo sljedeé¢i teorem,

Teorem 3.2 Glatko preslikavanje = s je konformno preslikavanje ako i samo ako vrijedi

E:E=F:F=G:G=p(u,v)

za neku ne-nul funkciju g pri ¢emu su funkcije E, F, G, odnosno E, F, G fundamentalne ve-
licine prvog reda s obzirom na parametrizaciju x, odnosno ¥ definirane na istom otvorenom

skupu U.

3.1.1 Konformna preslikavanja ploha klase M|

Promotrimo sada konformna preslikavanja pravcastih ploha klase M. Budué¢i da konfor-
mna preslikavanja ¢uvaju kut izmedu krivulja , ovdje ¢emo pravcaste plohe parametrizirati
malo drugacije nego kada smo promatrali lokalne izometrije.

Neka je S pravcasta ploha klase M, te neka je bazna krivulja plohe ortogonalna trajekto-

rija izvodnica tj. ploha S ima lokalnu parametrizaciju oblika
z(u,v) = c(u) + ve(u),u € I CR,v € R, (3.1)

pricemuje [|c”|] = 1,[|e*|| = 1,(c,e) = 0.
Pretpostavimo da ploha S ima parametrizaciju istog oblika. Uz uvjet da konformno
preslikavanje pravcaste plohe S ¢uva njezine izvodnice, za preslikavanje parametara na

skupu I} x Iy C I x R, (0,0) € I} x I, vrijedi sljedeéi teorem,

Teorem 3.3 Neka su S i S pravcaste plohe parametrizirane s (u,v) € I; x I, odnosno
I, x I,. Konformno preslikavanje o : S — S preslikava izvodnice plohe S u izvodnice
plohe S ako je preslikavanje parametara dano s U = p(u),v = q(v), gdje su p: I — I, i
q: I, — I, glatke funkcije.
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Dokaz. Pretpostavimo da je preslikavanje parametara (u,v) dano s
u = F(u,v), 7 = G(u,v).

Na ovo preslikavanje imamo uvjet da ¢uva izvodnice i da je konformno preslikavanje tj. da
cuva kutove, te stoga i ortogonalne trajektorije ploha. Buduc¢i da preslikavanje c¢uva

izvodnice mozemo pretpostaviti da se u = ug preslika u w = wy. Tada je

oF
uy = F(up,v) i — =0,
0 (10, v) v
tj. F ne ovisi o v. Stoga je F(u,v) = u+ C, gdje je C € R konstanta. Bez smanjenja
op¢enitosti mozemo pretpostaviti C' = 0, te mozemo pisati @ = p(u).
Kako ploha S, odnosno S ima parametrizaciju oblika (3.1), o¢ito su u—krivulje ortogonalne

trajektorije izvodnica, te mozemo pretpostaviti da se v = vy preslika u v = 7,. Tada je

00 _
ou

@0 = G(u, 'Uo) 1 0,

tj. G ne ovisi o v. Stoga je G(u,v) = v + C, gdje je C' € R konstanta. Bez smanjenja

opéenitosti mozemo pretpostaviti C' = 0, te stoga pisemo 7 = ¢(v). ]

Uz parametrizaciju oblika (3.1), fundamentalne veli¢ine prvog reda plohe S su dane s
E=c+2va+v%? F=0, G=v, ec{-1,1}, ve{-11},

a:= (¢, a:1—-R.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti p(0) = 0, ¢(0) = 0. Nadalje uz preslika-
vanje parametara definirano kao u teoremu 3.3, a(u, v) = (p(u), ¢(v)), ploha S s parame-
trizacijom & = x o v je parametrizirana istim parametrima kao ploha S. Prema Teoremu
3.2 preslikavanje ploha S i S o konformno ako i samo ako postoji funkcija p : I; x Iy — R,

(odnosno p : I; x Iy — R_) takva da je
E=uE, F=uF,G=pupG nal; x L.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je funkcija p pozitivna. Uz parametrizaciju

7 = x o a fundamentalne veli¢ine prvog reda plohe S su

Ezp,Q—l—qu—l—qQé/Q, F:O’ GZQIZ

décop deop
du ’ du

a:= ), a:I1 >R é:=eop, é:I >Ry
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Stoga za konformno preslikavanje u I; x Iy dobivamo diferencijalnu jednadzbu
(e + 2va + v?e?)q? — v(p? + 2qa + ¢*¢*) = 0. (3.2)

Uz uvjete p(0) = 0, ¢(0) = 0, p’(0) = a > 0 derivacijom od (3.2) po v i¢”(0) = 8 dobivamo
a = aa + [ slijedi

7?4 2¢*va + ¢*v?e”? — ? — 2qa — ¢*¢”* = 0. (3.3)

Analizirajuci gornju jednadzbu (3.3), analogno kao u euklidskom slucaju, ([3]) slijedi da
s jednadzba ima netrivijalno rjesenje ako je % = konst, odnosno a = konst. za cilindricne
plohe.
Za vitopere plohe klase M| strikcijska krivulja je zadana s (1.16). Deriviramo li (1.16), te

tr=-(2)

Ocito je 5 = konst. ako i samo ako je (s, e) = 0, tj. ako je strikcijska krivulja plohe orto-

pomnozimo s e slijedi

gonalna trajektorija izvodnica ili ako bazna krivulja degenerira u tocku, tj. ako je krivulja
konusna. Plohe ¢ija je strikcijska krivulja i ortogonalna trajektorija izvodnice su cilindri¢ne
i binormalne pravcaste plohe, tj. plohe s parametrizacijom f(u,v) = c(u) 4+ vb(u), gdje je

b binormala krivulje c. Stoga vrijedi sljedeci teorem

Teorem 3.4 Za sve pravcaste plohe klase M, osim cilindri¢nih, konusnih i binormalnih

ploha, postoji samo trivijalno konformno preslikavanje koje ¢uva izvodnice plohe.

3.1.2 Konformna preslikavanja M?

Promotrimo sada konformna preslikavanja pravcastih ploha klase MY. Pretpostavimo da
plohe klase M} imaju parametrizaciju oblika (3.1). Za plohe klase M} takoder vrijedi Te-
orem (3.3). Nadalje, koeficijenti prve fundamentalne forme plohe S s parametrizacijom(3.1)
su dane s

E=¢+2va, F=0, G=1, ee{-1,1}

a:={(,e), a:I—R.
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Za plohu S s parametrizacijom Z = z o a, gdje je o konformno preslikavanje ploha Si S

definirano kao u Teoremu 3.3 dobivamo

E=p?4+2a, F=0, G=q¢"?

déop déop>
du 7 du 7

Uz ovako definirane fundamentalne veli¢ine prvog reda, prema Teoremu 3.3, uz koriste-

a:= a:I, =R, é:=eop, é:I >R}

nje pocetnih uvjeta kao za plohe klase M| za konformno preslikavanje ploha klase M}

dobivamo diferencijalnu jednadzbu oblika
a'(vg —aq) = 0.

Rjesavajudi gornju jednadzbu, dobivamo da je rjesenje jednadzbe (vq’ — aq) = 0 trivijalno
(¢(v) = aw, a po pretpostavci je p(u) = au), dok netrivijalno rjesenje postoji za plohe za
koje vrijedi a = konst. Unutar klase M} plohe za koje vrijedi (¢, €’) = konst, su konusne
plohe, te tzv. helikoidalne plohe. Helikoidalne plohe su plohe koje nastaju tzv. heliko-
idalnim gibanjem krivulje u prostoru. To je gibanje u kojem krivulja rotira oko neke osi
u ravnini i istovremeno vr$i pomak u smjeru te osi. Takva ploha klase M} je konjugat

Enneperove plohe, slika 2.9. Stoga vrijedi sljedeci teorem

Teorem 3.5 Sve pravcaste plohe klase MY, osim konusnih ploha i konjugata Enneperove

plohe, dozvoljavaju samo trivijalno konformno preslikavanje koje ¢uva izvodnice.

3.1.3 Konformna preslikavanja B—namotajnih ploha

Promotrimo sada konformna preslikavanja B—namotajnih ploha. Buduéi da u R? kut
izmedu dva vektora od kojih je jedan svjetlosnog karaktera nije definiran, za konformno
preslikavanje B—namotajnih ploha ne mozemo reé¢i da cuva kut izmedu krivulja veé
govorimo ¢uva pseudo-skalarni produkt tangencijalnih vektora na nacin kako je dano u
Definiciji 3.1.

B—namotajne plohe su definirane svojom parametrizacijom oblike (1.20), gdje su bazne
krivulje ujedno i pseudo-ortogonalne trajektorije izvodnica, tj. vrijedi (¢, B) = 1.

Neka su S i S B—namotajne plohe, o : S — S konformno preslikavanje definirano kao

u Teoremu 3.3, te S ploha definirana parametrizacijom ¥ = T o «, kao u prethodnim

71



Poglavlje 3. Konformna preslikavanja pravéastih ploha u R$

odjeljcima. Tada su koeficijenti prve fundamentalne forme plohe S, odnosno S dani s
E=kv* F=1 G=0,

odnosno
E=Fp? F=qp, G=0
Stoga za konformno preslikavanje izmedu ploha S i S koje ¢uva izvodnice za v # 0 uz

uvjet teorema (3.3) vrijedi diferencijalna jednadzba
k3viq — ¢ks’a = 0. (3.4)

Rjesenje jednadzbe (3.4) dano je s

-2
ksa

3

qv)=v—alnlv+al, a=

uz pretpostavku ks # 0, ks # 0. Stoga slijedi sljede¢i teorem

Teorem 3.6 Svaka B—namotajna ploha s k3 # 0 dozvoljava netrivijalno konformno

preslikavanje.
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PoGcLAVLJE 4

Ekviarealna preslikavanja pravcastih
ploha u R}

4.1 Ekviarealna preslikavanja ploha u R}

Ekviarealna preslikavanja ploha su preslikavanja koja ¢uvaju povrsinu dijela plohe. U
euklidskom prostoru povrsina dijela plohe je definirana s A(u,v) = /(EG — F?), te stoga
izmedu ploha S i S postoji ekviarealno preslikavanje ako vrijedi EG — F? = EG — F,
kada su plohe parametrizirane istim skupom parametara.

U R}, prema [52], povrsina dijela plohe je definirana s A(u,v) = y/|EG — F?|, te analogno
slijedi da izmedu ploha S i S postoji ekviarealno preslikavanje ako vrijedi |[EG — F?| =
\EiG—FQ\ (kada su plohe parametrizirane istim skupom parametara). Uz ovakvu definiciju
slijedi da ekviarealna preslikavanja mozemo promatrati izmedu ploha razli¢itog kauzalnog
karaktera, no ovdje se ograni¢avamo na ekviarealna preslikavanja medu plohama s istim

kauzalnim karakterom, odnosno preuzimamo definiciju iz euklidskog prostora.

Definicija 4.1 C"—preslikavanje f : S — S, r > 1 za koje vrijedi

A(u,v) = EG —F° = EG — F? = A(u,v),

kada su plohe S i S parametrizirane na istom skupu parametara naziva se ekviarealno

preslikavanje ploha

Ekviarealno preslikavanje p(u,v) = (¢1(u,v), pa(u,v)) ¢uva izvodnice pravcastih ploha

0 -
uz uvjet % =0, tj. v1(u,v) = p(u), gdje je p: I — I glatka funkcija. Zaista, pret-
v

postavimo li da je preslikavanje parametara dano s © = ¢1(u,v), 7 = pa(u,v) zbog

uvjeta Cuvanja izvodnica mozemo pretpostaviti da se u = ug preslika u u = uy. Tada je
_ . 0py
Uy = ¢1(ug,v) i — = 0.

ov
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4.1.1 Ekviarealna preslikavanja ploha klase M;

Promotrimo sada ekviarealna preslikavanja za pravcaste plohe klase M}, te pretpostavimo
da je bazna krivulja plohe njezina strikcijska krivulja, tj. ploha S ima parametrizaciju

oblika 1.17. Uz uvjet da ploha nije cilindri¢na vrijedi sljede¢i teorem

Teorem 4.2 Pravcasta ploha tipa S; s zakrivljenoséu k # 0 na I dozvoljava difeomorfizam

koji ¢uva izvodnice i povrsinu dijela plohe na otvorenu poluravninu paralelnih pravaca.

Dokaz. Povrsina dijela plohe tipa S; dana je s
Au,v) = EG — F? =1 — vx* — cos’ 0 = sin® 0 — vr* = d°k* — v*K* = K*(d® — v?),

gdje su k, o, d redom zakrivljenost, strikcija, odnosno parametar distribucije plohe S.
Bududéi da je ploha S prostorna, vrijedi (¢ —v?) > 0. Globalno preslikavanje ¢ : I x R, —
I xR, ,0€ I danos

NI

u—/ t)dt, v = (d* —v?)
je zbog K > 0, odnosno (d? — v2)2 > 0 bijekcija. Nadalje, vrijedi

’a(ﬂ, V)
0(u,v)

i stoga je
o=y ' ITxR, =T xR,

difeomorfizam A(u,v) o ¥ = A(u,v) %FQ = 1, $to je jednako A(w,v) otvorene polu-

ravnine y—paralelnih pravaca parametriziranoj s x =u,y = 0. O
Analogan teorem vrijedi i za vremenske pravcaste plohe,

Teorem 4.3 Pravcasta ploha tipa Sy (odnosno Ss3) s zakrivljenoséu x # 0 na I dozvo-
ljava difeomorfizam koji ¢uva izvodnice i povrsinu dijela plohe na otvorenu poluravninu

paralelnih pravaca.

Dokaz. Povrsina dijela plohe tipa Sy, (S3) dana je s
A(u,v) = —(EG — F?) =sh*0 + 1 + v’x* = ch? 0 + v*k? = d*k% + v2k% = K2 (d* 4 0?).

Buduéi da je ploha S vremenska, vrijedi d? +v? > 0. Globalno preslikavanje ¢ : I x R —
I xR,,0€ I danos
ﬂ:/idﬂd,@:QP+ﬁﬁ
0
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je zbog Kk > 0, odnosno (d? + UQ)% > 0 bijekcija. Nadalje, vrijedi

)

b

<

(a,
(u7

| = k(d®+1%)2 >0

oY
<

i stoga je
o=y ' TxRL =T xR,

difeomorfizam A(u,v) o ¢ = A(u, v)|%|f2 = 1, §to je jednako A(w,v) otvorene polu-

ravnine y—paralelnih pravaca parametriziranoj s x = u,y = v. O

Iz prethodnih teorema smo uvjetom x # 0 iskljucili cilindricne plohe. Medutim,
prisjetimo li se da su cilindri¢ne plohe razvojne plohe slijedi da se one mogu preslikati na
ravninu pri ¢emu se ortogonalne trajektorije preslikaju na z—os.

Promotrimo sad preslikavanje dano s

(u,v) € R} (U = a(u),v = b(u,v)) € R3 (4.1)

d(w,v) dadb

pri ¢emu sua : R — Rib: R? — R glatke funkcije. Tada zbog = — i
O(u,v) dudv

A(u,v) = A(u,v) = 1, nuzno vrijedi

da Ob
a(‘lil

T (4.2)

Uvodenjem funkcije p: R — R zbog 4.2 1 4.1 slijedi

1

d
v+ p(u), o =2

=

I p— m p— :l:
u=a(u), v -
Zadamo li sada u dvije ravnine bazne krivulje ¢, odnosno ¢ poluravnina paralelnih pravaca
kao graf C'—funkcije z : R — R, odnosno zZ : R — R, koje moZemo parametrizirati s
u + (u,z(u)), odnosno u +— (u,z(w)) i C'—difeomorfizam koji preslikava ¢ u ¢ kojeg
definiramo s @ = a(u), a # 0, prema (4.2), difeomorfizam ploha je jedinstven za unaprijed

zadan rast parametara na slici izvodnica. Time je dokazan sljedeéi teorem

Teorem 4.4 Za svake dvije plohe S i S kao u gornjim teoremima postoji jedinstven
difeomorfizam ploha S i S koji ¢uva izvodnice i povr§inu dijela plohe i koji je prosirenje
difeomorfizma baznih krivulja od S, odnosno S i ima unaprijed zadani rast parametara na

slici izvodnica.
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4.1.2 Ekviarealna preslikavanja ploha klase MY

Sada promotrimo ekviarealna preslikavanja pravéastih ploha klase M. Za njih je povrsina
dijela plohe dana s

A(u,v) = EG — F? = R + 2Qu.

R +2Quv)?
Sada prema K = (—;WQU) slijedi da je povrsina dijela plohe dana s A(u,v) = VK Q.

Stoga za pravcaste plohe klase M} difeomorfizam kojji ¢uva povrsinu dijela plohe, kao i

izvodnice zadan je sljede¢im teoremom,

Teorem 4.5 Pravéasta ploha klase M} dozvoljava difeomorfizam koji ¢uva izvodnice i

povrsinu dijela plohe na otvorenu poluravninu paralelnih pravaca.
Dokaz. Definiramo globalno preslikavanje ¢ : I x R, — T xR, 0¢€ I

e za prostorne plohe s

odnosno za
e za vremenske plohe s
u= [ ,v= —Q%U.
koje je zbog Ki> 0, te Q% > (, odnosno Q% < 0 bijekcija. Nadalje, vrijedi

’a(ﬂ, V)
d(u,v)

i stoga je

@::¢_1:7XR+—>IXR+

difeomorfizam 6 (u, v) o ¢ = A(u, v)]ggzg |72 = 1, &to je jednako A(%W, D) otvorene polurav-

nine y—paralelnih pravaca parametriziranoj s © = u,y = 7. ]

Za plohe klase M} takoder vrijedi Teorem 4.4.
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4.1.3 Ekviarealna preslikavanja B—namotajnih ploha

Promotrimo sada preslikavanja koja ¢uvaju povrsinu dijela B—namotajne plohe.Kako
je ranije navedeno, fundamentalne veli¢ine prvog reda B—namotajne plohe su dane s
E=Fkuv, F=1 G =0 te je stoga A(u,v) = |EG — F?| = 1. Dakle, povrina dijela

B—namotajne plohe je uvijek jednaka 1. Stoga ocito vrijedi sljedeéi teorem

Teorem 4.6 Za svake dvije B—namotajne plohe postoji difeomorfizam koji ¢uva izvodnice
i povrsinu dijela plohe. Specijalno, postoji difeomorfizam B—namotajne plohe na ravninu

paralelnih pravaca.

Ponovno, kao za ne-nul pravcaste plohe, vrijedi Teorem (4.4).
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[zometrije pravéastih ploha u RY

5.1 n-dimenzionalni Minkowskijev prostor RY

Minkowskijev prostor R} je n—dimenzionalni vektorski prostor R" s pseudo-skalarnim

produktom definiranim s

<xay> =1y +$2y2 + o+ Tp1Yn—1 — TpYn, T = (.I‘l,l'g, S 7$n),y = (yl;y% oo 7yn)

Analogno kao u R3, vektor v € R} zovemo prostornim ako je (v,v) > 0 ili v = 0, vre-
menskim ako je (v,v) < 0, odnosno svjetlosnim ako je (v,v) = 01i v # 0, ([36]). Sli¢no,
proizvoljna krivulja oo € R} je prostornog (vremenskog, svjetlosnog) karaktera u tocki ¢
ako je vektor o(t) prostornog (vremenskog, svjetlosnog) karaktera. Norma vektora v € RY
je dana s ||v]| = \/|{(v, v)|.

Nadalje, neka je U potprostor od R} i oznac¢imo s (,)y induciranu metriku na U :
(u,v)y = (u,v), u,v € U. Potprostor U se naziva prostornim (vremenskim, svjetlosnim)
ako je inducirana metrika pozitivno definitna (nedegenerirana indeksa 1, odnosno degene-
rirana), ([44]).

Neka je I' skup svih vremenskih vektora u RY. Za v € I' skup

Cv)={weT: (v,w) <0}

nazivamo vremenskim konusom prostora RY, ([44]).
Neka su x i y dva vremenska vektora u R}. Ako se vektori x i y nalaze u istom vremenskom

konusu, tada postoji jedinstveni ne-negativan realni broj # > 0 takav da

(z,y) = =ll=l[l[y] ch 6,

pri ¢emu se broj 6 naziva kutom izmedu vremenskih vektora, ([44]).

Neka su x i y prostorni vektori u R} koji razapinju prostorni potprostor. Tada postoji
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jedinstveni realan broj 6, 0 < 6 < II takav da
(z,y) = —[lz|l[yl| cos O,

pri ¢emu se broj ¢ naziva Lorentzovim prostornim kutom izmedu vektora x iy, ([47]).
Neka su z i y prostorni vektori u R} koji razapinju vremenski potprostor. Tada postoji

jedinstveni realan broj 6 > 0 takav da

(z,y) = l[z[lllyll ch 6,

pri ¢emu se broj ¢ naziva Lorentzovim vremenskim kutom izmedu vektora x i y, ([47]).
Neka je z prostorni, a y vremenski vektor u R}. Tada postoji jedinstveni realan broj 6 > 0
takav da

(z,y) = |[z[lllyll sh 6,

pri ¢emu se broj 6 naziva Lorentzovim vremenskim kutom izmedu vektora x i y, ([47]).

D.2 Pravcaste plohe u R}

Promotrimo sada pravcaste plohe u R}. Neka je I C R otvoren interval i neka je
c: I — R} C'—krivulja dana svojim parametarskim prikazom c. Neka je nadalje na I
zadana jednoparametarska familija m—dimenzionalnih potprostora Ej(u) C R}, t € 1,
1<k<n-—2.
Neka je u potprostoru Ej(u) zadana ortonormirana baza {ej(u),...,ex(u)} pri ¢emu su
e;: I - R i=1,... k, funkcije klase C! na I.

Definicija 5.1 Skup toc¢aka S C R} dan parametarskim prikazom
k
z(u,vr, ..., v8) = c(u) + Y vie;, uw,vi,...,0 €ER (5.1)
i=1
pri ¢emu vrijedi

k
rang(Ty, Ty, . .., Ty, ) = rang(c + Y _viej,e1, ... ex) =k +1

=1

predstavlja jednu regularnu (k + 1)—dimenzionalnu C'—plohu u RY koju nazivamo (k +
1)—pravcasta ploha. Krivulju ¢ nazivamo baznom krivuljom (ravnalicom), a prostor Fj(u)

prostorom izvodnica od S.

Primijetimo da su 2—pravcaste plohe uobicajene pravcaste plohe generirane pravcima

nanesenima na neku krivulju.
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U R} razlikujemo prostorne, vremenske, te svjetlosne (k + 1)—dimenzionalne plohe. Iz
razmatranja iskljucujemo svjetlosne plohe. Takoder ¢emo promatrati samo plohe ¢iji pros-
tor izvodnica, niti bazna krivulja nisu svjetlosnog karaktera.

Prostorna (k+ 1)—pravcasta ploha je ploha s baznom krivuljom, odnosno prostorom izvod-
nica prostornog karaktera, dok vremenska (k+ 1)—pravcasta ploha nastaje nanesemo li na
vremensku (prostornu) baznu krivulju prostor izvodnica koji je prostornog (vremenskog)
karaktera. Kao i u R?, prostorne (k + 1)—pravcaste plohe ¢emo zvati pravéaste plohe tipa
S1, dok je vremenska ploha s prostornom (vremenskom) baznom krivuljom i vremenskim
(prostornim) prostorom izvodnica tipa Sy (S3.)

Uz vektore izvodnica e (u), ..., ex(u) promatramo i njihove derivacije €} (u), ..., e, (u), te

definiramo asimptotski svezanj plohe S s obzirom na Ej(t) s
A(u) = span{ei(u), ..., ex(u), e (u),. .. e (u)}.
Ovdje pretpostavljamo da vrijedi
dimA(u) =k+m, 0<m<Ek,
te postoji ortonormirana baza od A(u) koju oznac¢avamo s
{er(u), ... ex(u), apri(u), ..., apem(u)}.

Asimptotski svezanj je istog kauzalnog karaktera kao i prostor izvodnica.

Tangencijalna (k + 1)—ravnina regularne (k + 1)—pravcaste plohe S u tocki P(vy, ..., vx)
k

prostora izvodnica Ej(u) razapeta je vektorima {c+ > ve}, e, ..., ex}p. Stoga tangenci-
i=1

jalna (k 4+ 1)—ravnina plohe S u svim tockama P nekog fiksnog prostora izvodnica Ej(u)
leze u prostoru

T(u) = span{c,e},... e, e1,... e}

Prostor T'(u) nazivamo tangencijalnim sveznjem od S u RY.
Asimptotski svezanj od S u R} je potprostor tangencijalnog sveznja T'(u) koji je razapet
tangencijalnim (k + 1)—ravninama u beskonac¢no dalekim tockama od Ej(u). Prema tome
vrijedi

E+m<dmT(u)<k+m+1, 0<m<k.

Nadalje, razlikujemo dva slucaja:

1. Neka je dimT(u) = k + m. Tada su i asimptotski svezanj i tangencijalni svezanj

razapeti vektorima ey (u), ..., ex(u), ags1(w), ..., Gprm(w).

2. Neka je dimT'(u) = k +m + 1. U ovom slucaju, skup vektora e;(u), ..., ex(u),

ag+1(u), ..., agrme1(w) je ortonormirana baza tangencijalnog sveznja T'(u).
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Ako je dimT'(u) = k + m, tada (k 4+ 1)—pravcasta ploha S ima (k — m)—dimenzionalni
potprostor koji nazivamo grebenski prostor od S i oznacavamo s Kj_,,(u). Grebenski
prostor Kj_,,(u) C Ex(u) plohe tipa S3 je prostornog karaktera, dok za plohe tipa Ss
moze biti vremeskog ili prostornog karaktera.

Izaberemo li grebenski prostor Kj_,,(u) za prostor izvodnica, te ga nanesemo na baznu
krivulju ¢ plohe S generiramo (k — m + 1)—pravcastu plohu koju sadrzi ploha S. Ova
ploha se naziva grebenska pravcasta ploha i njezin kauzalni karakter odgovara kauzalnom
karakteru grebenskog prostora.

Ako je dimT(u) = k+ m + 1, tada (k 4 1)—pravcasta ploha ima (k — m)—dimenzionalni
potprostor koji se naziva strikcioni (centralni) potprostor od S i oznacava s Zj_,,(u) C
Ex(u). Za pravcaste plohe tipa Sy prostor Zj_,, je ili vremenskog ili prostornog karaktera,
dok je za plohe tipa S3 prostornog karaktera.

Izaberemo li strikcioni prostor Zj_,,(u) za prostor izvodnica i nanesemo ga na baznu
krivulju ¢ plohe S, definiramo (k — m + 1)—pravcastu plohu sadrzanu u S koju zovemo
strikciona (centralna) pravcasta ploha i oznac¢avamo s ).Za pravcaste plohe tipa Sy ploha
Q2 je ili prostornog ili vremenskog karaktera, dok je za plohe tipa S3 vremenskog karaktera.

Za bazne vektore prostora Ey(u) vrijede sljedeée jednadzbe

k
/
€y = Z Coplp + Kolpto, 1< o <m

p=1
k
/
Cm+p = > Clmipuln, 1<p<k—m,
pn=1
gdjejecw:—cm-i,ﬁ > Ko > o> Ky > 0.

Neka je S pravcasta ploha u R7 sa strikcionom pravcéastom plohom 2. Glavna zraka
h, = span{e,},1 < 0 < m generira m 2—dimenzionalnih pravéastih ploha duz bazne
krivulje c¢(u) strikcione plohe €2 koje se nazivaju glavne zrakaste plohe od S, a parametarski
su zadane s

Oo(u,v) = c(u) +vey(u), 1<o<m, welvekR.

Za plohe tipa S3 glavna zrakasta ploha ¢, je vremenskog karaktera. Za plohe tipa S
vrijedi sljedece:

Ako je strikciona ploha §2 vremenska, nanesemo li prostorni vektor h,,1 < ¢ < m, duz
prostorne krivulje ¢ generiramo m glavnih zrakastih ploha koje su prostornog karaktera.
Ako je strikciona ploha {2 prostorna, tada je jedan od vektora h,,1 < o < m vremenski,
a (m — 1) vektora je prostornog karaktera. Tada nanesemo li vektor h, na krivulju r
generirali smo jednu vremensku i (m—1) prostornih glavnih zrakastih ploha.Ako je (k+1)—
pravcasta ploha cilindar (tj. m = 0) tada ne postoji glavna zrakasta ploha od S.

Bazna krivulja ¢ (k + 1)—pravcaste plohe S je bazna krivulja grebenske ili strikcione plohe

81



Poglavlje 5. Izometrije pravcastih ploha u R}

2 C S ako i samo ako tangencijalni vektor ima oblik

k
Cl(”) = Z Co€o + Mm10ktm+1,
v=1
pri ¢emu je M1 # 0, & apime1 je jedinicéni vektor definiran do na predznak uvjetom
da je skup vektora {ey, ..., ek, Qri1, -, Qktm, Ghrms1} OTtonormirana baza tangencijalnog
sveznja od S. Pokazano je da vrijedi 7,11 = 0 u uv € I ako i samo ako prostor izvodnica
Ej(u) sadrzi grebenski prostor Kj_,,(u), [51].
Za Npme1 # 0 definiramo m—magnitude, odnosno o. parametar distribucije (vitoperost)

kao

Pg‘ _ 77m+1

, 1<o<m. (5.2)
Ko

Stovise, u [51] parametar distribucije (k + 1)—pravcaste plohe S dan je s

P=%/|P Pyl (5.3)

Kanonska baza tangencijalnog sveznja pravéaste plohe S dana je s, ([16])

k k m
DG+ D cpun)es + D Uskorso + Nmara+m + 1er, ... e}
v=1 H o=1

Radi jednostavnijeg zapisa neka je ug = u, te su keoficijenti metrike na S dani s

900 = (Pur Pu)s o0 = (Pus Pu)s  Gop = (Puv, Pu,n 1 <0, u < E.

Nadalje, u slucaju dimT'(u) = k + m + 1, tj. kada je ajymy1 vremenski vektor dobivamo

k k m
Joo = Z(Cv + Z Cv,uu,u)2 + Z(UUK’U)2 - (nm+1)27
v=1 pn=1 o=1

k
gvozgv_"zcvuum 1<ov <Kk,
p=1

gvu:&uual S’U,,LLS]{}

Stoga je [gi;] =

5:1(@/ + Zﬁ:l CU#U;L)2 + ZZL:l(UUKIU)Z - (77m+1)2 Cl + Zﬁ:l ClpUy, <2 + Zﬁ:l CoplUly *++ Ck + Zﬁ:l oy
Cl + Zﬁ:l ClplUy 1 0 fe 0
CZ + Zﬁ:l CopUy, 0 1 e 0
Ck + Zﬁ:l Ckuuu 0 0 e 1
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Iz zadnje jednadzbe dobivamo

g = det gz] Z ucr’fo 7712n+17 0<4,j5 <k, (54)
o=1

te slijedi
k k
Jgoo = g + Z(Cv + Z Cvuuu)27
v=1 pn=1

k
gvo = Cv + Z CopUy,
pn=1
Gop = Oy

Christoffelovi simboli za 1 < v, u, A < k su dani s

’U

1 k
Iy, = 69 + Z Co + Z cwuv ],

e +ic )25 3+ o) 2L
00 29 A = Aptu auo =~ v = vy p) .
LN - i 1 0g
+29((G+ D enatn) + (G + D coptt)ero = 28)]
p=1 v=1 p=1 U
0 _ 0 _
[y, =T, =0,
A pA
Iy, =15, =0,
1 89
20 0\ 2g T ouy

D= = oG S )2+ 2g(en).
v0 Ov 29 = n=p auv

Uzmemo li za bazu tangencijalnog prostora u okolini tocke s koordinatama (ug, u1, . . ., ug)
skup {0y, 01, ..., 0k}, (— = 0;,0 < i < k) Riemannov tenzor zakrivljenosti (k+1)—pravcaste
plohe S dan je s

Rd d 8[ Z le

pri ¢emu su koeficijenti Riemannovog tenzora zakrivljenosti dani s

r 8 r 8 r i St i S
lij = ﬁiul jl_(?TLj il ZFqus-i—Sz::OFjl

S=0
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Stoga Riemann-Christoffelov tenzor zakrivljenosti postaje

!
0
Ruij = grh(%% F:l Z Fflr;s + Z F

r=0

5.3 Lokalne izometrije pravcastih ploha u RY

Za lokalnu izometriju ploha u R} takoder vrijedi definicija (2.3), tj. lokalna izome-
trija ploha je preslikavanje koje ¢uva pseudo-skalarni produkt tangencijalnih vektora
na plohi.Analogno kao u R$, lokalna izometrija (k + 1)—pravcastih ploha S i S pri kojoj
se prostor izvodnica plohe S preslika na prostor izvodnica plohe S naziva se Mindingova
izometrija.

Ako su (k + 1)—pravéaste plohe parametrizirane na istom skupu, tada lokalna izometrija
cuva prostor izvodnica, kao i bazne krivulje ploha.

Prema (5.4) slijedi da se metrika na (k 4+ 1)—pravcastoj plohi ne mijenja s promjenom

predznaka od 7,,,;1, odnosno s promjenom predznaka od r;. Stovise, vrijedi sljedeéi teorem

Teorem 5.2 Apsolutna vrijednost i-tog parametra distribucije (k + 1)—pravéaste plohe

je invarijanta Mindingove izometrije.

Dokaz. Pretpostavimo da su (k+1)—pravcaste plohe S i S parametrizirane na istom skupu
parametara. Budué¢i Mindingova izometrija ¢uva bazne krivulje strikcionih ploha, te kao
lokalna izometrija ¢uva pseudo-skalarni produkt tangencijalnih vektora plohe slijedi

k ~

> (G) = (hmi)? = 3 (6)* = (mar)”.

v=1 v=1

Vrijedi i gyo = Gygy v =1,...,k odnosno g, =, =, =G, za sve v = 1,...,k dobi-

vamo
(Mnt1)? = (i) (5.5)
Izjednacavanjem metrika g i g
uaﬁo niHJ:: E:(uaﬁb)2__ﬁi+l

o=1 o=1
zbog 5.5 slijedi

(ki) = (R))* za sve i=1,...,m. (5.6)
Sada zbog (5.5) 1 (5.6) prema formuli (5.2) o¢ito vrijedi tvrdnja teorema. O
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Kao posljedicu gornjeg teorema dobivamo sljedeci korolar

Korolar 5.3 Parametar distribucije (k + 1)—pravéaste plohe je invarijanta Mindingove

izometrije.

Dokaz. Bududéi da je parametar distribucije (k + 1)—pravcaste plohe dan s (5.3), prema
teoremu (5.2) tvrdnja slijedi.
]

Dvodimenzionalni potprostor II (k + 1)—pravcaste plohe u tocki £ € Ts se naziva tan-
gencijalna ravnina plohe S u tocki €. Ako vektori x i y ¢ine bazu tangencijalne ravnine
II, tada je P(z,y) = (z,z){y,y) — (z,y)* # 0 ako i samo ako je II nedegeneriran prostor.
P(z,y) predstavlja kvadrat Lorentzove povrsine paralelograma odredenog s x i y. Koristeci
kvadrat Lorentzove povrsine paralelograma odredenog s baznim vektorima {z,y}, imamo

sljede¢u klasifikaciju tangencijalne ravnine pravcaste plohe:

1. P(x,y) > 0 prostorna ravnina,
2. P(z,y) < 0 vremenska ravnina,

3. P(x,y) = 0 degenerirana ravnina.

Za ne-degeneriranu tangencijalnu ravninu I zadanu bazom {z,y} od S u tocki &

<ny$a y> _ Z Rmkmﬁzfyjﬁk’}/m

Belww) =500y Pz,y)

se naziva ravninska zakrivljenost plohe S u tocki &, pri cemusuxz = (o, ..., 8k), ¥ = (Y0, -+, V&),

([43]).

Vektor normale
n= Z Ughio (U) Akt o (1) + Nmi1@rimir (U), Nmi1 70
o=1

je vremenski ili prostorni vektor. To znaci da je tangencijalna ravnina (e,,n), 1 <v <k
u tocki & € S vremenskog ili prostornog karaktera. Ovako zadana ravnina se naziva
v—ta glavna tangencijalna ravnina od S. Neovisno o tome je li v—ta glavna tangencijalna

ravnina vremenska ili prostorna, vrijedi sljedeéi teorem,([16]):

Teorem 5.4 Neka je S (k+ 1)—pravcasta ploha sa strikcionom pravéastom plohom i neka
je n nedegenerirani vektor normale u R}. o-ta glavna ravninska zakrivljenost, 1 < o < m,

te (m + p)-ta glavna ravninska zakrivljenost, 1 < p < k — m plohe S u tocki £ € S su

1
Ke(es,n) = o 1<o<m,
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Ke(emip,n) =0, 1 <p<k—m,
gdje je P,, 1 < o < m, o-ti glavni parametar distribucije plohe S.
Sada prema gornjem teoremu i Teoremu 5.2 slijedi sljedeéi korolar:

Korolar 5.5 Glavna ravninska zakrivljenost (k + 1)-pravcaste plohe S je invarijanta

Mindingove izometrije.
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Zakljucak

U ovoj radnji su proucavana preslikavanja pravcastih ploha u trodimenzonalnom
Minkowskijevom prostoru R?, odnosno lokalne izometrije (k + 1)—pravéastih ploha u
n—dimenzionalnom Minkowskijevom prostoru R7Y.

Preslikavanja koja su proucavana u R? su lokalne izometrije, konformna te ekviarealna,
preslikavanja, te su proucavana za sve klase pravcastih ploha u R3. Posebna paznja je
posvecena plohama koje nemaju svoj analogon u euklidskom prostoru, tj. pravcéastim plo-
hama klase M?, odnosno B—namotajnim plohama. Takoder su dani primjeri pravéastih
ploha koje u promatranoj tocki nemaju realne nego imaginarne glavne zakrivljenosti, sto se
u euklidskom prostoru ne moze dogoditi. Navedena preslikavanja su takoder proucavana
uz uvjet da cuvaju izvodnice te su iskazani i dokazani teoremi kojima se opisuju takva
preslikavanja.

Pored navedenih rezultata javljaju se i nove ideje koje daju prostora za daljnje istrazivanje
preslikavanja pravcastih ploha u n—dimenzionalnom Minkowskijevom prostoru, odnosno

u Lorentzovim prostornim formama.
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