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Poglavlje 1

Uvod

Ovaj rad prikazuje matematicko modeliranje jedne fizikalne situacije koja se po-
javljuje u praksi. Promatramo problem provodenja topline u cijevi ispunjenoj fluidom
kojoj se duljina mijenja ovisno o temperaturi fluida. NasSa zadaca spada u Siroko podrucje
mehanike fluida, posebno hidrodinamike. Istrazivaci se jo§ od prahistorije bave pitanjima
iz podrucja mehanike fluida, no od 18. stoljeca kreéu i matematicka opravdanja spoznaja

iz prakse.

Svijet oko nas nije lako prikazati pomoc¢u modela koji ga vjerodostojno opisuju a da nam
je opet takav model jednostavan za rijesiti te potom dobiveno rjesenje i interpretirati.
Naime, kad napisemo zadac¢u koju promatrana situacija opisuje, pitanje je do koje mjere
¢emo tako postavljen problem uopcée znati rijesiti. U tom slucaju posezemo za metodama

aproksimacije i zadace i rjeSenja.

Kako bismo opisali rastezanje cijevi pod utjecajem temperature oslanjamo se na jed-
nostavan linearan zakon motivirani radom [32] u kojem Trabucho i Viano navode da
u slucaju termoelasti¢nosti stapa, utjecaj njegovog termickog koeficijenta rastezanja ne
mozemo zanemariti. S obzirom da pretpostavljamo kako ni jedna druga sila ne djeluje na

cijev, uz zanemarivanje transverzalnog Sirenja cijevi, za longitudinalno rastezanje cijevi
uzimamo da vrijedi (vidi [32], eq. (27.74), p. 747):

Al= /Q(x,y,z)dxdydz, (1.1)
wl Jp

pri cemu nam P oznacava cijev promjenjive duljine, w poprecni presjek cijevi, 6 predstavlja
temperaturu fluida koji se nalazi unutar cijevi, ¢’ > 0 je koeficijent termickog rastezanja
koji ovisi o materijalu cijevi, a Af predstavlja razliku duljine cijevi prije i poslije zagrija-

vanja fluidom. Buduéi da presjek cijevi smatramo nepromjenjivim, djelovanje linearnog



zakona na produljenje cijevi ne pisemo u formi (1.1), nego se uz dogovor ¢ := — do

daljnjega koristimo sljede¢om formom zakona:

Al =¢ /Q(x,y,z) drxdydz. (1.2)
P

U takvim postavkama domena toka fluida vise nije fiksna, nego se mijenja ovisno o (nepoz-
natoj) temperaturi fluida, koja je pak rjesenje stacionarne jednadzbe konvekcije-difuzije
uz zadanu (Poiseuilleovu) brzinu fluida u konvektivnom ¢lanu u jednadzbi. Nadalje, ako
uzmemo u obzir razne aplikacije ovako opisane situacije (razni sustavi sazdani od cijevi,
izmjenjivaci topline i sl.), pretpostavljamo da se cijev nalazi u okolini ¢ija se temperatura
razlikuje od temperature fluida koji se nalazi unutar cijevi. Razmjena topline izmedu
fluida i okoline je opisana s Robinovim rubnim uvjetom koji proizlazi iz Newtonovog
zakona hladenja. Vrijedi spomenuti kako je ovako opisan problem vezan i nelinearan jer

domena (cijev promjenjive duljine) zapravo ovisi o rjesenju jednadzbe provodenja topline.

Uobicajena praksa pri matematickom opravdavanju fizikalno postavljenog modela jest
dokaz da postavljenu zada¢u ima smisla rjesavati, odnosno da rjesenje postoji te da
je jedinstveno. U dobivenim uvjetima pojavljuje se parametar e, koeficijent termickog
rastezanja, koji je dovoljno mali (kao konstanta koja ovisi o materijalu cijevi, v. npr. [3])

i time potvrduje da nam cijeli rezultat ima i realnog smisla promatrati.

U velikoj veéini slucajeva sustave parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koji opisuju
neizotermne tokove fluida nismo u moguénosti egzaktno rijesiti. Stoga je od velike vaznosti
razvijati metode pomocu kojih mozemo analizirati svojstva rjeSenja iako nemamo rjesenje
u njegovom poznatom i/ili eksplicitnom obliku. Tehnika asimptotickog razvoja je up-
ravo jedna od takvih metoda, te iako ne znamo rjesenje, mozemo pomocu asimptotickog
razvoja donijeti neke zakljucke o tome kako se rjesenje ponasa kada neka od varijabli
tezi prema konstanti (ili beskona¢nosti) ili je vrlo malena. Asimptoticki razvoj se poceo
koristiti jos polovicom proslog stoljeca, i to u teoriji lubrikacije (v. [34]), te se od tada
uspjesno primjenjuje za pojednostavljivanje slozenih matematickih modela koji u suprot-
nom ne bi bili rjesivi, ¢ak niti numericki. Odgovarajuca matematicka teorija je izvedena
u [6] i time je uspjesno otvoren put primjene asimptotickog razvoja u podru¢ju mehanike

fluida. Vise o primjeni asimptotickog razvoja u mehanici fluida mogucée je naéi u npr. [29].

Mnogi autori su proucavali sustave parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koji opisuju fluide
kroz jednadzbe provodenja topline na fiksnoj domeni, vidi npr. [19,22,28]. Takvi rezultati
omogucuju proucavanje asimptotickog ponasanja neizotermnih fluida u cijevima. Slicna

analiza se moze provesti i u nasem slucaju cijevi promjenjive duljine, odnosno kada dom-
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ena nije fiksna, uzimajuci u obzir koeficijent termickog rastezanja e kao mali parametar,
sto nas dovodi do pojednostavljenog aproksimativnog modela koji ¢e zabiljeziti efekte

termickog produljenja cijevi.

Neizotermni tokovi u cijevima se prirodno javljaju u mnogo situacija, tako da se ta
problematika dosta proucavala. Specijalno, navodimo neke radove u kojima je izveden
niz novih matematickih modela za tanke ili dugacke cijevi, koriste¢i rigoroznu asimp-
toticku analizu, vidi [11-13,15,17,25,26]. Dio tih rezultata ¢emo primijeniti i ovdje kada
u predzadnjem poglavlju budemo gledali specijalni sluc¢aj promatrane zadace na tankoj

cijevi.

1.1 Pregled kroz poglavlja

U prvom uvodnom poglavlju dajemo osnovnu motivaciju za proucavanje danog prob-
lema te odreden pregled dosadasnjih dostignu¢a u podrucju parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi a koji su imali utjecaja na proucavanje nase jednadzbe provodenja topline nad
cijevi promjenjive duljine. Nadalje prolazimo kroz poglavlja te ukratko navodimo osnovnu

koristenu notaciju.

U drugom poglavlju uvodimo problem koji prou¢avamo. Kreé¢emo od opisa domene, tj. ci-
jevi, te koje uvjete ona mora zadovoljavati da bi dani problem bio dobro definiran. Zatim
opisujemo samu zadacu, Sto predstavlja koji ¢lan, odnosno koji su meduodnosi izmedu
svojstava fluida te djelovanja sila i zakona koje uzimamo u obzir. Za kraj navodimo opis

fizikalne situacije te ¢ime smo bili motivirani da proucavamo predlozenu zadacu.

Kroz trece i cetvrto poglavlje dokazujemo jedinstvenost i egzistenciju promatranog prob-
lema, Teoremi 3.2 i 4.1. Za dokaz egzistencije rjeSenja najprije dolazimo do apriornih
ocjena, Sto i dokazujemo u Propoziciji 3.1. U svim pretpostavkama teorema nam je
potrebna ¢injenica koja slijedi iz uvjeta kontrakcije funkcije a opisuje nelinerano preslika-
vanje koje onda dobro definira samo produljenje cijevi. Dakle, da bi problem bio dobro
definiran te potom imao jedinstveno rjeSenje nuzan nam je uvjet (2.4). Dobiveni rezul-
tati podrzavaju realnost stvarne situacije, s obzirom da se u uvjetima pojavljuje upravo
parametar € koji predstavlja koeficijent termickog rastezanja cijevi i ovisi o materijalu

cijevi a iz eksperimentalnih istrazivanja znamo da je dovoljno malen.
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U petom poglavlju najprije uvodimo zamjenu varijabli kako bismo promatranu zadacu
prebacili s promjenjive domene na zadacu s fiksnom domenom. Potom uvodimo aproksi-
maciju rjesenja pomoc¢u asimptotickog razvoja po parametru €. Jednom kad smo rjesenje
prikazali u obliku reda potencija malog parametra €, ocjenjujemo pogresku Teoremom 5.1

i time rigorozno opravdavamo preciznost dobivene aproksimacije.

U sljede¢em poglavlju proucavamo specijalan slucaj tanke cijevi kruznog presjeka kod
koje mozemo doci cak i do eksplicitnije aproksimacije rjesenja, rjeSavajucéi zadace za di-
jelove asimptotickog razvoja rjeSenja po radijusu poprecnog presjeka cijevi. Posebnu
pozornost moramo obratiti na krajeve cijevi gdje zelimo zadovoljiti Dirichletove rubne
uvjete pocetne zadace koje uspjesno ugradujemo u dobivenu aproksimaciju. Za kraj ovog
poglavlja dokazujemo da nam je aproksimacija rjesenja dobivena pomocu asimptotickog

razvoja po radijusu zadovoljavajuca, te to prikazujemo u Teoremima 6.1 i 6.2.

Konaé¢no, u zadnjem poglavlju navodimo sve potrebne definicije i teoreme na koje se pozi-

vamo kroz disertaciju, uglavnom prilikom dokazivanja teorema i pripadnih nejednakosti.

1.2 Notacija

R skup realnih brojeva
A Laplaceov operator
\Y% ... gradijent

div ... divergencija

supp f ... nosac funkcije f

— ... jaka konvergencija
- ... slaba konvergencija
— ... kompaktno ulaganje
S.S. ... skoro svuda

o) ... rub skupa €
Q ... zatvarac¢ skupa (2

n ... jedini¢na vanjska normala
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krug sa sredistem u x i radijusa r > 0

volumen od w

prostor neprekidnih funkcija na €2

prostor neprekidnih funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama
sve do reda k

prostor beskonacno mnogo puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na

prostor uniformno neprekidnih funkcija na €2

prostor neprekidnih funkcija na €2 koje iS¢ezavaju u beskonacnosti

prostor neprekidnih funkcija na §2 s kompaktnim nosacem

Soboljevljevi prostori

Soboljevljevi prostori za p = 2

prostor lokalno integrabilnih funkcija nad kompaktnim skupom

Vise o definiciji pojedinih pojmova se moze naci u posljednjem 7. poglavlju, tj. Dodatku.



Poglavlje 2

Postavke problema

U ovom poglavlju ¢emo formalno opisati promatrani problem i pripadnu zadacu koja
ga opisuje. Osvrnut ¢emo se i na motivaciju za promatrani problem koja nam je posluzila

za izvod linearnog zakona o produljenju cijevi.

2.1 Opis cijevi

Promatramo viskozni, neizotermni fluid koji se kreé¢e kroz cijev. Cijev i fluid su
odredenih temperatura, dok ¢e upravo razlika izmedu tih temperatura utjecati na produl-

jenje cijevi, kako ¢e uskoro u nastavku biti i opisano.
Zapocinjemo s definiranjem nedeformirane cijevi By i njenog plasta I';.

Neka je w C R? omedeni skup s C1! granicom (v. Definiciju 7.1) i neka su

By ={(z,y,2) €R’ (y,2) ew, 0 <z <1},

Iy ={(z,y,2) €R®; (y,2) €E0w,0 <z <1}.

S 0° oznacavamo temperaturu fluida unutar cijevi, dok s (6°) oznac¢avamo srednju tem-
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peraturu, tj. integral temperature po poprecnom presjeku cijevi w, tocnije:

<mm=/wu%@@@_

Obic¢no je omjer debljine cijevi i njene duljine malen, pa zato pretpostavljamo da se cijev
siri samo duz svoje duzine ali ne i volumenski, odnosno da je temperatura fluida u tocki

x upravo jednaka (6°)(z) = [ 0°(x,y,z)dydz.

Na tragu zakona opisanog s (1.2), definiramo duljinu cijevi promjenjive duljine s

by —1+e /0 "0 (@) de. (2.1)

Dakle, pretpostavljamo da je pocetna duljina cijevi jednaka 1, Sto se uvijek moze postic¢i
uz odgovarajuci izbor mjerne jedinice tako da npr. uzmemo bas duljinu cijevi za mjernu
jedinicu. Takoder uzimamo u obzir i da se cijev produljuje longitudinalno na nacin da je
produljenje proporcionalno srednjoj temperaturi pomnozenoj s koeficijentom termickog
rastezanja ¢, koji ovisi o materijalu cijevi, te zasad samo pretpostavljamo da je to malen

broj (e << 1).

S obzirom da je domena toka fluida By- zapravo cijev duljine fp, s promjenom duljine

cijevi ¢e se mijenjati i domena a definiramo ju s

B@EI{(x7yaz)€R3;(y,Z)Ew,0<JJ<£95}, (22)

dok je pripadna boc¢na strana cijevi, tj. plast cijevi, definirana s

Do = {(z,y,2) €ER? (y,2) € 0w,0 <z < ly-}. (2.3)

Dakle, domena By- nije fiksna jer se duljina cijevi mijenja ovisno o temperaturi fluida 6°.
Stovige, primijetimo kako je duljina cijevi fp- implicitno definirana s jednadzbom (2.1).

No, moze se lako provjeriti da je preslikavanje F': [1,4/3] — [1,4/3] definirano s

F@>=1+el7mxwdx
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zapravo kontrakcija, uz uvjet da je

(2.4)

Uistinu, tada vrijedi:
F(s)—F(t) = 5/ (0°)(x) dx
t

[F(s) — F(t)] <e sup [(6°)][t — s
¢el1,3
pa uz uvjet (2.4), imamo da je konstanta kontrakcije manja od %, sto je u skladu s defini-

cijom kontrakcije funkcije (v. Definiciju 7.11).

Stoga jer jednadzba (2.1) ima jedinstveno rjesenje (Banachov teorem o fiksnoj tocki,
v. Teorem 7.12), duljina cijevi ¢p- € [1,4/3] je dobro definirana. Uskoro ¢emo vidjeti da

je uvjet (2.4) ispunjen ukoliko temperatura fluida unutar cijevi nije prevelika (vidi (3.6)).

2.2 Opis zadace

Nakon sto smo vidjeli kako definirati domenu u obliku cijevi promjenjive duljine,
predstoji nam opisati i pripadnu zada¢u. Rubni problem provodenja topline koji
proucavamo se sastoji od jednostavne stacionarne jednadzbe konvekcije-difuzije te Robi-
novog rubnog uvjeta za temperaturu fluida na plastu cijevi, uz dodatne Dirichletove rubne

uvjete na krajevima cijevi.

o6°
-k A +u o 0 u By, (2.5)
o6°
Ko = o(g—06°) ma Ty, (2.6)
0°(0,y,2) = 0u(y,2) , (Lo, 2) = 0n(y, 2). (2.7)

Promatrani fluid se hladi putem dvaju mehanizama. Jedan je difuzija (prikazan u prvom

¢lanu jednadzbe (2.5)), jer se u kontaktu s hladnijom okolinom (tj. cijevi) toplina flu-
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ida smanjuje. Drugi mehanizam je konvekcija (drugi ¢lan jednadzbe (2.5)), jer se zbog

gibanja fluida, ¢estice unutar njega mijesaju te samim time takoder gube svoju inicijalnu

toplinu.
z
A
g
[ 'Fi ng
m éw% Pr
y % ]les ’x
By
Yy

Slika 2.1: Domena cijevi

U nastavku ¢emo navesti niz pretpostavki koje nam koriste za Sto preciznije definiranje

problema.

U promatranoj zadaéi (2.5)-(2.7) pozitivna konstanta x predstavlja toplinsku vodljivost

fluida, dok je n vanjska jedinicna normala na plast cijevi .

Vanjsku temperaturu ozna¢avamo s g = g(x,y, z), pri Cemu pretpostavljamo da je funkcija
g klase C' na dw x [0, %] , dok je o > 0 koeficijent prijenosa topline.

Dakle, uzimamo u obzir i izmjenu topline s okolinom cijevi, te taj proces opisujemo
pomocéu Robinovog rubnog uvjeta (2.6) zadanog na plastu cijevi T'p- koji proizlazi iz

Newtonovog zakona hladenja.

Pretpostavljamo da je g > 0. Za temperature na krajevima cijevi, 6; i 0,., takoder pret-

postavljamo da su pozitivne, te funkcije klase C* na @.

Pretpostavljamo i da je rezim toka laminaran. Opcenito, tok fluida moze biti laminaran
ili turbulentan, te ono Sto ih medusobno razlikuje je Reynoldsov broj. Reynoldsov broj je
veli¢ina koja predstavlja omjer sila otpora (kao Sto su gustoca i brzina fluida) i viskoziteta

(dinamickog i kinematickog), pri ¢emu viskozitet igra veéu ulogu u laminarnim tokovima
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(zbog vele pojave trenja kao posljedica veceg viskoziteta fluida) nego u turbulentnima.

Osnove mehanike fluida mogu se naéi u npr. [24].

Nadalje, pretpostavljamo da nam je brzina fluida zadana i da je u Poiseuilleovom ob-
liku. Naime, Navier-Stokesov sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi rijetko kada
ima egzaktno rjesenje (za uvod v. npr. [9]), te se obi¢no u tom slu¢aju mora posegnuti za
numerickom aproksimacijom rjesenja, v. [31]. Iznimka je situacija kada fluid tece kroz ci-
jev zbog razlike tlakova na krajevima cijevi, v. [2]. U tom slu¢aju je brzina fluida neovisna
o svom polozaju duz cijevi, tj. promatra ju se kao funkciju od samo jedne varijable — radi-
jalne udaljenosti od osi cijevi (u slu¢aju cijevi konstantnog poprecnog presjeka). Takoder,
u tom slucaju je tlak linearna funkcija. Jos su Hagen 1839. i Poiseuille 1840. godine
proucavali situaciju toka fluida kroz cijev kruznog presjeka koja se kreée zahvaljujuéi ra-
zlici tlakova na krajevima cijevi, te su pomocu niza eksperimenata dokazali da je brzina
upravo proporcionalna razlici tlakova medu krajevima cijevi, v. npr. [30]. Odnosno, u
nasem slucaju zapisujemo:
u=(pe—pr) v,
gdje nam p; i p. (p; > pr) predstavljaju tlakove pridruzene lijevom, odnosno desnom

kraju cijevi respektivno, dok je funkcija v parabolicki profil koji zadovoljava Dirichletov

problem za Poissonovu zada¢u na poprecnom presjeku cijevi w:

—pAv=1 1w, (2.8)
v=0 na Jw. (2.9)

Koristedi jednostavan princip maksimuma (vidi npr. [5] ili Teorem 7.28), nije tesko doéi

do sljedece ocjene koju ¢emo koristiti u nastavku disertacije:

2 Pe — Dr
2u

| oo () < (diam w) (2.10)

1
Uistinu, ako definiramo pomoé¢nu funkciju w := 4—((dmm w)? — (y* + 22)) £ v, ona
i

zadovoljava zadacu

—pAw=1+v>0 u w,

w>0 na Ow.

Po jednostavnom principu maksimuma zakljuc¢ujemo stoga da je w > 0, odnosno da

maksimum funkcije v moZemo ograniciti preko definicije funkcije w i ¢injenice da je y? +
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2.3 Motivacija za produljenje cijevi

2% < (diamw)? jer je poprecni presjek cijevi w omeden skup:

1 .
V] oo () < @|(dmmw)2 — (y2 + 22)|Loo(w) <

1 1
< —2(diamw)?* < (diamw)* — ,
4y 24

sto nas dovodi do zeljene ocjene (2.10) jer je funkcija brzine oblika u = (p, — p,) v.

Rubna zadacda (2.5)-(2.7) opisuje vezani sustav koji je nelinearan jer domena By ovisi

o rjesenju #° koje upravo trazimo na doti¢noj domeni.

Dakle, cijev se rasteze zbog topline fluida, dok se s druge strane fluid hladi preko sti-
jenki cijevi jer je okolina hladnija od njega. Brzina tog hladenja ovisi o povrsini kontakta
s okolinom (tj. o povrsini plasta cijevi), a ona je tim veca sto je cijev dulja. Na taj se
nacin zapravo dobiva vezani sustav, jer duljina cijevi ovisi o temperaturi fluida (cijev se
viSe rasteze sto je fluid topliji), a temperatura fluida ovisi o duljini cijevi (fluid se bolje

hladi sto je cijev duza).

Zanimljivo je kako linearna jednadzba provodenja topline i linearni zakon rastezanja cijevi

zajedno generiraju upravo spomenuti vrlo nelinearni efekt.

2.3 Motivacija za produljenje cijevi

Cijevi kojima se mijenja duljina ili volumen su uobic¢ajena pojava u praksi. Naime,
pod utjecajem razlicitih fizikalnih uvjeta moze do¢i do niza transformacija domene pro-

matranog problema.

Za cijev fiksne duljine bismo numericki znali do¢i do rjesenja jednadzbe konvekcije—difuzije
(2.5)-(2.7), no ovdje dodatno uzimamo u obzir i promjenu duljine cijevi. Naime, temper-
atura fluida moze znacajno utjecati na promjenu duljine cijevi, te time i znacajno utjecati
na promatranu zadac¢u. Promjena duljine cijevi ovisi tada ne samo o temperaturi fluida,
nego i o termickim svojstvima materijala cijevi. Posljedice ovakvog rastezanja cijevi se u

praksi ne mogu uvijek zanemariti, $to se moze vidjeti u npr. [1].

11



2.3 Motivacija za produljenje cijevi

Primjeri iz prirode, odnosno inzenjerske prakse, gdje se mora uzeti u obzir produljenje
cijevi pod utjecajem temperature fluida su mnogobrojni, od izmjenjivaca topline, geoter-

malnih rezervoara, sustavi cijevi ispod razine zemlje, nuklearni reaktori i sl.

Zadaée nad domenom cijevi (ili opcenito govoreéi, Stapa) se formalno matematicki
proucavaju jos od 18. stoljeca te zahvaljujuéi razvoju tehnologije i numeric¢kih metoda su i
dan danas zanimljivo podrucje teoretskog istrazivanja. Monografija [32] u kojoj Trabucho
i Viano daju opsezan prikaz raznih zadac¢a nad domenom cijevi, nam je izmedu ostalog
posluzila kao motivacija za postavljanje jednostavnog linearnog zakona produljenja cijevi

pod utjecajem temperature, prikazanog u (2.1).

Naime, u citiranom 5. poglavlju se navodi linearna zadaca ¢ije rjeSenje autori aproksimi-
raju pomocu asimptotickog razvoja uz djelovanje linearne termoelasticnosti na Stap.
Svodedi proucavani kompleksan problem na problem nize dimenzije, dolaze do nultih
aproksimacija trazenih nepoznatih funkcija, iz ¢ega se moze zakljuciti da produljenje
Stapa utjece na rjeSenje, te ga samim time ne mozemo zanemariti prilikom razvoja pri-
padne teorije. Kljuénu ulogu za ovaj fizikalni utjecaj na problem se ocituje preko koefici-
jenta termickog rastezanja kojeg u ovom radu oznacavamo s €. Naime, pri zagrijavanju ili
hladenju nesputanog materijala, on se produljuje/mijenja volumen ovisno o koeficijentu

termickog rastezanja koji naravno ovisi o karakteristikama tog istog materijala.

U odredenim situacijama bi ne uzimanje u obzir produljenje stapa moglo ozbiljno nastetiti
donosenju zakljucaka o modelu koji opisuje neki zadani problem, tako da opéenito gledano,
nacin na koji se toplina prenosi i §to se time mijenja igra bitnu ulogu za matematicko i

ino modeliranje.
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Poglavlje 3

Apriorne ocjene i egzistencija

Nakon §to smo postavili problem i promatranu zadacu (2.5)-(2.7), prvi cilj nam je
pokazati da je ista uopce rjesiva. Kao Sto je uobicajeno, do rezultata egzistencije ¢emo

do¢i nakon sto formalno izvedemo apriorne ocjene.

3.1 Apriorne ocjene

Za pocetak uvedimo oznaku za
gzmax{‘el|L°°a‘9T’L°°7|g|L°°} . (31)

Norme |0)| 1, |01 1 |g|z~ su nam potrebne kako bismo mogli primijeniti poznate rezul-
tate iz teorije eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Koristeci upravo te standardne tehnike tretiranja eliptickih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi (vidi npr. [10]), odnosno njihovih varijacijskih formulacija, dolazimo do apriornih

ocjena za nasu promatranu zadac¢u koje iznosimo u sljede¢oj Propoziciji.
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3.1 Apriorne ocjene

Propozicija 3.1 Neka je 6° rjesenje zadace (2.5)-(2.7). Tada postoji konstanta 6 =

0(10i|c1, 16x]cn, [glie ) > 0, neovisna o e, tako da vrijedi

10°| oo (Bye) < 0, (3.2)

16°| 1 () < 0. (3.3)

Dokaz. Prva ocjena slijedi zbog principa maksimuma koji vrijedi za elipticke parcijalne
diferencijalne jednadzbe (vidi npr. [10]). Kako bismo mogli primijeniti standardnu teoriju,

moraju nam biti zadovoljene odredene pretpostavke na funkcije iz zadace (2.5)-(2.7).

Elipticki operator je dobro definiran jer su mu koeficijenti funkcije koje su omedene u
prostoru L>(By:) - pri ¢emu smo posebnu pozornost obratili na Poissonovu brzinu i njeno
omedivanje, v. (2.10), a vodedi ¢lan ¢ini Laplaceov operator koji je simetrican, pozitivno

definitan s pozitivno rastu¢im svojstvenim vrijednostima.

Zbog linearnosti promatrane zadace te cinjenice da su sve funkcije (kako koeficijenti tako
i funkcije iz rubnih uvjeta) iz adekvatnih prostora (v. Opis zadace, 2. poglavlje), odnosno
norme u L>(By:) su im pozitivno ogranicene, za promatranu zadacu vrijedi princip mak-
simuma. Stoga zakljucujemo da je sveukupno rjeSenje #° ograniceno maksimalnom vri-

jednosti normi svih funkcija s ruba, tj. vrijedi

0% Lo (Bye) < max{|0)]ro, [0r|1oc, gL~} -
Zanimljivije je prouciti kako do¢i do druge ocjene. Uobicajen postupak pri trazenju apri-
ornih ocjena je da promatramo varijacijsku formulaciju te nju ocjenjujemo.

Jednadzbu (2.5) mnozimo s funkcijom temperature 6° i potom integriramo po Bg-. Do-

bivamo sljede¢u jednakost:

—K/ A95-95+/ u@@ -0 =0 (3.4)
Bype Bpe Ox

Na prvi integral iz (3.4) primijenimo Teorem o divergenciji (v. Teorem 7.7), te uz Robinov

rubni uvjet iz zadaée (2.6), dobivamo sljedece:

—K % «0€—|—/1/ ]V@E\Q—ir/ u(‘)@ =0
Bga Bgs

Type 311 al'

—a/ (g—ef)-ewn/ \V95|2—|—/ u(‘%’ -0°=0
Tpe Bope Bye Oz
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3.1 Apriorne ocjene

06°
—a/ 995+0/ |95|2—|—/</ |V9€|2+/ u -6°=0
Tpe Tpe Bye Bge a$

154 154 806 154 154
olf |%2(F95) + k |V |%2(ng) +/ U -0 :(7/F gt (3.5)
o€

Bge

Prvu dobivenu normu iz (3.5) ocjenjujemo pomocu primjene Teorema o tragu (v. Teorem
7.27). Dakle, zakljucujemo da je

16°172(0pe) < C 1B (B,

Ogranicit ¢emo i preostala dva integrala koja su nam se pojavila u raspisu (3.5). Prvi
ograni¢avamo pomoc¢u principa maksimuma (v. (2.10)) te Youngove nejednakosti (v.

Teorem 7.9). Uistinu,

o0° |Vo* %2(3 ) |6° %2(3 )
* 08 < e’} < . ad d .
/Bge " ox < [ulLoe (e ( +

2 2

Nadalje, ocjenjujemo pomocéu Teorema srednje vrijednosti
[ 98 < 1olumion 1m0 I
Tge
Stoga dobivamo, uz primjenu Teorema RKS (v. Teorem 7.24),

(C o+ -+ Julze(y) 10 5.y < 019le(spe) 167 (80e) T

|0°| oo (B,-) 0gradimo pomocu prve ocjene iz ove Propozicije, a konstantu desne strane koja
se pojavi ograni¢imo s normom u C' jer po pretpostavkama problema (v. 2. poglavlje)
funkcije 04,0, i g postizu svoj maksimum nad w s obzirom da su u pitanju neprekidne

funkcije na kompaktu, a normom u C*! se osiguramo da sve bude u redu u blizini ruba.

Time smo dokazali iskazane tvrdnje iz Propozicije 3.1.

O
Prva posljedica od (3.2) je da, pod pretpostavkom
— 1
€ |lwl b < 1 (3.6)

vrijedi nejednakost (2.4). Uistinu,
— 1
0 S €<96> S ) |0€|L°O(Bge)|w| S 5€|w| < 1 .
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3.2 Egzistencija

Ostale posljedice dobivenih apriornih ocjena koristimo u dokazu egzistencije.

3.2 Egzistencija

Nakon sto smo izveli apriorne ocjene, zelimo iterativnim postupkom dokazati egzis-
tenciju rjesenja polazne zadace a taj rezultat prikazujemo u obliku sljede¢eg Teorema

egzistencije:

Teorem 3.2 Pod pretpostavkom (3.6), zadaca (2.5)-(2.7) ima barem jedno rjesenje 0° €
H'(Bge) N L*°(Bg:).

Dokaz. Ideja je polaznu zadacu rastaviti na niz zadaca od kojih je prva s nepromjenjivom

domenom, tj. cijevi duljine 1.

Zmaci, definirat ¢emo rekurzivni niz zadaca:

00,
—Kk A0 +u (3; =0 u By, (3.7)
002
K 85 =o(g—6) naly,, (3.8)
OZ(ana Z) = el(ya Z) ) 6761(€n7 Y, Z) = 97‘(?/7 Z) ) (39)
gdje je £o =1,
Zn—l
by =1+ e/ 0:_1)(s)ds (3.10)
0

By, ={(z,y,2) eR’; (y,2) ew, 0 <z <Ly},

n

Fé :{(xaywz)eRga (y,Z)E&,u, 0<x<€n} .

n

Dakle, u svakom sljede¢em koraku uzimamo fiksnu duljinu cijevi, koju dobivamo tako da
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3.2 Egzistencija

pocetnoj duljini dodamo produljenje izracunato s temperaturom dobivenom u prethod-
nom koraku. Tako dobivamo rekurzivni niz rjeSenja za kojeg moramo pokazati da kon-
vergira, te da mu je limes zaista rjesenje naSeg vezanog problema. Produljenje ra¢cunamo

pomocu veé spomenutog linearnog zakona rastezanja cijevi dobivenog iz [32].

Ocito vrijede iste apriorne ocjene i za 6, pa zakljucujemo da su funkcije 6 ogranicene u
prostoru H'(By, ) N L>(By,). Definiramo da je 65 jednaka 6, za sve x > {,,. Na taj nacin

smo 6% prosirili do H'(By), pri ¢emu je

By ={(z,9,2) €R® : (y,2)cew,0<x<2}.

Stoga, zahvaljujuci ocjenama (3.2) i (3.3), vrijedi (do na podniz)

0: — 6° slabou H'(B,) islabo* u L™(By). (3.11)

Nadalje, moramo izabrati testnu funkciju za slabu formulaciju. To je delikatan dio jer se

domena mijenja s obzirom na rjeSenje zadace.

U diskusiji prije Teorema 3.2, smo vidjeli da vrijedi relacija (3.6) iz koje pak mozemo

zakljuciti i da je niz {¢, },en ogranicen jer vrijedi (ocjenjujuéi definciju od fp (2.1)):

_ 1
ly- §1+€|W|9£95 = lyp- <

<4
T 1l-clwld 3

S obzirom dakle da je niz {{,},en ogranic¢en, ima konvergentan podniz. Prelaskom na
podniz, ako je potrebno, imamo ¢,, — ¢, za neki £ € R. Kako bismo mogli prec¢i na limes

u (3.10), razbit ¢emo integral na dva dijela, preciznije:

b=tie( (05 (s)ds /;_lwzlxs) ).

Koristimo Teorem srednje vrijednosti pa vrijedi:

/< < )(s)ds

<Olw| |l —ty_1| =0, kada n — o00.

Stoga je

=1+ 5/[)[(98)(5) ds. (3.12)
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3.2 Egzistencija

Gornja jednadzba (3.12) ima jedinstveno rjeSenje, jer je niz ogranic¢en a funkcija koja
opisuje njegovu definiciju je kontrakcija, pa po Banachovom teoremu o fiksnoj tocki
imamo jedinstveno rjesenje doticne jednadzbe, (v. Teorem 7.12). Zato je limes cijelog
niza {l, }nen jednak ¢, s obzirom da je svako gomiliste niza ujedno i rjesenje algebarske

jednadzbe (3.12), a ona ima tocno jedno rjesenje.

Jer vrijedi da je ¢,, — ¢, za bilo koji 6 > 0 onda postoji Ny € N takav da

n>Ny = |[{—1{,]<9. (3.13)

Uz oznaku B, = (0,£) x w, konaéno smo spremni uzeti testnu funkciju ¢ € C*(B,), ali
tako da preslikavanje x — ¢(z,y, 2z) ima kompaktni nosa¢ u (0,¢). Za takav ¢ postoji
d > 0 takav da je p(z,y,2) = 0 za sve x > ¢ — §. Nadalje, za takav 0 biramo N, tako
da vrijedi (3.13). Za n > Ny je oc¢ito ¢({,,y,z) = 0 pa zakljutujemo da ¢ moze biti
iskoristena kao testna funkcija za (3.7)-(3.9). Kao posljedicu dobivamo sljedeéu slabu

formulaciju

06¢
K WZVWr/ u ”90=0/(9—9;i)907
By Ox I

By

uz oznaku I'y = (0,¢) x Ow. Prijelaz na limes je sada direktan (koristeéi (3.11)), te nas

06°
/@/ V95V¢+/u gpza/(g—Ha)(p.
By By oz I,

Ovo dokazuje da (u slabom smislu) 6° zadovoljava jednadzbu (2.5) i Robinov rubni uvjet

vodi do

(2.6) koji opisuje razmjenu topline na plastu cijevi.

Ostaje nam jos dokazati Dirichletove rubne uvjete (2.7) na krajevima cijevi. S obzirom
da je 65(0,y,2) = 6, i da 6% slabo konvergira u prostoru H'(B;), kompaktnost operatora
traga implicira konvergenciju tragova 6%(0,y, z) prema 6°(0,y, z) u prostoru L?*(w) (v.
Teorem 7.27). Stoga vrijedi 6°(0,y, z) = 6,(y, z).

Za rubni uvjet na drugom kraju cijevi nam je potreban nesto drugaciji pristup jer se on

mijenja ovisno o n. Uzmemo glatku testnu funkciju ¢ takvu da ¢(0,y, z) = 0. Tada

00% Op
no—— | e ey 2) o,y ) dydz . 3.14
o=, et [ Hen ) ettty (314)
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3.2 Egzistencija

Ako sada pretpostavimo da je 67 prosirena s ¢, nadesno od x = ¢,,, onda imamo

06, / 06 / 895
o = © —
By, al'
AN .
B / O o (990 /3[9 oz’

/GE(En,y, 2) o(bn,y, 2) dydz:/(%(y,z) o(ln,y,2)dydz —

w

—>/ (y,2) o(l,y,z)dy dz .

Iz (3.14) stoga zaklju¢ujemo

06° / Op /
= — 85——1— 0,.(y,z) p(l,y,z)dydz ,
B[axw T (y,2) p(l,y,2)dy

odnosno dobili smo da vrijedi 6°(¢,y, 2) = 0,(y, 2).

Ovime smo zavrsili dokaz egzistencije rjeSenja.
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Poglavlje 4

Jedinstvenost rjesenja

Cilj ovog poglavlja je, nakon sto smo u prethodnom vidjeli da promatrana zadaca
(2.5)-(2.7) ima rjesenje, vidjeti da je onda to rjesenje i jedinstveno. Teorem jedinstvenosti
mozemo stoga formulirati na sljedec¢i nacin:

Teorem 4.1 Neka vrijedi pretpostavka (3.6). Stovise, neka je € takav da

e (0+ |w* M) <1 (4.1)

pri cemu su 5,5 > (0 konstante iz Propozicije 1, a M > 0 je konstanta definirana s

4\? 2 2 _
3 K 12 ox Lo (T)
—_ 2 —
—l—M (diamw )* i 1 . (4.2)
Kifl

Tada zadaca (2.5)-(2.7) ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva rjesenja zadace 05, j = 1,2. Nadalje,
definirajmo ¢; = 1+4¢ foej (65). Ocito je da ako je £, = {, onda su i pripadna dva rjesenja
zadace jednaka jer zadovoljavaju rubni problem za linearnu jednadzbu konvekcije-difuzije
na istoj domeni. Uzimajuci to u obzir, da bismo dakle dokazali da je 6] = 65, dovoljno je

pokazati da je 1 = /5.

Iz definicije promjenjive duljine cijevi, slijedi

bty = (/Ob(e@ - /061«)9) | (4.3)
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Kako bismo mogli usporediti 67 i 65 najprije ih zapiSemo na istoj domeni B;. Definiramo

zamjenu varijabli £ = z/{ za 05, te £ = x /{5 za 05, tj. stavimo
@k(§7y’z):02<§£k7y7z) 7Gk(€7y7z):g(§€k’y7z>7k:1727 0<§<]‘ *

Sada ¢e ©f zadovoljavati zadac¢u

—K ( Ayze)k +
00y

= | +——=—=0 ubB

2 o¢? 0, Of !
%:U(Gk—@k) na I’y
@k(oayvz)zera @k<1ay72):0€> k=1,2.

Uvodimo oznaku

R:®1_62 5

te oduzimanjem jednadzbi za ©; i ©,, dobivamo

2
13R) u OR (4.4)

— A —_ = — 2
/<;< yzR—i-g% oe2 +£1 o€

1 1Y) 9%0, I 1 00,
~(aa) w(Gn) %

R(Ovyaz):R(17yaz):07Hgij_"O—R:U(Gl—GQ) nafl .

Testirajuéi (4.4) s R, dobivamo
OR |*
— > +o | |RF=

K V,.RI>+ (2
/Bl<'y' 2|5 i

(B [ReTR (1) [ S,
\ETB) Jy o o\t n) )y,

+o / (Gl - GQ)R S g |G1 — G2|L2(I‘1)|R|L2(F1) +
Iy

% 0 '%i; oo by — 04| +
< 4_’2% %_7; ;(Bl) + ARG — 02+
+4i€% %L; ;(Bl) i % s B Lol 162 = G +
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2
g
+J‘R|%Q(F1) + E

dg

8;(3 ’aW‘ ’62 — 61’2 .

L (FQ)

Stoga, koriste¢i definiciju (4.2), imamo

2 4\? 2| o|ow]
<[ Z 222
2(B)) ~ \3 K 12

_ —2
i il 7 | 1= 6 <

@2

4k 02
Dy +4r 07 +

LOO(FQ)

< M? |ly — 62

I konacno, iz (4.3) slijedi

1 1
by — 0] = <£2/ (O2) —51/ <@1>)‘ <
0 0
<e |4 R+(€2_€1)/ O, <
B1 B

S €§|€2 —€1| —|—<’:‘£2 |w|1/2 |R|L2(Bl) S €(§+€2 |W|1/2M) |€2 —€1| .

sto ¢e redi da je £1 = {5, zahvaljujuéi pretpostavci (4.1). Posljedicno dobivamo 65 = 65,

¢ime smo dokazali jedinstvenost rjesenja.

Napomena. Rezultati egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja su objavljeni u radu [20].
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Poglavlje 5

Asimptoticka analiza

U prethodnom poglavlju smo vidjeli kako zadaca (2.5)-(2.7) ima jedinstveno rjesenje.
Voljeli bismo do¢i do tog rjesenja, no kako ga ne znamo eksplicitno izracunati, prisiljeni
smo ga aproksimirati. U tu svrhu ¢emo se koristiti metodom asimptotickog razvoja, gdje
¢emo aproksimirati rjesenje promatrane zadace na nacin da ga zapiSemo u obliku reda
potencija po malom parametru € koji nam predstavlja koeficijent termickog rastezanja
cijevi. Sjetimo se, pretpostavljamo da nam se duljina cijevi mijenja ovisno o temperaturi
unutar cijevi, te to djelovanje prikazujemo pomocu linearnog zakona rastezanja cijevi,

izvedenog iz [32], odnosno imamo:

Loe
lge =1 —|—€/ (0°)(z) dx .
0

Potreba za teorijom asimptotickog razvoja se javila kada su inzenjerski problemi bili
npr. prejednostavno matematicki modelirani na nacin da su obicne linearne aproksi-
macije davale nedovoljno dobre rezultate, ili npr. ¢ak i kada bi bio postavljen adekvatan
model, ga je bilo tesko/nemoguée eksplicitno rijesiti. Zato posezemo za asimptotickim
razvojem pri cemu je uobicajen razvoj po malom parametru, koji ili tezi prema nuli ili je
vrlo mali parametar (kao sto je slucaj i kod naseg promatranog problema gdje je ¢ << 1).
Detalje o teoriji perturbacija se mogu naéi u npr. [23], odnosno za situacije unutar po-

dru¢ja mehanike fluida u [33].

Tehniku asimptotickog razvoja su ekstenzivno koristili mentori ove disertacije u raznim
situacijama fiksnih ili zakrivljenih domena (vidi npr. [14,16,19,27]) uzimajuéi u obzir ra-
zli¢ite uvjete problema (vrste funkcije viskoziteta, utjecaj hladenja na cijev, zakrivljenost

cijevi, ¢voriste vise cijevi itd.).
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5.1 Zamjena varijabli

Da bismo mogli primijeniti teoriju morat ¢emo prvo problem s promjenjive prebaciti na
problem s fiksnom domenom. Zatim uvodimo razvoj po parametru ¢ te izvodimo zadace
ovisno o potenciji tog istog paraetra €. Za kraj poglavlja dokazujemo i adekvatnu ocjenu

pogreske za dobiveno aproksimativno rjesenje zadac¢e nad fiksnom domenom.

5.1 Zamjena varijabli

S obzirom da je domena promatrane zadace promjenjiva (zadaéu rjeSavamo nad
cijevi ¢ija se duljina mijenja ovisno o rjeSenju te iste zadace), da bismo uopée mogli kon-
struirati asimptoticki razvoj rjeSenja, moramo na jednoznaCan nacin zapisati originalni
problem u obliku problema danog na fiksnoj domeni. To ¢inimo pomoc¢u odgovarajuce
zamjene varijabli. Ovakva praksa je uobicajena, jer nam je jednostavnije pratiti utje-
caj zamjene varijabli u samoj jednadzbi nego na domenu. Naravno, ima primjera gdje
nemamo izbora nego se baviti i skaliranjem domene, Sto posebno moze doprinjeti i nu-

merickom rjesavanju problema (v. npr. [4]).

No, najprije ¢emo radi jednostavnosti daljnjeg raspisa, promotriti pocetni problem (2.5)-
(2.7) ali s malom promjenom oznaka - da prvu varijablu ne ozna¢avamo s z nego za sada

s &, odnosno da se bavimo zada¢om oblika:

0%0°  9%6°  9%0° 06°
— = B £ 1
H(a£2+ay2+azz>+u ¢ 0 u bpe, (5.1)
06°
R = o(g—6°) mna Ty (5.2)
0°(0,y,2) = Ou(y,2) , O0°(Coe,y,2) = 0n(y, 2) - (5-3)

Kako bismo sada problem (5.1)-(5.3) sveli na zada¢u nad fiksnom domenom, uvodimo

novu varijablu x relacijom

3
521’—1—5/0 (0°)(s)ds .
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5.1 Zamjena varijabli

Ocito, kada je £ = £y onda je x = 1 §to znaci da preslikavanje ¢ : (£, y,2) — (z,y,2),
gdje je
3
= [()s)ds
0

preslikava Bp- surjektivno na B;. Kako vrijedi €(6°) < 1/4 (uvjet (2.4)) zaklju¢ujemo
da je preslikavanje i injekcija, a onda i bijekcija. Potreban nam je njegov inverz kako
bismo mogli transformirati sustav (5.1)-(5.3) na fiksnu domenu B;. DodusSe, ne treba
nam njegov eksplicitan izraz, nego nam je zapravo samo dovoljno znati da inverz postoji

te koja mu je derivacija (po Teoremu o implicitnoj funkciji, v. Teorem 7.19). Ocito je

Ox .
o ~ 10O

Ako je 6% dovoljno malen, takav da relacija £(6°) < 1/4 stoji (odnosno da vrijedi uvjet

(2.4)), gornja derivacija je pozitivna i preslikavanje £ — x je strogo rastuce.

Uvodedi novu nepoznatu funkciju temperature

T¢(2,y,2) = 0°(§, 9, 2)

mozemo reformulirati pocetnu jednadzbu konvekcije-difuzije na fiksnoj domeni Bj.
Uistinu, pocevsi od relacije
3
0°(&,y,2) =T° (§ - &T/ (T°)(s)ds, y, z)
0
(1) (@) = [, T,y 2)dy dz = [, 6°(&, 9, =)y dz = (6)(€) )

dolazimo do

00° oTe
= (1—¢{T?
= -y o
0%0° oTe\ 0T* 0 O?TF
02 __€< o€ > ox + (1 —&(T7) ox?
- 0T\ OT* 0T
=—e(l—ell >)< Ox > Ox +(1=&(T%) ox?

0*T* L OPTF o1\ 0T* 5 g OPTF o /0T 0T°\
B +8(_2<T>8x2_<8x>8x)+8 (<T> 8x2+<T><8x>8x)_
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5.2 Asimptoticki razvoj po €

0*T* N oTe\ 0T° o ey O . 0T*
 Ox? e <_2<T>8:1:2 _<8a:> 8x)+€ <T>£(<T> ax)

Sada mozemo napisati zadacu za T°:

. 0T 0T oTe\ OT*
" [AWT * O0x? e (_2<T ) dx? < Ox > Ox )
0 orTe orTe
2 A € _ 2 =
+e (T°) 5 ((T> e )] +u (1 —e(T)) 5 0 u B (5.4)
orTe
Ry = o(g—T°) mnaly (5.5)
T°(0,y,2) = Oy, 2) , T°(L,y,2) =0:(y,2) . (5.6)

(f = 0 povlaci da je z = 0 tj. T%(0,y,2) = 6°(0,y, 2) = 0,(y, z) po (2.7). Analogno,

za & =1 je x = ly- pa vrijedi i drugi rubni uvjet.>

5.2 Asimptoticki razvoj po ¢

Zelja nam je rijesiti sustav (5.4)-(5.6), no kao i obi¢no za nelinearne zadaée, do
rjeSenja ne mozemo doci direktnim putem nego ¢emo ga odrediti pomocu razvoja u red

potencija po parametru ¢, koji nam predstavlja koeficijent termickog rastezanja cijevi.

Trazimo aproksimaciju od 7% u obliku

Tex~Ty+eh+e2Ty+--- ,e<<1.

Potom rjesenje koje smo razvili u spomenuti asimptoticki red uvrstimo u zadaéu (5.4)-
(5.6) u kojoj onda identificiramo ¢lanove uz iste potencije parametra €. Na taj nacin
dobijemo rekurzivni niz pojednostavljenih (linearnih) jednadzbi, ¢ija rjeSenja na kraju

¢ine aproksimativno rjesenje polazne zadace.
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5.2 Asimptoticki razvoj po €

Jednadzbe uz iste potencije od ¢ su:

0Ty
1: —rAT, — = )
R ot u or 0 (5 7)
_ on 9*Ty 0Ty \ 0Ty 0T,
(I _HAT1+U%__2K<TO>8 B —/i<8x> or +’LL< 0>% (58)
8Tk A 2Ty T\ T
k. _ TRk —m _ m m
= KAT]HLU Zﬂ[( Ox? K<8x> Ox *
OT—m—1 P 0 OT—m—t—2
Hu(Tp) =5 = +k ;; (Tn) 5 (T === )| k> 1. (5.9)

Uvrstivsi proSirenje u rubni uvjet Newtonovog hladenja i skupljajuéi izraze uz iste poten-

cije od ¢ dolazimo i do pripadnih rubnih uvjeta:

T,

1: /fa—rf =o(g—Tp) (5.10)
oT

£ : Ka—nl = —oT} (5.11)
T,

ek “a_nk = —oT}, (5.12)

Radi jednostavnijeg raspisa ¢emo nadalje pretpostavljati da je presjek cijevi w jedini¢ni
krug B(0,1). S obzirom da iz prethodnih poglavlja imamo Teorem egzistencije (Teorem
3.2) i Teorem jedinstvenosti (Teorem 4.1) koji vrijede za opcenitu situaciju domene i pres-

jeka cijevi, mozemo gledati ovakav specijalan, a pojednostavljen, slucaj.
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5.3 Ocjena pogreske

5.3 Ocjena pogreske

U prethodnom poglavlju 5.2 smo pomoc¢u asimptotickog razvoja dosli do sustava
(5.4)-(5.6) kojeg mora zadovoljiti aproksimacija rjeSenja T°. Do tog sustava smo dosli
nakon $to smo pocetni sustav (5.1)-(5.3) za rjeSenje 6° tranformirali na fiksnu domenu B

s bo¢nom stranom cijevi I';.

Nakon sto smo razvili aproksimaciju rjeSenja 7 u asimptoticki red, htjeli bismo dokazati
ako je moguce, da takav red konvergira. Ocjenu razlike izmedu rjesenja T° i k-te parci-

jalne sume reda iznosimo sljede¢im teoremom.

Teorem 5.1 Neka je T° rjesenje, a Tf = Ty + €T} + - - - + "1}, aproksimativno rjesenje
transformiranog sustava (5.4)-(5.6). Tada postoje konstante C' i g > 0 , neovisne o &,

takve da vrijedi ocjena

T¢ — (To+eTi+ -+ " Tp) mpy < Cer™ | zasve e <g.

Dokaz. Kako bismo mogli ocijeniti pogresku aproksimativnog rjesenja, promatramo
za pocetak zadadéu koju zadovoljava k-ta parcijalna suma Tf = Ty + &1y + -+ + €T,
(izvedeno iz (5.9) te (5.12)):

. oTy . O°Tf oTy 0T¢ N
-k AT, +u pe + 2k e (T}) 52 + ke (9:E>6x —ue (Ty) o
2%+1 m—1

P IT;, OTr—j—1

3| ey Elmint 9Ly O
= [ 02 ox ox

O jr | = s O O
+U<Tj>7+“ ez:; (Tj>£ (T2) B u B (5.13)
/faaff =o(g—1Ty) na I'y (5.14)

(Podrazumijeva se da je T, = 0, ako je indeks p < 0.)
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5.3 Ocjena pogreske

Oznag¢imo li izraz na desnoj strani jednakosti (5.13) s ¥ vidimo da tada vrijedi ocjena

|| 12, = O(e")

Y
odnosno da je

‘a];’LQ(Bl) S CEkJrl.

Zaista, zbog standardne elipticke regularnosti (v. npr. [10] ili Teorem 7.29) znamo da je
To| 2y < C, gledajuéi jednadzbu (5.7) koju Ty zadovoljava. Nadalje, jer je H*(B;)
neprekidno ulozen u prostor L*(B;) (v. Teorem 7.23), desna strana u jednadzbi koju
T, zadovoljava (5.8) je u L?(Bj). Pa ponovno, pozivajuéi se na elipticku regularnost te
standardnu apriornu ocjenu, imamo i da je |T1|g2(p,) < C. Stoga mozemo zakljuciti da je i

T | Loy < C,kaoi |Ty|peo(p,) < O, iz cega se sada ocito vidi da vrijedi |a.|r2(p,) < Ce?.

Induktivno zakljucujemo dalje da onda vrijedi

Tyl LBy < C

Telg2sy < C

iz cega slijede zakljucci kao gore da je i

|O/§‘L2(B1) < C€k+1 . (515)

Potom definiramo razliku rjesenja i aproksimacije rjesenja
se=1T° =T ,

te promotrimo zadacu koju ta razlika zadovoljava (oduzevsi jednadzbe koje zadovoljavaju
Te (5.4) 1T (5.13)):

2e 2e
—KA55+U%+6[2/$((T5>8T —<T,§>8Tk>+

Ox 0x? Ox?
ore ore  0T¢ OTf S 0T L OTE |
e (1G5~ G0 GE) o (@95 - @ GE )| = o B 610
Os.
/4;81 = —0s. na I} (5.17)
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5.3 Ocjena pogreske

pri ¢emu smo desnu stranu jednakosti (5.16) oznacili kao funkciju

2k+1 m—1
0T, _i_ aT;, 0T,
k _ m 2k (T m—j—1 J m—j—1 _ 1
P _{ e ) e >15)
Oy "y O OToij1-¢
—u{Ty) —p— — K 2 (T3 5 \ T ——5— (5.19)

za koju vrijedi da je
1B | gy < CM

Uistinu, jer je prostor [H'(Bj)]" dual prostora H'(Bj), norma u njemu je ogranicena s
normom u H'(By), koja je pak ograni¢ena s normom u L?(By) (v. Teorem 7.20 i definiciju

duala u Dodatku, te Teorem 7.24) pa zato imamo, uz (5.15),
| st
B

Mnozimo (5.16) sa s., parcijalno integriramo po B, te dobivamo jednakost:

0s 0°T* 0*T¢
— As. - 2. 2 TE —(T=¢ k.
/@/B1 Se ss—l—/Bluax Se + KE/BI<< >8x2 <k>8x2> Se +

+m;/ ((aT or 8Tk>aTk)-sE— (5.20)
B

< Cpeht! |l (s, Vo € H'(By).

(91:)8:6 _<8a: ox

. O0T* o 0T B i
- [ -G e [ e

Prvi integral iz (5.20) ograni¢imo pomoc¢u primjene Teorema o divergenciji (v. Teorem

7.7), uzevsi u obzir situaciju na plastu cijevi I'; (5.17):

0s.
—li/ As, -5, = —li/ div(Vse) - se = —/{/ Se > + K Vs> =
Bl Bl F1 an Bl
=0 |<9<€|2 + ’i‘vss&?(Bl) = 0-|56|%2(F1) + I€|VS€|%2(31)

I'1

Drugi integral iz (5.20) se ponisti jer je podintegralna funkcija koja se pojavi zbog primjene

Gaussovog teorema (v. Teorem 7.5) na rubu jednaka 0, s tim da je i g—; = 0 jer je funkcija

brzine u definirana samo u varijablama y i z:
/ 05, 1/ 8||2 1/8<|’2>
U—— 85 = = U—|S:|" = = —uls:|” ) =
B &’L' 2 B ai[f 2 By ax
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5.3 Ocjena pogreske
1

1 i,
=— / (u|sg|2 —/ —u|sa|2dx) dydz | =0
2 B(0,1) 0 o 0T
Tredi integral iz (5.20) ¢emo rastaviti na dva integrala koji ¢emo potom svaki ocijeniti.

LT T\
2&5/31 ((T>ax2 —(Tk)w> -

2K e /B {((Té} — <T,§)) a;;,g + <T€>aa—;(T5 —Tifﬂ 8. =

0*T¢ L O%s.
2K € {/131<85>—3x2 .55—1—/31(T ) 57 .SE:|

Dakle, prvi rastavljeni integral ocjenjujemo zahvaljujuéi ulaganju prostora H'(Bj) u pros-

tor L*(By), te Poincaréovoj nejednakosti (v. Teorem 7.25):

O*T¢
0x?

aQTa
/31 (52) 8x2k s < C ‘85’%4(31)

< C1|Vselia,
L2(B1)

Drugi rastavljeni integral ocjenjujemo na slican nacin, uz koristenje ¢injenice da je funkcija

T* ogranicena zbog posljedice elipticke regularnosti, tj. da vrijedi [T°(g2(5,) < C, te

o 0%se . ? d(T?)  Os.
Rl Rl Kol = R A e

ds. |* d?(T*
_ / (%) / T |2 < Co [Vselagiy

Oz dzx?
Znaci, sveukupno je treéi integral iz (5.20) ocijenjen s:

ox
LT T
e [ (955 -5k ) e

< (2601 426 Ch) e |Vselizp,) = Cs€ | Vseliam,)

Gaussov teorem:

0s.
ox

1
2

Nadalje, ¢etvrti iz (5.20) takoder rastavimo na dva manja integrala koje potom pojedni¢no

ocjenjujemo.

ore o1 [ 0T%, 0T B
/{5/31 (<6:E>8x _<833>8:1:)'SE_
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5.3 Ocjena pogreske

_ d € € or* 8T’§ g e _T¢ =
= kKe {/Bl(%(T ) e 55+/Bl(ax)ax(T TP) - se| =

B /<858>@ —I—/ <8T,§>855
e B, Or' Ox % B, Ov ' Ox %

Sada prvi rastavljeni integral ocjenjujemo zahvaljuju¢i ulaganju prostora H'(B;) u prostor

L*(B;) (primjena Teorema o ulaganju, v. Teorem 7.22), a potom i ogranicenosti funkcije

T* (primjena standardne elipticke regularnosti, v. Teorem 7.29) tj. |T%|p2(p,) < C:
0s., 0T* 0s.

(%) 5 <
B, Oz Ov ox

Sli¢no ocijenimo i drugi rastavljeni integral, uz koristenje ulaganja prostora H'(Bj) u

oTe
ox

: ‘55|L4(Bl) <y ‘V5€|%2(B1)

L2(B1) LA(B1)

prostor L*(By), te ogranicenosti funkcije Tf, tj. |T5|uz2(p,) < C-

Tt 0. 1o a0, ., 1 / & )
. — _ = —_ —(T*¢ <
/Bl< ox ) or ° T2 /Bl< Ox >8x sl 2 /g, dx2< elsel” <

1
< §|T§|H2(Bl)|36|%4(31) < G5 |Vsel 2o

Sveukupno, ocjena ¢etvrtog integrala (dobivenog iz (5.20)) je na kraju:

ore ors | 0T¢ 01¢
_ s <
Rg/Bl(<8x>0m <8x>0x> e =

< Ke (C4 + 05) |VS€’%2(31) < 068 ]VSE\%Q(BI)

Konac¢no dolazimo i do zadnjeg integrala kojeg trebamo ograniciti iz (5.20), te i njega

rastavljamo na dva manja integrala radi lakseg dolaska do ocjene.

Lore __ore]
s/&u@mm T ax] ‘. =

s[/Blu(<Tf>—<T,:>)%sg+/Blu< 050 (1~ 1)

Ocjenjujemo prvi rastavljeni integral slicno kao i ranije, koriste¢i jos i uniformnu

ogranicenost funkcije brzine u, tj. da je |u|p~ < C (vidi (2.10)):

ore
—_— < 08 |vs6|%2(B1)

ox L2(8y)

L NOT" oT*
(- @) s = [ utsd 5o s < sl
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5.3 Ocjena pogreske

Jos nam je za ocijeniti preostao drugi rastavljeni integral:

o Js 1 0
TE (Ta_Tzs)E:/ TE_ESZ_/ TE—52:
/Blu<k>_ax k)S Blu<k>a$8 9 Blu<k>ax‘5’
L[ d,.
= —5/ ud—<Tk>’S€|2 S Cg |5€|%4(B1) S ClO ’vss‘%,?(Bl)
B, 0T

Na kraju smo dobili

0‘85‘%2(1—\1) + /€|VS5‘%2(31) S 9 (Cg + ClO) IVS5|%2(31) + Co€k+l|V85’L2(Bl) .

Izaberemo li € tako da bude .
6(08 + 010) < 51{ ,

dobivamo

|88|L2(B1) S C€k+1

uz
K

g = ————7—, € <E&p.
O 2(Cs + Cho) 0

Time smo dosli do Zeljene ocjene pogreske.
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Poglavlje 6

Asimptoticka analiza za tanku cijev -

specijalan slucaj

U ovom poglavlju promatramo specijalnu situaciju kada pretpostavljamo da je cijev
vrlo tanka, te radimo asimptoticku analizu koriste¢i omjer debljine i duljine cijevi kao mali
parametar. Tankom cijevi nazivamo onu kod koje je upravo taj omjer debljine i duljine

cijevi malen.

Kreéemo od cijevi koja ima duljinu 1 (Sto se uvijek moze posti¢i adekvatnom zamjenom
varijabli), te promatramo $to se desava ako variramo radijus poprecnog presjeka w, kojeg
oznacavamo s 0. Dobiveni rezultati su znacajni za primjene jer se sustavi tankih cijevi
koriste ¢esto, pa ima smisla promatrati ovakvu specijalnu situaciju. Spomenimo ovdje

samo neke radove koji su nam bili vise od znacaja za nase istrazivanje.

U radu [14] promatra se Boussinesquov fluid uz funkciju viskoziteta koja ovisi o tem-
peraturi, te se asimptotickim razvojem aproksimira rjeSenje problema na tankoj, ravnoj
cijevi. Nadalje, u radu [4], kao i u radu [25] koji mu je prethodio, se koristi eksponenci-
jalno iscezavanje funkcija korektora na rubu cijevi radi zadovoljavanja rubnih uvjeta uz
zadovoljenje same zadace. 1li pak u radu [11] gdje se promatra kvazi-Newtonovski fluid u
tankoj ili dugoj ali zakrivljenoj cijevi, te rad [18] u kojem se specijalno obraca pozornost
na rub domene ¢ija je granica valovite prirode. Kona¢no, u radu [26] se ponovo pomoéu

asimptoticke analize aproksimira rjeSenje nestacionarnog viskoznog fluida u tankoj cijevi.
U 5. poglavlju smo vidjeli da rjesenje zadace (5.4)-(5.6) mozemo aproksimirati pomocu

reda potencija parametra e, koeficijenta termickog rastezanja cijevi, te da pritom ne

radimo preveliku gresku, v. Teorem 5.1.
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U ovom poglavlju idemo korak dalje, te aproksimiramo dijelove aproksimacije rjesenja
T*¢ na nacin da promatramo zadace uz iste potencije parametra ¢, te ih potom rjesavamo
tako da u svakom koraku rjesenje zadace razvijemo u red potencija radijusa d. Uzet ¢emo
u obzir prva dva ¢lana asimptotickog razvoja, jer iako i ostali ¢clanovi mogu biti zanimljivi
i dati odredeni doprinos, nisu nam interesantni u tolikoj mjeri jer su sve manji kako raste

potencija od 9.

Rubne uvjete (5.6) posebno uzimamo u obzir, jer je situacija uz rub i na krajevima cijevi
op¢enito kompleksnija nego u unutrasnjosti cijevi pa na nju moramo obratiti posebnu
pozornost. Konac¢no, za kraj poglavlja dokazujemo adekvatne ocjene pogreske za prva

dva ¢lana dobivene aproksimacije.

Zapisimo preciznije sve Sto smo gore naveli. Dakle, daljnji raspis asimptotike provodimo
za specijalan slucaj tanke cijevi, v. nize Sliku 6.1, odnosno promatramo situaciju kada je

kruzni presjek cijevi oblika

ws = B(0,0) = {(y,2) € R?: y* + 2* < §°}.

Sama definicija skupova B te I'y ostaje ista kao u 2. poglavlju, ali uz uvodenje promjen-

jivog poprecnog presjeka cijevi wg, tj. imamo

B = {(x,y,2) € R (y,2) €ws, 0 <2z < 1},

Fiz{(%yaz)ERg; (y,2) €0ws, 0 <z <1},

Iz sustava jednadzbi (5.7)-(5.12) ¢emo uz odredene potencije parametra e promatrati
izvucene jednadzbe kako bismo posebno rjesavali zadace za dijelove aproksimacije rjeSenja
Te.
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

A 4

[
Y
N

Slika 6.1: Tanka cijev

6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Uz potenciju £° - funkcija T}

Uz €° = 1 imamo rubnu zadac¢u za nulti dio aproksimacije rjesenja Tj (¢itamo iz (5.7) i
(5.10)):

aTy

—RAT) +u—= =0 u B? (6.1)
T,
/fa—lf =o(g—Tp) na T (6.2)

Kako bismo mogli provesti asimptoticku analizu pretpostavit ¢emo da je o, koeficijent

prijenosa topline, reda veli¢ine O(¢), odnosno da je oblika
o=ad, (6.3)
pri ¢emu je a neka realna konstanta, tj. reda O(1).

Ovakva pretpostavka je opravdana jer u suprotnom bismo imali ili da vanjska temper-
atura dominira procesom ili da uopc¢e nema efekta hladenja preko stijenki cijevi Sto nam

onda ne bi bilo interesantno za proucavanje, za detalje v. [14].
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Uvodimo zamjenu varijabli kako bismo ponovno promatrali cijev s konstantnim kruznim

presjekom:

Stoga je problem sada postavljen u domeni
Bl1 = {(x7£77) € RS, (5,7') cw, O<z< 1}

uz

I ={(x,(,7)€R*; ((,7)€0w,0<x <1}

w1 = B(0,1) ={(,7) e R?*: €472 < 1}.

Nakon zamjene varijable, uzevsi u obzir

0 10 @ 1w
y  00& | Oyr 6202
10 0? 1 9

9z _60r ' 022 02072

dobivamo umjesto zadace (6.1)-(6.2) sljede¢u zadacu koju rjesavamo za Tp:

1 82T, T, )
_K<§ A&.,-To + W) +u % =0 u Bl s (64)
o1
Ha—rf:(SG(g—To) na I . (6.5)

Takoder uzimamo u obzir da nam je zadana brzina fluida u Poiseuilleovog oblika reda

veli¢ine §2. Uistinu,

Pi—DPr oo 2 2 2 Pi — Dr 2 2 2
U = 0=y  —2)=90"——(1-& —71°) = O(6°) .

Sada smo spremni 7j - nultu aproksimaciju od 7° - razviti u asimptoticki razvoj po

radijusu popre¢nog presjeka 0, te takav T uvrstiti u zadaéu (6.4)-(6.5):

To=T +06T, + 83Ty +8Tg + ... (6.6)
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

1
Za funkciju TP ¢itamo zadacéu uz potenciju 52 nakon sto smo uvrstili asimptoticki razvoj
(6.6) u zadacu (6.4)-(6.5) te dobivamo:

— A, Tg=0 u By, (6.7)
o1y
lia—r(l) =0 na I'] . (6.8)

S obzirom da je rjesenje Laplaceove jednadzbe s homogenim Neummanovim rubnim uvje-
tom (6.7)-(6.8) jedinstveno (do na konstantu), slijedi da je funkcija T{) zapravo funkcija
samo prve varijable z, tj.

19 =T (z) .

1
Za funkciju Ty ¢itamo zadac¢u uz potenciju ~ nakon $to smo uvrstili asimptoticki razvo]

§
(6.6) u zadacu (6.4)-(6.5) te dobivamo:
~ A, Ty =0 u By, (6.9)
o1}
ma—rf =0 na I'l . (6.10)

Analogno kao i kod zadace za T zakljucujemo da je funkcija T, ovisna samo o prvoj
varijabli x, odnosno da je oblika
Ty =Ty (x) .

Za funkciju T¢ ¢itamo zada¢u uz potenciju §° = 1nakon $to smo uvrstili asimptoticki
razvoj (6.6) u zadacu (6.4)-(6.5) te dobivamo:

02?719
_<A§,TTO2+8720> =0 u B% s
o1y
ﬁa—ri):a(g—Tg) na I} .

Prelaskom u polarne koordinate (r,¢) (uz r = \/&2+ 72, te E = rcosp i T =rsing, i

¢injenicu da funkcija ne ovisi o kutu ¢) zapravo imamo zadacu:

O*T¢ 107§ 1 0%1¢
(GG ae) =0 (6.11)
oTE
/fa—;) =a(g—T)) mnalj. (6.12)
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Kako bi problem (6.11)-(6.12) imao rjesenje mora zadovoljiti uvjet kompatibilnosti (v.

Teorem 7.30), tj. nuzno mora vrijediti da je
2w 22 2 2
0°T5 1 oT; 015
—rTy" drde = 2 :
/ / < or? 7“ or ) rae = e Or

S obzirom da vrijedi rubni uvjet (6.12), slijedi nam jednadzba za funkciju Tg:

2 2
TO”——aTO ?O‘g, (6.13)

odnosno sami oblik funkcije Ty :
2 2 2 ¥ 2
—Achy/ 22+ B Sh\/—al“-f-\/—a/ shy/ 22 (t — z) g(t)dt
K K 5 Jo K

Tom rjesenju pridodajemo rubne uvjete, kako bi nam aproksimacija zadovoljavala rubne
uvjete (5.6), ali uz napomenu da smo u slu¢aju tanke cijevi, pa ima smisla promatrati
funkcije temperature na krajevima cijevi 6, i 6, koje vise nisu funkcije ovisne o varijablama

y 1 z nego obicne konstante:

0)=0, i T2(1)=0,.

Otuda nam slijede konstante A i B:
— 0,

2 2 2
egch,/—o‘—,/ O‘/ shy/ O‘t—1 t) dt
sh,/

Dakle, funkcija TY je sljedeceg oblika:

2 sh 2 2 2
TO(z) = 0, chy) o + —V " egch,/—o‘—w/ O‘/ hy/ O‘t—1 t) dt
K sh
20 [T [2
+,/—O‘/ sh /== (t — x) g(t)dt (6.14)
K Jo K

Uz uvjet da je konstanta 22 > 0, rjesenje Ty ima smisla.
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Za odrediti ostale funkcije iz razvoja (6.6), nastavljamo s funkcijom 7¢. Za funkciju T3
¢itamo zadacu uz potenciju d nakon $to smo uvrstili asimptoticki razvoj (6.6) u zadaéu
(6.4)-(6.5) te imamo:

_ <A5,TT§’ T %) =0 u Bf,
K aa—jf = —aT, na I'} .
Jer vrijedi
A1 =-0T0 i) (6.15)
/iaa—jf = —aT, , (6.16)

uvjet kompatibilnosti za zada¢u (6.15)-(6.16) nam potom daje jednadzbu za funkciju Ty:
Tl " _ - Tl
0 (.I') P 0 »

iz cega slijedi oblik funkcije Ty

2

T&(l’) = Ol eﬁw—f—OQ e Vr?®

S obzirom da smo rubne uvjete (5.6) pokupili ve¢ s prvom aproksimacijom Ty, za funkciju
T} nam vrijedi

T0)=0 i T;(1)=0,

odnosno zakljucujemo da su konstante C'y i Cy jednake 0, ¢ime dobivamo i da je

Ty(z)=0. (6.17)

Analogno bismo dosli do oblika funkcije T preko uvjeta kompatibilnosti za sljede¢u pro-
matranu zadacu za sljede¢u funkciju iz razvoja T}. Uistinu, funkcija Ty zadovoljava
zada¢u uz potenciju 6% nakon §to smo uvrstili asimptoticki razvoj (6.6) u zada¢u (6.4)-
(6.5):

0*T? =P o1y
(A&TTO + 52 ) + 1 (1—-¢& —79) pe 0 u By, (6.18)
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

8T4

Kot Ty na I' . (6.19)
n

Iz izraza za funkciju T3 (6.14) i Ty = 0, uvjet kompatibilnosti za gornju zada¢u (6.18)-
(6.19) nam dakle sada daje jednadzbu za Ty:

T (o1 — pr

¢ije rjesenje bi se dalo jedinstveno odrediti da nam i za tu aproksimaciju vrijede homogeni

Dirichletovi uvjeti na krajevima cijevi
TA0)=0 i TA1)=0,

no s obzirom da T ne ovisi samo o x nego o svim varijablama, za zadovoljiti rubne uvjete

bi nam bilo potrebno iskonstruirati rubni sloj.

Ovaj postupak dobivanja funkcija koje ¢ine asimptoticki razvoj nulte aproksimacije Tg

mozemo nastaviti i dalje, no mi trenutno stajemo s drugom funkcijom 7§, te imamo:

To=T 4+ 6T} + T2+ 3T3 + - =

2 Sh 2 2 2
— 0, ch /2y 0 —egch,/—o‘—w/ O‘/ hy/ O‘t—1 t) dt
H sh
200 [* 2a 9 0
T [ sy —a) g(b)dt+ T (6.20)
0
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Uz potenciju ¢ - funkcija T}

Iz jednadzbi (5.8) i (5.11), dobivamo problem za prvu aproksimaciju od 7° - funkciju

T} - koja se nalazi uz potenciju :

T, PT,  /IT,\ T Ty s
—K ATl +u % =—-2K <T0> 92 — K <% % <T0 u Bl (621)
T}
/fa—nl =0T, nalY (6.22)

Kao i prilikom dolazenja do nulte aproksimacije 7 u prethodnom potpoglavlju, uvodimo

zamjenu varijabli kako bismo problem s domene B? prebacili na problem s domenom B}

_¥ _Z
5_5 1 T 57

pritom dodatno pazeci na definiciju integrala srednje vrijednosti funkcije f:
1
f>:ﬁ/fdydz——52/ fd&dr = — /fdfdr
ws ws

Primijetimo kako smo za razliku od zakona iznesenog u Uvodu, 1. poglavlje, te koriStenom
sve do sada u formi (1.2), u ovom trenutku presli na njegovu originalnu formu (1.1). U
ovom specijalnom slucaju tanke cijevi presjek cijevi ws igra znacajniju ulogu, pa smo

prigodno korigirali formulu i dosli do gornjeg izraza srednje vrijednosti funkcije (f).

Takoder uzimamo u obzir, kao §to smo i za prethodnu aproksimaciju (v. (6.3)), oblik
koeficijenta o :

oc=ad,

uz a = O(1).

Stoga zadaca (6.21)-(6.22) za T; prelazi u sljedecu zadaéu za T koju rjesavamo :

(92T1 8T1 1 aZTO
((PASTTl 82>+u(§ T) a$=%<—2n<T0>8$2 -
aTo 8T0 aT’O 1
_”<6_x> o + u(&, 7) (T >8x> u B (6.23)
oT
“a_nl ——ad®T) na T} (6.24)
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Pritom smo i brzinu fluida u Poiseuilleovog oblika prebacili u nove varijable:

_ D= (=P — 22 = & pl4_p7° (1-—71%) =06 .

S obzirom da smo dosli do izraza za funkciju Ty (v. (6.20)), uz njen asimptoticki razvoj (v.
(6.6)) lako se dode do sljede¢ih tvrdnji koje su nam potrebne za desnu stranu jednadzbe
(6.23) :

0Ty

2
0 TO = (T 19" + 6 (<T5>Tg” +(T0) 53 ) +0(6%) =

(o) 5
= |19 10" + 0(6?)]

(B () )
o [(Tg')2 +0(52)]

) () 52 = ) (T +6 ((78) T + (1) 13°) + 00| =

_52“4”( —@ =) |1 T+ 0]

Prisjetimo se kako smo dobili opcenite izraze za nulti dio aproksimacije od Ty, pri ¢emu
se cijeli izraz za T (6.20) moZe pojednostavniti ako uzmemo da je funkcija vanjske tem-
perature g konstantna, odnosno ako specijalno uzmemo da je jednaka 0 (Sto se uvijek
moze posti¢i adekvatnim pomakon promatranog sustava jer tada biramo kako ¢emo mjer-

iti temperaturu i $to ¢emo tada uzeti za pocetnu 0).

S obzirom da je ra¢un u nastavku poprilicno slozen, uzet ¢emo upravo tu pretpostavku u

obzir, da je vanjska temperatura g = 0.

Racunamo gore navedene izraze, uz dobivenu funkciju 79 (6.20):

2 2
T(?-TOO”:T(?-<:TO——ag>
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

:2?@<0302h\/%x+2940h\/%m-i—2_ix egch\/%h
+ﬂ [9 —chh\/ﬂ}>
Shg\/: K
(T0")? = (eg\/%sh\/% [Ch‘ﬁ 0, —wch\/%}) =

2c
2a 2 [2 20 chy/Tw 2
_ee—o‘sh,/ a +—Qgsh\/ a -—[er—egch,/—o‘h
R sh /22 K

dj—\\/f» [9 — 0, ch 2:}2
sh <

+

Zbog svega gore navedenog, desna strana u jednadzbi (6.23) postaje

2o / 2
—2K - —(96 ch x—|—29g ch — 0y ch a] +
K
sh® /22 2012 % 2 [2
+—[QT—0gCh\/—&]>—ﬁ<9€—a8h Lot
Sh2 [ 2a K K

20 2 2 20
4 2 ch 2 9 = ch \/ 2
—aegsh a —_— 0, ch a]—i——[@r—egch

P sh /2 [QT— K shQ\/%
2
:—204(352}1\/%31:“) (93+ (9}0;:\/}%2;) )—MG?—
sh® /%2

—12« (0 _GZCh[ ch\/%x sh\/%
Sh\/>
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Kona¢no imamo sve potrebno za uvrstiti dobiveno u (6.23)-(6.24) i time zapisati zadacu

za T7:

O°T T
- (52A§T 1+ or 21) (g T) :El =
2
0, — 0y ch /2
2 2 r {4 P
:—2a(3sh,/—o‘x+1> (9§+< >>2a9§
K Sh2 /2704

9 —93 Ch\/
—12a ( Ch\/ 2ax sh y/ 2ax+0(52) u B} (6.25)
sh,/
oTy

K = —a T, na I (6.26)

U ovom trenutku uvodimo asimptoticki razvoj po radijusu 0 za T te ga uvrstavamo
u zadacu (6.25)-(6.26).

Ty =T  +0T + T+ 8 TP + ... (6.27)

1
Za funkciju TY éitamo zadaéu uz potenciju 52 nakon sto smo uvrstili asimptoticki razvoj

(6.27) u zadacu (6.25)-(6.26) te dobivamo:

—k AT =0 u By, (6.28)
aTO
K =0 na I'l . (6.29)

Iz zadace (6.28)-(6.29) nam slijedi da je funkcija 77 zapravo funkcija samo ovisna o vari-
jabli z, odnosno
0 =T)(x) .

1
Nadalje, za funkciju T} ¢itamo zada¢u uz potenciju 5 nakon Sto smo uvrstili asimptoticki
razvoj (6.27) u zadacu (6.25)-(6.26) te dobivamo:

—k A, T) =0 u By,

8T1

e =0 na I'7.
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

I za ovu funkciju zaklju¢ujemo da je takoder ovisna samo o varijabli z, odnosno

T! =Tl (7).

Za funkciju T? ¢itamo zadacu uz potenciju 1 nakon §to smo uvrstili asimptoticki razvoj
(6.27) u zadacu (6.25)-(6.26) te dobivamo:

2
—K (Ag,TT12+ 8;§> = —2a(382}1\/%x+1) (93—1— (97«:120\/11%27) ) —2a6; —
S
—12« <0 Q\Z/(f\/» ch\/7x sh\/7 u By ,
sh

—a T} na I .

8T2
811

Ako oznac¢imo funkciju desne strane iz gornje zadaée s 5(z), bit ¢e nam lakse provjeriti
pripadni uvjet kompatibilnosti za gornju zada¢u (v. Teorem 7.30). Prelaskom u polarne

koordinate se jednostavno dobije jednadzba za funkciju T7:

" 2070 = () (6.30)

od kuda nam pak slijedi izgled funkcije T7:

2 2 =
T{’:Cch,/—O‘HDsh,/—o‘xﬂ/i/ shy/ —(z —t) B(t)dt
K K 2a g K

Tom rjesenju pridodajemo rubne uvjete (kako bi nam aproksimacija zadovoljavala rubne
uvjete (5.6))
w0)=6, i TP(1)=0,,

iz kojih slijede konstante C'i D:
=0,

e—egch,/z—a—,/ / ,/20‘1—15 dt
h 2a 20{
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Dakle, funkcija 77 je sljedeceg oblika:

[2a  shy/%a /2 m b2
Tlo(l’) :94 ch §$+S}1—2_a [97«—95 ch ?Oé— %/0 sh %(1—25)6(25)(175] +
@ 2
+,/%/0 sh,/?“(a;—t)ﬁ(t)dt (6.31)

Idemo redom dalje, te za funkciju T} ¢itamo zadaé¢u uz potenciju § nakon §to smo uvrstili
asimptoticki razvoj (6.27) u zadacu (6.25)-(6.26) te dobivamo:

2T1
—K,<A577—T13+a 1>:O UBia

ox?
ory

Kt = —aT} na I'} .
on

Ponovno, iz uvjeta kompatibilnosti za zada¢u od T} nam slijedi konacni izgled funkcije
T}. Najprije rapisujemo uvjet po polarnim koordinatama te dolazimo do jednadzbe za
funkciju 77

2
Tll ”(l‘) — %Tll ’

iz cega slijedi oblik funkcije T}

2

Tf(I) = Ol 6\/¥$+02 eVre?®

S obzirom da smo rubne uvjete (5.6) pokupili veé¢ s prvom aproksimacijom T}, za ostale
nam vrijedi

T'O0)y=0 i T'(1)=0,

odnosno zakljucujemo da su konstante C; i Cy jednake 0, ¢ime dobivamo i da je

T'(z)=0. (6.32)

Ponavljamo postupak, te iz uvjeta kompatibilnosti za zada¢u za funkciju T}! nam slijedi
izgled funkcije T?. Zadacéu za funkciju T} bismo ¢itali uz potenciju 6> nakon $to smo
uvrstili asimptoticki razvoj (6.27) u zadacu (6.25)-(6.26).
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6.1 Aproksimacija rjeSenja za tanku cijev

Ovaj postupak dobivanja funkcija koje ¢ine asimptoticki razvoj prve aproksimacije T}

mozemo nastaviti i dalje, no mi stajemo s aproksimacijom reda O(8?), te zakljucujemo:

T=T)+6T + TP+ TP+ =

+\/%/Om sh \/%(x — 1) B(t)dt + O(6?) (6.33)

uz funkciju g

—x-shy/—x . (6.34)
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6.2 Ocjena pogreske

6.2 Ocjena pogreske

Rigorozno opravdanje da su nam asimptoticki redovi po radijusu cijevi § u koje smo
razvili pojedinacne funkcije Ty 1 77 (koje su nam pak slijedile iz asimptotickog razvoja po
parametru ¢ za aproksimativno rjesenje 7, sustava (5.4)-(5.6)) zadovoljavajuci vidimo iz

sljedec¢ih teorema.

Teorem 6.1 Neka je Tj rjesenje problema (6.4)-(6.5), a T° njegova aproksimacija dana
s
TO=TP +6T, .

Tada postoji dg > 0 i konstanta C' > 0 takva da vrijede ocjene

|T0 - TO‘LQ(B}) <Co%,
Ver(To = T°) 1 pry < €07

[(Ty —7’0>|H1(0’1) <C06§?% [ zasve 6 <dp.

Dokaz.
Ty rjesava zadacu (6.4)-(6.5).

S obzirom da je Ty =0 (v. (6.17)), T° je zapravo samo funkcija 7.

Uz potencije radijusa ¢, nakon sto smo razvili Ty u asimptoticki razvoj (6.6), dobivamo

zadacu koju zadovoljava nulta aproksimacija T (6.7)-(6.8).

Stoga, razlika rjesenja i aproksimacije koju ¢emo oznagciti sa sg
so =Ty — T}

zadovoljava zadaéu (uz o = «d kao u (6.3))

02T, 0
1 (Dgrso +0° 8x20> + 8% % —0 u B! (6.35)
—K % =aé*(Ty—g) na I (6.36)
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6.2 Ocjena pogreske

Testiramo gornju zadacu (6.35) sa sg, te integriramo po Bj i dobivamo jednakost u kojoj
redom ocjenjujemo dobivene integrale, pritom imajué¢i na umu da je funkcija brzine u

reda O(6%) pa taj ¢lan jednadzbe mozemo zanemariti jer je ve¢ dovoljno malen.

Nakon primjene parcijalne integracije te Teorema o divergenciji (Teorem 7.7) na prvi

¢lan dobivamo jednakost:

880 82T0
—Ii/F}S()'a—n—i-li/B%‘V&TSOF—K(Sz/B% 812 '80+O((54>:O

S obzirom da vrijedi (6.36), nadalje imamo

0Ty

B% aIQ

—a ? /1(T0 —g)-So+ K |V5,750EQ(BD =Kd° - So
Fl

Na prvi ¢lan primijenimo Hélderovu nejednakost (Teorem 7.15). Na clan s desne strane
primijenimo takoder Holderovu nejednakost, te potom Rellich-Kondrachov teorem ula-

ganja (Teorem 7.24) i Poincaréovu nejednakost (Teorem 7.25). Stoga jednakost postaje:

C 62 |To — g’LQ(F}) . |50|L2(Fi) T K |V£,750|i2(3§) < (y 52|v57750|%2(3})

Jer za funkciju Ty vrijedi da je |Tp|g2(py < Cs zbog standardne elipticke regularnosti
(Teorem 7.29), a za funkciju vanjske temperature g vrijedi |g|r~ < Cy zbog postavki
problema (v. Opis zadace, 2. poglavlje), uz primjenu Morreya (Teorem 7.23) i Teorema

o tragu (Teorem 7.27) na prvi clan nejednakosti dobivamo:
C5 0% [Versol s + K [Versoliapy < C20%|Versolzapy
uz oznaku Cs := a C; C3 Cy.

_k_

5¢; Zapravo imamo nejednakost

Ako vrijedi Cy 6% < % k 1 ako potom definiramo dq :=

|V57730|L2(3%) < 052 , Za Sve o< (50. (637)

Nadalje ocjenjujemo srednju vrijednost funkcije sq

1 2 1
<so):—/ / Sordrde .
™ Jo Jo
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6.2 Ocjena pogreske

Polazimo od zadace (6.35)-(6.36) koju zapisujemo u obliku

s ds 0?TY
—K (Ag,Tso + 6% %20> + 6%u 8_; = K 6? (3%20 B (6.38)
—K % =ad®(Ty — g) na I (6.39)

Testiramo zadacu (6.38) s funkcijom (sg) i parcijalno integriramo. Dobivamo

880 62T(?

0s
— 220 2 Z°0 /Y20 4 82 )
K/F%<so> 20 s /B% 0 (S0 4 [0 =n* [ T2 o) 60

Primijenimo rubni uvjet (6.39)

_H/Fl@oy%:ad? /F%(To—g)-<80>-

1

Drugi integral mozemo zapisati kao
/ 0sg <830> /1 ‘<8so>
—_— —_— =T —
B Or \ Oz 0 Ox

Dok za integral desne strane koristimo jednadzbu (6.13) koju zadovoljava funkcija T

2

52 TP 2

2
g Ox K Jp

Kad sve dobiveno uvrstimo u jednakost (6.40) nam slijedi

s [, T o)+t [ (2] + [ 06" o) =

— 27 as? / (T9 - g) (s0) = a & / (T2 - g) (s0)

Stoga zakljutujemo, uz so = Ty — 10

1
a/ So (S0) +’”/ [(s0)'|* < C 6% [(s0)| 20,1 -
ri 0

o) = w222 [ (B9 —g) o) =207 [ (1= g) oo
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6.2 Ocjena pogreske

Potom raspisujuéi po definiciji srednju vrijednost funkcije sq i primjenjujuéi (6.37) imamo

/ /1<8°>/02 oL@ )d‘Pdl’—/ 50/ / (rso) dr dp dz <
<

|(s0) |22 01)|V§,730|L2 Bl) < 08 |<30>|L2(01 .

Bududi da je (s9)(0) = (s)(1) = 0 vrijedi Poincaréova nejednakost

[(s0)]220,1) < C [{80)'[L2(0,1)
pa nam zato sveukupno slijedi

[(s0)|m1(0,1) < C6°. (6.41)

S druge strane, iz prvog dijela dokaza imamo (6.37), tj
Versolrzmn < C6°,
pa uz pomo¢ verzije Poincaréove nejednakosti (v. Teorem 7.26) imamo
[s0 = (s0)|22(r) < C'[Versol 2y < €07
odnosno zbog (6.41) konac¢no imamo i

|solr2emry < [(s0)|r2(mr) + C 6% = C (‘(30>|L2(0,1) + 52) <Cé,

¢ime smo dosli do svih tvrdnji iz iskaza teorema.
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6.2 Ocjena pogreske

Teorem 6.2 Neka je T; rjeSenje problema (6.23)-(6.24), a 7' njegova aproksimacija dana
s
T' =T +6T).

Tada postoji dyp > 0 i konstanta C' > 0 takva da vrijede ocjene

|T1 N Tl‘L?(Bll) <o’
|V57T(T1 _T1)|H1(B{) <Cd?,

|(T1—Tl>|H1(01) <06?% [ zasve 6 < p.

Dokaz.

Dio ovog dokaza je analogan kao dokaz gornjeg Teorema 6.1.
Ty rjesava zadaéu (6.23)-(6.24).
S obzirom da je T} = 0 (v. (6.32)), 7" je zapravo samo funkcija T7.

Uz potencije radijusa ¢, nakon §to smo razvili 77 u asimptoticki razvoj (6.27), dobi-

vamo zada¢u koju zadovoljava nulta T7: (6.28)-(6.29).
Stoga, razlika rjeSenja i aproksimacije koju ¢emo oznaciti sa s;
S1 .= T1 — Tlo

zadovoljava zadaéu (uz o = «d kao u (6.3))

82T1 6T1 1 82TO
—K (AE,TSI + 52 83@2 ) + 52 u(éaT) % = % <_ 252 I{<T0> 812 o
0T, \ 0T, o7
52 ( ZZON 0 g2 -0 !
0 I€< 8x> pe + 0% u(&, 1) <T0> (%v) u B (6.42)
0s
-wgﬁzaﬁﬂ na I (6.43)

Testiramo gornju zadac¢u (6.42) sa sy, te integriramo po B{ i dobivamo jednakost u kojoj
redom ocjenjujemo dobivene integrale, pritom imaju¢i na umu da je funkcija brzine u

reda O(6%) pa taj ¢lan jednadzbe mozemo zanemariti jer je ve¢ dovoljno malen.
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6.2 Ocjena pogreske

Nakon primjene parcijalne integracije te Teorema o divergenciji (Teorem 7.7) na prvi

¢lan u (6.42) dobivamo jednakost:

(981 82T1
—Ii/ S 3_D+H /B% ’v§77—81|2—li(52/8% 92 -31+O(54) =

i
2K 02 0*T, K 02 JTy \ 0T
= — p - <T0> axQO +S1 — - /Bl < a$0> axo ©S1 (644)

S obzirom da vrijedi (6.43), lijeva strana iz (6.44) postaje

0s O*T
—/i/ S - —l—i-/i/ |V§,Tsll2—m52 L s =
rj B{ Bi

8 1 8x2
0Ty
= d? /F% T, -s1+k \V57750|%2(B%) — k62 " o S1 (6.45)

Na prvi integral desne strane u (6.45) potom redom primijenimo Hélderovu nejednakost
(Teorem 7.15), zatim Teorem o tragu (Teorem 7.27), Poincaréovu nejednakost (Teorem
7.25) te Cinjenicu da za funkciju T vrijedi |Ti|g2(p1) < C zbog standardne elipticke

regularnosti (Teorem 7.29). Stoga zakljucujemo:

04(5 / T1 81<Ol5 |V5731|L2(31
I‘\l

Drugi integral desne strane u (6.45) rastavljamo pomoc¢u Holderove nejednakosti, te potom
dobivene norme ocjenjujemo uz pomo¢ Rellich-Kondrachovog teorema ulaganja (Teorem

7.24) i Poincaréove nejednakosti:

0*T
e /B 5351 < 08 [Versiflagy,) -
1

Idemo redom dalje i ocjenjujemo prvi integral desne strane iz (6.44):

2:‘{ 52 8 T[)

5 0

0? 0Ty
Oz

*S1 < C(S ‘TO‘LAL Bl ’31|L2 Bl < 03(5 |V5751‘L2 Bl

L4(BY)

(6.46)

Zbog teorema ulaganja i Poincaréove nejednakosti se lako dobije gornja ocjena, pri ¢emu
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6.2 Ocjena pogreske

dodatno imamo na umu prethodni Teorem 6.1 pomoc¢u kojeg imamo i norme od funkcija

Ty i Vso u Soboljevljevom prostoru H'(Bj).

Konacno, ocjenjujemo i drugi integral desne strane iz (6.44) na analogan naé¢in kao i

prethodni:
/1(52 8T0 aTO aTO 8T0
T ) o SO |5 o 1 <
T JB} < O > or M= Ox lrashy | O 148 ’Sl‘LQ(BJ =
< Cu 8 [Versiliaay) - (6.47)

Dakle, sveukupno smo dobili ocjenu

C10% [Versilizmy + 8 [Versilizg — C20% [Versiliagy <

S Cg (52 ’v£,7’51|L2(B}) + C4 (52 IV£77—81|L2(B%)

Ako vrijedi 6% (Cy — C}) < %m, te ako potom definiramo &y := , /m zapravo imamo

nejednakost

IVersilpa sy < C 6%, zasved < dg. (6.48)

Nadalje ¢emo kao i u dokazu prethodnog Teorema 6.1, primijeniti Poincaréovu nejed-

nakost, gledajuci pritom i ocjenu srednje vrijednosti funkcije s,

1 2m 1
<51):—/ / syrdrde .
™Jo Jo

Polazimo od zadace (6.42)-(6.43) zapisane u obliku

0? T, 0T
—K (Agﬁsl + & (93:21> + 8% u(é,7) (9_31:1 = K6 8:1:21 +

1 , 2T, ., JOT)\ 0Ty T, ,
+; <—2(5 /ﬁ?<T0> O — 0K % %—1—5 U(f,T) <T0 % UBl (649)

—k——=ad0’T, na TI7. (6.50)
n

Testiramo ju funkcijom (s;) integriramo po B{ i parcijalno integriramo (uz ¢injenicu da je
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6.2 Ocjena pogreske

funkcija brzine u reda O(§?) pa ¢lanove s njom zanemarujemo jer su veé¢ zadovoljavajuce

maleni) te dobivamo

881 2 881 881 B 9 82T10
" /1ﬂi<81> (9n +l{5 /Bll a{L' <(‘9:)3>_H5 B% 8$2 <81>

2:‘4, (52 82T0 I{(S2 <%> aTO

)5 (GG e+ [ oY ).

1

™

Uzevsi u obzir rubni uvjet (6.50) i da T} zadovoljava jednadzbu (6.30), uz funkciju 8 danu
s (6.34), imamo

a52/ T1<51>+52/<;7r/ ‘ 881>
Tl

| Auﬂ+ﬂ@»@n—

Uz sy =Ty — TY dobivamo

o [ ool +nn [ siyr=2ax [ o)) -

aQTO K aTO GTO 2
w P /Bll < 6w> or Y +/B% o

Funkcija 8 (v. (6.34)) kao neprekidna funkcija nad intervalom [0, 1] je ograni¢ena, dok

preostala dva integrala desne strane ocjenjujemo kao i integrale u (6.46) i (6.47) primi-

jenivsi pritom i rezultat prethodnog Teorema 6.1.

Stoga, kao i u dokazu Teorema 6.1, jer je (s1)(0) = (s1)(1) = 0 mozemo zakljuciti da

vrijedi Poincaréova nejednakost

[(s1)] 20,1y < C'[{51)"|£2(0,1
pa nam zato sveukupno slijedi

|<81>‘H1(0,1) S 0(52 . (651)
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6.2 Ocjena pogreske

S druge strane, iz prvog dijela dokaza imamo (6.48), tj.
’vf,T31|L2(B%) <Co,
pa uz pomo¢ verzije Poincaréove nejednakosti (v. Teorem 7.26) imamo
|51 — (s1)r281) < C|Versilr2pr) < C6°
odnosno zbog (6.51) kona¢no imamo i

|51l 281y < [s1) |2y +C6° = C <‘<Sl>|L2(071) + 52) <Cé,

¢ime smo dosli do zeljenih ocjena iz iskaza teorema.

Dakle, iako smo u oba teorema naizgled dobili samo L? ocjenu pogreske, dosli smo i
do H! ocjene njene srednje vrijednosti. Drugim rije¢ima, imamo ocjenu pogreske u H*
normi za srednju vrijednost temperature po popreénom presjeku cijevi. Srednja tem-
peratura je fizikalno relevantna veli¢ina kada se radi s tankom cijevi jer u sluc¢aju tanke

cijevi sitne varijacije temperature po poprecnom presjeku ne igraju znacajnu ulogu, pa je
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Poglavlje 7

Dodatak

U zadnjem poglavlju navodimo pregled definicija i teorema iz funkcijskih prostora
koji su nam bili neophodni za dolazak do rezultata izlozenih u ovoj disertaciji. Dodatni

detalji se mogu naci u [5,8,21].

Za pocetak navodimo neke opée pojmove, definicije i teoreme.

Robinov rubni uvjet u sebi sadrzi pojam normalne derivacije. Normalna derivacija je
derivacija funkcije f duz vektora normale n koju definiramo pomocu skalarnog produkta
na sljedeci nacin

of

— :=n- V{.
n n-Vv

Definicija 7.1 (Lipshitzov i C' rub skupa) Neka je QO C R™ otvoren i omeden, te
neka je k € {1,2,...}. Kazemo da je rub 99 klase C* ako za svaku tocku T € 992 postoji
r > 0 i funkcija v : R*! — R klase C* (uz moguénost orijentiranja koordinatnih osi ako

je potrebno) takva da vrijedi
QN B@,r)={x € B(®@,r):x,>y(x1,...,Tn1)}.

Analogno, 99 je C* ako je 90 reda C*, za k € {1,2,...}.

Rub 09 je klase C1! ako je v klase C11, tj. prva derivacija joj je Lipschitzova funkcija.

Definiciju Lipschitzove funkcije navodimo stoga u nastavku.

28



Definicija 7.2 (Lipschitzova funkcija) Za funkciju f : 2 — R kazemo da je Lipschit-

zova ako postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

[flx) = f)| <Cle—y|l  Va,yecQ,

Definicija 7.3 (Multiindeks) Vektor oblika oo = (a, ..., a,), gdje je svaki o; nenega-
tivan cijeli broj, se naziva multiindeks reda || = a3 + -+ + .

Uz definiran multiindeks « definiramo i

ol £(z
D f(a) = 5 0T

=t
Ox{' ... 0xon

gdje ée u specijalnom slucaju Df predstavljati gradijent funkcije f, dok ¢e D?f pred-

stavljati Hessian funkcije f.

Prostor L}, () definiramo pak na sljede¢i nacin:

LL(Q) ={f:Q=R:feL'(V),VW = Ql.

Definicija 7.4 (Slaba derivacija) Neka je Q@ C R™ otvoren skup i neka je funkcija
u € L (Q). Ako postoji funkcija v € L} (Q) takva da vrijedi

loc loc

/uD"‘qbdx: (—1)|a/v¢dx, Vo € C°(Q)
Q

Q

tada je v = D®wu u slabom smislu, tj. v je a-slaba derivacija od wu.

Teorem 7.5 (Gaussov teorem) Neka je f € C1(Q). Tada vrijedi

/8fd$: fn;dS .
Q

axi 90
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Teorem 7.6 (Parcijalna integracija) Neka su f,g € C'(Q). Tada vrijedi

/f % g+ [ gmds.

Q &m ox;

Za f,g € H'(Q) vrijedi analogna formula, pri ¢emu se podrazumijeva da su f|(99 i g|aQ

tragovi funkcija f i g iz H'(Q).

Teorem 7.7 (Greenove formule) Neka su f,g € C%(Q). Tada vrijedi:

) [ora= [ Zas

(znan i kao Teorem o divergenciji);

/Vg-Vfdx——/ngder/ @de;
Q Q an On

i11) /Q(ng—gi)dx:/aQ( g—‘i gﬁ) ds .

Za f € H?(Q) vrijedi analogna formula kao pod i), odnosno za f € H'(Q) i g € H*Q)
vrijedi formula i7), te za f,g € H*(Q) vrijedi #74).

Na raznim mjestima u disertaciji dokazujemo nejednakosti te dolazimo do ocjena pomocu

primjena poznatih nejednakosti. Ovdje navodimo najosnovnije i najcesée koristene.

Teorem 7.8 (Cauchyeva nejednakost) Za a,b € R vrijedi sljede¢a nejednakost

Teorem 7.9 (Youngova nejednakost) Za a,b > 0 realne brojeve, 1 < p, ¢ < o0, te

1
— + — =1, vrijedi sljede¢a nejednakost
p

aP e

ab< 4+
P q
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Teorem 7.10 (Scwarz-Cauchy-Bunyakowskyeva nejednakost) Za =,y € R"™ vri-
jedi
|-yl <[] - |y

U nastavku ¢emo navesti i neke opée pojmove i teoreme o funkcijskim prostorima.

Definicija 7.11 (kontrakcija) Za funkciju f : © —  kazemo da je kontrakcija ako
postoji konstanta C' € [0, 1) takva da vrijedi

d(f(z), f(y)) < Cd(z,y)  Vr,yeQ,

pri ¢emu nam d(, ) predstavlja funkciju udaljenosti.

Teorem 7.12 (Banachov teorem o fiksnoj tocki) Neka je f : F — F kontrakcija,
pri ¢emu je F' zatvoren podskup Banachovog prostora E. Tada postoji jedinstvena tocka
z € F tako da vrijedi f(z) = z.

Definicija 7.13 (Lebesgueovi prostori) Za 1 < p < oo i 2 C R” definiramo prostor
LP-integrabilnih funkcija

LP(Q) ={f:Q— R : fjeizmjeriva i / |f|P < oo},
Q
dok za p = oo definiramo prostor
L*(Q) ={f: Q2 — R : fjeizmjeriva i postoji konstanta C t.d. je [f(z)| < C s.s. na Q}.

Norma na LP(Q2) dana je s

vy = ( / |f|p)”,

| floeeq) = ess sup f = inf{p > 0:[f(z)] < ps.s. na Q}.

dok je norma na L*°(Q2) dana s

U prostoru LP(2) su dvije funkcije jednake ako su jednake skoro svuda na €, odnosno

jednake su ako su jednake do na neki skup mjere 0.

61



Definicija 7.14 (Soboljevljevi prostori) Neka je 2 C R" otvoren skup, p € [1, +0o0],
k € NU {0}, te neka je funkcija u :  — R. Tada definiramo Soboljevljev prostor s

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D%u € LP(Q), |a| < k},

pri cemu nam « predstavlja multiindeks.

Kada je p = 2, koristimo specijalnu oznaku za prostor H*(Q) := Wk2(Q).

Prostor L?(£2) je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (f,g) = [, (f g) dz.

Soboljevljev prostor H*(€2) je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(f.9) =/9<fg+Dng> dz.

Hilbertov prostor je Banachov prostor sa skalarnim produktom koji generira normu. Ba-
nachov prostor je potpun, normiran linearni prostor. Potpun prostor je prostor u kojem

je svaki Cauchyev niz konvergentan.

Teorem 7.15 (Holderova nejednakost) Neka su f € LP(Q) i g € L(Q), pri ¢emu je
1 1

1<p<ooi-+-=1 Tadaje f-g e LYQ) i vrijedi
p g

- glei@) < [flev@ - l9lzo) -

Teorem 7.16 (Minkowskijeva nejednakost) Neka je 1 < p < oo i neka su f,g €
LP(Q2). Tada vrijedi
|f+ glr@) < |flee@) + |9l -

Definicija 7.17 (Kompaktno ulaganje) Neka su X,Y Banachovi prostori i neka je X
podskup skupa Y. Kazemo da je X kompaktno ulozen u Y (i to onda oznacavamo s
X <= Y), ako vrijedi sljedece:

i) postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi |z|y < C'|z|x,Vz € X

ii) svaki ograniceni niz u X ima konvergentan podniz s limesom u Y.
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Definicija 7.18 (slaba konvergencija) Neka ja X normiran prostor. Kazemo da niz
(x,) iz X slabo konvergira prema = € X ako i samo ako f(x,) — f(x), Vf € X', pri
¢emu je X' prostor linearnih funkcionala na X (tj. f € X' & f: X — R). Pritom

koristimo oznaku za slabu konvergenciju z,, — .

Teorem 7.19 (Teorem o implicitnoj funkciji) Neka je f € C*(U;R™) ineka je Jako-
bijan po y razli¢it od 0, tj. J,f = |det D, f| # 0. Tada postoji otvoren skup V' C U, s
(wo,y0) € V, otvoren skup W C R", s zy € W, te C! preslikavanje g : W — R" takvo da
vrijedi sljedece

i) g(zo) = vo ;

i) f(z,9(x)) = 20, zax € W

iii) ako je (z,y) € Vi f(z,y) = 20, onda je y = g(x);

iv) ako je f € C* onda jeig e C* za k > 2.

Dakle, tada je funkcija g implicitno definirana blizu zg s jednadzbom f(z,y) = zo.

Teorem 7.20 (Rieszov teorem reprezentacije) Za svaki linearni funkcional A €
[LP(Q)] i p € [1,400) postoji jedinstveni g € LP(Q) takav da za svaki f € LP(Q) vrijedi

A= [ rodr.

S H~(Q) oznacavamo dual prostora Hj (), sto znaci da su funkcije f iz H () zapravo

omedeni linearni funkcionali na prostoru H}(Q2). Takoder vrijedi

Hy () C L*(Q) € H Q) .

U nastavku slijede joS neke osnovne definicije i koriSteni teoremi vezani za Soboljevl-

jeve prostore.

Definicija 7.21 Neka je € otvoren skup u R". Skup C°(Q2) definiramo kao skup svih
funkcija ¢ : Q@ — R takvih da je ¢ klase C*°, te da funkcija ¢ ima kompaktni nosac
supp(¢) sadrzan u €.
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Sada mozemo definirati prostor H}(f2) kao zatvara¢ prostora C°(Q) u normi prostora

H(Q), a time i sljedece teoreme.

Teorem 7.22 (Teorem ulaganja) Neka je 2 ogranic¢en otvoren podskup od R™ sa C!
rubom. Pretpostavimo da je f € W*P(Q).
i) Ako je k < &, onda je f € L9(Q), pri cemu je % =

k
o

D=

Dodatno, vrijedi i ocjena
|flza < Clflwrr)

pri cemu konstanta C' ovisi samo o k,p,n i €.
ii) Ako je k > +, onda je f € C’k_[%}_m(ﬁ), pri cemu je
L (2] +1-2 , 2 nije cijeli broj
bilo koji pozitivan broj <1 , ;{ je cijeli broj
Dodatno, vrijedi i ocjena

| f < Clflwrr) 5

2o

pri cemu konstanta C' ovisi samo o k,p,n,y i €.

Teorem 7.23 (Morrey) Neka je p > N. Tada je

WHP(RN) «— L®(RY) .

Teorem 7.24 (Rellich-Kondrachov teorem) Neka je € ogranicen podskup od R™, te
neka mu je rub 09 klase C'. Tada vrijedi

i) ako je n > 2, onda je H'(Q2) — L%(Q), za sve q € [1, px), pri ¢emu je [i =
ii) ako je n = 2, onda je H'(Q2) — L%(), za sve q € [2, +00);

iii) ako je n = 1, onda je H'(Q) — C(Q).

Sva ulaganja su kompaktna.

1_ 1.
2 n’
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Teorem 7.25 (Poincaréova nejednakost) Neka je {2 otvoren i ogranic¢en skup, te neka

je u € H}(Q). Tada postoji konstanta C, ovisna samo o skupu €2, takva da vrijedi ocjena

|U|L2(Q) S C |VU|L2(Q)

Direktna posljedica Poincaréove nejednakosti je da nam i [Vu[z2(q) predstavlja normu na
H{ () ekvivaletnu normi |u| g1 (q).
Poincaréova nejednakost vrijedi i kada je (2 kona¢ne mjere, te kada () ima ogranicenu

projekciju na neku od koordinatnih osi.

U dva dokaza koristimo i sljede¢u verziju Poincaréove nejednakosti, pa navodimo i tu

formu teorema:

Teorem 7.26 Neka je ) otvoren, povezan i ograni¢en skup u R” sa C'! granicom, te neka
je 1 < p < oo. Tada postoji konstanta C', ovisna samo o skupu {2, te brojevima n i p,

takva da za svaku funkciju u € W?(Q) vrijedi ocjena

lu — <U>’Lp(g) <C ’VU,|Lp(Q).
Definirajmo i vrijednosti funkcija na rubu za funkcije iz prostora H'(2).

Teorem 7.27 (Teorem o tragu) Neka je {2 otvoren i ogranic¢en skup, te neka je skup
S C 00 klase C'. Tada postoji jedinstven neprekidan linearni operator (tzv. operator
traga)

r:H'(Q) — L*(S)

za kojeg vrijedi:
DI(f) = 1] e HQNC@:
i) [T(f)le2s) < Clflmy, f€ H(Q), pricemu konstanta C ovisi samo o €.

Dodatno, slika operatora traga I’ jednaka je H2(S) jer vrijedi Hz(S) < L2(S).

Konacno, navodimo i neke osnovne rezultate za elipticke parcijalne diferencijalne jed-

nadzbe koje ekstenzivno koristimo kroz prvi dio disertacije.
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Teorem 7.28 (Princip maksimuma za elipticke pdj) Neka je 2 otvoren podskup
od RY i neka je f € L*(Q). Neka je L elipticki operator oblika

n

Lu:—Z( T)Ug, )z —i—Zb’ T)Ug, + c(x)u,

3,j=1

s koeficijentima-funkcijama a%, b i ¢ koje su iz L=(f2), te neka je za svaku tocku iz domene
simetri¢na matrica koeficijenata A = (@) pozitivno definitna, s najmanjom svojstvenom

vrijednosti koja je veca ili jednaka od neke pozitivne konstante.

Nadalje, neka v € H'(2) N C(Q) zadovoljava zadaéu
Lu=f u Q.
Tada za sve z € () vrijedi

min{ess infyqu, ess info f} < u(x) < max{ess supyqu, ess sup, f} .

Teorem 7.29 (Regularnost za elipticke pdj) Neka su a” € C'(Q),b',c € L™®(Q), za
i,j =1...n, te neka je f € L?(Q2). Nadalje pretpostavimo da je u € H'(£2) slabo rjeSenje

elipticke parcijalne diferencijalne jednadzbe
Lu=f u Q.

Tada je
u € H*(Q),
i vrijedi ocjena
[l < Cfl2)

pri cemu konstanta C' ovisi samo o skupu €2 i koeficijentima diferencijalnog eliptickog

operatora L.

Prilikom izvoda aproksimacije rjesenja za specijalan slucaj tanke i dugacke cijevi (6.

poglavlje) nam je potreban i uvjet kompatibilnosti kojeg navodimo u nastavku.
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Teorem 7.30 (Uvjet kompatibilnosti) Neka je Q2 ogranicen skup s rubom 0f2 klase
C, te neka su funkcije f € C*(Q) i g € C(99Q). Tada Neumannova zadaca za Poissonovu

jednadzbu, tj. zadaca

—Au=f u 2
ou
8_n_g na 0f) ,

ima jedinstveno rjesenje u € C2(2) N C(Q)) ako i samo ako je ispunjen uvjet kompati-

Lo

Teorem se lako dokaze primjenom Teorema o divergenciji (v. Teorem 7.7, 1)).
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Abstract

This dissertation studies a heat conduction problem in a pipe filled with incompress-
ible viscous fluid whose length varies depending on the fluid temperature. We assume that
the longitudinal dilatation of the pipe is described by a linear heat expansion law (length
of the pipe varies proportionally to the integral of the mean temperature, with the co-
efficient of proportionality €, the heat expansion coefficient), i.e. the flow domain is not

fixed, but varies depending on the fluid temperature.

Fluid temperature is unknown and given as a solution of the standard heat conduc-
tion equation. Fluid velocity in the convection term is given and it corresponds to the
Poiseuille low. We also consider heat exchange with the surrounding medium and apply

Newton’s law of cooling to describe it.

When taking into account linear heat conduction equation and linear heat expansion
law, we get an interesting nonlinear effect, where we try to find a solution to the problem

posed on a domain that is varying due to that same unknown solution.

Our first goal was to see under which conditions there is a solution to the proposed
problem and when is the solution unique. For that purpose, we proved a priori estimates,
and subsequently the existence and uniqueness result of the solution. Established condi-
tions are realistic, since they impose dependence on the size of a parameter e, the heat

expansion coefficient, which is small enough since it depends on the actual pipe material.

Next goal was construction of an approximation of the solution by means of an asymp-
totic expansion in powers of the abovementioned small parameter ¢, followed by rigorous

justification of the obtained model by proving the appropriate error estimate.

Finally, we studied a special case of a thin pipe, where we constructed the approximation
of the solution by means of an asymptotic expansion in powers of the pipe radius. We
achieved the solution approximation for the first two terms and subsequently we justified

the result by proving adequate error estimates.



Sazetak

Predmet istrazivanja je matematicka analiza problema provodenja topline u cijevi is-
punjenoj inkompresibilnim viskoznim fluidom, ¢ija se duljina mijenja uslijed zagrijavanja.
Pretpostavljamo da je longitudinalno rastezanje cijevi opisano linearnim zakonom (duljina
se mijenja proporcionalno sa integralom srednje temperature, uz koeficijent proporcional-

nosti €), odnosno da domena problema nije fiksna veé se mijenja ovisno o temperaturi

fluida.

Temperatura fluida nepoznata je te je dana kao rjesenje standardne jednadzbe provodenja
topline. Brzina fluida u konvektivnom ¢lanu je zadana i Poiseuilleovog je oblika. Isto tako,
uzimamo u obzir i izmjenu topline s okolinom cijevi i to izrazavamo pomoc¢u Newtonovog

zakona hladenja.

Dakle, uzimajué¢i u obzir linearnu jednadzbu konvekcije-difuzije, kao i linearni zakon
rastezanja cijevi, dobivamo nelinearni vezani sustav u kojem trazimo rjesenje zadac¢e nad

domenom koja se istovremeno mijenja upravo ovisno o tom nepoznatom rjesenju.

Prvi cilj istrazivanja bilo je vidjeti pod kojim uvjetima promatrana zadaca ima rjeSenje i
kada je ono jedinstveno. U tu svrhu dokazali smo apriorne ocjene, a potom i odgovarajuéi
rezultat egzistencije i jedinstvenosti rjesenja. Uvjeti koji nam se pojave zadovoljavaju
realnost fizikalnih situacija buduc¢i da se u njima pojavljuje mali parametar ¢, koeficijent
termickog rastezanja cijevi, koji je dovoljno malenog reda veli¢ine jer ovisi o stvarnom

materijalu cijevi.

Sljededi cilj bio je konstruirati aproksimaciju rjesenja promatrane zadace koristec¢i asimp-
toticki razvoj po potencijama spomenutog parametra e, a zatim i rigorozno opravdati

dobiveni model dokazujuéi adekvatnu ocjenu pogreske.

Za kraj smo promatrali specijalan sluc¢aj tanke cijevi, pritom modelirajuci rjeSenje pomocu
asimptotickog razvoja po radijusu cijevi. Dosli smo do aproksimacije rjesenja za prva
dva ¢lana razvoja i potom smo dobiveni rezultat opravdali dokazima adekvatnih ocjena

pogreske.
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