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Sa�etak

Klju �cne rije�ci: Hopfov algebroid, formalno upotpunjenje, �ltrirani vektorski prostor,

ko�ltrirani vektorski prostor, �ltrirano-ko�ltrirani vektorski prostor, strogi ind-objekt, strogi

pro-objekt, strogi ind-pro-objekt, formalna suma, formalna baza, univerzalna omota�cka

algebra, upotpunjeni tenzorski produkt, unutarnji bialgebroid, dualne Hopfove algebre,

Yetter-Drinfeldov modul, skalarno proširenje, Heisenbergovo udvojenje

U ovoj disertaciji uvodimo prirodno poopćenje pojma Hopfovog algebroida unutar sime-

tri �cne monoidalne kategorije s koujedna�citeljima koji komutiraju s monoidalnim produktom.

U radu takōder konstruiramo simetri�cnu monoidalnu kategorijupindproVect; ~b ; kq �ltrirano-

ko�ltriranih vektorskih prostora,�ciji mor�zmi su linearna preslikavanja koja u slabom smislu

poštuju �ltracije i ko�ltracije, a monoidalni produkt je obi�cni tenzorski produkt vektorskih pros-

tora formalno upotpunjen i s odgovarajućom �ltracijom ko�ltracija. Za tu kategoriju u radu

dokazujemo da zadovoljava gore navedene uvjete za postojanje unutarnjeg Hopfovog algebro-

ida. Ona kao potkategorije sadr�i kategorijupindVect; b ; kq�ltriranih vektorskih prostora i njoj

dualnu kategorijupproVect; b̂ ; kq ko�ltriranih vektorskih prostora. Njen monoidalni produkt

objedinjuje obi�cni tenzorski produkt i upotpunjeni tenzorski produkt.

Jednu od va�nijih klasa obi�cnih Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom�cine po-

ludirektni produktiH 7A Hopfove algebreH i pleteni�casto-komutativne algebreA u kategoriji

Yetter-Drinfeldovih modula nadH . Tu klasu Hopfovih algebroida zovemo skalarnim prošire-

njima. U ovom radu dokazujemo da poludirektni produkti u kojima su Hopfova algebraH i

Yetter-Drinfeldova modulna algebraA zamijenjene svojim unutarnjim analogonima u katego-

riji indproVect imaju strukturu Hopfovih algebroida u toj monoidalnoj kategoriji. Time med̄u

ostalim postavljamo temelj za prou�cavanje pooṕcenja Heisenbergovih udvojenjaA � 7A, ona u

kojima je A beskona�cno-dimenzionalna Hopfova algebra umjesto kona�cno-dimenzionalna, te

postojanje strukture poopćenog Hopfovog algebroida na njima.

U disertaciji su zatim prou�cavana Hopfova sparivanja �ltriranih Hopfovih algebriA i ko-

�ltriranih Hopfovih algebri H koja su nedegenerirana uH , te su nādeni dovoljni uvjeti uz

i



koje A postaje pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH u katego-

riji indproVect. Prou�cavana je takōder manja klasa primjera, u kojima jeA Hopfova algebra

�ltrirana kona�cno-dimenzionalnim komponentama. Tu su nad̄eni nu�ni i dovoljni uvjeti na

Hopfove algebreA i A � , odnosnoA i H , u vidu kona�cne dimenzionalnosti adjungiranih or-

bita odA te postojanja odrēdenih kanonskih elemenata unutarH 7A. Time je dakle inducirana

konstrukcija nekih �ltrirano-ko�ltriranih Hopfovih algebroida tipa skalarnog proširenja. Va�ni

primjeri takvih skalarnih proširenja su oni u kojima jeA univerzalna omota�cka algebraUpgq

kona�cno-dimenzionalne Liejeve algebreg. Ako je H njen algebarski dualUpgq� s inducira-

nom ko�ltracijom, pripadno skalarno proširenje, koje je poopćeno Heisenbergovo udvojenje od

Upgq, mo�e se identi�cirati s algebrom diferencijalnih operatora na formalnoj okolini jedinice

pripadne Liejeve grupe što sugerira neke od primjena u geometriji i matemati�ckoj �zici.
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Summary

Keywords: Hopf algebroid, formal completion, �ltered vector space, co�ltered vector space,

�ltered-co�ltered vector space, strict ind-object, strict pro-object, strict ind-pro-object, formal

sum, formal basis, universal enveloping algebra, completed tensor product, internal

bialgebroid, dual Hopf algebra, Yetter-Drinfeld module, scalar extension, Heisenberg double

In this thesis, a natural generalization of the de�nition of a Hopf algebroid is introduced, in-

ternal to any symmetric monoidal category with coequalizers that commute with the monoidal

product. In this thesis we also construct a symmetric monoidal categorypindproVect; ~b ; kqof

�ltered-co�ltered vector spaces, whose morphisms are linear maps which in a weak sense res-

pect the �ltrations and co�ltrations, and whose monoidal product is the usual tensor product of

vector spaces formally completed and with a corresponding �ltration of co�ltrations. We prove

that this category satis�es the above conditions for the existence of internal Hopf algebroids. It

contains two dual subcategories, the categorypindVect; b ; kqof �ltered vector spaces and the

categorypproVect; b̂ ; kqof co�ltered vector spaces. The monoidal product in it combines the

ordinary tensor product and a completed tensor product.

An important class of Hopf algebroids over a noncommutative base is comprised of smash

products of a Hopf algebraH and a braided-commutative algebraA in the category of Yetter-

Drinfeld modules overH . Such Hopf algebroids are called scalar extensions. In this thesis,

we prove that the smash products in whichH andA are replaced by their analogues in the

monoidal category of �ltered-co�ltered vector spaces have the structure of Hopf algebroids in

that monoidal category. By doing this, we set the basis for studying the Heisenberg doubles

A � 7A in which A is an in�nite-dimensional Hopf algebra instead of a �nite-dimensional one,

among other examples, and the existence of the Hopf algebroid structure on them internal to the

categoryindproVect.

We then study Hopf pairings of a �ltered Hopf algebraA and a co�ltered Hopf algebra

H which are non-degenerate in the variable inH , and �nd suf�cient conditions forA to be a

braided-commutative Yetter-Drinfeld module algebra overH in the indproVect category. A

smaller class of examples is also studied, for whichA is a Hopf algebra countably �ltered by

iii



�nite-dimensional vector spaces. Here we �nd necessary and suf�cient conditions on Hopf alge-

brasA andA � , orA andH , in the form of �nite dimensionality of the adjoint orbits ofA and the

existence of certain canonical elements inH 7A. Thus a construction of some �ltered-co�ltered

Hopf algebroids of scalar extension type is obtained. Important examples of such scalar exten-

sions are the ones withA the universal enveloping algebraUpgq of a �nite-dimensional Lie

algebrag. WhenH is equal to its algebraic dualUpgq� with induced co�ltration, the corres-

ponding scalar extension, that is the Heisenberg double ofUpgq, can be identi�ed as an algebra

with the algebra of differential operators on the formal neighborhood of the unit of a Lie group

integratingg, suggesting applications in geometry and mathematical physics.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Motivacija

1.1.1 Grupoidi i komutativni Hopfovi algebroidi

Simetrije nekog objekta ili sustava (npr. u �zici) su operacije koje mo�emo provoditi na objektu,

a koje �cuvaju njegova (unaprijed odred̄ena) bitna svojstva. Taj pogled sugerira da se mo�emo

vratiti u prijašnje stanje, da mo�emo asocijativno komponirati simetrije i da je identi�cka tran-

sformacija simetrija, dakle da simetrije�cine grupu. Nije, mēdutim, nu�no da iz svakog stanja

mo�emo prijéci u svako drugo stanje objekta, tako da su osnovne matemati�cke strukture koje

opisuju simetrije ne samo grupe nego i (Brandt-Ehresmannovi) grupoidi (vidi 7.1). U glatkom

slu�caju to su Liejevi grupoidi, koji lokalno generiraju svoje in�nitezimalne varijante, Liejeve

algebre i Liejeve algebroide.

Opišimo sada primjer transformacijskog grupoida. Za djelovanje› : G � M Ñ M grupe

G s jedinicome na skupM (koji će u generalizacijama biti prostor u nekom smislu) pri-

padni transformacijski grupoid je de�niran ugrubo ovako: skup mor�zama jeG1 � G � M ,

skup objekataG0 � M , preslikavanje domene jedom: pg; mq ÞÑm, preslikavanje kodomene

cod: pg; mq ÞÑg › m, kompozicija je dana sapg1; m1q � pg; mq � p g1g; mqako m1 � g › m,

identitete suidm � p e; mqi inverz mor�zmapg; mq� 1 � p g� 1; g › mq.

Svako preslikavanje skupovaf : A Ñ B inducira preslikavanje algebri funkcija u polje,

pretkompoziciju sf , tj. � � f : FunpBq Ñ FunpAq, što daje kontravarijantni funktor iz ka-

tegorije skupova u kategoriju komutativnih algebri nad danim poljem. Postoje varijante tog

funktora u prisustvu dodatnih struktura (npr. ako su skupovi topološki prostori, funkcije su ne-

prekidne funkcije) koje u nekim slu�cajevima daju antiekvivalenciju kategorija. Ako dopustimo

nekomutativne algebre, time smo dakle prenijeli algebre funkcija u potkategoriju neke katego-

rije nekomutativnih algebri, koje su dakle dualne poopćenim, nekomutativnim prostorima. Po

1



1.1. MOTIVACIJA

kontravarijantnosti, dijagram strukturnih preslikavanja koja�cine grupoid

G1 � M G1
//
//
//G1

//
//oo

oo ��
Moo

inducira dualni dijagram

H b A H //
//H //oo

oo
oo

�

��
Aoo

oo

u simetri�cnoj monoidalnoj kategoriji komutativnih algebri, pri�cemu je povlakG1 � M G1 zami-

jenjen tenzorskim produktom nad baznom algebromA � FunpM q,

FunpG1 � M G1q � FunpG1q bFun pM q FunpG1q � H b A H:

Kako dobiveni dijagram zadovoljava i dualne aksiome, time po de�niciji dobivamo kogrupoid

u kategoriji vektorskih prostora, drugim rije�cima komutativni Hopfov algebroidH � FunpG1q

nad komutativnom baznom algebromA � FunpM q. Mor�zam dualan mno�enju je koprodukt

� : H Ñ H b A H, preslikavanjima domene i kodomene dualna su preslikavanja izvora i ponora

� , � : H Ñ A, a preslikavanje� : H Ñ H koje je dualno uzimanju inverza,� pf qpgq � f pg� 1q,

zove se antipod. Ukoliko u de�niciji Hopfovog algebroida izostavimo antipod, dobivamo malo

jednostavniju strukturu, (asocijativni) bialgebroid.

Komutativni Hopfovi algebroidi imaju niz klasi�cnih primjena u stabilnoj teoriji homoto-

pije [Ravenel]. Primjeri i oṕca razmatranja u nekomutativnoj geometriji i matemati�ckoj �zici

vode na nekomutativna poopćenja. Za �ziku je osobito bitno da kategorije modula nad bial-

gebroidima imaju tenzorski produkt koji dolazi od koprodukta, jerće tada, naprimjer, ako se

jedno�cesti�cna stanja ponašaju kao stanja u prostoru reprezentacije bialgebroida, više�cesti�cna

stanja takōder biti u nekoj reprezentaciji tog bialgebroida.

1.1.2 Bialgebroidi i Hopfovi algebroidi nad nekomutativnom bazom

Standardni pojam asocijativnog bialgebroida i prva varijanta pojma Hopfovog algebroida nad

nekomutativnom bazom uvedeni su u radu J-H. Lu [Lu]. Za razliku od situacije kod Hopfovih

algebri [Majid, MilnorMoore], pooṕcenje Hopfovog algebroida s komutativnom baznom alge-

brom na nekomutativnu baznu algebru je netrivijalno. Naime, ako jeA nekomutativna algebra,

ondaA-bimodulH b A H nije nu�no algebra, pa aksiom multiplikativnosti koprodukta� : H Ñ

H b A H iz de�nicije komutativnog Hopfovog algebroida nema smisla bez suptilne adaptacije

teorije, npr. uz pomóc konstrukcije Takeuchijevog produkta [BohmHAlg, BrzMil, Takeuchi].

Za razliku od pojma bialgebroida koji je u radu J-H. Lu [Lu] zadovoljavajući, pojam antipoda

u njenom radu ima nedostatke jer uklju�cuje izbor nekog prerezaH b A H Ñ H b H koji nije

2
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kanonski. Ti nedostaci su razriješeni simetri�cnom de�nicijom G. Böhm [BohmHAlg] koja se

koristi i pooṕcava u ovoj disertaciji.

1.1.3 Skalarna proširenja

Ako Hopfova algebraH djeluje slijeva na algebruA Hopfovim djelovanjem (na odrēdeni na�cin

kompatibilan sa strukturom algebre naA i koalgebre naH ), u teoriji Hopfovih algebri de�nira

se nova algebra, poludirektni produkt (engl.smash product) A7H , koja je kaok-modul tenzorski

produktA b H , s mno�enjem izvedenim na odred̄eni na�cin iz tog Hopfovog djelovanja. Ako je

djelovanje desno Hopfovo djelovanje, poludirektni produkt jeH 7A.

Za kona�cno-dimenzionalnu Hopfovu algebruH mo�e se de�nirati Drinfeldovo udvojenje

DpH q koje je takōder Hopfova algebra, a kaok-modul jednaka jeH b H � . U spomenutom

radu [Lu] uvedena je klasa primjera HopfovihA-algebroida koji su analogoni transformacij-

skih grupoida. Njihova je totalna algebra poludirektni produkt oblikaA7H gdje jeH Hopfova

algebra, aA pleteni�casto-komutativna algebra u monoidalnoj kategoriji modula nad Drinfeldo-

vim udvojenjemDpH q.

Teorem 1.1.1.(Lu [Lu]) Neka jeH kona�cno-dimenzionalna Hopfova algebra. Ako jeA plete-

ni�casto-komutativna algebra u kategoriji lijevih modula nadDpH q, onda jeA7H s formulama

za skalarno proširenje (Luin) Hopfov algebroid nadA.

Yetter-Drinfeldovi moduli nad Hopfovom algebromH su H -moduli sa strukturomH -ko-

modula takvi da djelovanje i kodjelovanje zadovoljavaju odred̄eni Yetter-Drinfeldov uvjet kom-

patibilnosti. Ako jeH kona�cno-dimenzionalna Hopfova algebra, onda su pleteni�caste mono-

idalne kategorije Yetter-Drinfeldovih modula nadH i obi�cnih modula nad Drinfeldovim udvoje-

njemDpH qpleteni�casto monoidalno ekvivalentne. Brzeziński i Militaru su u [BrzMil] pokazali

da je pojam bialgebroida ekvivalentan (mada formalno razli�cit) ranijem pojmu Takeuchijeve� -

bialgebre [Takeuchi] te de�niciji bialgebroida sa sidrom u smislu Ping Xua [Xu]. Oni su takod̄er

modi�cirali konstrukciju Luinih transformacijskih Hopfovih algebroida zamijenivši module nad

Drinfeldovim udvojenjem Yetter-Drinfeldovim modulima.

Teorem 1.1.2.(Brzeziński-Militaru [BrzMil]) Ako jeA pleteni�casto-komutativna algebra u ka-

tegoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nadH , onda jeA7H s formulama za skalarno

proširenje (Luin) Hopfov algebroid nadA.

Tu varijantu konstrukcije transformacijskih Hopfovih algebroida u terminima Yetter-Drin-

feldovih modula zovemoskalarnim proširenjima[BohmHAlg]. Klju �can korak konstrukcije

skalarnih proširenja je da Yetter-Drinfeldovo kodjelovanjeA Ñ A b H kao linearno preslika-

vanje postaje mor�zmom ponora� : Aop Ñ A7H � H iz de�nicije Hopfovog algebroida.
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Ove teoreme htjeli bismo poopćiti iz razloga koji će biti objašnjeni u sljedécem odjeljku.

Pritom ćemo Luinu de�niciju Hopfovog algebroida prvo zamijeniti modernijom de�nicijom

Hopfovog algebroida od G. Böhm.

1.1.4 Problem formalnih upotpunjenja

Poseban slu�caj Yetter-Drinfeldovog modula dolazi od djelovanja kona�cno-dimenzionalne Hop-

fove algebreA na svojem dualu. Pripadajući poludirektni produktA7A � zovemoHeisenbergovo

udvojenje. Heisenbergova udvojenja su analogon strukture (Heisenberg-)Weylove algebre. U

radu [Skoda] pokazano je da odred̄eni poludirektni umnošci oblikaUpgq7̂Spg� q, u kojima je

Upgquniverzalna omota�cka algebra shvácena kao Hopfova algebra, âSpg� qalgebra formalnih

funkcija oko0 P g na kojuUpgqdjeluje Hopfovim djelovanjem, imaju identi�cnu strukturu al-

gebre kao i poludirektni produktiUpgq7̂Spg� qu kojima ulogu Hopfove algebre preuzimâSpg� q

kao topološka Hopfova algebra s nekim deformiranim koproduktom koji je zapravo�cini izo-

morfnom ko�ltriranoj Hopfovoj algebri dualnoj �ltriranoj Hopfovoj algebriUpgq. Dakle, to je

varijanta Heisenbergovog udvojenja, pa se o�cekivalo da ima i strukturu Hopfovog algebroida

tipa skalarnog proširenja, pri�cemu je trebalo razjasniti pitanja formalnih upotpunjenja.

Formalizacija upotpunjene varijante Hopfovog algebroida koja kao primjer dozvoljava alge-

bru Upgq7̂Spg� qizlo�ena je u radu Meljanac, Škoda, Stojić, Lie algebra type non-commutative

phase spaces are Hopf algebroids, Letters in Mathematical Physics, 2017. [MSS]. Tu jeUpgq

shvácena kao �ltrirana Hopfova algebra, a njen algebarski dualUpgq� je shvácen kao ko�ltrirana

Hopfova algebra koja je kao algebra identi�cirana sŜpg� q. Tenzorski produkti upotpunjavani

su koristéci inducirane ko�ltracije. Iako je konzistentan pristup nad̄en, ta formalizacija nije

sasvim zadovoljavajúca: neka preslikavanja poštuju ko�ltraciju samo na slabi na�cin (distribu-

iraju po formalnim sumama), a neka preslikavanja nisu ni de�nirana na cijelom upotpunjenju

tenzorskog produkta. Nije bilo jasno koji princip diktira kojiće tenzorski produkti u aksioma-

tici biti upotpunjeni, a ra�cunski dokazi su ote�ani potrebom da se provjerava u koracima da su

sve manipulacije s formalnim sumama opravdane. S druge strane, mnogi ra�cuni su formalno

identi�cni provjerama iz teorije diskretnih skalarnih proširenja i�cinilo se da se mogu prevesti u

dijagramatski jezik ako bi svi mor�zmi i tenzorski produkti bili u istoj monoidalnoj kategoriji.

1.2 Pregled rezultata

U ovoj disertaciji predlo�en je sustavni pristup formalnim upotpunjenjima u primjerima sli�cnim

gore navedenima koji vodi i na drugu, prirodniju, de�niciju upotpunjenih Hopfovih algebro-

ida, konstrukciju skalarnih proširenja u toj općenitosti i, uz neke dodatne uvjete, konstrukciju
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varijante Heisenbergovog udvojenja.

Radi toga je konstruirana simetri�cna monoidalna kategorijapindproVect; ~b ; kq �ciji objekti

su vektorski prostori s dodatnom strukturom u kojoj su na odred̄eni na�cin kombinirane �ltracije

i ko�ltracije, a mor�zmi linearna preslikavanja koja na odred̄eni na�cin poštuju tu strukturu.

Njene su pune monoidalne potkategorije kategorijepindVect; b ; kqi pproVect; b̂ ; kqvektorskih

prostora na kojima je ta dodatna struktura �ltracija odnosno ko�ltracija. Pritom su indeksne

kategorije �ltracija i ko�ltracija usmjereni skupovi (najviše) prebrojive ko�nalnosti, a mor�zmi

u tim kategorijama poštuju �ltracije i ko�ltracije na na�cin slabiji od uobi�cajenog. Toće biti

podrobnije objašnjeno u pododjeljku 1.2.1 koji slijedi nakon ovog skraćenog pregleda.

De�nirana kategorijaindproVect ekvivalentna je kategoriji strogih ind-objekata u katego-

riji strogih pro-objekata u kategoriji vektorskih prostora takvih da su indeksne kategorije ind-

objekata i pro-objekata ko�nalnosti najviše@0,

indproVect � Inds
@0

Pros
@0

Vect:

Ovi nazivi odnose se na ind-objekte i pro-objekte u smislu Grothendiecka [SGA4.1], a naziv

strogi na to da su vezni mor�zmi monomor�zmi za ind-objekte, a epimor�zmi za pro-objekte.

Prednost rada s kategorijomindproVect je u tome što radimo s vektorskim prostorima s do-

datnom strukturom i linearnim preslikavanjima koja poštuju tu strukturu, umjesto s apstraktnim

ind-objektima i pro-objektima. Kategorija ind-objekata i kategorija pro-objekata ekvivalentne

su redom kategoriji usmjerenih sustava i kategoriji inverznih sustava, s kojima smo radili u ovoj

disertaciji. Umjesto naziva usmjereni sustavćemo radi jednostavnosti poslije u tekstu nekad

pisati ind-objekt, a umjesto naziva inverzni sustav pro-objekt.

Svaki je objekt kategorijeindproVect ugrubo vektorski prostorV zajedno s iscrpnom �l-

tracijom potprostorimaVi , i P I na svakom od kojih je usklādeno odabrana potpuna ko�ltracija

V k
i , k P K i njegovim kvocijentnim prostorima. Iscrpnost �ltracije ovdje zna�ci V � colim

i PI
Vi ,

a potpunost ko�ltracijeVi � lim
kPK i

V k
i . Tenzorski produktV b W upotpunjava se na svakoj

�ltriraju ćoj komponentiVi b Wj ,

Vi b̂ Wj � lim
pk;l q

V k
i b W l

j

i ukupno je tenzorski produkt dva �ltrirano-ko�ltrirana vektorska prostora

V ~b W � colim
pi;j qPI � J

Vi b̂ Wj � colim
pi;j qPI � J

lim
pk;l q

V k
i b W l

j ;

što daje ukupno manje upotpunjenje nego kad se radi s globalnom ko�ltracijom na obi�cnom

tenzorskom produktu. Naprimjer, zaV iz indVect i W iz proVect vrijedi

pind q
V b W ãÑ

pind q
V ~b

pproq
W ãÑ V b̂

pproq
W ;
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gdje je nad simbolimaV i W ovdje naglašeno gledamo li ih kao vektorske prostore sa zaborav-

ljenom dodatnom strukturom ili �ltrirane vektorske prostore i ko�ltrirane vektorske prostore.

Uz to, taj tenzorski produkt omogućava kombiniranje obi�cnog i upotpunjenog tenzorskog pro-

dukta na sustavan na�cin, jer je za objekte uindVect jednak obi�cnom tenzorskom produktub ,

a za objekte uproVect upotpunjenom tenzorskom produktûb . Za usporedbu, svi relevantni

mor�zmi iz primjera Upgq7̂Spg� qsu automatski de�nirani na tom novom tenzorskom produktu

i mor�zmi su u kategoriji indproVect, te ne postoje problemi s formalnim upotpunjenjima i

kompozicijama preslikavanja. Na temelju daljnjih rezultata vidjetće se da za taj primjer u ovoj

formalizaciji ne postoje problemi niti s de�nicijama algebarskih struktura koje je bilo kompli-

cirano (upotpunjeni Hopfov algebroid) ili nemoguće (Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad

Ŝpg� q) formalizirati u �clanku [MSS].

Zatim opisujemo i dokazujemo da konstruirana monoidalna kategorijapindproVect; ~b ; kq

ima koujedna�citelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, pri�cemu koristimo rezultate

o raznim konstrukcijama u kategorijipproVect; b̂ ; kq dokazane u disertaciji, med̄u kojima su

opis monomor�zama, potpunih potprostora, kvocijenata, te slo�enije dokaze postojanja i opisa

koujedna�citelja, koprodukata i �ltriranih kolimesa. To�cinimo da bismo omogúcili uvod̄enje

tenzorskih produkatab A nad unutarnjim monoidomA koji su nu�ni za de�niciju unutrašnjeg

bialgebroida uindproVect. Naime, G. Böhm je pokazala da se de�nicija i neki osnovni ele-

menti teorije asocijativnih bialgebroida mogu internalizirati u proizvoljnim monoidalnim kate-

gorijama koje imaju koujedna�citelje na taj na�cin kompatibilne s tenzorskim produktom. Nakon

što smo razradili njenu de�niciju unutarnjeg bialgebroida u takvim monoidalnim kategorijama

na direktan na�cin u de�niciju dodajemo simetrizaciju i antipod te, uz dokaze dobre de�niranosti,

time dobivamo (novu) de�niciju unutarnjeg Hopfovog algebroida.

Dalje dokazujemo teorem o konstrukciji unutrašnjeg skalarnog proširenja iz dane unutrašnje

pleteni�casto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre. Taj teorem je poopćenje rezul-

tata Brzezínskog i Militaru iz [BrzMil], ali i nadopuna nepotpunog dokaza u tom�clanku (uz

dodatni uvjet bijektivnosti antipoda) u kojem nije dokazano klju�cno svojstvo da je de�nirani

antipod antihomomor�zam.

Na kraju dokazujemo teorem o postojanju strukture Hopfovog algebroida na Heisenbergo-

vom udvojenjuR� 7R unutrašnje Hopfove algebreR u kategorijipindVectFin; b ; kqkoja ima

bijektivan antipod i odrēdeno svojstvo kona�cne dimenzionalnosti adjungiranih orbita, koristeći

uvedene kanonske elemente. Ta svojstva imaju univerzalna omota�cka algebraUpgq i kvanti-

zirana univerzalna omota�cka algebraUqpsl2q. Takod̄er dokazujemo dva općenitija rezultata o

dovoljnim uvjetima za postojanje strukture Hopfovog algebroida na poludirektnim produktima

H 7R Hopfovih algebri u Hopfovom sparivanju u kategorijiindproVect, jedan pooṕcavanjem

prije navedenog rezultata, a drugi druga�cijom metodom, koristéci odred̄ena kvocijentiranja po
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anihilatorima. Do rezultata dolazimo tako da za Hopfove algebreR i H nad̄emo neke dovoljne

uvjete daR bude pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH i koris-

timo prethodno dokazan teorem o skalarnom proširenju. Nakon toga opisujemo nekoliko novih

primjera Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom. U nastavku je detaljniji pregled

de�nicija i rezultata.

1.2.1 Simetri�cna monoidalna kategorijaindproVect

U drugom poglavlju dan je pregled osnovne kategorijske terminologije koju koristimo, te de�ni-

cije usmjerenih i inverznih sustava i mor�zama med̄u njima. U ovoj disertaciji usmjereni sustav

�ciji su svi vezni mor�zmi monomor�zmi (strogi ind-objekt) nazivamo�ltracija , a inverzni sus-

tav �ciji su svi vezni mor�zmi epimor�zmi (strogi pro-objekt)ko�ltracija . Filtracija na vektor-

skom prostoru ovdje je dakle indeksirana usmjerenim skupom i poopćenje je standardnog pojma

�ltracije potprostorima indeksirane skupomN0, a mor�zmi med̄u vektorskim prostorima koji

poštuju �ltracije ovdje to�cine na na�cin slabiji od uobi�cajenog. Naprimjer, umjesto standardnog

preslikavanja po nivoima, ovdje linearno preslikavanje poštuje �ltraciju ako svaku �ltrirajuću

komponentu domene preslika u neku �ltrirajuću komponentu kodomene. Ko�ltracija je pojam

dualan �ltraciji, u kojem potprostore zamjenjuju kvocijentni prostori i vezna preslikavanja su

obrnutog smjera.

U trećem,�cetvrtom i petom poglavlju bavimo se izgradnjom simetri�cne monoidalne katego-

rije pindproVect; ~b ; kq�ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora,�cije su pune monoidalne pot-

kategorije dvije dualne kategorije, kategorijapproVect; b̂ ; kq ko�ltriranih vektorskih prostora

i kategorijapindVect; b ; kq�ltriranih vektorskih prostora, te odrēdenim potrebnim konstrukci-

jama u tim kategorijama i njihovim svojstvima.

Filtrirani vektorski prostor de�niramo kao vektorski prostorV zajedno s@0-�ltracijom V u

kategorijiVect takvom da jeV � colimV , a ko�ltrirani vektorski prostor kao vektorski pros-

tor W zajedno s@0-ko�ltracijom W u kategorijiVect takvom da jeW � lim W : Mor�zme

med̄u njima de�niramo kao linearna preslikavanja koja na odred̄eni jednostavan na�cin poštuju

tu dodatnu strukturu. Ograni�cili smo se na ind-objekte (odnosno pro-objekte) koji su strogi i

ko�nalnosti najviše@0 jer su nam ti zahtjevi bili potrebni da doka�emo da su naša preslikavanja

koja poštuju strukturu �ltracije (odnosno ko�ltracije) u kanonskoj bijekciji s mor�zmima med̄u

pripadnim ind-objektima (odnosno pro-objektima). Tako umjesto da radimo s apstraktnim ind-

objektima i pro-objektima, mo�emo raditi s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom i

linearnim preslikavanjima koja poštuju tu strukturu: s objektima i mo�zmima de�niranih kate-

gorija

indVect � Inds
@0

Vect; proVect � Pros
@0

Vect:
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Kod oṕcenitijih pro-objekata naime razli�citi mor�zmi med̄u pro-objektima mogu inducirati isto

linearno preslikavanje mēdu njihovim limesima, pa ne bismo mogli raditi s mor�zmima kao s

linearnim preslikavanjima i primjeniti dobiveno na primjere koje �elimo opisati. De�niramo i

kategorijuindproVect koja sadr�i kao svoje potkategorijeindVect i proVect. Njeni su objekti

vektorski prostoriU zajedno s@0-�ltracijom U u kategorijiproVect takvom da jeU � colimU

u Vect, a mor�zmi su linearna preslikavanja koja na odred̄eni na�cin poštuju tu strukturu, te za

nju pokazazujemo da je ekvivalentna kategorijiInds
@0

Pros
@0

Vect.

Mogućnost rada s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom umjesto s apstraktnim

ind-objektima, pro-objektima i ind-pro-objektima omogućuje mēdu ostalim de�niciju formalne

sume i formalne baze te izvrijednjavanje preslikavanja na elementima, zatim primjenu teorije

na postojéce primjere, te prenošenje konstrukcija s kategorije ind-pro-objekata na de�niranu

kategoriju �ciji objekti imaju elemente i obratno. Ove prednostiće biti objašnjene u daljnjem

tekstu.

U kategoriji indproVect dakle objekti imaju elemente i mo�emo po potrebi promatrati iz-

vrijednjavanje preslikavanja na elementima, što nemamo na raspolaganju kod apstraktnih ind-

pro-objekata. S time u vezi uveden je pojam formalne sume uproVect i njene vrijednosti, te

razvijen ra�cun s formalnim sumama. (Moguće beskona�cna) suma
°

� v� elemenata ko�ltriranog

vektorskog prostora jeformalna sumaako projekcija na njegovu proizvoljnu ko�ltrirajúcu kom-

ponentu šalje sve osim kona�cno mnogo sumanada u0. Te projekcije zajedno�cine nit limesa,

dakle element tog ko�ltriranog vektorskog prostora, koju zovemovrijednost formalne sume
°

� v� . Pokazujemo da su linearna preslikavanjaA kojadistribuiraju po formalnim sumama, tj.

takva da prevode po�clanovima formalne sume u formalne sume i vrijedi

Ap
¸

�

v� q �
¸

�

Apv� q;

upravo mor�zmi u kategorijiproVect, što daje još jedan na�cin rada s tim preslikavanjima. Na

temelju toga razvijen je ra�cun s formalnim sumama koji koristimo u dokazima, te odred̄ene for-

mule i preslikavanja mo�emo zadavati formalnim sumama. Pojam formalne sume jednostavno

proširujemo do pojma formalne sume uindproVect, kojim su tako obuhvácene kona�cne sume

u objektima kategorijeindVect i formalne sume u objektima kategorijeproVect. De�niramo i

u dokazima koristimo pojamformalne bazeko�ltriranog vektorskog prostora, uz jednostavniji

pojam �ltrirane baze �ltriranog vektorskog prostora. Pokazujemo da svaki ko�ltrirani vektorski

prostor posjeduje formalnu bazu.

De�nirana su takōder upotpunjenja vektorskih prostora po ko�ltraciji i upotpunjenja linear-

nih preslikavanja. Pokazano je da se svaki element upotpunjenjaV̂ vektorskog prostoraV mo�e

prikazati kao formalna suma�ciji su sumandi unutarV i da je vektorski potprostorV ko�ltrira-

nog vektorskog prostora potpun ako sadr�i vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima uV.
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Pokazano je da su kanonska preslikavanjaV b W ãÑ V b̂ W i V b W ãÑ V ~b W injekcije.

Dani su nu�ni i dovoljni uvjeti za postojanje proširenja (upotpunjenja) linearnog preslikava-

nja do mor�zma uproVect, te u slo�enijoj propoziciji, za postojanje proširenja do mor�zma u

indproVect. Na temelju toga, za linearna preslikavanja u primjerima je lako provjeriti pripadaju

li potkategoriji indVect, jesu li ili se mogu proširiti do upotpunjenih mor�zama u potkategoriji

proVect, te u kategorijiindproVect. Pokazali smo da su potkategorijeindVect i proVect du-

alne, te da se naprimjer sparivanjeV iz indVect i njegovog dualaV � iz proVect uvijek proširuje

do sparivanjaV ~b V � Ñ k u kategorijiindproVect.

U kategorijiproVect opisani su monomor�zmi i epimor�zmi, dane su strukture ko�ltriranog

prostora na potpunim potprostorima i kvocijentima po potpunim potprostorima i pokazano je da

je jezgra linearnog preslikavanja potpuni potprostor. Dokazano je daproVect posjeduje koujed-

na�citelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom. U slo�enijim propozicijama dokazano

je postojanje i dana konstrukcija i opis koprodukta i �ltiranog kolimesa uproVect. Neke od

tih konstrukcija prvo su dane na kategorijiPros
@0

Vect i zatim prenesene na kategorijuproVect

i opisane tamo, kao što su konstrukcija tenzorskog produkta, te koujedna�citelja, koprodukta i

�ltriranog kolimesa. Druge su pro�njene s vektorskih prostora na vektorske prostore sa struk-

turom, kao naprimjer de�nicija potpunog potprostora s potprostornom ko�ltracijom, kvocijenta

s kvocijentnom ko�ltracijom, te jezgre i slike preslikavanja.

Tenzorski produkti su konstruirani tako da su prošireni s kategorijepVect; b ; kq na jed-

nostavan kanonski na�cin na kategorije ind-objekataInds
@0

Vect, pro-objekataPros
@0

Vect te ind-

pro-objekataInds
@0

Pros
@0

Vect, a onda preneseni po prije dokazanoj ekvivalenciji na kategorije

indVect, proVect i indproVect. Dobra de�niranost tenzorskog produkta naInds
@0

Pros
@0

Vect

i time na kategorijiindproVect ovisila je o dokazu da je tenzorski produkt monomor�zama

u proVect � Pros
@0

Vect monomor�zam, u kojem je korišten pojam formalne baze. Doka-

zali smo da su one simetri�cne monoidalne kategorije, pri�cemu su kategorijepindVect; b ; kq i

pproVect; b̂ ; kqmonoidalne potkategorije kategorijepindproVect; ~b ; kq.

pindVect; b ; kq

pVect; b ; kq pindproVect; ~b ; kq

pproVect; b̂ ; kq

Tako je omogúcen naprimjer rad s mor�zmimaA b B Ñ C b D �ltriranih vektorskih prostora

i njima dualnim mor�zmimaC � b̂ D � Ñ A � b̂ B � ko�ltriranih vektorskih prostora unutar iste

monoidalne kategorije, te sustavno izvedeno kombiniranje obi�cnog i upotpunjenog tenzorskog
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produkta. KategorijepindVectFin; b ; kqi pproVectFin; b̂ ; kqsu dualne monoidalne kategorije.

pindVectFin; b ; kq

pproVectFin; b̂ ; kq

��

Po tome naprimjer dualUpgq� � Ŝpg� q beskona�cno-dimenzionalne Hopfove algebreUpgq,

promatrane kao Hopfova algebra u kategorijipindVectFin; b ; kq, postaje Hopfova algebra u

kategoriji pproVectFin; b̂ ; kq i mogúce je de�nirati pojam djelovanja te topološke Hopfove

algebreŜpg� q na obi�cnu Hopfovu algebruUpgq jednostavno dijagramatski, unutar kategorije

pindproVect; ~b ; kq. Sli�cno je mogúce de�nirati neke druge potrebne algebarske strukture koje

moraju kombinirati obi�can i upotpunjeni tenzorski produkt.

Med̄u najslo�enijim rezultatima iz ovog dijela je teorem o postojanju koujedna�citelja u ka-

tegoriji indproVect i teorem da koujedna�citelji u pindproVect; ~b ; kqkomutiraju s tenzorskim

produktom. Dokazi ta dva teorema koriste mnoge propozicije o konstrukcijama u kategoriji

pproVect; b̂ ; kq, kao što su opis monomor�zama, potpunih potprostora, kvocijenata i kvoci-

jentnih preslikavanja, te slo�enije dokaze postojanja i opisa koujedna�citelja, koprodukata i �l-

triranih kolimesa. Od propozicija iz poglavlja o kategorijiproVect izdvajamo dokaz postojanja

i opis koprodukata i �ltriranih kolimesa u kategorijiproVect, u kojima je kombinirana metoda

prenošenja konstrukcija koprodukta i �ltriranog kolimesa sPros
@0

Vect na proVect po ekviva-

lenciji kategorija i s druge strane upotreba pojma i svojstava formalnih suma u ko�ltriranim

vektorskim prostorima.

Uz uvedene pojmove formalne baze objekata izproVect i �ltrirane baze objekata izindVect,

dokazano je da je skup funkcionalat e� u� PA dualnih u odnosu na �ltriranu bazut D � u� PA

objektaV u kategorijiindVectFin formalna baza dualaV � kao objekta u kategorijiproVectFin.

Tako je mogúce bilo de�nirati odrēdene kanonske elemente kao formalne sume

Kp� q �
¸

�

e� b � pD � q; Lp� q �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q;

za � P EndpVq, koji su korišteni onda u zadnjem poglavlju za dokaz strukture Hopfovog al-

gebroida na Heisenbergovom udvojenju Hopfovih algebri izindVectFin koje imaju bijektivan

antipod i svojstvo kona�cne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita. Time je med̄u ostalim primje-

rima dobiveno da jeUpgq7̂Spg� qzaista Hopfov algebroid u kategorijiindproVectFin.
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1.2.2 De�nicija unutarnjeg Hopfovog algebroida. Teorem o unutarnjem

skalarnom proširenju

U drugom dijelu disertacije najprije u šestom poglavlju navodimo pomoćne algebarske kons-

trukcije (tenzorski produkti unutarnjih modula i bimodula, Yetter-Drinfeldovi moduli itd.) i

navodimo nekoliko standardnih primjera Hopfovih algebri kojiće biti relevantni za primjere

Hopfovih algebroida u zadnjem poglavlju. U sedmom poglavlju razrad̄ujemo pojam unutarnjeg

bialgebroida u proizvoljnoj monoidalnoj kategoriji s koujedna�citeljima koji komutiraju s ten-

zorskim produktom, te zatim na temelju toga i konstrukcija iz prethodnog poglavlja de�niramo

pojam unutarnjeg Hopfovog algebroida u takvoj kategoriji i dokazujemo da je de�nicija dobra.

Nakon toga u osmom poglavlju dokazujemo teorem o konstrukciji unutrašnjeg skalarnog

proširenja: da svaka unutrašnja pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra

R nad unutrašnjom Hopfovom algebromH u indproVect s bijektivnim antipodom de�nira

odred̄enu strukturu unutrašnjeg Hopfovog algebroida na poludirektnom produktuH 7R u kate-

goriji indproVect, koju zovemo skalarno proširenje. Pritom koristimo apstraktni Sweedlerov

ra�cun i novu de�niciju unutrašnjeg Hopfovog algebroida, a strukturu lijevog i desnog bialge-

broida opisujemo na jednostavan na�cin na poludirektnim produktimaRop7H i H 7R koji su

izomorfne algebre po konstruiranom izomor�zmu� . Svi teoremi vrijede naravno posebno za

vektorske prostore, �ltrirane vektorske prostore, ko�ltrirane vektorske prostore te njihove kom-

binacije.

1.2.3 Heisenbergova udvojenja �ltriranih Hopfovih algebri i poopćenja.

Primjeri skalarnih proširenja

U zadnjem poglavlju prou�cavamo jednu klasu primjera skalarnih proširenja, one koji dolaze od

poludirektnih produkataH 7R Hopfove algebreH i Hopfove algebreR koje su u Hopfovom

sparivanju, a sve unutar monoidalne kategorijepindproVect; ~b ; kq. Primjer takvog poludirekt-

nog produkta bilo bi Heisenbergovo udvojenjeR� 7R za Hopfove algebreR �ltrirane kona�cno-

dimenzionalnim komponentama, poopćenje Heisenbergovog udvojenja koje je de�nirano za

kona�cno-dimenzionalne Hopfove algebre.

Dokazujemo da svaka unutrašnja Hopfova algebraR u kategorijipindVectFin; b ; kq koja

ima bijektivan antipod i zadovoljava dodatni uvjet kona�cne-dimenzionalnosti adjungiranih or-

bita ima kanonsku strukturu pleteni�casto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre nad

svojim dualomR� , unutrašnjom Hopfovom algebrom u kategorijipproVectFin; b̂ ; kq. Klju-

�can korak ovdje je upotreba odred̄enih kanonskih elemenata od kojih je jedan beskona�cno-

dimenzionalno pooṕcenje Luine formule povezane s mor�zmom ponora u [Lu]. Ovdje je taj
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kanonski element

Lp� q �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q; � PEndpRq

formalna suma u upotpunjenom tenzorskom produktuR� b̂ R (gdje smo naR zaboravili �ltra-

ciju). Linearno preslikavanjeL : EndpRq Ñ R� b̂ R je bijekcija s inverzom

T1 : R� b̂ R Ñ EndpRq; T1p
¸

�

h� b r � q: r ÞÑ
¸

�

pr ž h� qr � ;

što je pooṕcenje rezultata iz [Lu], koje je naravno dosta te�e dokazati nego u kona�cno-dimenzi-

onalnom slu�caju, jer se ne mo�e koristiti argument s rangom i defektom. Pokazali smo da ako

se izvedeno preslikavanje

Lu: R Ñ R� b̂ R; LupYq �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � Y D� ;

mo�e korestringirati do mor�zmaR Ñ R� b R (ovdjeR opet ima �ltraciju), onda je uz njega

kao kodjelovanje algebraR Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadR� . Dokazali smo da ta

korestrikcija postoji ako i samo akoR zadovoljava odrēdeni uvjet kona�cne-dimenzionalnosti

adjungiranih orbita. Tom konstrukcijom je dakle omogućeno da Heisenbergovo udvojenje

R� 7R �ltrirane Hopfove algebreR sa spomenutim svojstvima opremimo strukturom unutarnjeg

Hopfovog algebroida u našoj kategoriji. U primjerima dokazujemo daUpgqi Uqpsl2qimaju to

svojstvo kona�cne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita,�cime dobivamo dva primjera Heisen-

bergovih udvojenja koja su unutarnji Hopfovi algebroidi,Upgq� 7Upgq nad baznom algebrom

UpgqteUqpsl2q� 7Uqpsl2qnad baznom algebromUqpsl2q.

Općenitije zatim promatramo Hopfova sparivanja unutrašnje Hopfove algebreR u kate-

goriji pindVectFin; b ; kq s bijektivnim antipodom i unutrašnje Hopfove algebreH u kate-

goriji pproVect; b̂ ; kq koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Takva sparivanja induciraju

mor�zam H ãÑ R� u kategoriji indproVect, pa i mor�zam algebriH 7R ãÑ R� 7R. Na te-

melju prethodnog rezultata dobivamo daR ima strukturu Yetter-Drinfeldove modulne alge-

bre nadH ako i samo ako se preslikavanjeLu korestringira do preslikavanjaR Ñ H 7R.

Na temelju toga ra�cunamo minimalnu Hopfovu podalgebruUpgqmin od Upgq� takvu da je

LupUpgqq „ Upgqmin 7Upgqi dobivamo primjere Hopfovih algebroida nadUpgq, skalarno pro-

širenjeUpgqmin 7Upgqi Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualomUpgq� 7Upgq.

Takod̄er, promatramo Hopfova sparivanja unutrašnjih Hopfovih algebriR i H iz dualnih

potkategorijapindVect; b ; kqi pproVect; b̂ ; kqredom koja su nedegenerirana u drugoj varijabli.

Ovdje nije mogúce koristiti kanonske elemente jer komponente nisu kona�cno-dimenzionalne,

već se dokaz analognog teorema provodi slo�enije kroz nekoliko propozicija s kvocijentima
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ko�ltriranih vektorskih prostora po anihilatorima i uz dodatni uvjet na koprodukt Hopfove al-

gebreR.

Na kraju navodimo i opisujemo neke nove primjere Hopfovih algebroida nad nekomutativ-

nom bazomUpgq, te jedan nadUqpsl2q, od kojih su prva tri unutrašnji Hopfovi algebroidi u

indproVect, a ostali standardni Hopfovi algebroidi uVect. Heisenbergovo udvojenje

Upgq� 7Upgq � J 8 pG; eq7UpgL q

je unutarnji Hopfov algebroid uindproVect nadUpgq, kao algebra izomorfan algebriDi� ! pG; eq

formalnih diferencijalnih operatora u okolini jedinice na Liejevoj grupiG. Nekomutativni fazni

prostor

Upgq7̂Spg� q � UpgL q7pJ 8 pG; eqqop

o kojem je bilo govora u�clanku [MSS] je Hopfov algebroid nadUpgq u indproVect. U tom

�clanku su elementix1, : : : , xn baze odg interpretirani kao nekomutativne koordinate, a dualna

baza odg� kao operatoriB1, : : : , Bn . Zatim, Heisenbergovo udvojenje

Uqpsl2q� 7Uqpsl2q

je unutrašnji Hopfov algebroid uindproVect nad kvantnom grupomUqpsl2q. Dalje,

Upgqmin 7Upgq „ Upgq� 7Upgq

je eksplicitno opisano minimalno skalarno proširenje (takvo da je dobiveno iz Hopfovog spari-

vanja) nadUpgq. Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom

Upgq� 7Upgq „ Upgq� 7Upgq

je Hopfov algebroid nadUpgq. Geometrijski de�niran Hopfov algebroid

Omin pGq7UpgL q „ Di� pGq

nadUpgL qdan je pomócu adjungirane reprezentacije i on je najmanja podalgebra algebre di-

ferencijalnih operatora koja sadr�i i lijevo invarijantna i desno invarijantna vektorska polja, te

Hopfov algebroid

OpAut pgqq7Upgq

nadUpgq�cija je struktura izvedena iz odred̄enog sparivanjaOpAut pgqqi Upgq, koje se mo�e de-

�nirati geometrijski kad jeg Liejeva algebra Liejeve grupe, ali i�cisto algebarski nad bilo kojim

poljem. Struktura Hopfovog algebroida u zadnja dva primjera pokazana je direktno koristeći

generatore algebriOmin pGq(nekih) funkcija na Liejevoj grupiG i algebri regularnih funkcija
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1.2. PREGLED REZULTATA

OpAut pgqqna algebarskoj grupiAut pgqzajedno s nekim identitetima koje ti generatori zado-

voljavaju. Na kraju, za povezanu kompaktnu algebarsku grupuG, skalarno proširenje

ReppGq7UpgqC

je unutrašnji Hopfov algebroid uindproVect nadUpgqC, gdje jeReppGqalgebra reprezentativ-

nih funkcija naG. Svi ovdje navedeni primjeri postoje i u druga�cijim zapisima istih algebri,

H 7UpgL q � UpgRq7H � H co7UpgRq � UpgL q7H co:

Oni su (unutarnji) Hopfovi algebroidi nadUpgL q, tj. nad parom baznih algebriUpgL qi UpgRq.
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Poglavlje 2

Neke oṕce �cinjenice iz teorije kategorija

2.1 Osnovna kategorijska terminologija

Podrazumijevamo poznavanje de�nicije kategorije, funktora, (prirodnih) transformacija fun-

ktora, ekvivalencije kategorija, potkategorije, pune potkategorije i poznavanje dijagramatske

notacije. Identitetu objektaV kategorijeV ozna�cavamoidV : V Ñ V. Kategoriju skupova i

preslikavanja ozna�cavamo saSet, a kategoriju vektorskih prostora (nad �ksnim poljem) i li-

nearnih preslikavanja sVect. Kategorijućemo zvati malom ako su joj klasa objekata i klasa

mor�zama skupovi.

De�nicija 2.1.1. Mor�zam f : B Ñ C u kategorijiV je

(i) izomor�zamako postojif � 1 : C Ñ B takav da jef � f � 1 � idB i f � 1 � f � idC ,

(ii) monomor�zamako za sveg, h : A Ñ B jednakostf � g � f � h povla�ci g � h,

(iii) epimor�zamako za svek, l : C Ñ D jednakostk � f � l � f povla�ci k � l .

Svaki izomor�zam je monomor�zam i epimor�zam, a uSeti Vect vrijedi i obrat te tvrdnje.

Dva su objektaV, W PObpVqizomorfnai pišemoV � W ako postoji izomor�zamV Ñ W.

Suprotna kategorijaVop kategorijiV je kategorija�cija je klasa objekata jednaka klasi obje-

kata kategorijeV (koje ponekad pišemo s gornjim indeksomop u notaciji), za sveV, W P V

vrijedi HomVop pV op; Wopq � HomVpW; Vqi idV op � p idV qop, a kompozicija je zadana sa

f op � op gop :� p g � f qop:

Kontravarijantni funktorF iz V u W je (kovarijantni) funktorF : Vop Ñ W iz suprotne ka-

tegorije. Endofunktorje svaki funktorF : V Ñ V kojem se domena i kodomena podudaraju.

Podsjécamo da je (Kartezijev)produkt kategorijaV i W kategorijaV � W s klasom objekata
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

ObpVq � ObpWq, klasom mor�zamaMorpVq � MorpWq, identitetamaidpV;W q � p idV ; idW q, a

�cija domena, kodomena i kompozicija mor�zama se evaluiraju po komponentama.Bifunktorje

funktor G: V � W Ñ Z de�niran na Kartezijevom produktu dviju kategorija. Posebno va�an

bifunktor jeHom-bifunktor

HomV : Vop � V Ñ Set

koji je na objektima dan spA; B q ÞÑHomVpA; B q, a na mor�zmima na sljedéci na�cin. Za

mor�zam pf; g q: pA; Cq Ñ pB; D q, njegova slika

HomVpf; g q: HomVpB; Cq Ñ HomVpA; D q

šaljeh : B Ñ C u g � h � f , tj. u kompoziciju mor�zamaA
f

ÝÑ B hÝÑ C
g

ÝÑ D. Ako

�ksiramo neki objektA P ObpVqkao prvi argument u bifunktoruF : V � W Ñ Z dobivamo

obi�cni funktor

F pA; �q : W Ñ Z

na objektima dan formulomW ÞÑF pA; W q i na mor�zmima formulomd ÞÑF pidA ; dq � :

F pA; dq. Sli�cno de�niramo funktorF p� ; Bq: V Ñ Z zaB PObpBq.

De�nicija 2.1.2. Za objekte PObpVqka�emo da je

(i) inicijalni objektako za svakiV PObpVqpostoji to�cno jedan mor�zamf : e Ñ V,

(ii) terminalni objektako za svakiV PObpVqpostoji to�cno jedan mor�zamg: V Ñ e.

Lako se vidi da su svaka dva inicijalna objektae, e1 PObpVqizomorfna preko jedinstvenog

izomor�zma e Ñ e1. Inicijalni objekt ne mora postojati u kategoriji. Terminalni objekt u

kategorijiV mo�emo promatrati kao inicijalni objekt u suprotnoj kategorijiVop. Za objektV u

kategorijiV konstantni funktorconstV � constIV : I Ñ V dan je pravilomconstV : i ÞÑV, za

svei P ObpI q, constV : f ÞÑidV za svef P MorpI q. NotacijaI dolazi od terminaindeksna

kategorija.

De�nicija 2.1.3. Neka jeF : I Ñ V funktor. KonusnadF s vrhomV P ObpVq je prirodna

transformacija� : constIV ñ F . Drugim rije�cima, konus je zadan komponentama

� i : V Ñ F piq; i P I

i za svaki mor�zamg: i Ñ j u I vrijedi � j � F pgq � � i . Mor�zam konusa� Ñ � nadF s

vrhovimaV� i V� je mor�zam f : V� Ñ V� u V za koji vrijedi

� i � f � � i ; za svei PObpI q:
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

Kompozicija mor�zama konusa dana je kompozicijom pripadnih mor�zama uV med̄u vrho-

vima konusa. Konusi nadF i njihovi mor�zmi, dakle, �cine kategoriju.Grani�cni konus(uni-

verzalni konus) ililimes funktoraF je terminalni objekt kategorije konusa nadF (ako pos-

toji) i ozna�cuje se slim F ili lim i PI F piq. Ista oznaka se koristi ponekad i za vrh limesa, oso-

bito u notaciji s jednakostiV � lim i F piq ili V � lim i F piq. Komponentu grani�cnog konusa

lim i PI F piq Ñ F pj qzovemo i projekcijom naF pj q.

De�nicija 2.1.4. Neka jeF : I Ñ V funktor. KokonusnadF s vrhomV P ObpVqje prirodna

transformacija� : F ñ constIV . Ekvivalentno, kokonus nadF je konus u suprotnoj kategoriji

Vop. O�cito kokonusi nadF �cine kategoriju. Terminalni objekt te kategorije je, ako postoji,

grani�cni kokonusili kolimesfunktoraF i ozna�cuje se scolimF ili colimi PI F piq.

Ako je I mala kategorija, funktoreI Ñ V zovemo idijagrami. U ovoj disertaciji promatrat

ćemo samo limese i kolimese dijagrama. Ako limesi (odnosno kolimesi) svih funktoraI Ñ V

postoje uV, ka�emo daV dopuštalimese (odnosno kolimese) funktora oblikaI .

Paralelni parmor�zama u kategorijiV je par mor�zamaf , g: i Ñ j u kategorijiV s istom

domenom i istom kodomenom. Mor�zamb: j Ñ j 1koujedna�cujeparalelni parf , g ako vrijedi

b� f � b� g. Mor�zam a: i 1 Ñ i ujedna�cujeparalelni parf , g ako vrijedif � a � g� a. Paralelni

par mor�zama mo�emo promatrati kao funktor iz kategorije s dva objekta0; 1 i dva razli�cita

mor�zma 0 Ñ 1 u kategorijuV. Lako se vidi da su konusi (odnosno kokonusi) paralelnog

para u bijekciji s mor�zmima koji ujedna�cuju (odnosno koujedna�cuju) taj par. Ujedna�citelj

paralelnog paraje po de�niciji grani�cni konus (tj. limes) pripadnog funktora.Koujedna�citelj

paralelnog paraje po de�niciji grani�cni kokonus (tj. kolimes) pripadnog funktora.

Kategorija jediskretnaako su joj svi mor�zmi identitete. Svaki skupI mo�emo promatrati

kao malu diskretnu kategoriju na o�citi na�cin, koju ozna�cavamo istom oznakom. Pri tome fa-

milije t Vi ui PI objekata u nekoj kategorijiV odgovaraju funktorimaV : I Ñ V. (Kategorijski)

produkt
±

i PI Vi familije objekatat Vi ui PI je tada limes funktoraV : I Ñ V, pri �cemu kompo-

nente univerzalnog konusa

� k :
¹

i PI

Vi Ñ Vk

zovemo projekcijama (iako one nisu nu�no epimor�zmi).Koprodukt
²

i PI Vi familije objekata

t Vi ui PI je kolimes funktoraV : I Ñ V, pri �cemu komponente univerzalnog konusa

�k : Vk Ñ
º

i PI

Vi

zovemo injekcijama (iako one nisu nu�no monomor�zmi).

Promatrajmo kategorijuI koja ima tri objektai , j , k i dva razli�cita mor�zmai Ñ k, j Ñ k.

17



2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

Povlak(ili �brirani produkt) V � Z W � V f � g W je limes dijagramad: I Ñ V

V � Z W W

V Z

f � pgq

g� pf q g

f

gdje jeV � dpiq, W � dpj q, Z � dpkq. Ako je dpi Ñ kq � f i dpj Ñ kq � g, onda projekciju

V � Z W Ñ V zovemo i povlakf � pgqmor�zma g uzdu� f , a projekcijuV � Z W Ñ W zovemo

i povlakg� pf qmor�zma f uzdu� g. Pišemo if � pWq � g� pVq � V � Z W.

Jezgrakerf : Ker f Ñ f mor�zma f : V Ñ W u kategorijiV koja posjeduje inicijalni

objekt0 je povlakKer f Ñ V jedinstvenog mor�zma0 Ñ W uzdu� f .

Ker f 0

V W

kerf

f

Kojezgra mor�zmaf je suprotan mor�zam jezgri suprotnog mor�zmaf op u suprotnoj katego-

riji, tj. cokerf � p kerf opqop : W Ñ Cokerf � p Ker f opqop. Ako je 0 nulobjekt(objekt koji je

istovremeno inicijalan i terminalan) tada je za svaka dva objektaV i W nulmor�zam0: V Ñ W

kompozicijaV Ñ 0 Ñ W i ona ne ovisi o izboru nulobjekta0. Oznaka za nulmor�zam se sla�e

s oznakama u slu�caju Abelovih grupa i vektorskih prostora. U kategorijama Abelovih grupa,

vektorskih prostora i oṕcenitije u svakoj Abelovoj kategoriji je jezgra (odnosno kojezgra) mor-

�zma f : V Ñ W jednaka ujedna�citelju (odnosno koujedna�citelju) paraf , 0 : V Ñ W,

Ker f V W V W Cokerf
f

0

f

0

Slika mor�zmaf : V Ñ W u kategorijiV je monomor�zamImf ãÑ W zajedno s razlaga-

njem

V Imf W

koje je univerzalno s obzirom na sva takva razlaganja:

V Imf W

U

U svakoj Abelovoj kategoriji je slikaImf ãÑ W jezgra kojezgre mor�zmaf .
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2.2. SIMETRI�CNE MONOIDALNE KATEGORIJE

2.2 Simetri�cne monoidalne kategorije

U ovom odjeljku prou�cavamo limese i kolimese s posebnom pa�njom na usmjerene i inverzne

sustave te osnovne de�nicije vezane uz monoidalne kategorije. Većina objekata u disertaciji su

vektorski prostori s dodatnom strukturom, pa se osvrćemo i na posebne slu�cajeve kategorijskih

konstrukcija u slu�caju kategorije skupova i kategorije vektorskih prostora.

De�nicija 2.2.1. Monoidalna kategorijaje šestorkapV; b ; k; a; l; r q u kojoj je V kategorija,

b : V � V Ñ V je bifunktor koji zovemomonoidalni produkt, k je istaknuti objekt uV koji

zovemojedini�cni objekt, a: b �pb � IdVq ñ b � p IdV � bq je prirodni izomor�zam funktora

V � V � V Ñ V koji zovemoasocijator, l : pk b IdVq ñ IdV i r : pIdV b kq ñ IdV prirodni

izomor�zmi endofunktoraV Ñ V koje zovemolijevi unitor i desni unitortakvi da za svaka

�cetiri objektaU, V, W, Z PObpVqpeterokut

ppU b Vq b Wq b Z

pU b pV b Wqq bZ pU b Vq b pW b Zq

U b ppV b Wq b Zq U b pV b pW b Zqq

aU;V;W b idZ aU b V;W;Z

aU;V b W;Z aU;V;W b Z

idU b aV;W;Z

komutira i za svaka dva objektaV, W PObpVqtrokut

pV b kq b W V b pk b Wq

V b W

aV;k;W

r V b idW idV b lW

takod̄er komutira.

Kombiniranjem zahtjeva u de�niciji pokazuje se da za sveV, W PObpVqtrokuti

pV b Wq b k V b pW b kq

V b W

aV;W;k

r V b W idV b r W

pk b Vq b W k b pV b Wq

V b W

ak;V;W

lV b idW lV b W

takod̄er komutiraju [Kelly].
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2.2. SIMETRI�CNE MONOIDALNE KATEGORIJE

De�nicija 2.2.2. Simetri�cna monoidalna kategorijaje šestorkapV; b ; k; a; l; r; � q u kojoj je

petorkapV; b ; k; a; l; r qmonoidalna kategorija, a� � t � V;W : V b W Ñ W b VuV;W POb V je

familija izomor�zama prirodna u oba argumenta (drugim rije�cima, � : IdV� V Ñ T je prirodni

izomor�zam funktora, gdje jeT : V � V Ñ V � V funktor zamjene argumenata) takva da za

sveV, W, Z PObV vrijedi

� W;V � � V;W � idV b W

i komutativni su dijagrami sljedéci šesterokut i trokut.

pV b Wq b Z V b pW b Zq pW b Zq b V

pW b Vq b Z W b pV b Zq W b pZ b Vq

aV;W;Z

� V;W b idZ

� V;W b Z

aW;Z;V

aW;V;Z idW b � V;Z

k b V V b k

V
lV

� k;V

r V

2.2.3. (Kartezijeve monoidalne kategorije.) Osnovna klasa primjera simetri�cne monoidalne

kategorije su one�ciji monoidalni produkt je kategorijski produkt, a jedini�cni objekt terminalni

objekt. Neka jeV kategorija s kona�cnim produktima. Neka je izabran terminalni objektI u V i

za svaka dva objektaV, W PObpVqizabran kategorijski produktV � W s projekcijama

pV � W
1 : V � W Ñ V; pV � W

2 : V � W Ñ W:

Za svaka dva mor�zmaf : V Ñ V 1, g: W Ñ W 1 kompozicijef � pV � W
1 : V � W Ñ V 1 i

g � pV � W
2 : V � W Ñ W 1prema univerzalnom svojstvu produktaV 1� W 1 induciraju mor�zam

f � g: V � W Ñ V 1 � W 1 �cime� s danim odabirima postaje bifunktor� : V � V Ñ V.

V � W

V 1 � W 1

V 1 W 1

f � pV � W
1

f � g
g� pV � W

2

pV 1� W 1
1 pV 1� W 1

2

Za svaka tri objektaV, W, U u kategorijiV mor�zam

p23 : pV � Wq � U W � U;
pV � W

2 � idU
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2.2. SIMETRI�CNE MONOIDALNE KATEGORIJE

zajedno s kompozicijom projekcija

p1 : pV � Wq � U V � U V;
pV � W

1 � idU

de�nira po univerzalnom svojstvu produkta neki mor�zam

aV;W;U : pV � Wq � U Ñ V � p W � Uq:

Za produkteV � W, W � V de�niramo � V;W : V � W Ñ W � V koristéci univerzalno svojstvo

kodomeneW � V s obzirom na projekcije s domeneV � W Ñ V, V � W Ñ W:

V � W

W � V

V W

pV � W
1

� V;W
pV � W

2

pW � V
2 pW � V

1

De�niramo mor�zme lV : I � V Ñ V i rV : V � I Ñ V kao projekcije produkata s terminalnim

objektom. Inverzil � 1
V : V Ñ I � V i r � 1

V : V Ñ V � I su dani univerzalnim svojstvom

produkataI � V i V � I i u oba slu�caja inducirani parom mor�zamaidV i V Ñ I (jedinstveni

mor�zam u terminalni objekt). Tim podacima je de�nirana simetri�cna monoidalna kategorija

pA ; � ; I; a; l; r; � q. Kako se kategorijski produkt� naziva i Kartezijevim produktom, takve

simetri�cne monoidalne kategorije zovemoKartezijeve monoidalne kategorije.

De�nicija 2.2.4. Neka su ~C � p C; b ; k; a; l; r q, ~D � p D; b 1; k1; a1; l1; r 1q monoidalne ka-

tegorije. Monoidalni funktor iz ~C u ~D je trojka pF; �; � q u kojoj je F : C Ñ D funktor,

� : k1 Ñ F pkqmor�zam u D i � : F b 1F Ñ F � p� b �q prirodna transformacija funktora s

komponentama

� X;Y : F pX q b1F pYq Ñ F pX b Yq; X; Y PObpCq;

takva da za sveX; Y; Z PObpCqsljedéci dijagrami komutiraju.

pF pX q b1F pYqq b1F pZq F pX q b1pF pYq b1F pZqq

F pX b Yq b1F pZq F pX q b1F pY b Zq

F ppX b Yq b Zq F pX b pY b Zqq

a1
F pX q;F pY q;F pZ q

� X;Y b 1idF pZ q idF pX qb 1� Y;Z

� X b Y;Z � X;Y b Z

F paX;Y;Z q
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORApVECT ; b ; K q

k1b 1F pX q F pX q

F pkq b1F pX q F pk b X q

lF pX q

� b 1idF pX q

� k;X

F plX q

F pX q b1k1 F pX q

F pX q b1F pkq F pX b kq

r F pX q

idF pX qb 1�

� X;k

F plX q

Jaki monoidalni funktorje monoidalan funktorpF; � qu kojem je� izomor�zam.

De�nicija 2.2.5. Neka jeV � p V; b ; k; a; l; r q monoidalna kategorija koja dopušta koujed-

na�citelje, tj. u kojoj svaki par mor�zama ima koujedna�citelj. Ka�emo dakoujedna�citelji uV

komutiraju s tenzorskim produktomb ako za svaki paralelni par mor�zamaf; g : X Ñ Y vri-

jedi sljedéca tvrdnja. Ako je� : Y Ñ Z koujedna�citelj paraf; g

X Y Z;
f

g

�

onda je za svaki objektW u kategoriji V mor�zam � b idW koujedna�citelj paraf b idW ;

g b idW : X b W Ñ Y b W

X b W Y b W Z b W;
f b idW

gb idW

� b idW

i mor�zam idW b � koujedna�citelj paraidW b f; idW b g: W b X Ñ W b Y.

2.3 Kategorija vektorskih prostora pVect; b ; kq

Neka jek �ksirano polje. Objekti kategorijeVect vektorskih prostora suk-vektorski prostori, a

mor�zmi su k-linearna preslikavanja. Prostor mor�zamaHomkpV; Wqima i sam strukturu vek-

torskog prostora i kompozicija� : HomkpV; Wq�HomkpZ; V q Ñ HomkpZ; W qje k-bilinearna,

dakle i sama mor�zam uVect. KategorijaVect ima sve limese i kolimese, a vrhovi kona�cnih

produkata i koprodukata su izomorfni, štoviše ako supi :
± N

l� 1 Vl Ñ Vi kanonske projekcije i

j i : Vi Ñ
² N

l� 1 Vl kanonske injekcije, tada je kompozicija

Vi
j iÝÑ

Nº

l � 1

Vl �
N¹

l � 1

Ñ Vk

jednakaidVi ako je i � k i nulmor�zmu 0 ako i � k; ka�emo daVect ima biprodukte i uz

identi�kaciju vrh
² N

l� 1 Vl �
± N

l� 1 Vl ozna�cavamo s̀ N
l� 1Vl . Nulobjekt0 je inicijalni objekt u
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORApVECT ; b ; K q

Vect i k je terminalni objekt uVect. Ukoliko za kategorijski produktV � W u Vect izabe-

remo uobi�cajenog predstavnika, naime skup svih ured̄enih parova sa standardnom linearnom

strukturom, tada je simetrija� �
V;W produktaV � W Ñ W � V dana spv; wq ÞÑ pw; vq.

De�nicija 2.3.1. Tenzorski produkt vektorskih prostoraV i W je vektorski prostorV b W

zajedno sk-bilinearnim preslikavanjemV � W Ñ V b W takav da za svakok-bilinearno

preslikavanjeV � W Ñ Z postoji jedinstvenok-linearno preslikavanjef : V b W Ñ Z takvo

da je sljedéci dijagram komutativan.

V � W

V b W Z

f

~f

To svojstvo zovemo univerzalno svojstvo tenzorskog produkta.�Cesto i sam prostorV b W zo-

vemo tenzorski produkt. Element odV b W koji je slika odpv; wqpri kanonskom preslikavanju

V � W Ñ V b W ozna�cavamo svb w. Takve elemente odV b W zovemojednostavni tenzori.

Tenzorski produkt bilo koja dva vektorska prostoraV i W postoji. Mo�emo ga realizirati

kao kvocijent slobodnog vektorskog prostorak V � W �cija je baza skupV � W po najmanjoj

relaciji ekvivalencije takvoj da� pv; wq � p �v; w q � p v; �w q, pv � v1; wq � p v; wq � p v1; wq,

pv; w� w1q � p v; wq�p v; w1qzajedno s kanonskim bilinearnim preslikavanjemV� W Ñ Vb W

koje je kompozicija tautološkog ulaganjaV � W ãÑ k V� W baze u slobodni vektorski prostor

i kvocijentnog preslikavanjak V � W Ñ V b W.

Tenzorski produktV b W (zajedno s bilinearnim preslikavanjemV � W Ñ V b W)

je univerzalnim svojstvom odrēden do na jedinstveni izomor�zam. Svaki takav izomor�zam

V b W Ñ V b 1W preslikavav b w u v b 1w.

Ukoliko smo za svaka dva vektorska prostoraV; W izabrali neki njihov tenzorski produkt

V � W Ñ V b W, tada je tenzorski produkt linearnih preslikavanjaf : V Ñ V 1 i g: W Ñ W 1

linearno preslikavanjef b g: V b W Ñ V 1b W 1koje �cini dijagram

V � W V 1 � W 1

V b W V 1b W 1

f � g

f b g

komutativnim; takvo preslikavanje je jedinstveno po univerzalnom svojstvu tenzorskog pro-

duktaV � W Ñ V b W. Lako se vidi da ako su parovi mor�zamag2; g1 i f 2; f 1 kompozabilni,

tada ima smisla i vrijedipf 2 b g2q � pf 1 b g1q � p f 2 � f 1q b pg2 � g1q.
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2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT

De�nicija 2.3.2. KategorijaVectFin kona�cno-dimenzionalnihk-vektorskih prostora je puna

potkategorija kategorijeVect �ciji objekti su kona�cno-dimenzionalnik-vektorski prostori.

Propozicija 2.3.3.Ukoliko su u kategorijiVect ili kategoriji VectFin za svaka dva objektaV; W

izabrani predstavnici produktapV � W; pV ; pW qi tenzorskog produktaV � W Ñ V b W tada

koherencije pripadne Kartezijeve simetri�cne monoidalne kategorijepV;� ; k; a� ; l � ; r � ; � � qpo

univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta induciraju koherencije pripadne monoidalne kate-

gorije s obzirom na tenzorski produktV b W na nivou prostora. Dakle, kategorijeVect i

VectFin imaju kanonskupVect; b ; k; a; l; r; � q i pVectFin; b ; k; a; l; r; � qstrukturu simetri�cne

monoidalne kategorije, pri �cemu je komponenta simetrije� V;W : V b W Ñ W b V jedinstveno

k-linearno preslikavanje koje �cini dijagram

V � W W � V

V b W W b V

� �
V;W

� V;W

komutativnim. Sli�cno tome, asocijator je induciran asocijatoroma� ,

pV � Wq � U V � p W � Uq

pV b Wq � U V � p W b Uq

pV b Wq b U V b pW b Uq

a�
V;W;U

aV;W;U

gdje su kanonski neozna�ceni mor�zmi evidentni ili inducirani univerzalnim svojstvom i funkto-

rijalnošću. Sli�cno se de�niraju lijevi i desni unitor koristeći mno�enje skalarom.

2.4 Limesi i �ltrirani kolimesi u Seti Vect

2.4.1 Limesi uSet i Vect

Propozicija 2.4.1. (i) Neka jeV : I op Ñ Set dijagram u kategoriji skupova. Za vrh limesa

lim V mo�emo izabrati skup �ciji elementi su ured̄eneI -torkepvi qi PI P
±

i PI V piq takve da za

svaki mor�zams: i Ñ j u I , vrijedi V psqpvj q � vi .

lim V �
 
pvi qi PI P

¹

i PI

V piq | @pi sÑ j q PI; V psqpvj q � vi

(
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2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT

Svaku takvuI -torku nazivamonit (engl. thread) dijagramaV ili nit limesa lim V . Projekcije

konusa� k : lim V Ñ V pkqdane su sa

� kppvi qi PI q � vk :

(ii) U kategoriji vektorskih prostora za vrh limesa dijagrama mo�emo uzeti potprostor pro-

dukta vektorskih prostora koji se sastoji od niti tog dijagrama promatranog kao dijagram sku-

pova. Uvijek postoji barem jedna nit, ona �cije su komponente nulvektori.

2.4.2 Filtrirane i usmjerene kategorije

U opisu limesa uSetnismo koristili nikakve pretpostavke na malu kategorijuI . Za jednostavan

opis kolimesa u kategoriji skupova i kategoriji vektorskih prostora u propoziciji 2.4.3 trebamo

pretpostaviti da je dijagram �ltriran.

De�nicija 2.4.2. KategorijaI je �ltrirana ako ima sljedéca svojstva:

(i) I je neprazna, tj. ima barem jedan objekt

(ii) za svaki paralelni par mor�zamaf , g: i Ñ j postoji objektk i mor�zam h: j Ñ k koji

ih koujedna�cuje, tj. takav da jeh � g � h � f

(iii) za svaka dva mor�zmaf : i Ñ j i g: i Ñ l s istom domenom postoji objektk i mor�zmi

f 1: j Ñ k i g1: l Ñ k tako da vrijedif 1 � f � g1 � g.

KategorijaJ je ko�ltrirana ako je njena suprotna kategorijaJ op �ltrirana.

Parcijalni ured̄aj na skupuI je binarna relacija naI koja je re�eksivna, antisimetri�cna i

tranzitivna. Parcijalno urēden skuppI; ¤q je usmjeren skupako svaka dva njegova elementa

imaju gornju mēdu, tj. ako za svakii , j P I postoji k P I takav da jei ¤ k i j ¤ k. Svaki

parcijalno urēden skuppI; ¤q mo�e se promatrati kao kategorija�ciji objekti su elementi odI

i �cija se klasa mor�zama sastoji od po jednog mor�zmai Ñ j za svaki pari ¤ j u I . Takva

kategorija zove sekategorija urēdaja (engl. order category). Mi ćemo po potrebi slobodno

govoriti o parcijalno urēdenim skupovima kao o pripadnim kategorijama ured̄aja.

Mala usmjerena kategorijaje kategorija urēdaja koja odgovara usmjerenom skupu. Svaka

usmjerena kategorija je o�cito �ltrirana.

Dakle, kategorija je mala usmjerena kategorija ako je klasa njenih objekata skup, za svaka

dva objektai , j P I je Hompi; j qjedno�clan ili prazan skup i za svaka dva objektai , j P I postoji

k P I i mor�zmi i Ñ k i j Ñ k.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJIV

2.4.3 Filtrirani kolimesi u kategorijama Set i Vect

Propozicija 2.4.3. (i) Neka jeI mala �ltrirana kategorija i neka jeV : I Ñ V dijagram u ka-

tegoriji Set. Tada za vrh kolimesacolimV mo�emo uzeti kvocijent disjunktne unije
²

i PI V piq

po relaciji ekvivalencije zadanoj sa:V piq Qv � w PV pj qako postojik P I i mor�zmi i rÑ k,

j sÑ k u I takvi da jeV prqpvq � V psqpwq.

colimV �
º

i PI

V piq
M

�

v � w ô D r; s PMorpI q; V prqpvq � V psqpwq

Ako jeI usmjerena kategorija, onda sur i s jedinstveni pa pišemo iv|k � w|k . Komponente

grani�cnog kokonusa� i : V piq Ñ colimV dane su sa

� i pvq � r vs:

(ii) U kategoriji vektorskih prostora vrh kolimesa �ltriranog dijagrama je kao skup jednak

kolimesu dijagrama shvaćenog kao dijagrama uSet, sa strukturom vektorskog prostora zada-

nom na sljedeći na�cin: zav P V piq i w P V pj q i skalare � , � P k nad̄emo objektm u I i

mor�zmer : i Ñ m i s: j Ñ m u I te de�niramo

� rvs � � rws:� r � V prqpvq � � V psqpwqs;

što ne ovisi o izborum, r i s. Ako jeI usmjerena kategorija, desnu stranu jednakosti mo�emo

pisati r�v |m � �w |ms.

2.5 Usmjereni sustavi i inverzni sustavi u kategorijiV

Svakom dijagramuV : I Ñ V kojem je domena usmjerena kategorija mo�emo pridru�iti njegov

kolimes, ukoliko postoji, a objektiV piq intuitivno aproksimiraju vrh tog kolimesa. Dijagrami

kojima su domene sve moguće male usmjerene kategorije organiziraju se u kategorijuInd V

usmjerenih sustava uV koja proširujeV u smislu da svaki objekt uV mo�emo gledati kao kons-

tantni dijagram (dakle, jednak svom kolimesu) i izomorfni usmjereni sustavi imaju izomorfne

kolimese (ali ne nu�no i obratno). Naravno, moguće je da neki usmjereni sustavi ni nemaju

kolimes uV. Ako objektimaV piq pridru�imo konstantne dijagrame, dijagramuV : I Ñ V

mo�emo pridru�iti dijagram u kategoriji usmjerenih sustava. U kategoriji usmjerenih sustava

on nu�no ima kolimes�ciji vrh je izomorfanV . KategorijaV se tako ulo�i kao puna potkatego-

rija u kategorijuInd V usmjerenih sustava u kategorijiV, koja dopušta sve �ltrirane kolimese

[SGA4-1]. Sli�cno de�niramo kategoriju inverznih sustavaPro V u kategoriji V, �ciji objekti

pro�njuju limese funktora s domenom koja je suprotna maloj usmjerenoj kategoriji.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJIV

U ovoj disertaciji zna�cajnu uloguće imati odrēdena puna potkategorijaInds V kategorije

usmjerenih sustava uV koju ćemo zvati kategorija �ltracija uV i odred̄ena puna potkategorija

Pros V kategorije inverznih sustava uV koju ćemo zvati kategorija ko�ltracija uV.

2.5.1 Usmjereni sustavi u kategorijiV

De�nicija 2.5.1. Usmjereni sustavu kategoriji V je funktor V : I Ñ V iz male usmjerene

kategorijeI u kategorijuV.

Usmjereni sustavV : I Ñ V dan je dakle ovim podacima: za svaki objekti P I usmjerene

kategorije dan je objektVi :� V piqkategorijeV i za svaki pari , j P I za koje jei ¤ j mor�zam

� ji :� V pi Ñ j q tako da vrijedi� ii � idVi za svakii P I i � kj � � ji � � ki za svaku trojku

i ¤ j ¤ k u I . ObjekteVi zovemokomponentamausmjerenog sustava, a mor�zme� ji veznim

mor�zmima. Mo�emo pisati

V � pt Vi ui PI ; t � ji : Vi Ñ Vj upi Ñ j qPMor I q

ili kraćeV � pt Vi ui PI ; t � ji uq.

De�nicija 2.5.2. Neka suV � pt Vi ui PI ; t � ji uqi W � pt WkukPJ ; t  lk uqusmjereni sustavi u

kategoriji V. Predmor�zamusmjerenih sustavaf : V Ñ W je par oblikap�; t f i ui PI qgdje je

� : I Ñ J funkcija i t f i : Vi Ñ W� pi qui PI familija mor�zama uV takva da vrijedi sljedéci uvjet:

za svaki mor�zami Ñ j u I postoje mor�zmi� piq Ñ k i � pj q Ñ k u J takvi da je dijagram

Vj
f j //W� pj q

 k� pj q

""
Wk

Vi
f i //

� ji

OO

W� pi q

 k� pi q

<<

komutativan.

Na skupu predmor�zama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije

� de�nirana sa:p�; t f i ui PI q � p �; t gi ui PI q ako za svakii P I postoje mor�zmi � piq Ñ k i

� piq Ñ k u J takvi da je sljedéci dijagram komutativan.

W� pi q
 k� pi q

""
Vi

f i
==

gi !!

Wk

W� pi q

 k� pj q

<<
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2.5. USMJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJIV

To je zaista relacija ekvivalencije. Dokaz je poznat i dualan dokazu analogne�cinjenice za

inverzne sustave [MardSegal], I.1.1.

De�nicija 2.5.3. Mor�zam usmjerenih sustavaje klasa ekvivalencije predmor�zama po gore

navedenoj relaciji ekvivalencije.

Ako su indeksne kategorijeI i J jednake, za mor�zam usmjerenih sustava ka�emo da jepo

nivoimaako postoji njegov predstavnikp�; t f i ui PI qtakav da je� � id.

Teorem 2.5.4.Svaki mor�zamf : V Ñ W usmjerenih sustavaV : I Ñ V i W : J Ñ V ekvi-

valentan je nekom mor�zmu po nivoima u smislu da postoji usmjerena kategorijaK , usmjereni

sustaviV 111: K Ñ V i W 111: K Ñ V, izomor�zmi usmjerenih sustavaV � V 111 i W � W 111 i

mor�zam po nivoima�f : V 111 Ñ W 111 tako da je kompozicijaV � V 111
�f

Ñ W 111 � W jednaka

mor�zmuf : V Ñ W .

Dokaz. Dokaz je dualan dokazu u knjizi [MardSegal], I.1.3, Theorem 3.

Neka suf � p �; t f i ui PI q: V Ñ W i g � p �; t gj uj PJ q: W Ñ Z predmor�zmi usmjerenih

sustava. Tada je

g � f :� p � � �; t g� pi q � f i : Vi Ñ Z � p� pi qqui PI q

predmor�zam usmjerenih sustavaV i Z i zovemo gakompozicijom predmor�zamaf i g. (Do-

kaz poznat.)

Kompozicije ekvivalentnih predmor�zama su ekvivalentni predmor�zmi pa

Lema 2.5.5. Kompozicija predmor�zama inducira dobro de�niranu asocijativnu kompoziciju

na klasama ekvivalencije predmor�zama, tj. na mor�zmima usmjerenih sustava uV.

Time je de�nirana kategorija usmjerenih sustava uV koju ćemo ozna�citi IndV.

2.5.2 Inverzni sustavi u kategorijiV

De�nicija 2.5.6. Inverzni sustavu kategorijiV je kontravarijantni funktorV : I op Ñ V iz male

usmjerene kategorijeI u kategorijuV.

Inverzni sustavV : I op Ñ V dan je dakle ovim podacima: za svaki objekti P I usmjerene

kategorije dan je objektVi :� V piqkategorijeV i za svaki pari , j P I za koje jei ¥ j mor�zam

� ji :� V pi Ñ j q tako da vrijedi� ii � idVi za svakii P I i � kj � � ji � � ki za svaku trojku

i ¥ j ¥ k u I . ObjekteVi zovemokomponentamainverznog sustava, a mor�zme� ji veznim

mor�zmima. Mo�emo pisati

V � pt Vi ui PI ; t � ji : Vi Ñ Vj upi Ñ j qPMor I op q

ili kraćeV � pt Vi ui PI ; t � ji uq.
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De�nicija 2.5.7. Neka suV � pt Vi ui PI ; t � ji uqi W � pt WkukPJ ; t  lk uqinverzni sustavi u

kategoriji V. Predmor�zaminverznih sustavaf : V Ñ W je par oblikap�; t f j uj PJ q gdje je

� : J Ñ I funkcija i t f j : V� pj q Ñ Wj uj PJ familija mor�zama u V takva da vrijedi sljedéci

uvjet: za svaki mor�zamj Ñ i u J op postoje mor�zmik Ñ � piqi k Ñ � pj qu I op takvi da je

dijagram

V� pj q
f j //Wj

 ij

��

Vk

� � pj qk
==

� � pi qk !!
V� pi q

f i //Wi

komutativan.

Na skupu predmor�zama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije

� de�nirana sa:p�; t f j uj PJ q � p �; t gj uj PJ qako za svakij P J postoje mor�zmik Ñ � pj q i

k Ñ � pj qu I op takvi da je sljedéci dijagram komutativan.

V� pj q
f j

!!
Vk

� � pj qk
==

� � pj qk !!

Wj

V� pj q

gj

==

To je zaista relacija ekvivalencije, [MardSegal], I.1.1.

De�nicija 2.5.8. Mor�zam inverznih sustavaje klasa ekvivalencije predmor�zama po gore na-

vedenoj relaciji ekvivalencije.

Ako su indeksne kategorijeI i J jednake, za mor�zam inverznih sustava ka�emo da jepo

nivoimaako postoji njegov predstavnikp�; t f j uj PJ qtakav da je� � id.

Neka suf � p �; t f j uj PJ q: V Ñ W i g � p �; t gkukPK q: W Ñ Z predmor�zmi inverznih

sustava. Tada je

g � f :� p � � �; t gk � f � pkq: V� p� pkqq Ñ ZkukPK q

predmor�zam inverznih sustavaV i Z ([MardSegal], I.1.1). Zovemo gakompozicijom pred-

mor�zamaf i g.

Kompozicije ekvivalentnih predmor�zama su ekvivalentni predmor�zmi pa vrijedi lema.

Lema 2.5.9. Kompozicija predmor�zama inducira dobro de�niranu asocijativnu kompoziciju

na klasama ekvivalencije predmor�zama, tj. na mor�zmima inverznih sustava uV.
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Dokaz. Dokaz je raspisan npr. u [MardSegal], I.1.1.

Time je de�nirana kategorija inverznih sustava uV koju ćemo ozna�citi ProV.

2.5.3 Ko�nalnost

De�nicija 2.5.10. PodskupK parcijalno urēdenog skupapI; ¤q je ko�nalan u I ako za svaki

i P I postojik P K takav da jei ¤ k. Ka�emo da je parcijalno urēden skup ko�nalnosti� ako

sadr�i ko�nalan podskup kardinaliteta� i ne sadr�i ko�nalan podskup manjeg kardinaliteta.

Propozicija 2.5.11.Neka jeI Ñ V usmjeren sustav i neka jeK ko�nalan u I . Tada je usmjeren

sustavK ãÑ I Ñ V izomorfan usmjerenom sustavuI Ñ V. Analogna tvrdnja vrijedi za

inverzne sustave.

Dokaz. Vidi u [MardSegal] ili, u terminima �ltriranih kategorija, u [SGA4-1].
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Poglavlje 3

Kategorija proVectko�ltriranih vektorskih

prostora

3.1 De�nicije

U prethodnom poglavlju de�nirani su inverzni sustav uV, predmor�zmi inverznih sustava i

njihova kompozicija, mor�zmi inverznih sustava i njihova kompozicija, te kategorija inverznih

sustava uV. Kategorija inverznih sustava uV je ekvivalentna kategoriji poopćenih inverznih

sustava uV, a ona je ekvivalentna kategoriji pro-objekata uV, pa je ozna�cavamo sProV.

3.1.1 KategorijaProsV ko�ltracija u V

De�nicija 3.1.1. Ko�ltracija je inverzni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja epimor-

�zmi. Mor�zam ko�ltracija je mor�zam inverznih sustava.

Kategorija ko�ltracija u kategoriji V, u oznaciProsV, je puna potkategorija kategorije

inverznih sustava uV, u oznaciProV.

De�nicija 3.1.2. @0-ko�ltracija je ko�ltracija kod koje je indeksna kategorija ko�nalnosti naj-

više@0.

Kategoriju@0-ko�ltracija u kategoriji V ozna�cavamo sPros
@0

V.

3.1.3. KategorijaV je puna potkategorija kategorije ko�ltracija uV. Imamo sljedéci niz ulaga-

nja kategorija,

V ãÑ Pros
@0

V ãÑ ProsV ãÑ ProV;

pri �cemu je prvo ulaganje pridru�ivanje odgovarajuće konstantne ko�ltracije objektu izV.
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3.1. DEFINICIJE

Napomena 3.1.4.U de�niciji ko�ltriranih vektorskih prostora moratćemo uzeti limese@0-

ko�ltracija vektorskih prostora, jer tadáce sigurno vrijediti da su projekcije iz vrha limesa

epimor�zmi. Za oṕcenite ko�ltracije uVect to ne vrijedi, kao štócemo uskoro vidjeti.

Lema 3.1.5.Svaki usmjeren skup ko�nalnosti@0 posjeduje ko�nalan podskup izomorfan sN.

Dokaz. Neka jeI usmjeren skup ko�nalnosti@0. Ozna�cimo sK neki njegov prebrojiv podskup

koji je u njemu ko�nalan. SkupK je prebrojiv pa mo�emo njegove elemente poredati u niz

pknqnPN. Induktivnoćemo de�nirati strogo rastúci niz elemenata uK na sljedéci na�cin.

Za po�cetak de�niramoj 1 :� k1. Zatim pretpostavimo da nakonn-tog koraka imamo de�ni-

ran strogo rastúci niz j 1, j 2, : : : , j n u K takav da jej i ¥ ki za svakii � 1; 2; : : : ; n. U sljedécem

koraku de�niramoj n� 1 kao najmanji element uK takav da jej n� 1 ¥ kn� 1 i j n� 1 ¡ j n . Gor-

nja mēda zat kn� 1; j nu postoji jer jeK usmjeren skup, a takva gornja med̄a strogo véca odj n

postoji jer bi u protivnom postojao najveći elementj N i t j N u bi bio ko�nalan podskup odK

kardinaliteta1 što je u kontradikciji s�cinjenicama da je najmanji kardinalitet ko�nalnog pod-

kupa odI jednak@0 i da je ko�nalan podskup ko�nalnog podskupa ko�nalan podskup. Sada je

o�cito pj nqnPN strogo rastúci niz u K koji je, zbogj n ¥ kn za svakin, ko�nalan u K . Dokaz se

mo�e vidjeti i u [BourbakiSet].

Propozicija 3.1.6. Svaka@0-ko�ltracija nepraznih skupova ima neprazan limes.

Dokaz. Neka je ko�ltracija dana saptVi ui PI ; t � ij uq. Indeksni usmjereni skup te ko�ltracije ima

najvéci elementm ili posjeduje ko�nalni podskupK izomorfan sN. U prvom slu�caju limes

ko�ltracije je jednostavno izomorfan sVm , dakle neprazan, a u drugom slu�caju postojanje niti

u limesu dobit́cemo primjenom Zornove leme.

Za svakiA „ K de�niramo skup niti naA kao skup svih familijat vauaPA takvih da je

va P Va za svakia P A i da za svaki usporedivi para ¤ bu A vrijedi � abpvbq � va. Ozna�cimo

skup niti naA sFA . Na uniji F �
”

APP pK qFA de�niramo parcijalni urēdaj:

t vauaPA ¤ t v1
bubPB ô A „ B ^ p@a PAqpva � v1

aq;

a elemente te unijeF zovemo parcijalne niti naK . SkupF je o�cito neprazan. Svaki lanac u

parcijalno urēdenom skupuF ima gornju mēdu, naime, jedna gornja med̄a konstruira se tako

da se za indeksni skupA uzme unija indeksnih skupova komponenti lanca, a za nit naA unija

niti na komponentama lanca. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element

skupaF , parcijalna nitt vmumPM , M „ K . Sada preostaje dokazati da jeM � K . Za ovaj

korak dokaza je nu�no da postoji takav ko�nalanK izomorfanN, tj. da jeI ko�nalnosti @0.

Pretpostavimo suprotno, da jeM � K . Tada postojik P K koji nije element odM . Ako

postojin P M veći od k, onda proširimo nit savk :� � kn pvnq. Ako pak ne postoji, onda jek
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gornja mēda za cijeliM pa uzmimo zan najvéci element odM i proširimo nit s nekimvk PVk

takvim da je� nk pvkq � vn . Takav postoji jer je vezno preslikavanje surjekcija. Lako se vidi

da je u oba slu�cajat vmumPM Yt ku zaista parcijalna nit,�cime dolazimo do kontradikcije. Dakle,

M � K . Nit de�nirana na ko�nalnom podskupuK se na jedinstven na�cin proširuje do niti na

cijelom I . Dakle, limes je neprazan. Dokaz se mo�e vidjeti i u [BourbakiSet].

3.1.7. Ko�ltracija skupova �cije su sve komponente neprazne, a�cija indeksna kategorija nije

ko�nalnosti najviše@0, ne mora imati neprazan limes. Štoviše, Henkin je dokazao u [Henkin]

sljedéci teorem.

Teorem 3.1.8.Svaki usmjereni skup neprebrojive ko�nalnosti indeksira neki inverzni sustav

nepraznih skupova i surjektivnih veznih preslikavanja �ciji je limes prazan skup.

Propozicija 3.1.9.Svaka ko�ltracija uVect ima limes uVect. Ako je ko�ltracija @0-ko�ltracija,

sve su komponente tog limesa epimor�zmi.

Dokaz. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.1 o egzistenciji limesa u kategorijiVect. Dokazu-

jemo sada drugu tvrdnju. Neka jeV � pt Vi ui PI ; t � ij uq@0-ko�ltracija u Vect. Ako je usmjeren

skupI ko�nalnosti 1, onda posjeduje najveći elementm, pa je projekcijalim V Ñ Vm izo-

mor�zam. Kako su vezna preslikavanja� im epimor�zmi za svakii P I , to je i svaka projekcija

� V
i � � im � � V

m epimor�zam. Preostaje dokazati tvrdnju zaI ko�nalnosti @0.

Pretpostavimo dakle da jeI ko�nalnosti @0. Neka jeVn proizvoljna komponenta ko�ltra-

cije V i vn P Vn proizvoljan element. Dokazat́cemo da postoji nitv P lim V takva da je

� npvq � vn . Neka jeK „ I skup svihk P I takvih da jek ¥ n. O�cito je K ko�nalan u I

i ko�nalnosti @0. De�niramo sada za svakik P K skupSk „ Vk saSk :� � � 1
nk pvnq. Budúci

da k tome za svaku trojku usporedivihk ¥ l ¥ m u K vrijedi � ml � � lk � � mk , to je za

svaki park ¥ l u K sa lk psq � � lk psq dobro de�nirano preslikavanje lk : Sk Ñ Sl i ono

je surjekcija. Za de�nirana preslikavanja o�cito takod̄er vrijedi  ml �  lk �  mk . Budúci da

su vezna preslikavanja� nk surjekcije, to su svi skupoviSk za k P K neprazni. Iz svega toga

slijedi da jeS � pt SkukPK ; t  lk uq@0-ko�ltracija nepraznih skupova, pa po propoziciji 3.1.6

ona ima neprazan limes uSet. Postoji dakle nitpvkqkPK u lim S, tj. parcijalna nit de�nirana na

ko�nalnom podskupuK u ko�ltraciji V , a ta se proširuje do niti u limesulim V .

Napomena 3.1.10.Ako ko�ltracija u kategoriji Vect nije @0-ko�ltracija, ne mora biti da su

projekcije iz limesa u komponente dijagrama epimor�zmi, vidi sljedeći primjer.
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Primjer 3.1.11. Pretpostavimo da jeB � pt B i ui PI ; t � ji uqko�ltracija u Set �cije su sve kom-

ponente neprazne i pretpostavimo da jelim S prazan skup. Takva postoji po 3.1.8. De�nirajmo

sada ko�ltracijuV � pt Vi ui PI ; t  ji uqu Vect �cije su komponente slobodni vektorski prostori

generirani komponentama ko�ltracijeB , Vi � FreepB i q, i vezna preslikavanja inducirana vez-

nim preslikavanjima ko�ltracijeB ,  ji |B i � � ji . To je ko�ltracija, limes te ko�ltracije je

lim V � t 0u i projekcije nisu surjekcije.

3.1.2 KategorijaproVect ko�ltriranih vektorskih prostora

De�nicija 3.1.12. Ko�ltrirani vektorski prostorje vektorski prostorV zajedno s@0-ko�ltracijom

V u kategorijiVect takvom da jeV � lim V .

Ko�ltrirani vektorski prostorV � lim V zadan je dakle komponentamaVi :� V piqu Vect,

veznim preslikavanjima� ij : Vj Ñ Vi :� V pi Ñ j q ko�ltracije u Vect, vrhom univerzalnog

konusaV u Vect nad tom ko�ltracijom i komponentama konusa� V
i : V Ñ Vi koje zovemo

projekcije. Iz propozicije 3.1.9 izlazi da su sve projekcije� V
n epimor�zmi.

Kad pišemo "ko�ltrirani vektorski prostorV � lim V " podrazumijevamo da je zadan taj

izomor�zam s limesom ili, ekvivalentno, da su zadane komponente� V
i univerzalnog konusa s

vrhomV.

De�nicija 3.1.13. Mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V i W � lim W , gdje

su ko�ltracije dane sV � pt Vi ui PI ; t � ki uq, W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq, je svako linearno preslika-

vanjef : V Ñ W takvo da za svakij P J postoji i P I i linearno preslikavanjef ji : Vi Ñ Wj

za koje je sljedéci dijagram komutativan:

V W

Vi Wj

f

� V
i � W

j

f ji

to jest, simbolima, takvo da vrijedip@j PJqpDi P I qpDf ji : Vi Ñ Wj qp� W
j � f � f ji � � V

i q:

O�cito je kompozicijag � f mor�zama ko�ltriranih vektorskih prostoraf i g mor�zam ko-

�ltiranih vektorskih prostora. Time smo de�nirali kategoriju ko�ltriranih vektorskih prostora

proVect. Njenu punu potkategoriju�ciji su objekti ko�ltrirani vektorski prostori�cije ko�ltracije

imaju kona�cno-dimenzionalne komponente ozna�cit ćemo sproVectFin.

Sljedéca propozicija koristi propoziciju 3.1.9 koja ka�e da su sve projekcije iz limesa@0-

ko�ltracije u kategoriji Vect epimor�zmi.
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Propozicija 3.1.14.Svaki mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor-

�zam odgovarajućih@0-ko�ltracija vektorskih prostora i obratno na sljedeći na�cin:

(i) Neka jef : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora, na kojima su ko�ltracije

dane sV � pt Vi ui PI ; t � ki uq, W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. De�niramo skup

H pf q:� t f ji : Vi Ñ Wj | j PJ; i P I; � W
j � f � f ji � � V

i u:

Tada svaki izbor podfamilije oblikat f j� pj q: V� pj q Ñ Wj uj PJ „ H pf qde�nira predmor�zam ko-

�ltracija V Ñ W i svaka dva takva izbora de�niraju ekvivalentne predmor�zme. Pridru�ivanje

koje mor�zmuf ko�ltriranih vektorskih prostora na ovaj na�cin pridru�i mor�zam ko�ltracija

poštuje kompoziciju.

(ii) Svaki predmor�zam@0-ko�ltracija t f j� pj q: V� pj q Ñ Wj uj PJ : V Ñ W odred̄uje jedins-

tveno preslikavanjef : V Ñ W med̄u limesimaV � lim V , W � lim W tih ko�ltracija takvo

da je za svakij PJ

� W
j � f � f j� pj q � � V

� pj q:

Ekvivalentni predmor�zmi odrēduju isto preslikavanjef . Pridru�ivanje koje mor�zmu ko�ltra-

cija na ovaj na�cin pridru�i mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora poštuje kompoziciju.

Ta dva pridru�ivanja su mēdusobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svakij P J ozna�cimo sK pj qskup indeksai P I za koje postoji linearno pres-

likavanjef ji : Vi Ñ Wj takvo da je� W
j � f � f ji � � V

i . Svaki skupK pj q je neprazan jer je

f mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanjef ji je jedinstveno odrēdeno

parompi; j q jer su projekcije� V
i epimor�zmi. Dokazujemo da za svako vezno preslikavanje

 lj : Wj Ñ Wl vrijedi da za svaka dva preslikavanjaf ji i f lk iz skupaH pf qs kodomenamaWj

i Wl postojin P I takav da je sljedéci peterokut komutativan:

Vi
f ji //Wj

 lj

��

Vn

� in

88

� kn &&
Vk

f lk //Wl

Neka jen P I takav da jen ¥ i i n ¥ k. Na sljedécem dijagramu su komutativni oba lijeva

bo�cna trokuta (konus s vrhomV), desni bo�cni trokut (konus s vrhomW), prednji i stra�nji

�cetverokut i� V
n je epimor�zam, pa je i donji peterokut komutativan.
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V
f //

� V
i

��

� V
k

��

� V
n

��

W

� W
j

��

� W
l

��

Vi
f ji //Wj

 lj

��

Vn

88

&&
Vk

f lk //Wl

Opširnije, vrijedi:

 lj � f ji � � in � � V
n �  lj � f ji � � V

i

�  lj � � W
j � f

� � W
l � f

� f ik � � V
k

� f ik � � kn � � V
n

iz �cega slijedi, zbog toga što je projekcija� V
n epimor�zam,

 lj � f ji � � in � f ik � � kn :

Za svakij P J odaberimo� pj q PK pj q. Iz prethodno dokazanog slijedi da jep�; t f � pj qj uq

predmor�zam ko�ltracija V Ñ W i da su svaka takva dva predmor�zma ekvivalentna, pa

je time mor�zmu f ko�ltriranih vektorskih prostora pridru�en na kanonski na�cin mor�zam

odgovarajúcih ko�ltracija.

Dokazujemo da to pridru�ivanje poštuje kompoziciju. Neka suf : V Ñ W i g: W Ñ Z

mor�zmi ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V , W � lim W , Z � lim Z . Za predmor-

�zme p�; t f j� pj quq: V Ñ W i p�; t gj� pj quq: W Ñ Z odabrane na prethodni na�cin vrijedi da

je njihova kompozicija

p� � �; g j� pj q � f � pj q� p� pj qqq

predmor�zam ko�ltracijaV Ñ W takav da za svakij PJ vrijedi

gj� pj q � f � pj q� p� pj qq� � V
� p� pj qq � gj� pj q � � W

� pj q � f � � Z
j � g � f:

Svaka komponenta te kompozicije dakle le�i u skupu

H pg � f q � t hjk : Vk Ñ Z j | � Z
j � g � f � hjk � � V

k u
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pa je predmor�zam pridru�en kompozicijig � f ekvivalentan kompoziciji predmor�zama pri-

dru�enih f i g.

(ii) Obratno, neka je predmor�zmomp�; t f j : V� pj q Ñ Wj uj PJ qzadan mor�zam ko�ltracija

V Ñ W . Dokazujemo prvo da je tada st f j � � V
� pj quj PJ de�niran konus nadW s vrhomV.

Za svaki vezni mor�zam lj : Wj Ñ Wl postoji gornja mēdan para� plq, � pj qu I takva da je

sljedéci dijagram komutativan:

V� pj q
f j //Wj

 lj

��

Vn

� � pj qn
77

� � pl qn ''
V� plq

f l //Wl

Budúci da su� V
n komponente konusa nadV iz prethodnog slijedi

 lj � f j � � V
� pj q �  lj � f j � � � pj qn � � V

n � f l � � � plqn � � V
n � f l � � V

� plq:

Dakle, familijom t f j � � V
� pj quj PJ je de�niran konus nadW s vrhomV pa po univerzalnom

svojstvu limesa on odrēduje jedinstveno linearno preslikavanjef : V Ñ lim W � W takvo da

je � W
j � f � f j � � V

� pj q za svakij P J . Dokazujemo zatim da ekvivalentni predmor�zmi na

ovaj na�cin de�niraju isti konus pa time i isto preslikavanjef . Neka jep�; t gj : V� pj q Ñ Wj uq

predmor�zam ekvivalentan gornjem predmor�zmup�; t f j uq. Za svakij P J postoji gornja

med̄an PI para� pj q, � pj qtakva da je sljedéci dijagram komutativan

V� pj q
f j

''
Vn

� � pj qn

88

� � pj qn &&

Wj

V� pj q

gj

77

pa vrijedif j � � V
� pj q � f j � � � pj qn � � V

n � gj � � � pj qn � � V
n � gj � � V

� pj q.

Dokazujemo sada da to pridru�ivanje poštuje kompoziciju. Neka sup�; t f j uj PJ q: V Ñ W

i p�; t gkukPK q: W Ñ Z dva predmor�zma ko�ltracija. Oni odrēduju jedinstvena preslikavanja

f i g takva da vrijedi� W
j � f � f j � � V

� pj q za svakij P J i � Z
k � g � gk � � W

� pkq za svakik P K .

Slijedi da za njihovu kompoziciju

p� � �; t gk � f � pkqukPK q

za svakik PK vrijedi

� Z
k � g � f � gk � � W

� pkq � f � gk � f � pkq � � V
� p� pkqq
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Pridru�eno jedinstveno linearno preslikavanjeh : V Ñ Z takvo da je

� Z
k � h � gk � f � pkq � � V

� p� pkqq

za svakik P K nu�no je tada jednakog � f . Dakle, kompoziciji dva predmor�zma ko�ltracija

pridru�ena je kompozicija odgovarajućih mor�zama ko�ltriranih vektorskih prostora.

O�cito je da su pridru�ivanja mēdusobno inverzna.

Za dva mēdusobno pridru�ena mor�zma ko�ltracijaV Ñ W i ko�ltriranih vektorskih

prostoraV Ñ W iz prethodne propozicije ka�emo da su inducirani jedan drugim, a elemente

skupaH pf qzovemo komponente tog mor�zma ko�ltracija odnosno tog mor�zma ko�ltriranih

vektorskih prostora.

Napomena 3.1.15.Tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi ako umjesto ko�ltracija proma-

tramo inverzne sustave vektorskih prostora, tj. objekte uPro@0 Vect ili ProVect, i njihove li-

mese uVect. Bez uvjeta da su vezni mor�zmi epimor�zmi, ne bi nu�no vrijedilo niti da su

projekcije iz limesa epimor�zmi, pa ne bismo mogli na ovaj na�cin zaklju�citi da su svaka dva

predmor�zma ekvivalentna. Tada bi bilo moguće da jednom mor�zmu ko�ltriranih vektorskih

prostora odgovara više neekvivalentnih predmor�zama, kao u sljedećem primjeru.

Primjer 3.1.16. Neka jeB inverzni sustav uSet s komponentamaSi � t n P N | n ¥ iu,

i P N i veznim mor�zmima� ji : Si Ñ Sj de�niranim sa� ji pnq � n, n P Si . O�cito je S :�

ptSi ui PN; t � ji uqinverzni sustav�ciji je limes lim S prazan skup. Neka je sadaV inverzni sustav

u Vect �cije su komponente slobodni vektorski prostori razapeti komponentama ko�ltracijeB i

vezna preslikavanja inducirana veznim preslikavanjima ko�ltracijeB . Tada jelim V trivijalni

vektorski prostort 0u. Jedino linearno preslikavanjelim V Ñ lim V je identiteta. No, postoji

puno neekvivalentnih predmor�zama ko�ltracijaV Ñ V , naprimjer, predmor�zmif pkq :�

pid; t f pkq
i : Vi Ñ Vi uqde�nirani na elementima baza saf pkq

i pnq � kn, n PB i .

Korolar 3.1.17. Pridru�ivanje koje svakoj@0-ko�ltraciji V u Vect pridru�i njen limes V �

lim V u Vect, a svakom mor�zmuV Ñ W @0-ko�ltracija njime inducirani mor�zam ko�l-

triranih vektorskih prostoralim V Ñ lim W je funktor koji je ekvivalencija kategorije@0-

ko�ltracija vektorskih prostora i kategorije ko�ltriranih vektorskih prostora:

Pros
@0

Vect � proVect:

3.1.3 Upotpunjenje vektorskog prostora po ko�ltraciji

De�nicija 3.1.18. Neka jeV � pt Vi ui PI ; t � ji uqko�ltracija u Vect i neka je zadan konus

t � V
i : V Ñ Vi unadV u Vect s vrhomV �cije su sve komponente epimor�zmi. Tada ka�emo da

je V ko�ltracija na vektorskom prostoruV.
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Neka jeV ko�ltracija na V iz Vect. Budúci da jeV vrh konusa nadV , postoji kanonsko

linearno preslikavanje

V Ñ lim V � : V̂:

Ako je ko�ltracija V @0-ko�ltracija , V̂ je ko�ltrirani vektorski prostor koji zovemo ondaupot-

punjenje vektorskog prostoraV po ko�ltraciji V .

Propozicija 3.1.19.Neka su na vektorskim prostorimaV i W dane ko�ltracijeV � pt Vi ui PI ; t � ki uq,

W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. Neka jef : V Ñ W mor�zam vektorskih prostora. De�niramo skup

H pf q:� t f ji : Vi Ñ Wj | j PJ; i P I; � W
j � f � f ji � � V

i u:

Akof ima svojstvo

p@j PJqpDi P I qpDf ji : Vi Ñ Wj qp� W
j � f � f ji � � V

i q; (3.1)

onda svaki izbor podfamilije oblikat f j� pj q: V� pj q Ñ Wj uj PJ „ H pf q de�nira predmor�zam

ko�ltracija V Ñ W i svaka dva takva izbora de�niraju ekvivalentne predmor�zme.

Dokaz. Dokaz je identi�can dokazu prvog dijela propozicije 3.1.14 jer nije nu�no da su pros-

tori V i W potpuni po ko�ltracijama, samo da su komponente konusa iz njih u komponente

ko�ltracija epimor�zmi.

3.1.20. Dakle, ako linearno preslikavanjef : V Ñ W vektorskih prostora na kojima su dane

ko�ltracije V i W kao u propoziciji ima svojstvo (3.1), onda inducira mor�zam ko�ltracija

V Ñ W koji zatim po propoziciji 3.1.14 (ii) inducira mor�zam ko�ltriranih vektorskih pros-

tora lim V Ñ lim W . To preslikavanje zovemoupotpunjenje preslikavanjaf po tim ko�ltra-

cijama:

f̂ : V̂ � lim V Ñ Ŵ � lim W :

Lako se provjeri da to pridru�ivanjeV ÞÑV̂ , f ÞÑf̂ poštuje kompoziciju i identitetu preslikava

u identitetu. Takōder, sljedéci dijagram je komutativan.

V̂ Ŵ

V W

f̂

f

Doka�imo sada tu tvrdnju. Za svakij PJ postojii P I i preslikavanjef ji : Vi Ñ Wj takvo da je

donji kvadrat na sljedécem dijagramu komutativan. Desni trokut i lijevi trokut su komutativni
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jer su� V : V Ñ V̂ i � W : W Ñ Ŵ kanonski mor�zmi vrha konusa u limes, a vanjski�cetverokut

je komutativan po prvom dijelu ove napomene i konstrukcijif̂ u propoziciji 3.1.14.

V̂ Ŵ

V W

Vi Wj

f̂

� V̂
i � Ŵ

j

� V

f

� V
i

� W

� W
j

f ji

Dokazujemo da je tada i gornji kvadrat komutativan, tj. da vrijedi� W � f � f̂ � � V . To će

slijediti ako doka�emo da za svakij P J vrijedi � Ŵ
j � � W � f � � Ŵ

j � f̂ � � V , budúci da je

preslikavanje u limeŝW jedinstveno odrēdeno komponentama konusa nadW . Zbog navedenih

komutativnosti kvadrata i trokuta na dijagramu vrijedi

� Ŵ
j � � W � f � � W

j � f � f ji � � V
i � f ji � � V̂

i � � V � � W
j � f � � Ŵ

j � f̂ � � V :

Tvrdnja je dokazana.

3.1.4 KategorijaproSetko�ltriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i za@0-ko�ltracije u Set i ko�ltrirane skupove. Ove de�nicije

su potrebne da bismo mogli de�nirati bilinearni mor�zam ko�ltracija uVect i onda iskazati

univerzalno svojstvo tenzorskog produkta ko�ltracija uProsVect i proVect.

De�nicija 3.1.21. Ko�ltrirani skup je skupS zajedno s@0-ko�ltracijom S u Set takvom da je

S � lim S. Mor�zam ko�ltriranih skupovaS � lim S i T � lim T , gdje su ko�ltracije dane

s S � pt Si ui PI ; t � ki uqi T � pt Tj uj PJ ; t  lj uq, je svako preslikavanjef : S Ñ T skupova sa

svojstvom

p@j PJqpDi P I qpDf ji : Si Ñ Tj qp� T
j � f � f ji � � S

i q:

Propozicija 3.1.22.Svaka komponenta limesa@0-ko�ltracije skupova je epimor�zam.

Propozicija 3.1.23.Svaki mor�zam@0-ko�ltracija S Ñ T skupova inducira jedinstveni mor-

�zam S Ñ T ko�ltriranih skupova S � lim S i T � lim T i obratno. Pridru�ivanja su

med̄usobno inverzna i poštuju kompoziciju.

40



3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJIPROVECT

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 3.1.14 za kategorijuVect.

Korolar 3.1.24. Pridru�ivanje koje svakom ko�ltriranom skupuS � lim S pridru�i njegovu

ko�ltraciju S, a svakom mor�zmu ko�ltriranih skupovaf : S Ñ T inducirani mor�zam njihovih

ko�ltracija p�; t f i uqje funktor koji je ekvivalencija kategorije ko�ltriranih skupova i kategorije

@0-ko�ltracija skupova:

proSet � Pros
@0

Set:

De�nicija 3.1.25. Kartezijev produkt ko�ltracijaS � pt Si ui PI ; t � ki uqi T � pt Tj uj PJ ; t  lj uqu

kategorijiSet je ko�ltracija S � T :� pt Si � Tj upi;j qPI � J ; t � ki �  lj uq.

Lako se provjeri da je prethodna de�nicija dobra, tj. da je kartezijev produkt epimor�zama

opet epimor�zam.

De�nicija 3.1.26. Neka suV , W , Z ko�ltracije u Vect. Za mor�zam ko�ltracija V � W Ñ Z

u Set ka�emo da jebilinearni mor�zam ko�ltracija ako je svaka komponenta tog mor�zma

bilinearno preslikavanje.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmor�zma budu bilinearna preslikavanja, tada su

sve komponente svakog predmor�zma bilinearna preslikavanja.

Propozicija 3.1.27.Svaki bilinearni mor�zamV � W Ñ Z @0-ko�ltracija vektorskih prostora

inducira jedinstveno bilinearno preslikavanje izV � W � lim V � W u Z � lim Z koje

je mor�zam ko�ltriranih skupova i obratno. Pridru�ivanja su mēdusobno inverzna i poštuju

kompoziciju.

Dokaz. Analogan dokazu propozicije 3.1.14 za mor�zme uproVect i Pros
@0

Vect uz dodatnu

provjeru da su inducirani mor�zmi bilinearni.

Bilinearno preslikavanjeV � W � lim V � W Ñ Z � lim Z koje je mor�zam ko�ltriranih

skupova nazivamo još ineprekidno bilinearno preslikavanje.

3.2 Tenzorski produkt na kategoriji proVect

3.2.1 Proširenje tenzorskog produkta sV na kategoriju ProsV

De�nicija 3.2.1. Neka jepV; b ; kqsimetri�cna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva epimor�zma epimor�zam. Za dvije ko�ltracijeV : I op Ñ V, W : J op Ñ V

de�niramo tenzorski produkt ko�ltracijaV b W : I op � J op Ñ V kao kompoziciju

I op � J op V � V V:
pV ;W q b
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Tenzorski produkt mor�zama ko�ltracijaV Ñ V 111 i W Ñ W 111, �ciji su predstavnici redom

predmor�zmi p�; t f i ui PI 1qi p�; t gj uj PJ 1q, je mor�zam ko�ltracija V b W Ñ V 111b W 111 zadan

predmor�zmomp� � �; t f i b gj upi;j qPI 1� J 1q.

Dakle, tenzorski produkt ko�ltracijaV � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uqzadan je

komponentama

t Vi b Wj upi;j qPI � J

i veznim mor�zmima

t � ki b  lj : Vi b Wj Ñ Vk b Wlupi Ñ k;j Ñ lqPMor pI op � J op q

Tezorski produkt mogúce je na isti na�cin de�nirati na cijeloj kategorijiPro V inverznih

sustava uV. Mi ćemo pokazati da je prethodna de�nicija dobra i da jepProsV; b ; kqsimetri�cna

monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategorijupProV; b ; kq.

Propozicija 3.2.2. De�nicija tenzorskog produkta ko�ltracija i tenzorskog produkta mor�zama

ko�ltracija je dobra, tj. vrijedi sljedeće.

(i) Tenzorski produkt ko�ltracija je ko�ltracija.

(ii) Tenzorski produkt mor�zama ko�ltracija je dobro de�niran mor�zam ko�ltracija.

Dokaz. (i) O�cito je time zadan inverzni sustav, a svaki vezni mor�zam je epimor�zam jer je

tenzorski produkt dva epimor�zma uV epimor�zam.

(ii) Tvrdnja slijedi iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su dane ko-

�ltracije V � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uqte V 111 � pt V 1
i ui PI 1; t � 1

ki uqi W 111 �

ptW 1
j uj PJ 1; t  1

lj uqi predmor�zmi f � p �; t f i ui PI 1q: V Ñ V 111 i g � p �; t gj uj PJ 1q: W Ñ W 111.

Dokazujemo da je tadaf b g � p � � �; t f i b gj upi;j qPI 1� J 1qpredmor�zam ko�ltracijaV b W Ñ

V 111b W 111.

Budúci da suf i g predmor�zmi ko�ltracija, za svaki pari ¥ k u I 1 postoji gornja mēdap

od � piqi � pkqu I i za svaki parj ¥ l u J 1 postoji gornja mēdar od � pj qi � plqu J takve da su

sljedéca dva peterokuta komutativna:

V� pi q
f i //V 1

i

� 1
ki

��

W� pj q
gj //W 1

j

 1
lj

��

Vp

88

&&

Wr

77

''
V� pkq f k

//V 1
k W� plq gl

//W 1
l
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Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi da je i sljedeći peterokut komutativan:

V� pi q b W� pj q
f i b gj //V 1

i b W 1
j

� 1
ki b  1

lj

��

Vp b Wr

55

))
V� pkq b W� plq f k b gl

//V 1
k b W 1

l

Dakle, za svaki parpi; j q ¥ pk; lqu I 1 � J 1 postojipp; rqu I � J tako da je prethodni dijagram

komutativan, pa je dokazano da jef b g predmor�zam tenzorskog produkta ko�ltracija.

Neka su sada dana još dva predmor�zmaf 1 � p � 1; t f 1
i ui PI 1qi g1 � p � 1; t g1

j uj PJ 1qekvivalentna

redom predmor�zmimaf i g. Dokazujemo da je tada predmor�zamf 1b g1 � p � 1 � � 1; t f 1
i b

g1
j upi;j qPI 1� J 1qekvivalentan predmor�zmuf b g.

Budúci da jef � f 1 i g � g1, za svakii P I 1 postoji gornja mēda p od � piq i � 1piq u I i

za svakij P J 1 postoji gornja mēdar od � pj q i � 1pj qu J takve da su sljedéca dva�cetverokuta

komutativna:

V� pi q

f i

&&

W� pj q
gj

''
Vp

� � pi qp

88

� � 1pi qp &&

V 1
i Wr

 � pj qr
77

 � 1pj qr ''

W 1
j

V� 1pi q

f 1
i

88

W� 1pj q

g1
j

77

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog�cetverokuta:

V� pi q b W� pj q
f i b gj

))
Vp b Wr

� � pi qpb  � pj qr
55

� � 1pi qp b  � 1pj qr ))

V 1
i b W 1

j

V� 1pi q b W� 1pj q

f 1
i b g1

j

55

Za svakipi; j qu I 1 � J 1postoji dakle gornja mēdapp; rqodp� piq; � pj qqi p� 1piq; � 1pj qqu I � J

takva da je prethodni dijagram komutativan, tj.f 1b g1 je predmor�zam ekvivalentan predmor-

�zmu f b g.

Propozicija 3.2.3. Tenzorski produkt ko�ltracija uV je bifunktor

b : ProsV � ProsV Ñ ProsV:
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Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt mor�zama ko�ltracija poštuje kom-

poziciju i paru identiteta pridru�uje identitetu. Detaljnije, neka suf � p �; t f i ui PI 1q: V Ñ V 111,

g � p �; t gi ui PI 2 q: V 111 Ñ V 111111, d � p �; t dj uj PJ 1q: W Ñ W 111 i h � p �; t hj uj PJ 2 q: W 111 Ñ W 111111

predmor�zmi ko�ltracija. Dokazujemo da vrijedi

pg � f q b ph � dq � p g b hq � pf b dq:

Kompozicije predmor�zama sug � f � p � � �; t gi � f � pi quqi h � d � p � � �; t hj � d� pj quqpa je

pg � f q b ph � dq � pp� � �; � � � q; tpgi � f � pi qq b phj � d� pj qquqšto je jednako predmor�zmu

pp�; � q � p�; � q; tpgi b hj q � pf � pi q b d� pj qquq � pgb hq � pf b dqpo funktorijalnosti tenzorskog

produkta naVect. Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je o�cito identiteta:

pid � id; t id b id : Vi b Wj Ñ Vi b Wj upi;j qPI � J q:

Propozicija 3.2.4.Neka jepV; b ; kqsimetri�cna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva epimor�zma epimor�zam. Tada je kategorija ko�ltracija uV, ProsV, uz tenzor-

ski produkt ko�ltracijab simetri�cna monoidalna kategorija:

pProsV; b ; kq:

Njena puna potkategorijaPros
@0

V je takod̄er simetri�cna monoidalna kategorija. Kanonska ula-

ganja

V ãÑ Pros
@0

V ãÑ ProsV

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Neka sut � V W Z u, t � V u, t � V u i t � V W uasocijator, lijevi unitor, desni unitor i simetriza-

tor za simetri�cnu monoidalnu kategorijupV; b ; kq. Asocijator� je prirodni izomor�zam funk-

tora pa de�nira izomor�zam ko�ltracija� V W Z po nivoima predmor�zmompid; t � Vi W j Zk uq:

pVi b Wj q b Zk

p� li b  mj qb � nl

��

� Vi W j Z k //Vi b pWj b Zkq

� li bp  mj b � nl q

��
pVl b Wmq b Zn

� Vl W m Z n //Vl b pWm b Znq

i familija t � V W Z u je prirodna transformacija funktora:

pV� pi q b W� pj qq b Z � pkq

pf i b gj qbhk

��

� V� pi qW � pj qZ � pk q //V� pi q b pW� pj q b Z � pkqq

f i bpgj b hk q

��
pV 1

i b W 1
j q b Z 1

k

� V 1
i W 1

j Z 1
k //V 1

i b pW 1
j b Z 1

kq
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Na isti na�cin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator de�niraju prirodne izomor�zmet � V u,

t � V ui t � V W u. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, šeste-

rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-

nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajućem

dijagramu u kategorijiV.

3.2.5. Tenzorski produktV b W dviju ko�ltracija u kategorijiVect dolazi zajedno s još jednim

podatkom: kanonskim bilinearnim mor�zmom ko�ltracijaV � W Ñ V b W .

Lema 3.2.6.Tenzorski produkt dvaju epimor�zama uVect (odnosnoVectFin) je epimor�zam.

Dokaz. Svaki element odV 1 b W 1 mo�e se zapisati kao kona�cna suma jednostavnih tenzora
°

v1
k b w1

k . Budúci da suf : V Ñ V 1 i g: W Ñ W 1 epimor�zmi, za svakik postojevk P V i

wk PW takvi da jef pvkq � v1
k i gpwkq � w1

k . O�cito jepf b gqp
°

vk b wkq �
°

v1
k b w1

k .

Slijedi drugi dokaz, iz univerzalnog svojstva.

V b W V 1b W 1 Z

V � W V 1 � W 1

f b g
d

h

f � g

Ako f b g ujedna�cuje pard, h, onda iV � W Ñ V b W Ñ V 1 b W 1 ujedna�cuje pard, h,

dakleV � W Ñ V 1 � W 1 Ñ V 1 b W 1 ujedna�cuje pard, h. Za epimor�zmef , g vrijedi da

je f � g epimor�zam pa slijedi i daV 1 � W 1 Ñ V 1 b W 1 ujedna�cuje pard, h, tj. da postoji

bilinearno preslikavanjeV 1 � W 1 Ñ Z takvo da je desni trokutić komutativan i zad i za h. Po

univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta proizlazid � h.

Korolar 3.2.7. Kategorija ko�ltracija u Vect, ProsVect, je uz tenzorski produkt ko�ltracija

simetri�cna monoidalna kategorija. Njene pune potkategorijePros
@0

Vect i Pros
@0

VectFin su ta-

kod̄er simetri�cne monoidalne kategorije. Kanonski funktori ulaganja

pVect; b ; kqãÑ pPros
@0

Vect; b ; kq

pVectFin; b ; kqãÑ pPros
@0

VectFin; b ; kq

dani konstrukcijom konstantne ko�ltracije su jaki monoidalni funktori.
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3.2.2 Univerzalno svojstvo tenzorskog produkta ko�ltracija

Propozicija 3.2.8. Neka suV i W ko�ltracije u kategoriji Vect. Tenzorski produkt ko�ltracija

V b W je ko�ltracija u Vect, zajedno s bilinearnim mor�zmom ko�ltracijaV � W Ñ V b W ,

takva da za svaki bilinearni mor�zam ko�ltracija izV � W u Z postoji jedinstveni mor�zam

ko�ltracija iz V b W u Z za koji je sljedeći dijagram komutativan.

V b W Z

V � W

Dokaz. Egzistencija. O�cito kanonska preslikavanja na sljedećem dijagramu�cine predmor�zam

ko�ltracija t : V � W Ñ V b W u Set i svako kanonsko preslikavanje je bilinearno.

Vj � Wl

� ij �  kl

��

//Vj b Wl

� ij b  kl

��
Vi � Wk

//Vi b Wk

Neka jeg � p � � �; t gn : V� pnq � W� pnq Ñ Znuqbilinearni predmor�zam ko�ltracijaV �

W Ñ Z . Za svakin P K , po univerzalnom svojstvu obi�cnog tenzorskog produkta, postoji

jedinstveni mor�zamhn : V� pnq b W� pnq Ñ Zn takav da je sljedéci dijagram komutativan.

V� pnq � W� pnq
//

gn

))
V� pnq b W� pnq

hn //Zn

Dokazujemo da skupt hnunPK de�nira predmor�zam ko�ltracija. Zadani mor�zamg je

mor�zam ko�ltracija pa za svaki parm   n u K postoji pk; lq u I � J takav da jepk; lq ¥

p� pnq; � pnqqi pk; lq ¥ p� pmq; � pmqqi vanjski peterokut na sljedećem dijagramu komutira.

V� pnq � W� pnq
//

gn

))V� pnq b W� pnq
hn //Zn

� mn

��

Vk � Wl
//

55

))

Vk b Wl

44

**
V� pmq � W� pmq

//

gm

55V� pmq b W� pmq
hm //Zm
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Komutiraju takōder gornji i donji trokut (de�nicijahn i hm ) i dva lijeva �cetverokuta (kanon-

ski mor�zam t je mor�zam ko�ltracija), a preslikavanjeVk � Wl Ñ Vk b Wl je epimor�zam

pa slijedi i da unutrašnji peterokut komutira. Dakle,h � p � � �; t hnunPK q je predmor�zam

ko�ltracija V b W Ñ Z za koji vrijedi h � t � g.

Jedinstvenost. Dokazujemo sada da je svaki drugi predmor�zam s tim svojstvom ekvivalen-

tan ovome. Neka jek � p � � �; t kn : V� pnq� W� pnq Ñ Znuqjedan takav predmor�zam. Budući

da jek � t � g, za svakin P K postoji pp; rq PI � J koji je gornja mēda odp� pnq; � pnqqi

p� pnq; � pnqqtakav da je na sljedećem dijagramu vanjski peterokut komutativan.

V� pnq � W� pnq
//

gn

��

V� pnq b W� pnq

hn

((
Vp � Wr

//

55

))

Vp b Wr

44

**

Zn

V� pnq � W� pnq
//V� pnq b W� pnq

kn

66

Unutrašnji desni�cetverokut je komutativan jer je vanjski peterokut komutativan, gornji tro-

kut je komutativan, dva lijeva�cetverokuta su komutativna i preslikavanjeVp � Wr Ñ Vp b Wr

je epimor�zam. Dakle, predmor�zamk je ekvivalentan predmor�zmuh.

3.2.3 Upotpunjeni tenzorski produkt

De�nicija 3.2.9. Tenzorski produkt ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V i W � lim W

je ko�ltrirani vektorski prostorV b̂ W :� lim V b W s ko�ltracijom V b W , zajedno s

kanonskim mor�zmom ko�ltracijaV � W Ñ V b W . Tenzorski produkt mor�zamaf i g

ko�ltriranih prostora, u oznacif b̂ g, je jedinstveno linearno preslikavanje med̄u limesima ten-

zorskih produkata ko�ltracija koje je inducirano tenzorskim produktom mor�zama ko�ltracija

induciranih sf i g.

Tenzorski produktV b̂ W ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V i W � lim W

zovemo još iupotpunjeni tenzorski produkt vektorskih prostoraV i W s obzirom na ko�ltracije

V i W .

Napomena 3.2.10. Skup jednostavnih tenzora.Neka suV � lim V i W � lim W ko�ltri-

rani vektorski prostori, uz ko�ltracijeV : I Ñ Vect i W : J Ñ Vect. Zamijetimo da je tada

V b W @0-ko�ltracija na vektorskom prostoruV b W i da jeV b̂ W upotpunjenje vektorskog

prostoraV b W po ko�ltraciji V b W . Neka je� : V b W Ñ V b̂ W kanonsko preslikavanje
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u upotpunjenje. Vrijedi dakle

� V b̂ W
i;j � � � � V

i b � W
j :

Sljedéci dijagram je komutativan

V b W V b̂ W

V � W

�

jer su preslikavanja u njemu inducirana mor�zmima ko�ltracija, a ko�ltracije naV b W i

V b̂ W su jednake i ti mor�zmi ko�ltracija o�cito �cine komutativan dijagram:

V b W V b W

V � W

id

Dakle, jednostavan tenzorv b w u V b W preslika se po� u jednostavan tenzorv b w u V b̂ W.

Skup jednostavnih tenzora uV b̂ W je slika skupa jednostavnih tenzora uV b W po �. Slijedi

da za svaki jednostavan tenzorv b w u V b̂ W vrijedi

� V b̂ W
i;j pv b wq � � V

i pvq b � W
j pwq:

Propozicija 3.2.11.Kategorija ko�ltriranih vektorskih prostora je simetri�cna monoidalna ka-

tegorija i ekvivalencija s kategorijom@0-ko�ltracija u Vect je jaki monoidalni funktor

pproVect; b̂ ; kq � p Pros
@0

Vect; b ; kq:

Dokaz. Kategorija ko�ltriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji@0-ko�ltracija u

Vect. Funktor koji je ekvivalencija mēdu njima pridru�uje tenzorskom produktu objekata u

Pros
@0

Vect tenzorski produkt objekata uproVect i tenzorskom produktu mor�zama uPros
@0

Vect

tenzorski produkt mor�zama uproVect. Komponente simetrizatora, asocijatora, lijevog i des-

nog unitora uproVect su upotpunjenja istih u kategorijiVect.

3.2.4 Univerzalno svojstvo upotpunjenog tenzorskog produkta

Korolar 3.2.12. Neka suV � lim V i W � lim W ko�ltrirani vektorski prostori. Tada je

V b̂ W ko�ltrirani vektorski prostor, zajedno s neprekidnim bilinearnim preslikavanjemV �

W Ñ V b̂ W, takav da za svako neprekidno bilinearno preslikavanje izV � W u ko�ltri-

rani vektorski prostorZ � lim Z postoji jedinstveni mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora

V b̂ W Ñ Z za koji je sljedeći dijagram komutativan.
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V b̂ W //Z

V � W

OO 77

Ovim univerzalnim svojstvom odred̄en je i upotpunjeni tenzorski produkt mor�zama:

V b̂ W
f b̂ g //V 1b̂ W 1

V � W

OO

f � g
//V 1 � W 1

OO

Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost izlaze iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta u ka-

tegoriji Pros
@0

Vect i ekvivalencije monoidalnih kategorijapproVect; b̂ ; kq � p Pros
@0

Vect; b ; kq.

3.3 Formalne sume i formalne baze

3.3.1 Formalne sume i neprekidna preslikavanja

De�nicija 3.3.1. Neka jeV : I op Ñ Vect ko�ltracija u kategoriji Vect. Formalna suma uV je

izraz oblika
°

� P� v� gdje je preslikavanje� Ñ lim V , � ÞÑv� , familija niti u lim V takva da

je za svakii P I skupt � P � | � i pv� q � 0ukona�can.

Sli�cno, neka jeV � lim V i neka su� V
i : V Ñ Vi komponente univerzalnog konusa s

vrhom V nad ko�ltracijom V . Formalna suma uV � lim V je izraz oblika
°

� P� v� gdje je

preslikavanje� Ñ V, � ÞÑv� , familija uV takva da je za svakii P I skupt � P � | � V
i pv� q � 0u

kona�can.

Sljedéca tvrdnja je o�cigledna.

Propozicija 3.3.2.Ako je
°

� P� v� formalna suma uV , onda postoji jedinstvena nitz � p zi qi PI

u lim V takva da za svakii P I vrijedi

zi �
_¸

� P�

� i pv� q PVi ;

gdje je suma na desnoj strani, s oznakom�
°

, shvaćena kao kona�cna suma po svim� P � za

koje je� i pv� q � 0. Tu nit zovemovrijednost formalne sume
°

� P� v� , a aproksimacijezi P Vi

zovemo parcijalne sume formalne sume
°

� P� v� te pišemoz �
°

� P� v� .

Sli�cno za formalnu sumu uV � lim V de�niramo vrijednost formalne sume i aproksimacije

formalne sume. Ako je vrijednost formalne sume
°

� P� v� u V � lim V jednakav PV, pišemo

dakle kratko:
°

� P� v� � v:
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De�nicija 3.3.3. Neka suV i W dvije ko�ltracije u Vect i neka jeV � lim V i W � lim W .

Ka�emo da linearno preslikavanjeA : V Ñ W distribuira po formalnim sumamaako je za

svaku formalnu sumu
°

� P� v� u V izraz
°

� P� Apv� q formalna suma uW i preslikavanjeA

vrijednost formalne sume
°

� P� v� u V šalje u vrijednost formalne sume
°

� P� Apv� qu W, što

pišemo kratko

Ap
¸

� P�

v� q �
¸

� P�

Apv� q:

Napomena 3.3.4.De�nicija linearnog preslikavanja koje distribuira po formalnim sumama je

dana za sve ko�ltracije, ali sljedeća propozicija vrijedi samo za@0-ko�ltracije u Vect kako piše

u iskazu.

Propozicija 3.3.5. Neka suV � lim V i W � lim W ko�ltrirani vektorski prostori. Line-

arna preslikavanjaV Ñ W koja distribuiraju po formalnim sumama su to�cno ona linearna

preslikavanja koja su mor�zmi ko�ltriranih vektorskih prostoraV Ñ W.

Dokaz. Neka jef : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora i neka je
°

� v� pro-

izvoljna formalna suma uV. Dokazujemo da je izraz
°

� f pv� qformalna suma uW i da vrijedi

f p
°

� v� q �
°

� f pv� q. Ozna�cimo sI i J redom indeksne kategorije ko�ltracijaV i W .

Za �ksirani proizvoljanj PJ postoji i P I i linearno preslikavanjef ji takvo da je

� W
j � f � f ji � � V

i :

Skupt � P � | � V
i pv� q � 0u je kona�can skup i za svaki� vrijedi

� W
j pf pv� qq � f ji p� V

i pv� qq;

pa je i skupt � P � | � W
j pf pv� qq � 0u kona�can skup. Dakle, izraz

°
� f pv� qje formalna suma.

Zatim vrijedi

� W
j pf p

¸

�

v� qq � f ji p� V
i p

¸

�

v� qq � f ji p
_¸

�

� V
i pv� qq;

gdje je sa�°
� ozna�cena kona�cna suma svih pribrojnika koji su razli�citi od nule. Dalje vrijedi

f ji p
_¸

�

� V
i pv� qq �

_¸

�

f ji p� V
i pv� qq �

_¸

�

� W
j pf pv� qq � � W

j p
¸

�

f pv� qq:

Dakle, za svakij PJ je � W
j pf p

°
� v� qq � � W

j p
°

� f pv� qq, tj. vrijedi

f p
¸

�

v� q �
¸

�

f pv� q:

Obratno, neka jef : V Ñ W linearno preslikavanje koje distribuira po formalnim sumama.

Dokazujemo da tada za svakij P J postoji i P I i linearno preslikavanjef ji : Vi Ñ Wj takvo

da je

� W
j � f � f ji � � V

i :
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Ako je I ko�nalnosti 1, za svakij mo�emo odabrati isti najvéci elementi u I , jer je � V
i tada

izomor�zam. Preostaje dokazati tvrdnju zaI ko�nalnosti @0.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postojij P J takav da za svakii P I i svako linearno presli-

kavanjef ji : Vi Ñ Wj vrijedi � W
j � f � f ji � � V

i . Fiksirajmo tajj . Za svakii P I tada postoji

vi PV takav da je

� V
i pvi q � 0 i p� W

j � f qpvi q � 0:

U protivnom bi za svaka dva elementav1, v2 P p� V
i q� 1pvq zbog � V

i pv1 � v2q � 0 vrijedilo

� W
j pf pv1 � v2qq � 0, pa bi sf ji pvq :� � W

j pf pv1qqza v1 P p� V
i q� 1pvq bilo dobro de�nirano

preslikavanje s gornjim svojstvom� W
j � f � f ji � � V

i .

Neka je sadaK ko�nalan podskup odI izomorfan sN; takav postoji po propoziciji 3.1.5.

Za svakii P I postoji ki P K takav da jeki ¥ i , dakle, najviše kona�cno mnogo elemenata od

K je manje od ili neusporedivo si . Za svakik ¡ i vrijedi da je� V
i pvkq � 0, pa slijedi da je

za svakii najviše kona�cno mnogo� V
i pvkqrazli�cito od nule. Dakle, suma

°
kPK vk je formalna

suma uV. No, suma
°

kPK f pvkqnije formalna suma uW jer je � W
j pf pvkqq � 0 za svakik. To

je u kontradikciji s pretpostavkom daf distribuira po formalnim sumama.

Preslikavanja iz prethodne propozicije zovemo još ineprekidnim preslikavanjima.

3.3.6. Mogu se de�nirati i neprekidna preslikavanja i formalne sume za vektorske prostoreV

na kojima je zadana@0-ko�ltracija. Tada vrijednosti formalnih suma nisu nu�no uV, véc su

u upotpunjenjuV̂ . Ako za takve prostore neko linearno preslikavanjeA : V Ñ W poštuje

ko�ltracije na domeni i kodomeni kao u 3.1.20, što je ekvivalentno tome da formalne sume�clan

po �clan preslikava u formalne sume, onda ga je moguće proširiti do upotpunjenjâA : V̂ Ñ Ŵ.

Kanonska preslikavanja u upotpunjenjeV Ñ V̂ i W Ñ Ŵ nisu nu�no injekcije, ali to ne smeta.

U primjerima su�cesto injekcije.

3.3.2 Formalne sume i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija 3.3.7.Neka su
°

� v� i
°

� w� formalne sume u ko�ltriranim vektorskim prostorima

V i W redom. Tada je
°

�;� v� b w� formalna suma uV b̂ W i njena vrijednost jednaka je

tenzorskom produktu vrijednosti formalnih suma
°

� v� u V i
°

� w� u W što mo�emo pisati

kratko:
¸

�

v� b
¸

�

w� �
¸

�;�

v� b w�

Dokaz. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore uV b̂ W vrijedi

� V b̂ W
i;j pv b wq � � V

i pvq b � W
j pwq:
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Za svakipi; j q PI � J vrijedi da je skuptp�; � q P� � M | � V
i pv� q b � W

j pw� q � 0u jednak

skuput � P � | � V
i pv� q � 0u � t � PM | � W

j pw� q � 0u: Dakle, suma
°

�;� v� b w� je formalna

ako su sume
°

� v� i
°

� w� formalne, i za svakipi; j qvrijedi:

� V b̂ W
i;j p

°
� v� b

°
� w� q � � V

i p
°

� v� q b � W
j p

°
� w� q

� �°
� � V

i pv� q b �°
� � W

j pw� q

� �°
�;� � V

i pv� q b � W
j pw� q

� �°
�;� � V b̂ W

i;j pv� b w� q

� � V b̂ W
i;j p

°
�;� v� b w� q

gdje su sume s oznakom�
°

shvácene kao kona�cne sume svih pribrojnika koji su razli�citi od

nule. Dakle,
°

�;� v� b w� je formalna suma i njena vrijednost jednaka je tenzorskom produktu

vrijednosti formalnih suma
°

� v� i
°

� w� .

3.3.3 Ra�cunanje s formalnim sumama

Formalne sume mo�emo zbrajati (odnosno�ciniti njihove linearne kombinacije) tako da napra-

vimo disjunktnu uniju indeksnih skupova ili, ako su indeksni skupovi jednaki, po�clanovima.

Jasno je da je linearna kombinacija formalnih suma (bilo po uniji indeksnih skupova ili zbraja-

nju �clan po�clan) formalna suma i da je njena vrijednosti jednaka linearnoj kombinaciji vrijed-

nosti po�cetnih formalnih suma s istim koe�cijentima.

Lema 3.3.8. (Lema o ra�cunanju s formalnim sumama u kategorijiproVect.)

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka je
°

� v� formalna suma uV vrijednostiv i
°

� w� formalna suma uW vrijednostiw. Tada je
°

�;� v� b w� formalna suma uV b̂ W

i vrijednost joj je jednakav b w. Mo�emo ra�cunati:

¸

�

v� b
¸

�

w� �
¸

�;�

v� b w� :

(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je
°

�;� v�� formalna suma vrijednostiv. Tada je svaka

podsuma
°

� v�� formalna suma i, ozna�cimo li njihove vrijedosti sv� :�
°

� v�� , izraz
°

� v� je formalna suma vrijednostiv. Mo�emo ra�cunati:

¸

�;�

v�� �
¸

�

p
¸

�

v�� q �
¸

�

v� :
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(ii') (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je
°

� v� formalna suma vrijednostiv. Neka je za

svaki� izraz
°

� v�� formalna suma vrijednostiv� . Tada, ako je
°

�;� v�� formalna suma,

njena vrijednost jednaka jev. Mo�emo ra�cunati:
¸

�

v� �
¸

�

p
¸

�

v�� q ��
¸

�;�

v��

To�ckica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod̄er formalna.

Ako, dodatno, za svaki� formalna suma
°

� v�� ima svojstvo da iz� V
i pv� q � 0 slijedi

� V
i pv�� q � 0 za svaki� , onda je odmah

°
�;� v�� formalna suma vrijednostiv pa ekspan-

ziju sumanada mo�emo napraviti bez te provjere. To jest, ozna�cimo li to svojstvo

p@iqp@� q
�
� V

i pv� q � 0 ñ p@� qp� V
i pv�� q � 0q

�
p�q

mo�emo ra�cunati
¸

�

v� �
¸

�

p
¸

�

v�� q
p�q
�

¸

�;�

v�� :

(iii) Ako je
°

� pv� b wqformalna suma iw � 0, onda je i
°

� v� formalna suma. Ozna�cimo li

njenu vrijednost sv, vrijednost po�cetne sume je tadav b w. Mo�emo pisati
¸

�

pv� b wqw� 0� p
¸

�

v� q b w � v b w:

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu
°

� pv b w� qi v � 0.

(iv) (Slika po mor�zmu uproVect.) Neka je
°

� v� formalna suma vrijednostiv. Neka je

A mor�zam uproVect. Tada je
°

� Apv� q formalna suma i njena vrijednost jednaka je

Apvq. Mo�emo ra�cunati:

Ap
¸

�

v� q �
¸

�

Apv� q

(iv') Obratno, neka jeA mor�zam uproVect i neka je
°

� Apv� qformalna suma. Ako je
°

� v�

formalna suma vrijednostiv, onda je vrijednost sume
°

� Apv� qjednakaApvq. Mo�emo

ra�cunati:
¸

�

Apv� q �� Ap
¸

�

v� q

To�ckica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod̄er formalna.

Dokaz. Tvrdnja (i) je dokazana u propoziciji 3.3.7. Tvrdnje (ii), (ii'), (iv), (iv') se lako doka�u

koristéci de�niciju formalne sume uproVect.

(iii) Ako je w razli�cit od0, postojij PJ takav da je� W
j pwq � 0. Na jednostavnim tenzorima

je � V b̂ W
i;j jednak� V

i b � W
j po napomeni 3.2.10. Za svakii P I i taj j iz kona�cnosti skupa

t � P � | � V
i pv� q b � W

j pwq � 0u i � W
j pwq � 0 slijedi kona�cnost skupat � P � | � V

i pv� qu. Time

je dokazano da je izraz
°

� v� formalna suma.
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3.3.4 Formalne baze i upotpunjeni tenzorski produkt

De�nicija 3.3.9. Neka jeV ko�ltrirani vektorski prostor s komponentamat Vi ui PI i projekci-

jamat � V
i : V Ñ Vi ui PI . Za skupB „ Vzt0u ka�emo da jeformalna baza odV ako postoji

podskupK „ I ko�nalan u I takav da za svakik PK projekcija� V
k bijektivno preslikava skup

Bk :� BzKer � k u bazu vektorskog prostoraVk .

Propozicija 3.3.10. Neka jeV � lim V ko�ltrirani vektorski prostor i neka jeB formalna

baza odV. Tada se svaki elementv P V mo�e na jedinstven na�cin zapisati kao formalna suma

elemenata izB . Taj zapis zovemo zapis elementav u baziB .

Dokaz. Neka je ko�ltracijaV � pt Vi ui PI ; t � ji uqi neka jeK „ I podskup ko�nalan uI takav

da za svakik P K projekcija � k : V Ñ Vk bijektivno preslikavaBk :� BzKer � k u bazu

vektorskog prostoraVk .

Uzmimo proizvoljanv P V. Zak P K i b P Bk ozna�cimo stpkq
b koe�cijent uz � kpbqzapisa

vektora� kpvqu bazi� kpBkq:

� kpvq �
_¸

bPB k

tpkq
b � kpbq;

gdje je sa�° kao i dalje u dokazu ozna�cena kona�cna suma svih pribrojnika razli�citih od nule.

Dokazatćemo da vrijednost koe�cijentatpkq
b ne ovisi ok, véc samo obi v.

Ozna�cimo za svakibPB saK b skup

K b :� t k PK | � kpbq � 0u:

O�cito je b P Bk ako i samo ako jek P K b. Za svakib P B skupK b je neprazan. Doista, u

protivnom bi za nekib P B vrijedilo � kpbq � 0 za svakik P K , što bi zbog ko�nalnosti skupa

K u I povla�cilo � i pbq � 0 za svakii P I , a budúci da jeV � lim V , iz toga bi slijedilob � 0

što je u suprotnosti sB „ Vzt0u.

Fiksirajmo proizvoljanb0 P B i neka suk, k1 P K b0 proizvoljni. Dokazujemo da vrijedi

tpkq
b0

� tpk1q
b0

. Zak, k1 P K b0 postoji l P K takav da jel ¥ k i l ¥ k1. Zbog� k � � kl � � l slijedi

da je il PK b0 i vrijedi

� kpvq � � kl p� lpvqq � � kl p
_¸

bPB l

tplq
b � lpbqq �

_¸

bPB l

tplq
b � kpbq �

_¸

bPB k

tplq
b � kpbq:

Zadnja jednakost vrijedi jer zal ¥ k vrijedi Ker � k …Ker � l , pa jeBk „ B l , i vrijedi � kpbq � 0

zabPB lzBk . Budúci da je zapis u bazi jedinstven slijeditpkq
b � tplq

b za svebPBk pa i zab � b0.

Analogno se doka�e da zal ¥ k1vrijedi tpk1q
b � tplq

b zab � b0. Slijedi da je za svakibPB

tpkq
b � tpk1q

b za svaka dvak; k1 PK b
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pa je dobro de�niran koe�cijenttb sa

tb :� tpkq
b za neki k PK b:

O�cito je sada�°
bPB tb� kpbq � � kpvq za svakik P K . Budúci da je za svakik P K skup

t b P B | tb� kpbq � 0u kona�can i K je ko�nalan u I , slijedi da je za svakii P I skupt b P

B | tb� i pbq � 0u kona�can, tj. izraz
°

bPB tbb je formalna suma uV. Za svakik P K njena

sek-ta asproksimacija podudara s� kpvq iz �cega zbog ko�nalnostiK u I slijedi da im se sve

aproksimacije podudaraju, tj. da je njena vrijednost jednakav:

¸

bPB

tbb � v:

Prikaz je jedinstven jer je koe�cijent uzb P B odred̄en projekcijom na bilo koju komponentu

Vk zak PK b.

3.3.11. O�cito je svaka formalna baza linearno nezavisan skup. (U protivnom bi0 mogli zapisati

na dva razli�cita na�cina kao formalnu sumu vektora.)

Lema 3.3.12.Neka je� : Z Ñ Z 1 epimor�zam vektorskih prostora i� skup kardinalnosti

strogo veće oddim Z. Neka jef : � Ñ Z 1 funkcija takva da njena restrikcijaf |suppf pa-

rametrizira neku bazu odZ 1. Tada postoji funkcijag: � Ñ Z takva da njena restrikcija

g|supp g : suppg Ñ Z parametrizira neku bazu odZ i vrijedi � � g � f . Za parametrizacije

baza podrazumijevamo da su bijektivne.

Dokaz. Kako su svi objekti vektorski prostori, kratki egzaktni niz0 Ñ Ker � „ Z Ñ Z 1 Ñ 0

se cijepa; to zna�ci da postoji prerezs: Z 1 Ñ Z od � , tj. preslikavanje takvo da je� � s � idZ .

Iz toga slijedi da je korestrikcija ods na sliku izomor�zam i daspZ 1q ` Ker � � Z . Stoga za

svaku bazut f p� quf p� q� 0 odZ 1, unija bazet spf p� qquf p� q� 0 odspZ 1qi proizvoljne bazet v� u� PA

od Ker � je baza odZ . Iz pretpostavke leme,cardp� zsuppf q ¡ dim Ker � � cardA, pa bez

smanjenja oṕcenitosti mo�emo izabratiA „ � zsuppf . De�niramo g: � Ñ Z s

gp� q �

$
''&

''%

spf p� qq; f p� q � 0;

v� ; � PA;

0; f p� q � 0 i � RA

Funkcijag realizira zahtjeve iz iskaza leme.

Propozicija 3.3.13.Svaki ko�ltrirani vektorski prostorV � lim V posjeduje formalnu bazuB.

Dokaz. Neka je ko�ltracija V dana saV � pt Vi ui PI ; t � ji uq. U slu�caju da je usmjeren skupI

ko�nalnosti 1, za formalnu bazu odV mo�e se uzeti praslika baze vektorskog prostoraVm po
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izomor�zmu � V
m zam maksimalan element odI . U slu�caju da je usmjeren skupI ko�nalnosti

@0, bez smanjenja općenitosti mo�emo pretpostaviti da jeI izomorfan sN, vidi lemu 3.1.5 i

propoziciju 2.5.11. Neka je� skup kardinalitetacard � ¡ dim V. Taj kardinalitet je dovoljno

velik da se svaka baza vektorskog prostoraV i svakog vektorskog prostoraVi mo�e prikazati

kao familijat v� u� P� . Za svakii P I de�nirajmo skup indeksiranih baza odVi ,

Si :� t f : � Ñ Vi | familija t f p� qu� P� ;f p� q� 0 je baza odVi u:

Induktivno de�niramo niz skupovaTi „ Si na sljedéci na�cin:

T1 :� S1

Ti � 1 :� t f PSi � 1 | � i pi � 1q � f PTi u:

Kako je� i pi � 1q surjekcija, po lemi 3.3.12 izlazi da jep� i pi � 1q��q : Si � 1 Ñ Si takod̄er surjekcija.

DakleTi � 1 � p � i pi � 1q��q � 1pTi qje neprazan ako jeTi neprazan. Budúci da jeT1 � S1 neprazan,

indukcijom dakle slijedi da je svakiTi neprazan. Za svaki usporedivi pari ¥ j u I de�nirajmo

vezni mor�zam ji :� � ji � � : Ti Ñ Tj ,

 ji pf qp� q:� � ji pf p� qq:

Mor�zmi  i pi � 1q su o�cito dobro de�nirani (slika je unutar kodomene) i surjekcije su, pa su dobro

de�nirani i surjekcije su svi vezni mor�zmi ji kao njihove kompozicije. Uz to, o�cito vrijedi

 kj �  ji �  ki . Dakle

T :� pt Ti ui PI ; t  ji uq

je @0-ko�ltracija u kategoriji Set.

Po propoziciji 3.1.6 o nepraznom limesu@0-ko�ltracije nepraznih skupova sada slijedi da

postoji nit pf i qi PI P lim T . Svaka takva nit zapravo de�nira konus nadV u Set i time jedins-

tveno preslikavanjef : � Ñ V takvo da je� V
i � f � f i .

V

Vi

�

Vj

� V
i

� ji

f i

f j

f

O�cito je familija t f p� qu� P� ;f p� q� 0 formalna baza odV.
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Propozicija 3.3.14.Ako jeB formalna baza ko�ltriranog vektorskog prostoraV � lim V i B 1

formalna baza ko�ltriranog vektorskog prostoraW � lim W , onda je familija

t bb b1ubPB;b1PB 1

formalna baza ko�ltriranog vektorskog prostoraV b̂ W � lim V b W .

Dokaz. Neka su ko�ltracije dane komponentama i veznim mor�zmimaV � pt Vi ui PI ; t � ki uq,

W � pt Wj uj PJ ; t  lj uqi neka su projekcije univerzalnih konusalim V i lim W ozna�cene stan-

dardno st � V
i ui PI i t � W

j uj PJ . Postoje usmjereni skupoviK i L koji su redom ko�nalni podsku-

povi od I i J takvi da za svakik P K projekcija� V
k preslikavaBzKer � V

k bijektivno u bazu

od Vk i za svakil P L projekcija� W
l preslikavaB 1zKer � W

l bijektivno u bazu odWl . O�cito je

tadaK � L ko�nalan podskup odI � J . Budúci da su formalne bazeB i B 1 linearno nezavisni

skupovi, familija t b b b1ubPB;b1PB 1 ima sve razli�cite elemente pa mo�emo radi jednostavnosti

dalje umjesto o familiji govoriti o skupu. Dokazujemo da za taj skup

B b B 1 :� t bb b1 | bPB; b1 PB 1u

vrijedi da za svakipk; lq PK � L projekcija� V b̂ W
k;l preslikava bijektivno skup

B b B 1zKerp� V b̂ W
k;l q

u bazu vektorskog prostoraVk b Wl . Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore uV b̂ W

vrijedi � V b̂ W
k;l pv b wq � � V

k pvq b � W
l pwq. SkupB b B 1zKerp� V b̂ W q jednak je zbog toga

skupu

t bb b1 PB b B 1 | bPBzKer � V
k ; b1 PB 1zKer � W

l u:

Budúci da su familijet � V
k pbqubPB zKer � V

k
i t � W

l pb1qub1PB 1zKer � W
l

redom baze vektorskih prostora

Vk i Wl , familija

t � V
k pbq b � W

l pb1qubPB zKer � V
k ; b1PB 1zKer � W

l

je baza tenzorskog produktaVk b Wl . Tvrdnja je dokazana.

Elementi upotpunjenog tenzorskog produkta su formalne sume jednostavnih tenzora.

Teorem 3.3.15.Svaki element upotpunjenog tenzorskog produktaV b̂ W � lim V b W ko-

�ltriranih vektorskih prostora mo�e se prikazati kao formalna suma jednostavnih tenzora, tj.

formalna suma oblika
¸

�

v� b w� :

Tvrdnja vrijedi i za tenzorske produkteV p1q b̂ V p2q b̂ : : : b̂ V pkq kona�cno mnogo ko�ltriranih

vektorskih prostora.
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Dokaz. Posljedica prethodne tri propozicije. Napomena: tvrdnja vrijedi jer je ko�nalnost in-

deksnih skupova najviše@0.

3.3.5 Obi�cni i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija 3.3.16. Neka suV � lim V i W � lim W ko�ltrirani vektorski prostori, uz

ko�ltracije V : I Ñ Vect i W : J Ñ Vect. Tada je kanonsko preslikavanje� vrha V b W

konusa nad ko�ltracijomV b W u limesV b̂ W te ko�ltracije injekcija:

V b W ãÑ V b̂ W:

Dokaz. Proizvoljan element tenzorskog produktaV b W mo�e se zapisati kao kona�cna suma
° n

k� 1 vk b wk , gdje je svakivk u V, svaki wk u W i vektori v1, : : :, vn su razli�citi i �cine

linearno nezavisan skup vektora uV. Po napomeni 3.2.10 jednostavni se tenzori po� preslikaju

u odgovarajúce jednostavne tenzore, pa je�p
°

k vkb wkq �
°

k vkb wk PV b̂ W. Pretpostavimo

da je
¸

k

vk b wk � 0 PV b̂ W:

Neka je za svakik, vk �
°

� a�k e� zapis vektoravk u formalnoj bazi odV i wk �
°

� b�k f �

zapis vektorawk u formalnoj bazi odW. Po propoziciji 3.3.7 tada je za svakik

¸

�;�

a�k b�k e� b f �

formalna suma vrijednostivk b wk , pa je i njihova kona�cna suma formalna suma i vrijedi

¸

k

vk b wk �
¸

k;�;�

a�k b�k e� b f � :

Za svakip�; � q je podsuma
°

k a�k b�k e� b f � formalna (kona�cna) suma i suma
°

k a�k b�k

kona�cna suma. Grupiranjem sumanada imamo sada da je vrijednost po�cetne sume uV b̂ W

jednaka vrijednosti formalne sume

¸

�;�

p
¸

k

a�k b�k qe� b f � :

Pretpostavili smo da je ta suma vrijednosti0. Budúci da je po propoziciji 3.3.14t e� b f � u�;�

formalna baza odV b̂ W, iz prethodnog slijedi da je za svakip�; � qkoe�cijent

¸

k

a�k b�k � 0:
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Slijedi da je za svaki� vrijednost sume
°

k b�k vk u ko�ltriranom vektorskom prostoruV jed-

naka vrijednosti sljedécih formalnih suma:
¸

k

b�k vk �
¸

k

b�k p
¸

�

a�k e� q �
¸

�;k

b�k a�k e� �
¸

�

p
¸

k

b�k a�k qe� �
¸

�

0 � e� � 0:

Budúci da su vektoriv1, : : : , vn razli�citi i �cine linearno nezavisan skup vektora uV, iz te jedna-

kosti slijedi da za svaki� i svaki k vrijedi b�k � 0. Tada za svakik imamowk �
°

� b�k f � � 0

u W, pa je po�cetna kona�cna suma
°

k vk b wk jednaka0 u V b W.

3.3.6 Ra�cunanje sa zapisima u formalnoj bazi

Propozicija 3.3.17.Neka jeB � t e� u� formalna baza ko�ltriranog vektorskog prostoraV �

lim V . Neka je
°

� v� neka formalna suma uV vrijednostiv. Neka suv� �
°

� s�� e� zapisi

sumanada te formalne sume pomoću elemenata formalne bazeB. Tada je
¸

�;�

s�� e�

formalna suma uV i njena vrijednost jev. Nadalje, za svaki� je samo kona�cno mnogo pri-

brojnika sume
°

� s�� razli�cito od nule i izraz

¸

�

p
_¸

�

s�� qe�

je formalna suma uV vrijednostiv, koju zovemo zapis elementav u formalnoj baziB .

Dakle, sve sume elemenata odV koje se pojavljuju u sljedećem izrazu su formalne sume,

sve sume koe�cijenata koje se pojavljuju su kona�cne sume i sve jednakosti vrijede.

v �
¸

�

v� �
¸

�

p
¸

�

s�� e� q �
¸

�;�

s�� e� �
¸

�

p
_¸

�

s�� qe�

Ovdje smo s�
°

opet ozna�cavali kona�cnu sumu svih pribrojnika razli�citih od0.

Dokaz. Neka jeK ko�nalan podskup indeksnog usmjerenog skupaI ko�ltracije V takav da se

za svakik PK svi elementi odBzKer � V
k bijektivno projiciraju u bazu komponenteVk .

Za svakii P I je skupt � | � V
i pv� q � 0u � t � | �°

� s�� � V
i pe� q � 0u kona�can. Za svaki

k PK „ I i svaki � vrijedi
_¸

�

s�� � V
k pe� q � 0 ñ p@� qs�� � V

k pe� q � 0;

jer projekcija� V
k za k P K skup elemenata formalne bazeB koje ne preslika u0 preslika u

linearno nezavisne elemente uVk . Iz toga slijedi da je za svakik PK skup

tp�; � q |s�� � V
k pe� q � 0u � : Sk
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kona�can skup. Usmjereni skupK je ko�nalan u I pa ista tvrdnja vrijedi i za svei P I , tj. izraz
°

�;� s�� e� je formalna suma uV. Lako se vidi da je vrijednost te formalne sume jednakav.

Za svakie� postoji k P K takav da je� kpe� q � 0. Iz kona�cnosti gornjeg skupaSk tada

slijedi kona�cnost skupat � | s�� � 0u za svaki� P A. Dakle, za svaki� suma
°

� s��

ima kona�cno mnogo pribrojnika razli�citih od 0 i o�cito je suma
°

� p�°
� s�� qe� koja je nastala

grupiranjem sumanada formalna i vrijednostiv.

Korolar 3.3.18. (Promjena formalne baze.) Neka suB � t e� u� i B 1 � t e1
� u� dvije formalne

baze ko�ltriranog vektorskog prostoraV � lim V . Neka su

e� �
¸

�

u�� e1
�

zapisi elemenata formalne bazeB pomoću elemenata formalne bazeB 1 i neka je

v �
¸

�

t � e�

zapis proizvoljnogv P V pomoću elemenata formalne bazeB. Tada vrijedi sljedeći niz jedna-

kosti, u kojem su sve sume elemenata odV formalne i sve sume koe�cijenata kona�cne.

v �
¸

�

t � e� �
¸

�

t � p
¸

�

u�� e1
� q �

¸

�;�

t � u�� e1
� �

¸

�

p
_¸

�

t � u�� qe1
�

Dokaz. Posljedica prethodne propozicije 3.3.17.

Korolar 3.3.19. (Zapis neprekidnog linearnog operatora u paru formalnih baza.) Neka su

B � t e� u� i B 1 � t e1
� u� redom formalne baze ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V i

W � lim W . Neka jeA : V Ñ W neprekidno linearno preslikavanje. Neka jepA �� q�;� zapis

odA u tom paru baza, tj. neka za svaki� i � vrijedi

Ape� q � A �� e1
� :

Tada je za svaki vektorv �
°

� t � e� i za svaki� skupt � | A �� t � � 0ukona�can i
¸

�

p
_¸

�

A �� t � qe1
�

je formalna suma uW s vrijednostiApvq.

Opširnije, sve su sume vektora u sljedećem izrazu formalne, sve sume koe�cijenata kona�cne

i sve jednakosti vrijede.

Apvq � Ap
¸

�

t � e� q �
¸

�

t � Ape� q �
¸

�

t � p
¸

�

A �� e1
� q �

¸

�;�

t � A �� e1
� �

¸

�

p
_¸

�

A �� t � qe1
�

Dokaz. Druga jednakost u nizu je distributivnost odA po formalnim sumama, a zadnje dvije

jednakosti su posljedica prethodne propozicije.
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3.4 Osnovne konstrukcije u kategorijiproVect

3.4.1 Koujedna�citelj u kategoriji ProsV i tenzorski produkt

Propozicija 3.4.1. Neka kategorijaV ima koujedna�citelje. Tada kategorijaProsV ima koujed-

na�citelje i vrijedi da je koujedna�citelj paralelnog para mor�zama ko�ltracija upravo ko�ltracija

�cije su komponente koujedna�citelji paralelnih parova komponentnih preslikavanja. Za potkate-

goriju Pros
@0

V vrijedi isto.

Dokaz. Neka su zadane dvije proizvoljne ko�ltracije

A � tp AnunPI ; t � mn uq; B � ptp BnunPJ ; t  mn uq

i neka je zadan paralelan par mor�zama ko�ltracija predmor�zmima

f � p �; t f n : A � pnq Ñ BnunPJ q; g � p �; t gn : A � pnq Ñ BnunPJ q:

Predmor�zme smo odabrali tako da funkcije� budu jednake, što mo�emo jer jeI usmjerena

kategorija. Odgovarajúce mor�zme ko�ltracija ozna�cavatćemo takōder sf i g.

KategorijaV ima koujedna�citelje pa za svaki paralelan parf n , gn postoji njihov koujedna-

�citelj hn : Bn Ñ Cn .

A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Neka je mn : Bn Ñ Bm proizvoljan vezni mor�zam ko�ltracijeB . Dokazujemo da kompo-

zicija hm �  mn koujedna�cuje parf n , gn . Budúci da suf i g predmor�zmi ko�ltracija, postoji

k P I takav da je mn � f n � � � pnqk � f m � � � pmqk i  mn � gn � � � pnqk � gm � � � pmqk , tj. takav

da je peterokut na sljedećem dijagramu sekvencijalno komutativan. Zajedni�cki indeksk smo

ovdje mogli odabrati opet jer jeI usmjerena kategorija.

A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //

 mn

��

Cn

Ak

� � pn qk
77

� � pm qk ''
A � pmq

f m
,,

gm

22Bm
hm //Cm

Mor�zam hm koujedna�cujef m i gm , pa vrijedi

hm � f m � � � pmqk � hm � gm � � � pmqk
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iz �cega zbog prethodnog slijedi

hm �  mn � f n � � � pnqk � hm �  mn � gn � � � pnqk :

Vezni mor�zam� � pnqk je epimor�zam pa iz toga slijedi tra�ena jednakost

hm �  mn � f n � hm �  mn � gn :

Dakle, za svaki vezni mor�zam mn vrijedi da hm �  mn koujedna�cuje parf n , gn pa po

univerzalnom svojstvu koujedna�citelja hn slijedi da za svaki vezni mor�zam mn postoji je-

dinstveno preslikavanje� mn : Cn Ñ Cm takvo da je sljedéci kvadrat komutativan.

Bn
hn //

 mn

��

Cn

� mn

��
Bm

hm //Cm

Dokazujemo da jeC � pt CnunPJ ; t � mn uqko�ltracija. Kompozicija � ml � � ln jednaka je� mn

jer je odgovarajúci kvadrat za� mn komutativan i za kompoziciju vrijedi

� ml � � ln � hn � � ml � hl �  ln � hm �  ml �  ln � hm �  mn ;

a preslikavanje s tim svojstvom je jedinstveno. Svaki vezni mor�zam� mn je epimor�zam jer su

 mn i hm epimor�zmi:  mn je epimor�zam jer je vezni mor�zam ko�ltracije, ahm je epimor-

�zam jer je koujedna�citelj.

Zbog komutativnosti dijagrama o�cito je h � p id; t hn : Bn Ñ CnunPJ qpredmor�zam ko�l-

tracijaB Ñ C . Njime odrēden mor�zam ko�ltracija ozna�cimo takōder sh.

Sada dokazujemo da je konstruirana ko�ltracijaC zajedno s mor�zmomh: B Ñ C ko-

ujedna�citelj paralelnog para mor�zama ko�ltracijaf , g: A Ñ B . Uzmimo bilo koju ko�ltra-

ciju D � pt DnunPK ; t � mn uqi predmor�zam ko�ltracija

e � p � : K Ñ J; t en : B � pnq Ñ DnunPK q: B Ñ D

takav da jee � f � e � g. Budúci da za svakin P K komponentaen koujedna�cujef � pnq i g� pnq,

postoji jedinstveno preslikavanjedn : C� pnq Ñ Dn takvo da jedn � h� pnq � en .

A � p� pnqq

f � pn q
,,

g� pn q

22B � pnq

en

##h � pn q //C� pnq
dn //Dn
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Na sljedécem dijagramu gornji i donji trokut su komutativni, lijevi i vanjski kvadrat su komuta-

tivni i preslikavanjeh� pnq je epimor�zam, pa je komutativan i desni kvadrat.

B � pnq

en

##h � pn q //

 � pm q� pn q

��

C� pnq
dn //

� � pm q� pn q

��

Dn

� mn

��
B � pmq

em

;;
h � pm q //C� pmq

dm //Dm

Dakle preslikavanjadn : C� pnq Ñ Dn , n PK �cine predmor�zam ko�ltracija

d :� p �; t dnunPK q: C Ñ D

i vrijedi d � h � e. Dokazujemo sada da je bilo koji drugi predmor�zam

b � p � : K Ñ J; t bn : C� pnq Ñ Dnuq

s tim svojstvom ekvivalentand. Uzmimo komponentubn . Budúci da je b � h � e postoji

k P J i vezni mor�zmi  � pnqk i  � pnqk takvi da je na sljedécem dijagramu vanjski peterokut

komutativan. Vanjski trokut je takōder komutativan, pa slijedi i da je unutrašnji šesterokut

komutativan.

B � pnq

en

##h � pn q //C� pnq
dn //Dn

Bk

 � pn qk
77

 � pn qk ''
B � pnq

h � pn q //C� pnq

bn

??

Komutativnost desnog�cetverokuta na sljedećem dijagramu slijedi iz komutativnosti vanjskog

šesterokuta, komutativnosti dva lijeva�cetverokuta i�cinjenice da jehk epimor�zam.

B � pnq
h � pn q //C� pnq

dn //Dn

Bk

 � pn qk
77

 � pn qk ''

hk //Ck

� � pn qk

77

� � pn qk

''
B � pnq

h � pn q //C� pnq

bn

??
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Dakle, predmor�zmib i d su ekvivalentni i univerzalno svojstvo zah: B Ñ C je dokazano.

Koujedna�citelj paralelnog para mor�zama ko�ltracijaf; g zadan je dakle koujedna�citeljima

hn : Bn Ñ Cn komponentnih preslikavanjaf n ; gn i jedinstvenim mor�zmima� mn : Cn Ñ Cm

koji proizlaze iz univerzalnog svojstva tih koujedna�citelja.

A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //

 mn

��

Cn

� mn

��
A � pmq

f m
,,

gm

22Bm
hm //Cm

KategorijeProsVect, ProsVectFin, Pros
@0

Vect i Pros
@0

VectFin dakle imaju koujedna�citelje

i oni se konstruiraju na prethodno opisani na�cin, jerVect i VectFin imaju koujedna�citelje.

Propozicija 3.4.2.Neka jepV; b ; kqsimetri�cna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva epimor�zma epimor�zam. Tada je kategorijapProsV; b ; kqsimetri�cna mono-

idalna kategorija i vrijedi sljedeće: akoV ima koujedna�citelje i oni komutiraju s tenzorskim

produktom, onda i kategorijapProsV; b ; kq ima koujedna�citelje i oni komutiraju s tenzorskim

produktom. Za kategorijupPros
@0

V; b ; kqvrijedi isto.

Dokaz. Sve tvrdnje su prethodno dokazane u propozicijama 3.2.7 i 3.4.1 osim tvrdnje da ten-

zorski produkt uProsV komutira s koujedna�citeljima �cim tenzorski produkt uV komutira s

koujedna�citeljima. Doka�imo sada tu tvrdnju.

Neka jeh : B Ñ C koujedna�citelj paralelnog para mor�zama ko�ltracijaf; g : A Ñ B

konstruiran kao u propoziciji 3.4.1, uz iste oznake kao u dokazu te propozicije, zan ¥ m,

A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //

 mn

��

Cn

� mn

��
A � pmq

f m
,,

gm

22Bm
hm //Cm

Tenzorski produkt koujedna�citelja h : B Ñ C s identitetomid: D Ñ D na ko�ltraciji D ima

dakle komponente u sljedećem komutativnom dijagramu, zan ¥ m i l ¥ k.
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A � pnq b D l

f n b id
--

gn b id
11Bn b D l

hn b id //

 mn b � kl

��

Cn b D l

� mn b � kl

��
A � pmq b Dk

f m b id
--

gm b id
11Bm b Dk

hm b id //Cm b Dk

Svaki redak na tom dijagramu je koujedna�citelj u V, a vezni mor�zmi ko�ltracije C b D �cine

komutativne kvadrate s veznim mor�zmima ko�ltracijeB b D i komponentama predmor�zma

h b id. Dakle, po konstrukciji u propoziciji 3.4.1,h b id je koujedna�citelj u ProsV paralelnog

paraf b id; g b id. Isti dokaz vrijedi za punu potkategorijuPros
@0

V.

Korolar 3.4.3. Simetri�cne monoidalne kategorijeProsVect i ProsVectFin imaju koujedna�ci-

telje i oni komutiraju s tenzorskim produktom. Simetri�cne monoidalne kategorijePros
@0

Vect i

Pros
@0

VectFin takod̄er.

Dokaz. KategorijeVect i VectFin imaju koujedna�citelje i oni komutiraju s tenzorskim produk-

tom.

Korolar 3.4.4. Simetri�cna monoidalna kategorijapproVect; b̂ ; kqdopušta koujedna�citelje i oni

komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeproVect i Pros
@0

Vect su ekvivalentne simetri�cne monoidalne kategorije, a

tvrdnja vrijedi u kategorijiPros
@0

Vect.

3.4.2 Potprostori, jezgre i kvocijenti

Ovi rezultati će nam biti potrebni poslije da doka�emo da kategorijaInds
@0

proVect posjeduje

koujedna�citelje, te da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Propozicija 3.4.5. (Potprostorna ko�ltracija) Neka jeV � lim V ko�ltrirani vektorski prostor,

V � pt Vi ui PI ; t � ij uq. Neka jeW ¤ V njegov vektorski potprostor. Tada ko�ltracija naV

inducira kanonsku ko�ltracijuW s ko�ltrirajućim komponentamat � V
i pWqui PI i veznim presli-

kavanjima koja su odgovarajuće korestrikcije restrikcija veznih preslikavanjat � ij u. Ko�ltraciju

W zovemopotprostorna ko�ltracijainducirana ko�ltracijom naV.

Ozna�cimoŴ � lim W . PreslikavanjeŴ Ñ lim V � V inducirano po univerzalnom svoj-

stvu limesa konusom̂W Ñ W Ñ V je injekcija i mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora.

Slika te injekcije je dakle izomorfna vektorskom prostoruŴ � lim W i time �cini kanonski iz-

bor upotpunjenja vektorskog potprostoraW po potprostornoj ko�ltraciji, onog koje je vektorski
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potprostor odV. Tu sliku ćemo onda ozna�cavati ŝW „ V i vrijedit će dakleW „ Ŵ „ V. Pot-

prostorna ko�ltracija naŴ „ V inducirana ko�ltracijom naV jednaka jeW i preslikavanje

Ŵ ãÑ V je mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora.

Ako suZ i W vektorski potprostori odV takvi da jeZ „ W „ V, onda je potprostorna

ko�ltracija na Z inducirana ko�ltracijomV naV jednaka potprostornoj ko�ltraciji naZ indu-

ciranoj ko�ltracijom W naŴ i vrijedi Ẑ „ Ŵ „ V .

Dokaz. Neka je dakleV � lim V ko�ltrirani vektorski prostor,V � pt Vi ui PI ; t � ij uq. Neka

je W „ V njegov vektorski potprostor i� : W ãÑ V odgovarajúca inkluzija. De�nirajmo

Wi :� � V
i pWq „ Vi i ozna�cimo s� i : Wi ãÑ Vi kanonske inkluzije. Budúci da je� V

i pWq � Wi

i � i je injekcija, postoji jedinstveno preslikavanje� W
i : W Ñ Wi takvo da je sljedéci dijagram

na lijevoj strani komutativan i ono je epimor�zam.

W V Wi Vi

Wi Vi Wj Vj

� W
i

�

� V
i

� i

 ji � ji

� i � j

Za svaki usporedivi pari ¥ j je � ji pWi q � � ji p� V
i pWqq � � V

j pWq � Wj pa postoji jedinstveno

preslikavanje ji : Wi Ñ Wj takvo da je gornji dijagram na desnoj strani komutativan i ono je

epimor�zam. Na sljedécem dijagramu na lijevoj strani su komutativni gornji, donji i vanjski

�cetverokut, komutativan je desni trokut i� j je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut, tj.

vrijedi jednakost ji � � W
i � � W

j :

W V Wi Vi

Wi Vi Wj Vj

Wj Vj Wk Vk

� W
i

�

� W
j � V

j

� V
i

� i

 ji � ji

� ki
� i

 ji � ji

� j

 kj � kj

� j � k

Neka je sadai ¥ j ¥ k trojka uI . Na gornjem dijagramu na desnoj strani komutativna su oba

kvadrata i desni trokut, pa je komutativan i vanjski peterokut, a zbog jedinstvenosti preslikavanja

 ki sa svojstvom�k �  ki � � ki � � i iz toga slijedi jednakost: kj �  ji �  ki .
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Dakle, W � pt Wi ui PI ; t  i uqje ko�tracija u Vect i familija t � W
i : W Ñ Wi ui PI de�nira

konus nad ko�ltracijomW s vrhomW.

Neka familijat � U
i : U Ñ Wi ui PI de�nira univerzalni konus nadW . Po univerzalnom svoj-

stvu limesaU � lim W postoji jedinstveno preslikavanje : W Ñ U takvo da je� U
i �  � � W

i

za svakii P I .

U W V

Wi Vi

� U
i

 

� W
i

�

� V
i

� i

Iz komutativnosti lijevog donjeg trokuta i donjeg kvadrata na sljedećem dijagramu slijedi� ji �

� i � � U
i � � j � � U

j , pa zaklju�cujemo da familija preslikavanjat � i � � U
i : U Ñ Vi u de�nira konus

nad V . Iz toga po univerzalnom svojstvu limesaV � lim V slijedi da postoji jedinstveno

preslikavanje� : U Ñ V takvo da je� V
i � � � � i � � U

i za svakii P I .

U W V

Wi Vi

Wj Vj

� U
i

� U
j

�

 

� W
i

�

� V
i

� V
j

� i

 ji � ji

� j

Budúci da je� �  : W Ñ V tada preslikavanje za koje vrijedi

� V
i � � �  � � i � � U

i �  � � i � � W
i ;

iz jedinstvenosti preslikavanja s tim svojstvom slijedi� � � �  . Dakle, mora biti injekcija.

Dokazujemo da je� injekcija. Pretpostavimo da je slika nitiw � p wi qi PI P U jednaka0 P V.

Tada je� i pwi q � 0 P Vi za svakii P I . Budúci da su sve komponente� i injekcije, to mora biti

wi � 0 za svakii P I , tj. w � 0 u U. Dakle,� je injekcija.

Injekcija � : U ãÑ V je mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora predstavljen po nivoima

injekcijamaWi ãÑ Vi . Sliku � pUq „ V, � pUq � U, ozna�cimo sŴ. Ta slika ne ovisi o izboru

limesaU. Ko�ltracija na Ŵ inducirana po izomor�zmuŴ � U je o�cito W i ona je ista kao
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potprostorna ko�ltracija naŴ inducirana ko�ltracijom naV. Vrijedi W „ Ŵ „ V u Vect i

Ŵ ãÑ V je mor�zam uproVect.

Zadnja tvrdnja iz iskaza propozicije lako se provjeri: komponente i vezna preslikavanja ko-

�ltracije na Z kao potprostora od̂W podudaraju se s komponentama i veznim preslikavanjima

ko�ltracije na Z kao potprostora odV.

De�nicija 3.4.6. Za vektorski prostorV na kojem je dana ko�ltracijaV ka�emo da jepotpun

ako je kanonsko linearno preslikavanjeV Ñ V̂ u njegovo upotpunjenjêV � lim V po toj

ko�ltraciji izomor�zam. Ako je vektorski potprostorW ¤ V ko�ltriranog vektorskog prostora

V jednak svom upotpunjenjûW u V, onda ka�emo da jeW potpun potprostor ko�ltriranog

vektorskog prostoraV.

Propozicija 3.4.7. Svaki element upotpunjenjâW � lim W vektorskog prostoraW po @0-

ko�ltraciji W je vrijednost neke formalne sume ûW �ciji sumandi su u slici kanonskog linearnog

preslikavanjaW Ñ Ŵ.

Dokaz. Neka jeW � pt Wi ui PI ; t � ji uqi ozna�cimo s � : W Ñ Ŵ kanonsko preslikavanje u

upotpunjenje. Za svakii P I vrijedi � Ŵ
i � � � � W

i . Proizvoljan elementv PŴ je nit

v � p vi qi PI PŴ;

gdje je svakivi PWi . Neka jeK ko�nalan podskup odI izomorfanN, dakleK � t k1; k2; : : :u

uz kn   kn� 1 za svakin P N. Radi jednostavnijeg zapisa, uzmimo daN ne sadr�i niti jedan

indeks izI i ozna�cimo zan, m PN komponenteVn :� Vkn , vezna preslikavanja� nm :� � kn km

i projekcije� W
n :� � W

kn
, � Ŵ

n :� � Ŵ
kn

.

Dokazatćemo koristéci Zornovu lemu da postoji nizpwnqnPN elemenata odW takav da za

svakin P N vrijedi � W
n pw1 � w2 � : : : � wnq � � Ŵ

n pvq: Za takav nizće naime vrijediti da je
°

n � pwnqformalna suma ûW vrijednostiv.

(i) Dokazujemo prvo da postoji nizpwnqnPN elemenata odW sa svojstvom

� W
n pw1 � w2 � : : : � wnq � � Ŵ

n pvq; @n PN:

Neka jeS skup svih nizovapwnqnPN elemenata uW za koje vrijedi to svojstvo iT skup svih

kona�cnih nizovapwnqt
n� 1 elemenata uW za koje vrijedi

� W
n pw1 � w2 � : : : � wnq � � Ŵ

n pvq; @n ¤ t:

SkupS Y T je neprazan jer je� W
1 surjekcija. Na skupuS Y T je de�niran parcijalni urēdaj

pwnqnPA ¤ pw1
nqnPB ô p A „ Bq ^ p@n PAqpwn � w1

nq:
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O�cito svaki lanac uS Y T ima gornju mēdu pa po Zornovoj lemi postoji maksimalan element

u S Y T. Taj element mora biti uS, jer kad bi on bio kona�can nizpwnqt
n� 1 P T, konstruirali

bismo niz véci od njega tako da odaberemo:wt � 1 PW za koji vrijedi

� W
t� 1pwt � 1q � � Ŵ

t � 1pvq � � W
t� 1pw1 � w2 � : : : � wtq;

što mo�emo jer je� W
t� 1 surjekcija.

(ii) Dokazujemo da za niz uW sa svojstvom� W
n pw1 � w2 � : : : � wnq � � Ŵ

n pvq; @n P N

vrijedi da je
°

n � pwnqformalna suma ûW vrijednostiv.

Za svakin PN je

� W
n pwn� 1q � � npn� 1qp� W

n� 1pwn� 1qq

� � npn� 1qp� Ŵ
n� 1pvq � � W

n� 1p
° n

j � 1 wj qq

� � Ŵ
n pvq � � W

n p
° n

j � 1 wj q

� 0:

iz �cega slijedi

� W
n pwN q � � npN � 1qp� W

N � 1pwN qq � 0; za svakiN ¡ n:

Dakle, za svakin PN je skupt � W
n pwj q � 0 | j PNukona�can i vrijedi

_¸

j

� Ŵ
n p� pwj qq �

_¸

j

� W
n pwj q � � Ŵ

n pvq;

a budúci da jeK ko�nalan u I , lako se vidi da je to dovoljno da zaklju�cimo da je
°

n � pwnq

formalna suma ûW vrijednostiv.

Propozicija 3.4.8. Neka jeW vektorski potprostor ko�ltriranog vektorskog prostoraV �

lim V . Tada jeW potpun potprostor ako i samo ako svaka formalna suma uV �ciji su svi

sumandi uW „ V ima vrijednost uW.

Sli�cno, vektorski prostorW na kojem je zadana@0-ko�ltracija W je potpun ako i samo

ako sve formalne sume ûW �ciji su svi sumandi u slici kanonskog preslikavanjaW Ñ Ŵ u

upotpunjenje imaju vrijednost u toj slici i kanonsko preslikavanjeW Ñ Ŵ je injekcija.

Dokaz. Po propoziciji 3.4.7 svaki element upotpunjenjaŴ „ V mo�e se zapisati kao formalna

suma uV �ciji su svi sumandi uW. Ako svaka takva formalna suma ima vrijednost uW, onda

je po tomeŴ „ W pa jeW potpun potprostor. Obratno, ako jeW potpun potprostor, onda

o�cito svaka formalna suma uW ima vrijednost uW.

Korolar 3.4.9. Presjek
“

kPK V pkq potpunih potprostora ko�ltriranog vektorskog prostoraV

je potpuni potprostor odV i inkluzija
“

kPK V pkq ãÑ V je mor�zam ko�ltriranih vektorskih

prostora.
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Propozicija 3.4.10.Neka jef : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V

i W � lim W . Tada je njegova jezgra kao linearnog preslikavanja

Ker f � t v PV | f pvq � 0u

potpuni potprostor odV. To je dakle ko�ltrirani vektorski prostor uz potprostornu ko�ltraciju i

ulaganjeKer f ãÑ V je mor�zam u kategorijiproVect.

Dokaz. Budúci da preslikavanjef distribuira po formalnim sumama, formalnu sumu uV �ciji

su sumandi u jezgrif će takōder preslikati u nulu. Po prethodnoj propoziciji slijedi da jeKer f

potpun potprostor odV.

Napomena 3.4.11.Neka jef : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V

i W � lim W . Tada slika

Imf � t f pvq |v PVu

ne mora biti potpuni potprostor odW. Po propoziciji 3.4.5 za upotpunjenje slike se mo�e

izabrati vektorski potprostor
yIm f „ W

i to je potpuni potprostor. InkluzijayIm f ãÑ W i korestrikcijaV Ñ yIm f su mor�zmi uproVect.

Propozicija 3.4.12.(Kvocijentna ko�ltracija.) Kvocijent ko�ltriranog vektorskog prostoraV �

lim V po njegovom potpunom potprostoruW je ko�ltrirani vektorski prostor uz ni�e opisanu

kanonsku ko�ltraciju i kvocijentno preslikavanjeq: V Ñ V{W je mor�zam ko�ltriranih vek-

torskih prostora. Nadalje, to kvocijentno preslikavanje je koujedna�citelj para koji se sastoji od

nul-preslikavanja0: W Ñ V i inkluzije � : W ãÑ V u kategorijiproVect.

Kanonska ko�ltracija inducirana na kvocijentuV{W jednaka je

ptVi {Wi ui PI ; t � ji uq;

gdje je W � pt Wi ui PI ; t  ji uqpotprostorna ko�ltracija naW koja je inducirana ko�ltraci-

jom V � pt Vi ui PI ; t � ji uqna V, a vezna preslikavanjat � ji u su jedinstvena preslikavanja med̄u

kvocijentimat Vi {Wi ui PI inducirana veznim preslikavanjimat � ji u. Tu ko�ltraciju zovemokvo-

cijentna ko�ltracijanaV{W.

Dokaz. Neka je dakleV � lim V ko�ltrirani vektorski prostor,V � pt Vi ui PI ; t � ji uq, i neka je

W njegov potpuni potprostor, s induciranom ko�ltracijomW � pt Wi ui PI ; t  ji uq. Ozna�cimo s

� : W ãÑ V inkluziju i neka jepid; t � i ui PI qodgovarajúci predmor�zamW Ñ V .
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W V

Wi Vi

Wj Vj

� W
i� V
i

� W
j

�

� V
i

� V
j

� i

 ji � ji

� j

Kao u dokazu propozicije 3.4.1 koujedna�citelj para mor�zama ko�ltracijapid; t � i uqi pid; t 0uqje

ko�ltracija �cije su komponente koujedna�citelji qi parova� i ; 0 i �cija su vezna preslikavanja jedin-

stvena preslikavanja med̄u vrhovima tih koujedna�citelja kao univerzalnih kokonusa. Ozna�cimo

tu ko�ltraciju s

V {W :� pt Vi {Wi ui PI ; t � ji uq:

Wi Vi Vi {Wi

Wj Vj Vj {Wj

� i

 ji � ji

qi

� ji

� j qj

Neka jeq kvocijentno preslikavanjeV Ñ V{W, tj. koujedna�citelj u Vect para�; 0. Za svakii P

I preslikavanjeqi koujedna�cuje par� i ; 0 : Wi Ñ Vi pa, jer je lijevi gornji kvadrat na sljedećem

dijagramu komutativan, slijedi daqi � � V
i koujedna�cuje par�; 0:

qi � � V
i � � � qi � � i � � W

i � qi � 0 � � W
i � 0 � qi � � V

i � 0:

Po univerzalnom svojstvu koujedna�citelja V{W, za svakii P I zbog toga postoje i jedinstvena

su preslikavanja� i : V {W Ñ Vi {Wi takva da je� i � q � qi � � V
i . Zbog jedinstvenosti ona�cine

konus nad ko�ltracijomV {W . Budúci da suqi i � V
i epimor�zmi, to je i svaki� i epimor�zam.
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Dakle,V {W je ko�ltracija na V{W.

W V V{W

Wi Vi Vi {Wi

Wj Vj Vj {Wj

� W
i

�

� V
i

q

� i

� j
� i

 ji � ji

qi

� ji

� j qj

Dokazujemo da je taj konus s vrhomV{W univerzalan. Neka je sat � U
i : U Ñ Vi {Wi ui PI

zadan univerzalan konus nadV {W u Vect. Po univerzalnom svojstvu limesa

U � lim V {W

postoji jedinstveno preslikavanje� : V{W Ñ U takvo da je� U
i � � � � i za svakii P I . Zbog

ekvivalentnosti kategorijaPros
@0

Vect i proVect, ko�ltrirani vektorski prostorU � lim V {W

je koujedna�citelj paralelnog para�; 0 u kategorijiproVect i o�cito je upotpunjenje odV{W po

ko�ltraciji V {W . Dokazat́cemo da je� injekcija i surjekcija.

W V V{W U

Wi Vi Vi {Wi

Wj Vj Vj {Wj

� W
i

�

� V
i

q

� i

�

� U
i

� U
j

� i

 ji � ji

qi

� ji

� j qj

Preslikavanje� pridru�uje elementuv � W PV{W nit p� V
i pvq � Wi qi PI . Ako je v � W � 0

u V{W, tj. v RW, onda mora biti i� pv � Wq � 0 u U. Zaista, kad bi bilo� pv � Wq � 0, onda

bi qi p� V
i pvqq � � i pqpvqq � � i pv � Wq � � U

i p� pv � Wqq � 0 pa bi svaki� V
i pvqbio unutarWi ,

tj. v bi bio uW, jer jeW � lim W . Dakle,� je injekcija. Preostaje dokazati da je surjekcija.

Proizvoljan elementu limesaU je nit oblikau � p vi � Wi qi PI ; gdje je svakivi PVi i vrijedi

� ji pvi � Wi q � vj � Wj , tj. � ji pvi q � vj P Wj : Ako doka�emo da postoji nitv1 � p v1
i qi PI u
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V � lim V takva da jev1
i P vi � Wi za svakii P I , pronašli smo praslikuv1 � W po � od niti

u. Zau � p vi � Wi qi PI PU de�niramo ko�ltraciju skupova

Su � pt vi � Wi ui PI ; t � ji |vi � W i uq:

Svaka komponentavi � Wi te ko�ltracije je neprazan skup i svako vezno preslikavanje je surjek-

cija. Zaista,� ji |W i �  ji je surjekcijaWi naWj i � ji pvi q � vj � : w1
j PWj pa za svakiwj PWj

postojiwi takav da je� ji pvi � wi q � vj � wj , to jewi P� � 1
ji pwj � w1

j q. Sada po propoziciji 3.1.6

o nepraznom limesu@0-ko�ltracije sa surjektivnim veznim preslikavanjima i nepraznim kom-

ponentama slijedi tvrdnja. Dakle,� je surjekcija. Slijedi:V{W � U je ko�ltrirani vektorski

prostor iV Ñ V{W je mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora.

U dokazu je vidljivo da je ko�ltracija na kvocijentu ko�ltriranog vektorskog prostoraV �

lim V po njegovom potpunom potprostoruW � lim W koujedna�citelj paralelnog para0;

� : W Ñ V , jer je koujedna�citelj u propoziciji 3.4.1 uPros
@0

Vect konstruiran upravo uzima-

njem koujedna�citelja paralelnih komponenata po nivoima, s induciranim preslikavanjima med̄u

njihovim vrhovima, a koujedna�citelj od 0; � i : Wi Ñ Vi u Vect jest kvocijentVi {Wi . Dakle,

zbog ekvivalencije kategorijaproVect i Pros
@0

Vect, kvocijent ko�ltriranog vektorskog prostora

po potpunom potprostoru je koujedna�citelj u kategorijiproVect para0; � : W Ñ V.

Napomena 3.4.13.Neka suZ i W potpuni potprostori odV takvi da jeZ „ W. Tada jeZ

potpun potprostor odW i lako je provjeriti da se kvocijentna ko�ltracija naW{Z podudara s

potprostornom ko�ltracijom naW{Z „ V{Z koja je induciranom kvocijentnom ko�ltracijom

naV{Z .

Propozicija 3.4.14.Neka jef : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostoraV � lim V

i W � lim W . Neka suU „ V i T „ W njihovi potpuni potprostori takvi da jef pUq „ T.

Tada je inducirano preslikavanje�f : V{U Ñ W{T mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora,

gdje na domeni i kodomeni podrazumijevamo kvocijentne ko�ltracije inducirane ko�ltracijama

naV i W.

Dokaz. Neka su dane ko�ltracije naV odnosnoW redom sljedéce: V � pt Vi ui PI ; t � ji uq,

W � pt Wi ui PI ; t  ji uq. Po prethodnoj propoziciji 3.4.12 kvocijentiV{U i W{T su ko�ltrirani

vektorski prostori. Kao u dokazu te propozicije kvocijentna ko�ltracija naV{U ima kompo-

nenteVi {Ui , i P I , gdje jeUi � � V
i pUqi projekcija� V {U

i : V {U Ñ Vi {Ui je inducirano preslika-

vanje mēdu koujedna�citeljima,� V {U
i pv� Uq � � V

i pvq� Ui . Analogno, komponente kvocijentne

ko�ltracije na W{T suWj {Tj , j P J , gdje jeTj � � W
j pTqi projekcija� W {T

j : W{T Ñ Wj {Tj

je inducirano preslikavanje med̄u koujedna�citeljima, � W {T
j pw � Tq � � W

j pwq � Tj . Neka je

mor�zam f zadan predmor�zmomp�; t f j : V� pj q Ñ Wj uq. Za svakij P J je sljedéci dijagram
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komutativan.

V W

V� pj q Wj

� V
� pj q

f

� W
j

f j

Budúci da jef pUq „ T slijedi

f j pU� pj qq � f j p� V
� pj qpUqq � � W

j pf pUqq „ � W
j pTq � Tj

pa je dobro de�nirano linearno preslikavanje�f j : V� pj q{U� pj q Ñ Wj {Tj sa

�f j pvj � U� pj qq � f j pvj q � Tj

i sljedéci dijagram komutira, jer su sva preslikavanja med̄u kvocijentima inducirana preslikava-

njima na prethodnom komutativnom dijagramu.

V{U W{T

V� pj q{U� pj q Wj {Tj

� V {U
� pj q

�f

� W {T
j

�f j

Dokazali smo dakle da za svakij P J postoji �f j takav da je prethodni dijagram komutativan,

što zna�ci da je �f mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora.

3.4.3 Monomor�zmi i epimor�zmi

Ova propozicija je bitna za dokaz tvrdnje da je tenzorski produkt �ltracija u kategorijiproVect

opet �ltracija, štoće nam biti potrebno za dobru de�niranost tenzorskog produkta u kategoriji

IndsproVect.

Propozicija 3.4.15.Mor�zam u kategorijiproVect je monomor�zam uproVect ako i samo ako

je monomor�zam kao preslikavanje uVect.

Dokaz. Pretpostavimo da jei : V Ñ W mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora koje je

injekcija kao preslikavanje vektorskih prostora. Bilo koja dva mor�zma ko�ltriranih vektor-

skih prostoraf; g : U Ñ V su ujedno i preslikavanja vektorskih prostora, pa ako za njih vrijedi

i � f � i � g onda slijedif � g jer je i monomor�zam vektorskih prostora. Obratno, neka

74



3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIJIPROVECT

je i : V Ñ W monomor�zam u kategorijiproVect. Dokazujemo da jei injekcija. Pretposta-

vimo suprotno, tj. da postoje elementiv; w P V takvi da jev � w i ipvq � ipwq. Neka su

f; g : k Ñ V linearna preslikavanja de�nirana sf p1q � v i gp1q � w. Ona su o�cito mor�zmi u

kategorijiproVect i razli�citi su, a vrijedii � f � i � g što je u kontradikciji s pretpostavkom da

je i monomor�zam u kategorijiproVect.

Ova propozicija nije bitna za dalje izlaganje, ovdje je samo zbog potpunosti.

Propozicija 3.4.16.Mor�zam u kategorijiproVect je epimor�zam uproVect ako i samo ako

je upotpunjenje njegove slike uVect jednako cijeloj njegovoj kodomeni.

Dokaz. Pretpostavimo da jep: V Ñ W mor�zam u kategorijiproVect i zppVq � W. Neka

je f; g : W Ñ Z paralelan par mor�zama u kategorijiproVect za koji vrijedi f � p � g � p.

Svaki elementv upotpunjenjazppVq � W mo�e se prikazati kao formalna suma elemenata u

ppVq, v �
°

� v� , po propoziciji 3.4.7. Budúci da preslikavanjaf i g distribuiraju po formalnim

sumama, ako se podudaraju nappVqmoraju se podudarati na cijelomzppVq, tj. mora bitif � g.

Obratno, pretpostavimo da jep: V Ñ W epimor�zam u kategorijiproVect. Dokazat́cemo

da jezppVq � W. Pretpostavimo suprotno, tj. dazppVq � W. Tada je kvocijentW{ zppVqnetri-

vijalan vektorski prostor. Po propoziciji 3.4.12 to je ko�ltrirani vektorski prostor i kvocijentno

preslikavanjeq: W Ñ W{ zppVq je mor�zam u kategorijiproVect. O�cito je q � p � 0. Par

f :� id � q, g :� 0 � q: W Ñ W{ zppVqsu tada mor�zmi uproVect za koje vrijedif � g i

f � p � g � p što je u kontradikciji s time da jep epimor�zam u kategorijiproVect.

3.4.4 Koprodukti i kolimesi u kategorijama ProsV i proVect

Postojanje i konstrukcija kolimesa dijagrama u kategorijiproVect �cija je domena usmjeren skup

ko�nalnosti @0 bit će potrebni za dokaz da kategorijaInds
@0

proVect dopušta koujedna�citelje i da

oni komutiraju s tenzorskim produktom kojićemo na toj kategoriji de�nirati.

Propozicija 3.4.17. (Koprodukt uProsV.) Neka kategorijaV posjeduje koprodukte. Tada

kategorijaProsV posjeduje koprodukte i kategorijaPros
@0

V posjeduje koprodukte familija in-

deksiranih skupom kardinaliteta¤ @0.

Detaljnije, koprodukt familijet V pkqukPK u ProsV, V pkq � pt V pkq
i ui PI k ; t � pkq

ji uq, k P K , je

ko�ltracija V � pt Vi ui PI ; t � ji uqkonstruirana na sljedeći na�cin. Indeksni usmjereni skup je

I :�
¹

kPK

I k ;

komponente ko�ltracije su

Vi :�
º

kPK

V pkq
i k

; zai � p i kqkPK PI
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i vezna preslikavanja su� ji : Vi Ñ Vj ,

� ji :�
º

kPK

� pkq
j k i k

; za usporedivei � p i kqkPK ¥ j � p j kqkPK u I:

Komponente�pkq: V pkq Ñ V univerzalnog kokonusa dane su predmor�zmima ko�ltracija sas-

tavljenima od kanonskih preslikavanja u koprodukte

�pkq � p � k : I Ñ I k ; t �pkq
i : V pkq

i k
Ñ

º

kPK

V pkq
i k

ui PI q;

gdje je� k : I Ñ I k projekcija iz produkta u komponentu,� kpiq � i k zai � p i kqkPK PI .

Dokaz. O�cito je V usmjereni sustav uV, a ko�ltracija je jer je koprodukt epimor�zama epi-

mor�zam. Zaista, pretpostavimo da imamo dva preslikavanja� i � koje
²

kPK f k ujedna�cuje i

da je svakif k epimor�zam.

²
kPK Ak

²
kPK Bk C

Ak Bk

²
k PK f k

�

�
� A
k

f k

� B
k

Tada za svakik P K vrijedi da
²

kPK f k � �A
k � �B

k � f k ujedna�cuje � i � . Budúci da je svaki

f k epimor�zam, slijedi da�B
k ujedna�cuje � i � za svakik P K . Po univerzalnom svojstvu

koprodukta, postoji jedinstveno preslikavanje
²

kPK Bk Ñ C takvo da je na komponentama

jednako� � �B
k � � � �B

k . Dakle, � mora biti jednako� . Time je dokazano da je koprodukt

epimor�zama epimor�zam i da jeV ko�ltracija.

Sada dokazujemo da je konstruirana ko�ltracijaV � pt Vi ui PI ; t � ji uqzajedno s preslikava-

njima �pkq: V pkq Ñ V , k PK ,

�pkq � p � k : I Ñ I k ; t �pkq
i : V pkq

i k
Ñ

º

kPK

V pkq
i k

ui PI q

koprodukt uProsV danih ko�ltracija. Preslikavanja�pkq su o�cito predmor�zmi ko�ltracija.

Neka je dana ko�ltracijaZ � pt ZnunPJ ; t � mn uqi neka je za svakik P K dan predmor�zam

gpkq: V pkq Ñ Z

gpkq � p � k ; t gpkq
n : V pkq

� k pnq Ñ Znuq

Po univerzalnom svojstvu koprodukta za svakin PJ postoji jedinstveno preslikavanje

hn :
º

kPK

V pkq
� k pnq Ñ Zn
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takvo da za svakik PK komutira sljedéci dijagram

²
kPK V pkq

� k pnq

V pkq
� k pnq Zn

hn

gpk q
n

Familija mor�zamat hnunPJ �cini predmor�zam ko�ltracija h : V Ñ Z što je vidljivo iz slje-

déceg dijagrama. Za svaki vezni mor�zam� mn i svaki k P K postoji komponentaV pkq
� k pn;m q

ko�ltracije V pkq takva da je unutrašnji peterokut komutativan. Vanjska iscrtkana preslikavanja

su koprodukti iscrtkanih preslikavanja med̄u komponentama. Slijedi komutativnost vanjskog

peterokuta.

²
kPK V pkq

� k pnq

V pkq
� k pnq Zn

²
kPK V pkq

� k pn;m q V pkq
� k pn;m q

V pkq
� k pmq Zm

²
kPK V pkq

� k pmq

hn

gpk q
n

� mn

gpk q
m

hm

O�cito vrijedi da jeh � �pkq � gpkq za svakik PK .

Sada dokazujemo jedinstvenost takvog mor�zma. Pretpostavimo da postoji još jedan pred-

mor�zam e: V Ñ Z za koji vrijedi e � �pkq � gpkq za svakik PK . Neka jee zadan familijom

t en :
º

kPK

V pkq
 k pnq Ñ ZnunPJ :

Promotrimo sljedéci dijagram. Budúci da jee� �pkq � h � �pkq to postoji za svakik komponenta

V pkq
� k pnq i iscrtkana preslikavanja iz nje na dijagramu tako da komutira vanjski šesterokut. Ko-

produkt svih tih preslikavanja su iscrtkana preslikavanja iz
²

kPK V pkq
� k pnq. Budúci da komutira

vanjski šesterokut, komutiraju gornji lijevi i donji lijevi�cetverokut za svakik P K i preslika-

vanje iz koprodukta jedinstveno je odred̄eno preslikavanjima iz svih komponenti koprodukta,
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slijedi da komutira i unutrašnji�cetverokut. Dakle, predmor�zmih i e su ekvivalentni.

V pkq
� k pnq

²
kPK V pkq

� k pnq

V pkq
� k pnq

²
kPK V pkq

� k pnq Zn

V pkq
 k pnq

²
kPK V pkq

 k pnq

hn

en

Ako su zadane ko�ltracije s indeksnim skupom ko�nalnosti najviše@0 i ako je K prebro-

jiv, onda je o�cito I ko�nalnosti najviše@0, pa je konstruirana ko�ltracija unutar potkategorije

Pros
@0

V.

Propozicija 3.4.18. (Koprodukt uproVect.) Neka jeK skup kardinaliteta¤ @0 i neka je

t V pkqukPK familija u kategorijiproVect, V pkq � lim V pkq, V pkq � pt V pkq
i ui PI k ; t � ji uq, uz pro-

jekcijet � pkq
i : V pkq Ñ V pkq

i ui PI k , k PK . Tada je koprodukt uVect

V :�
º

kPK

V pkq; t �pkq: V pkq Ñ VukPK

uz ko�ltraciju V � pt Vi ui PI ; t � ji uqkoja je koprodukt uPros
@0

Vect familije t V pkqukPK :

I :�
¹

kPK

I k ;

Vi :�
º

kPK

V pkq
i k

; zai � p i kqkPK PI

� ji :�
º

kPK

� pkq
j k i k

; za usporedivei � p i kqkPK ¥ j � p j kqkPK u I;

i uz projekcije

� V
i �

º

kPK

� pkq
i k

: V Ñ Vi ; zai � p i kqkPK PI

koprodukt u kategorijiproVect familije t V pkqukPK . Ko�ltracija na V pkq jednaka je inducira-

noj ko�ltraciji na V pkq kao potprostoru odV pa V pkq mo�emo gledati kao potpun potprostor

ko�ltriranog vektorskog prostoraV.

Dokaz. Po propoziciji 3.4.17V � pt Vi ui PI ; t � ji uqzaista jest ko�ltracija i koprodukt u katego-

riji Pros
@0

Vect familije t V pkqukPK . Budúci da su kategorijeproVect i Pros
@0

Vect ekvivalentne,

preostaje dokazati da jelim V zaistaV i da su kanonska preslikavanja�pkq: V pkq Ñ V u kopro-

dukt uVect inducirana kanonskim predmor�zmimaV pkq Ñ V u koprodukt uPros
@0

Vect.
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Kanonsko preslikavanjeV Ñ V̂ u upotpunjenje je injekcija jer za svaki elementv P V

razli�cit od 0 postoji komponentaVi u koju se on po projekciji� V
i preslika u element razli�cit od

0. Mo�emo dakle gledatiV kao potprostor od̂V . Svaku komponentuV pkq mo�emo gledati kao

potprostor odV i time kao potprostor od̂V . Pritom je o�cito ko�ltracija V pkq naV pkq jednaka

induciranoj ko�ltraciji naV pkq kao potprostoru od̂V, pa jeV pkq potpun potprostor od̂V .

Neka je
°

� v� formalna suma ûV �ciji su svi sumandi uV. Prvoćemo zamijeniti tu formalnu

sumu formalnom sumom iste vrijednosti�ciji je svaki sumand unutar neke komponenteV pkq i svi

sumandi su iz razli�citih komponenti i zatim zaklju�citi da je takva suma nu�no kona�cna, dakle s

vrijednosti unutarV. Po�cetna suma je formalna pa je skupt � | � i pv� q � 0u kona�can za svaki

i P I . Svaki sumandv� mo�e se zapisati kao direktna (kona�cna) suma elemenata komponenti

V pkq „ V ,

v� �
_¸

kPK

vpkq
� :

U ovom dokazu kao ina�ce sa�° ozna�cavamo kona�cnu sumu pribrojnika razli�citih od0. Za svaki

i � p i kqkPK PI je

� V
i pv� q � � V

i p
_¸

k

vpkq
� q �

_¸

k

� pkq
i k

pvpkq
� q;

što je direktna suma elemenata komponentiV pkq
i k

koprodukta
²

kPK V pkq
i k

. Budúci da je ta suma

direktna imamo:

� V
i pv� q � 0 ñ p@kqp� pkq

i k
pvpkq

� q � 0q:

Slijedi da je za svakii P I skup tp�; k q | � V
i pvpkq

� q � 0u kona�can, to jest suma
°

�;k vpkq
�

je formalna suma iste vrijednosti kao
°

� v� , a �ciji su svi sumandi elementi komponentiV pkq.

Svaka podsuma formalne sume je formalna suma pa je za svakik suma
°

� vpkq
� formalna suma

u V̂ i njeni su sumandi svi unutar jedne komponenteV pkq. Ozna�cimo li njenu vrijednost svpkq,

budúci da je svakiV pkq potpun, vrijedivpkq P V pkq. Sada grupiranjem sumanada dobivamo da

je suma
°

k vpkq formalna suma vrijednosti jednake prethodnima,

¸

�

v� �
¸

k;�

vpkq
� �

¸

k

p
¸

�

vpkq
� q �

¸

k

vpkq:

Formalna suma
°

k vpkq sadr�i netrivijalne sumande iz najviše kona�cno mnogo komponenti

V pkq, jer u protivnom bismo mogli pronaći komponentuVi �
²

kPK V pkq
i k

ko�ltracije tako da

se beskona�cno mnogo sumanada te formalne sume projicira u netrivijalne elemente te kom-

ponente. Dakle, to je kona�cna suma elemenata odV i time je njena vrijednost unutarV �
²

k V pkq, pa slijedi da je vrijednost po�cetne formalne sume uV.

Dokazali smo time daV „ V̂ sadr�i vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima u

V, pa je po propoziciji 3.4.8V potpun. Time je dokazanoV � lim V . Nadalje, lako se
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vidi da su kanonska preslikavanja�pkq: V pkq Ñ V u koprodukt uVect inducirana kanonskim

predmor�zmimaV pkq Ñ V ,

V pkq
²

kPK V pkq

V pkq
i k

²
kPK V pkq

i k

� pk q

� pk q
i k

²
k PK � pk q

i k

� pk q
i k

Napomena 3.4.19.Za koprodukt familije indeksirane skupom kardinaliteta¤ @0 u katego-

riji proVect � Pros
@0

Vect mo�e se uzeti i sljedéci ko�ltrirani vektorski prostor. Neka je

t V pkq � lim V pkqukPK familija u proVect. Bez smanjenja oṕcenitosti mo�emo pretpostaviti

da je indeksna kategorija svake ko�ltracije izomorfna sN. Indeksnu kategoriju iz prethodnog

dokaza zatim takōder mo�emo zamijeniti s u njoj ko�nalnomN. De�niramo:

V :�
º

kPK

V pkq u Vect; t �pkq: V pkq Ñ Vu

Vn :�
º

kPK

V pkq
n

� mn : Vn Ñ Vm ; � mn �
º

kPK

� pkq
mn

Tada jeV uz ko�ltraciju ptVnu; t � mn uqi komponentet �pkqu koprodukt u kategorijiproVect

familije t V pkqukPK .

Korolar 3.4.20. Neka kategorijaV ima kolimese svih dijagrama. Tada kategorijaProsV ima

kolimese svih dijagrama, a kategorijaPros
@0

V ima kolimese svih dijagrama �cija je domenaI

usmjeren skup ko�nalnosti najviše@0, te kolimese svih dijagrama �cija domenaI ima prebrojiv

skup mor�zamaMorI .

Dokaz. Prva tvrdnja je posljedica propozicija 3.4.1 i 3.4.17 i poznate�cinjenice da kategorija ima

sve koujedna�citelje i koprodukte ako i samo ako ima sve kolimese, [MacLane]. Naime, kolimes

funktoraF : I Ñ V (u našem slu�caju iz male kategorijeI ) konstruira se kao koujedna�citelj u

sljedécem dijagramu:

²
ps: i Ñ j qPMor I F piq

²
i PI F piq C

�

�
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U tom dijagramu preslikavanja� i � su jedinstvena preslikavanja iz koprodukta inducirana

po univerzalnom svojstvu sljedećim preslikavanjima iz komponenti koprodukta: zas: i Ñ j

mor�zam u I

� s : F piq idÑ F piq Ñ
º

i PI

F piq

� s : F piq
F psq
Ñ F pj q Ñ

º

i PI

F piq

Lako je provjeriti da je koujedna�citelj tog dijagrama upravo kolimes dijagramaF .

Za dokaz druge tvrdnje treba samo dodatno zamijetiti da su oba koprodukta u gornjem dija-

gramu indeksirana prebrojivim skupom�cim se usmjeren skupI ko�nalnosti najviše@0 zamijeni

svojim ko�nalnim podskupom izomorfnim sN ili �cim jeMorI prebrojiv skup. Oba koprodukta

su tada unutarPros
@0

V pa je i koujedna�citelj unutarPros
@0

V.

Poznato je i lako se poka�e da je koujedna�citelj u kategoriji vektorskih prostora paralelnog

paraf; g : A Ñ B jednak kvocijentnom preslikavanjuB Ñ B{W zaW � Impf � gq.

Propozicija 3.4.21.(Koujedna�citelj uproVect.) Neka suf; g : A Ñ B dva mor�zma u katego-

riji proVect. Neka jeB Ñ B{W njihov koujedna�citelj uVect, W � Impf � gq. Tada je njihov

koujedna�citelj uproVect jednak kvocijentnom preslikavanjuB Ñ B{Ŵ .

Dokaz. Neka su ko�ltracije naA i B dane sA � tp AnunPI ; t � mn uqi B � ptp BnunPJ ; t  mn uq

redom i neka su predmor�zmip�; t f nunPJ qi p�; t gnunPJ qredom inducirani mor�zmimaf i g.

Predmor�zmi su odabrani tako da funkcije� budu jednake, što je moguće jer jeI usmjerena

kategorija. Koujedna�citelj u Pros
@0

Vect ta dva predmor�zma je dokazu propozicije 3.4.1 kons-

truiran po nivoima: za svakin P J je hn : Bn Ñ Cn koujedna�citelj u Vect paraf n , gn i za

svaki usporedivi parm ¤ n je � mn : Cn Ñ Cm jedinstveni mor�zam koji proizlazi iz univerzal-

nog svojstva koujedna�citeljahn , tj. jedinstveni mor�zam takav da je desni kvadrat na sljedećem

dijagramu komutativan.

A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //

 mn

��

Cn

� mn

��
A � pmq

f m
,,

gm

22Bm
hm //Cm

Projekcija� A
� pnq je epimor�zam pa je koujedna�citelj hn paraf n , gn jednak koujedna�citelju

tog para pretkomponiranog s� A
� pnq na sljedécem dijagramu:f n � � A

� pnq, gn � � A
� pnq. Taj je par
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zbog sekvencijalne komutativnosti lijevog kvadrata na dijagramu jednak paru� A
n � f , � A

n � g.

A
f

++

g
33

� A
� pn q

��

B

� B
n

��
A � pnq

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Koujedna�citelj u Vect tog para jednak je kvocijentnom preslikavanju

Bn Ñ Bn {Imp� A
n � f � � A

n � gq;

a vrijedi Imp� A
n � f � � A

n � gq � Imp� A
n � pf � gqqšto je jednako� A

n pImpf � gqq. Dakle,

konstruirani koujedna�citelj u Pros
@0

Vect po nivoima je dan kvocijentnim preslikavanjima

hn : Bn Ñ Bn { � B
n pImpf � gqq

i preslikavanjima� mn induciranim mēdu kvocijentima preslikavanjima mn . Po konstrukciji ko-

�ltracije na upotpunjenju potprostora ko�ltriranog vektorskog prostora u propoziciji 3.4.5 i po

konstrukciji ko�ltracije na kvocijentu ko�ltriranog vektorskog prostora po svom potpunom pot-

prostoru u propoziciji 3.4.12 vidimo da je dobivena ko�ltracijaptBn { � B
n pImpf � gqqunPJ ; t � mn uq

kvocijentna ko�ltracija ko�ltriranog vektorskog prostoraB{ {Impf � gq i da je predmor�zam

pthnunPJ qupravo predmor�zam ko�ltracija induciran kvocijentnim preslikavanjem

h: B Ñ B{ {Impf � gq:

Dakle, kvocijentno preslikavanjeh je, uz kvocijentnu ko�ltraciju na kodomeni, koujedna�citelj

u kategorijiproVect paraf; g .

Propozicija 3.4.22. (Filtrirani kolimes u proVect.) Neka jeC � pt CpnqunPK ; t � mn uqusmje-

reni sustav u kategorijiproVect, gdje jeK usmjeren skup ko�nalnosti najviše@0. Neka jeW

vektorski potprostor od
²

nPK Cpnq generiran elementima skupa

t c � e | i; j PK; c PCpi q; e PCpj q; pDk ¥ i; j qp� ki pcq � � kj peqqu:

Tada je potprostorW potpun u
²

nPK Cpnq, W � Ŵ , i kolimes u kategorijiproVect tog usmje-

renog sustava jednak je
²

nPK Cpnq{W uz kanonsku kvocijentnu ko�ltraciju i kanonske kompo-

nente univerzalnog kokonusa koje su kompozicija inkluzije i kvocijentnog preslikavanja,

Cpi q ãÑ
º

nPK

Cpnq Ñ
º

nPK

Cpnq{W:

Dakle, kolimes usmjerenog sustava u kategorijiproVect jednak je kao vektorski prostor ko-

limesu tog usmjerenog sustava u kategorijiVect. Ako je C �ltracija u kategoriji proVect,

komponente univerzalnog kokonusa u kategorijiproVect nad �ltracijom C su monomor�zmi.
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Dokaz. U dokazu propozicije 3.4.20 objašnjeno je da se kolimes uproVect konstruira kao

koujedna�citelj u proVect

²
pi ¤ j qCpi q

²
kPK Cpkq

²
kPK Cpkq{ {Imp� � � q

�

�

Pritom koristimo�cinjenicu da je koprodukt uproVect kao vektorski prostor jednak koproduktu

u Vect, koja je dokazana u propoziciji 3.4.18, i opis koujedna�citelja u proVect koji je dan u

propoziciji 3.4.21. Preslikavanja� i � dana su komponentama: za svaki pari ¤ j u K

� i ¤ j : Cpi q idÑ Cpi q ãÑ
º

kPK

Cpkq; � i ¤ j : Cpi q � jiÑ Cpj q ãÑ
º

kPK

Cpkq

PotprostorImp� � � qgeneriran je dakle skupom

t c � e | i; j PK; i ¤ j; c PCpi q; e PCpj q; � ji pcq � eu:

Lako se vidi da je taj potprostor onda generiran i nešto većim skupom

t c � e | i; j PK; c PCpi q; e PCpj q; pDk ¥ i; j qp� ki pcq � � kj peqqu

to jest jednakW.

Dokazujemo sada da jeW � Imp� � � qpotpun ako jeC usmjeren sustav uproVect. S tom

svrhom pretpostavimo bez smanjenja općenitosti da je indeksni usmjereni skup tog usmjerenog

sustava jednakN, za slu�caj da je ko�nalnost odK jednaka@0. U slu�caju da je manja, tvrdnja

slijedi trivijalno. Neka je
°

� w� formalna suma ûW �ciji su svi sumandi uW. Lako se vidi da

je potprostorW generiran skupom

t cpkq � epk� 1q | k PN; cpkq PCpkq; epk� 1q PCpk� 1q; � pk� 1qkpcpkqq � epk� 1qu:

Svaki sumandw� je kona�cna suma takvih generatora, pri�cemu generatore koji dolaze iz istog

paraCpkq; Cpk� 1q mo�emo zbrojiti zbog jedinstvenosti veznog mor�zma� pk� 1qk . Dakle, svaki

sumandw� mo�emo zapisati kao ovakvu kona�cnu sumu takvih generatora:

w� � p cp1q
� � ep2q

� q � p cp2q
� � ep3q

� q � : : : � p cpN � q
� � epN � � 1q

� q:

Kao u dokazu propozicije 3.4.18 o koproduktu uproVect zaklju�cujemo: (i) iz� i pw� q � 0

slijedi � i pc
p1q
� q � 0, � i p� ep2q

� � cp2q
� q � 0, : : :, � i p� epN � q

� � cpN � q
� q � 0, � i pe

pN � � 1q
� q � 0, (ii) iz

toga zatim slijedi da je sljedeća suma formalna i vrijednosti jednake po�cetnoj:

¸

�;k

p� epkq
� � cpkq

� q;
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pri �cemu je svakiep1q
� � 0, a iz toga (iii) da su sljedéce podsume formalne:

¸

�

cp1q
� ;

¸

�

p� ep2q
� � cp2q

� q; : : : ;
¸

�

p� epkq
� � cpkq

� q; : : :

te da je ovo formalna suma vrijednosti jednake po�cetnoj:

¸

k

p
¸

�

p� epkq
� � cpkq

� qq:

Ozna�cimo vrijednost formalne sume
°

� cp1q
� s cp1q P Cp1q. Vezni mor�zam � 21 distribuira po

formalnim sumama pa je i
°

� ep2q
� �

°
� � 21pc

p1q
� q � � 21pcp1qqformalna suma. Ozna�cimo njenu

vrijednost sep2q. O�cito je cp1q � ep2q P W. Dalje zaklju�cujemo da je
°

� cp2q
� formalna suma jer

je jednaka zbroju po�clanovima formalnih suma
°

� p� ep2q
� � cp2q

� qi
°

� pep2q
� q. Daljim analognim

zaklju�civanjem na kraju dobivamo da je po�cetna formalna suma vrijednosti

¸

�

w� � p cp1q � ep2qq � p cp2q � ep3qq � : : : � p cpkq � epk� 1qq � : : :

pri �cemu je svaka razlikacpkq � epk� 1q u W, a iz toga, sli�cno kao u dokazu propozicije 3.4.18

o koproduktu uproVect, da ta suma mora biti kona�cna. Dakle, po�cetna formalna suma ima

vrijednost uW. Po propoziciji 3.4.8W je potpun potprostor od
²

nPN Cpnq.

Budúci da je tada kolimes uproVect kao vektorski prostor jednak kolimesu uVect, kom-

ponente univerzalnog kokonusa su injekcije, jer su uVect injekcije po propoziciji 3.1.9. Te

komponente su onda monomor�zmi uproVect po propoziciji 3.4.15.

3.4.5 Tenzorski produkt monomor�zama je monomor�zam

Propozicija 3.4.23.Upotpunjeni tenzorski produkt dvaju monomor�zama u kategorijiproVect

odnosnoproVectFin je monomor�zam. Jezgra upotpunjenog tenzorskog produktaf b̂ g mor-

�zma f i monomor�zmag u proVect odnosnoproVectFin je upotpunjeni tenzorski produkt

jezgre mor�zmaf i domene monomor�zmag.

Dokaz. Neka suf : V Ñ Z i g: W Ñ T monomor�zmi ko�ltriranih vektorskih prostora.

Dokazatćemo da jef b̂ id monomor�zam, gdje jeid : W Ñ W identiteta. Analogno bi se

dokazalo da jeid b̂ g monomor�zam, iz �cega bi slijedilo da jef b̂ g � p f b̂ idq � pid b̂ gq

monomor�zam.

Neka sut e� u� , t e1
� u� formalne baze redom zaV i W. Tada jet e� b e1

� up�;� q formalna baza

zaV b̂ W po propoziciji 3.3.14. Pretpostavimo da jev P V b̂ W takav da jepf b̂ idqpvq � 0 i

neka je izraz
°

�;� t �� e� b e1
� formalna suma s vrijednostiv.
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Tada je za svaki� izraz
°

� t �� e� takod̄er formalna suma. Zaista, za proizvoljan �ksirani

� postoji j takav da je� W
j pe1

� q � 0. Za svakii P I je skupt � | t �� � V
i pe� q b � W

j pe1
� q � 0u

kona�can, pa jer je� W
j pe1

� q � 0 mora biti skupt � | t �� � V
i pe� q � 0ukona�can.

Ozna�cimo sada za svaki� s v� vrijednost te formalne sume
°

� t �� e� . Tada je
°

� v� b e1
�

takod̄er formalna suma i vrijednost joj je jednaka vrijednosti po�cetne sume. Preslikavanjef b̂ id

distribuira po formalnim sumama pa je0 �
°

� f pv� q b e1
� . Postojij takav da bazu odWj �cine

slike po� W
j elemenata bazet e� u� koji se ne preslikaju u0 i takav da je� W

j pe1
� q � 0. Budúci

da je tada _¸

�

� V
k pf pv� qq b� W

j pe1
� q � 0;

a skup svih� W
j pe1

� q � 0 je linearno nezavisan, proizlazi da je� V
k pf pv� qq � 0. To vrijedi za

svaki k, pa jef pv� q � 0. Iz toga slijediv� � 0 jer je f monomor�zam i monomor�zmi u

proVect su injekcije po propoziciji 3.4.15.

Sli�cno se dokazuje druga tvrdnja propozicije. Neka jef mor�zam V Ñ Z u proVect i g

monomor�zamW Ñ T u proVect. Dokazujemo da je

Kerpf b̂ gq � Kerpf qb̂ W:

Vrijedi f b̂ g � id b̂ g � f b̂ id, a po prethodnome dokazanomid b̂ g je monomor�zam. Jez-

gra monomor�zma je trivijalna pa jeKerpf b̂ gq � Kerpf b̂ idq: Dovoljno je dakle dokazati

Kerpf b̂ idq � Kerpf qb̂ W. O�cito jeKerpf qb̂ W „ Kerpf b̂ idq. DokazujemoKerpf b̂ idq „

Kerpf qb̂ W. Jednako kao u dokazu prethodne tvrdnje zaklju�ci se da za svakiv P V b̂ W,

v �
°

� v� b e1
� , takav da jepf b̂ idqpvq � 0 vrijedi f pv� q � 0 za svaki� . Dakle, vrijedi

Kerpf b̂ idq „ Kerpf qb̂ W.
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Poglavlje 4

Kategorija indVect�ltriranih vektorskih

prostora

4.1 De�nicije

U poglavlju prije prethodnog de�nirani su usmjereni sustav uV, predmor�zmi usmjerenih sus-

tava i njihova kompozicija, mor�zmi usmjerenih sustava i njihova kompozicija, te kategorija

usmjerenih sustava uV. Kategorija usmjerenih sustava uV je ekvivalentna kategoriji poopće-

nih usmjerenih sustava uV, a ona je ekvivalentna kategoriji ind-objekata uV, pa je ozna�cavamo

s IndV.

4.1.1 Kategorija IndsV �ltracija u V

De�nicija 4.1.1. Filtracija je usmjereni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja monomor-

�zmi. Mor�zam �ltracija je mor�zam usmjerenih sustava.

Kategorija �ltracija u kategorijiV je puna potkategorija kategorije usmjerenih sustavaIndV

�ciji su objekti �ltracije u V. Ozna�cavamo je sIndsV.

De�nicija 4.1.2. @0-�ltracija je �ltracija �cija je indeksna kategorija ko�lnalnosti najviše@0.

Kategoriju@0-�ltracija u kategoriji V ozna�cavamo sInds
@0

V.

4.1.3. KategorijaV je puna potkategorija kategorije �ltracija uV. Imamo sljedéci niz ulaganja

kategorija

V ãÑ Inds
@0

V ãÑ IndsV ãÑ IndV;

pri �cemu je prvo ulaganje pridru�ivanje odgovarajuće konstantne �ltracije objektu izV.
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Propozicija 4.1.4. Svaka �ltracija uVect (odnosnoVectFin) ima kolimes uVect. Sve su kom-

ponente kolimesa �ltracije monomor�zmi.

Dokaz. Neka jeV � pt Vi ui PI ; t � ji uq�ltracija u Vect. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.3

o egzistenciji �ltriranih kolimesa uSet i Vect. Dokazujemo drugu tvrdnju. Ozna�cimo s

� i : Vi Ñ colimV komponente univerzalnog kokonusa. Pretpostavimo da zav, w P Vi vri-

jedi � i pvq � � i pwq. Po propoziciji 2.4.3 to vrijedi ako i samo ako postojik P I takav da je

� ki pvq � � ki pwq. Budúci da je svaki vezni mor�zam �ltracije injekcija, slijediv � w. Dakle,

svaka je komponenta univerzalnog kokonusa injekcija.

4.1.4.1. �Cesto pišemo za� i pvq PcolimV umjestorvsjednostavnov.

4.1.2 Kategorija indVect �ltriranih vektorskih prostora

De�nicija 4.1.5. Filtrirani vektorski prostorje vektorski prostorV zajedno s@0-�ltracijom V

u Vect takvom da jeV � colimV .

Filtrirani vektorski prostorV � colimV zadan je dakle komponentamaVi :� V piq, veznim

preslikavanjima� ji : Vi Ñ Vj :� V pi Ñ j q�ltracije, vrhom univerzalnog kokonusaV nad tom

�ltracijom i komponentama kokonusa�V
i : Vi Ñ V. Po propoziciji 4.1.4 sve su te komponente

kokonusa monomor�zmi, a zovemo ih injekcije.

4.1.5.1. Ovdje nije nu�no da se ograni�cimo u de�niciji na @0-�ltracije. Svi teoremi u ovom

poglavlju vrijede za cijelu kategoriju �ltracija uVect. Ograni�cenja su tu samo zbog toga što su

takva ograni�cenja nu�na za kategoriju ko�ltriranih vektorskih prostora. Naime, bez ograni�cava-

nja na@0-ko�ltracije ne vrijedi nu�no da je limes ko�ltracije neprazan i ne vrijede mnogi nu�ni

teoremi. Ograni�cenja su ovdje u svrhu simetrije: dual �ltriranog vektorskog prostora bitće ko-

�ltrirani vektorski prostor i obratno. Za sve te kategorije vrijeditće teoremi koje pri�eljkujemo.

De�nicija 4.1.6. Mor�zam �ltriranih vektorskih prostoraV � colimV i W � colimW , gdje

su �ltracije dane saV � pt Vi ui PI ; t � ki uq; W � pt Vj uj PJ ; t  lj uq, je svako linearno preslikava-

nje f : V Ñ W takvo da za svakii P I postoji j P J i linearno preslikavanjef ji : Vi Ñ Wj za

koje je sljedéci dijagram komutativan:

V W

Vi Wj

f

f ji

� V
i � W

j

to jest, simbolima, takvo da vrijedip@i PI qpDj PJqpDf ji : Vi Ñ Wj qp�W
j � f ji � f � �V

i q:

87



4.1. DEFINICIJE

O�cito je kompozicijag� f mor�zama �ltriranih vektorskih prostoraf i g mor�zam �ltiranih

vektorskih prostora. Kategoriju �ltriranih vektorskih prostora i mor�zama �ltriranih vektorskih

prostora ozna�cavamo sindVect. Njenu punu potkategoriju �ltriranih vektorskih prostora�cije

�ltracije su objekti kategorijeInds
@0

VectFin, tj. imaju kona�cno-dimenzionalne komponente, oz-

na�cavamo sindVectFin.

Propozicija 4.1.7.Svaki mor�zam �ltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor�zam

odgovarajućih@0-�ltracija vektorskih prostora i obratno na sljedeći na�cin:

(i) Neka jef : V Ñ W mor�zam �ltriranih vektorskih prostora i neka su �ltracije na njima

dane sV � pt Vi ui PI ; t � ki uq, W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. De�niramo skup

H pf q:� t f ji : Vi Ñ Wj | i P I; j PJ; � W
j � f ji � f � �V

i u:

Tada svaki izbor podfamilije oblikat f � pi qi : Vi Ñ W� pi qui PI „ H pf q de�nira predmor�zam

�ltracija V Ñ W i svaka dva takva izbora de�niraju ekvivalentne predmor�zme. Pridru�ivanje

koje mor�zmuf �ltriranih vektorskih prostora na ovaj na�cin pridru�i mor�zam �ltracija poštuje

kompoziciju.

(ii) Svaki predmor�zam@0-�ltracija t f � pi qi : Vi Ñ W� pi qui PI : V Ñ W odred̄uje jedinstveno

preslikavanjef : V Ñ W med̄u kolimesimaV � colimV , W � colimW tih �ltracija takvo

da je za svakii P I

�W
� pi q � f � pi qi � f � �V

i :

Ekvivalentni predmor�zmi odrēduju isto preslikavanjef . Pridru�ivanje koje mor�zmu �ltracija

na ovaj na�cin pridru�i mor�zam �ltriranih vektorskih prostora poštuje kompoziciju.

Ta dva pridru�ivanja su mēdusobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svakii P I ozna�cimo sK piqskup indeksaj P J za koje postoji linearno pres-

likavanjef ji : Vi Ñ Wj takvo da je�W
j � f ji � f � �V

i . Svaki skupK piq je neprazan jer jef

mor�zam �ltriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanjef ji je jedinstveno odrēdeno parom

pi; j q jer su komponente kokonusa�W
j monomor�zmi. Dokazujemo da za svako vezno presli-

kavanje� ki : Vi Ñ Vk vrijedi da za svaka dva preslikavanjaf ji i f lk koja pripadaju skupuH pf q

s domenamaVi i Vk postojin PJ takav da je sljedéci peterokut komutativan:

Vk
f lk //Wl

 nj

''
Wn

Vi

� ki

OO

f ji //Wj

 nl
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4.1. DEFINICIJE

Neka jen P J takav da jen ¥ j i n ¥ l. Na sljedécem dijagramu su komutativna oba desna

bo�cna trokuta (kokonus s vrhomW), lijevi bo�cni trokut (konus s vrhomV), prednji i stra�nji

�cetverokut i�W
n je monomor�zam, pa je i donji peterokut komutativan.

V
f //W

Vk
f lk //

� V
k

OO

Wl

� W
l

OO

 nl

''
Wn

� W
n

ZZ

Vi

� V
i

FF

� ki

OO

f ji //Wj

 nj

88

� W
j

XX

Opširnije, vrijedi

�W
n �  nl � f lk � � ki � �W

l � f lk � � ki

� f � �V
k � � ki

� f � �V
i

� �W
j � f ji

� �W
n �  nj � f ji

i �W
n je monomor�zam pa slijedi

 nl � f lk � � ki �  nj � f ji :

Za svaki i P I odaberimo� piq P K piq. Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je

p�; t f � pi qi uqpredmor�zam �ltracija V Ñ W . Takod̄er, prethodno dokazana tvrdnja zak � i

pokazuje da su svaka takva dva predmor�zma ekvivalentna. Time je mor�zmuf �ltriranih vek-

torskih prostora pridru�en na kanonski na�cin mor�zam odgovarajúcih �ltracija. Dokazujemo

sada da to pridru�ivanje poštuje kompoziciju. Neka suf : V Ñ W i g: W Ñ Z mor�zmi

�ltriranih vektorskih prostoraV � colimV , W � colimW i Z � colimZ . Za predmor-

�zme p�; t f � pi qi uq: V Ñ W i p�; t g� pkqkuq: W Ñ Z odabrane na prethodni na�cin vrijedi da

je njihova kompozicija

p� � �; t g� p� pi qq� pi q � f � pi qi uq

predmor�zam �ltracija V Ñ Z takav da za svakii P I vrijedi

�Z
� p� pi qq� g� p� pi qq� pi q � f � pi qi � g � �W

� pi q � f � pi qi � g � f � �V
i :

Komponente tog predmor�zma nalaze se dakle unutar skupa

H pg � f q � t hki : Vi Ñ Zk | �Z
k � hki � g � f � �V

i u;
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4.1. DEFINICIJE

pa je predmor�zam pridru�en kompozicijig� f ekvivalentan kompoziciji predmor�zama pridru-

�enih f i g. Dakle, kompoziciji mor�zama �ltriranih vektorskih prostorag� f bit će pridru�ena

kompozicija odgovarajúcih mor�zama �ltracija.

(ii) Obratno, neka je dan mor�zamV Ñ W �ltracija V � pt Vi ui PI ; t � ki uq i W �

ptWj uj PJ ; t  lj uqsvojim predstavnikomp�; t f i : Vi Ñ W� pi quq. Dokazujemo da je tada s

t �W
� pi q � f i : Vi Ñ Wui PI

de�niran kokonus nadV s vrhomW. Za svaki vezni mor�zam� ki : Vi Ñ Vk postoji gornja

med̄an para� piq, � pkqu J takva da je sljedéci dijagram komutativan.

Vk
f k //W� pkq

 n� pk q

''
Wn

Vi

� ki

OO

f i //W� pi q

 n� pi q

77

Budúci da su�W
i komponente kokonusa nadW iz prethodnog slijedi

�W
� pkq � f k � � ki � �W

n �  n� pkq � f k � � ki � �W
n �  n� pi q � f i � �W

� pi q � f i :

Dakle, familijom t �W
� pi q � f i ui PI je de�niran kokonus nadV s vrhomW pa po univerzalnom

svojstvu kolimesa ona odred̄uje jedinstveno linearno preslikavanjef : V � colimV Ñ W

takvo da je za svakii P I

f � �V
i � �W

� pi q � f i :

O�cito je f mor�zam �ltriranih vektorskih prostora. Uz to, vrijedi da jef i P H pf q za svaki

i P I pa iz toga i jedinstvenosti preslikavanjaf s tim svojstvom slijedi da je ovo pridru�ivanje

inverzno prethodnom pridru�ivanju.

Dokazujemo sada da ekvivalentni predmor�zmi na ovaj na�cin de�niraju isti kokonus i time

isto preslikavanjef . Neka jep�; t gi : Vi Ñ W� pi quqpredmor�zam ekvivalentanf . Za svaki

i P I postoji gornja mēdan para� piq, � piq PJ takva da je sljedéci dijagram komutativan

W� pi q
 n� pi q

''
Vi

f i

77

gi ''

Wn

W� pi q

 n� pi q

77
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4.1. DEFINICIJE

pa vrijedi

�W
� pi q � f i � �W

n �  n� pi q � f i � �W
n �  n� pi q � gi � �W

� pi q � gi :

Dakle, ekvivalentni predmor�zmi �ltracija de�niraju isto preslikavanje �ltriranih prostora. Time

je na kanonski na�cin svakom mor�zmu �ltracija pridru�en mor�zam odgovarajúcih �ltriranih

vektorskih prostora.

Dokazujemo sada da to pridru�ivanje poštuje kompoziciju. Neka sup�; t f i ui PI q: V Ñ W

i p�; t gj uj PJ q: W Ñ Z dva predmor�zma �ltracija. Oni odrēduju jedinstvena preslikavanjaf

i g takva da vrijedif � �V
i � �W

� pi q � f i i g � �W
j � �Z

� pj q � gj . Slijedi da za njihovu kompoziciju

p� � �; t g� pi q � f i ui PI q

za svakii P I vrijedi

�Z
� p� pi qq� g� pi q � f i � g � �W

� pi q � f i � g � f � �V
i :

Pridru�eno jedinstveno linearno preslikavanjeh : V Ñ Z takvo da je�Z
� p� pi qq� g� pi q � f i � h � �V

i

za svakii P I nu�no je tada jednakog � f . Dakle, kompoziciji dva predmor�zma �ltracija

pridru�ena je kompozicija odgovarajućih mor�zama �ltriranih vektorskih prostora.

Pridru�ivanja su o�cito inverzna.

Za dva mēdusobno pridru�ena mor�zma �ltracijaV Ñ W i �ltriranih vektorskih prostora

V Ñ W iz prethodne propozicije ka�emo da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa

H pf qzovemo komponente tog mor�zma �ltracija odnosno tog mor�zma �ltriranih vektorskih

prostora.

Korolar 4.1.8. Pridru�ivanje koje svakoj@0-�ltraciji V u Vect pridru�i njen kolimescolimV u

Vect, a svakom mor�zmu@0-�ltracija V Ñ W njime induciran mor�zam �ltriranih vektorskih

prostoracolimV Ñ colimW je funktor koji je ekvivalencija kategorije@0-�ltracija vektorskih

prostora i kategorije �ltriranih vektorskih prostora:

Inds
@0

Vect � indVect:

Potkategorija@0-�ltracija u VectFin ekvivalentna je potkategoriji �ltriranih vektorskih pros-

tora s kona�cno-dimenzionalnim komponentama,

Inds
@0

VectFin � indVectFin:

4.1.9. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorijaVect ãÑ indVect (vektorski prostor

s konstantnom �ltracijom) i zaboravni funktorindVect Ñ Vect (zaboravlja �ltraciju). Oba

funktora su vjerna, tj. injekcije na skupovima mor�zama. Sli�cno je s ulaganjemVectFin ãÑ

indVectFin i zaboravnim funktoromindVectFin Ñ Vect.
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4.1. DEFINICIJE

4.1.3 Kategorija �ltriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i za@0-�ltracije u Set i �ltrirane skupove. Ove de�nicije su

potrebne da bismo mogli de�nirati bilinearni mor�zam �ltracija uVect.

De�nicija 4.1.10. Filtrirani skup je skupS zajedno s@0-�ltracijom S u Set takvom da je

S � colimS. Mor�zam �ltriranih skupova S � colimS i T � colimT , gdje su �ltracije dane

s S � pt Si ui PI ; t � ki uqi T � pt Tj uj PJ ; t  lj uq, je svako preslikavanjef : S Ñ T skupova sa

svojstvom

p@i PI qpDj PJqpDf ji : Si Ñ Tj qpf � �S
i � �T

j � f ji q:

Propozicija 4.1.11. Svaka �ltracija skupova ima kolimes uSet. Svaka komponenta kolimesa

�ltracije skupova je monomor�zam.

Propozicija 4.1.12.Svaki mor�zam@0-�ltracija S Ñ T skupova inducira jedinstveni mor�zam

S Ñ T �ltriranih skupova S � colimS i T � colimT i obratno. Pridru�ivanja su mēdusobno

inverzna i poštuju kompoziciju.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 4.1.7 za kategorijuVect.

Korolar 4.1.13. Pridru�ivanje koje svakom �ltriranom skupuS � lim S pridru�i njegovu �ltra-

ciju S, a svakom mor�zmu �ltriranih skupovaf : S Ñ T inducirani mor�zam njihovih �ltracija

je funktor koji je ekvivalencija kategorije �ltriranih skupova i kategorije@0-�ltracija skupova,

indSet � Inds
@0

Set:

De�nicija 4.1.14. Kartezijev produkt �ltracijaS � pt Si ui PI ; t � ki uqi T � pt Tj uj PJ ; t  lj uqu

kategorijiSet je �ltracija S � T :� pt Si � Tj upi;j qPI � J ; t � ki �  lj uq.

Lako se provjeri da je prethodna de�nicija dobra, tj. da je kartezijev produkt monomor�-

zama opet monomor�zam.

De�nicija 4.1.15. Neka suV , W i Z �ltracije u kategoriji Vect. Za mor�zam �ltracija

V � W Ñ Z u Setka�emo da jebilinearanako su sve njegove komponente bilinearna presli-

kavanja.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmor�zma budu bilinearne da bi komponente

svakog predmor�zma bile bilinearne.
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJIINDVECT

4.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect

4.2.1 Proširenje tenzorskog produkta sV na kategoriju IndsV

De�nicija 4.2.1. Neka jepV; b ; kqsimetri�cna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva monomor�zma monomor�zam. Za dvije �ltracijeV : I Ñ V, W : J Ñ V

de�niramo tenzorski produkt �ltracijaV b W : I � J Ñ V kao kompoziciju

I � J V � V V:
pV ;W q b

Tenzorski produkt mor�zama �ltracijaV Ñ V 111 i W Ñ W 111, �ciji su predstavnici redom pred-

mor�zmi f � p �; t f i ui PI qi g � p �; t gj uj PJ q, je mor�zam �ltracija V b W Ñ V 111b W 111zadan

predmor�zmomf b g :� p � � �; t f i b gj upi;j qPI � J q.

Dakle, tenzorski produktV b W �ltracija V � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq

zadan je komponentama

t Vi b Wj upi;j qPI � J

i veznim mor�zmima

t � ki b  lj : Vi b Wj Ñ Vk b Wlupi Ñ k;j Ñ lqPMor pI � J q:

Na isti na�cin mo�e se de�nirati tenzorski produkt na cijeloj kategorijiInd V usmjerenih

sustava uV. Mi ćemo pokazati da je prethodna de�nicija dobra i da jepInds V; b ; kqsimetri�cna

monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategorijupInd V; b ; kq.

Propozicija 4.2.2. De�nicija tenzorskog produkta �ltracija i mor�zama �ltracija je dobra, tj.

vrijedi sljedeće.

(i) Tenzorski produkt �ltracija je �ltracija.

(ii) Tenzorski produkt mor�zama �ltracija je dobro de�niran mor�zam �ltracija.

Dokaz. (i) O�cito je time zadan usmjereni sustav, a svaki vezni mor�zam je monomor�zam jer

je tenzorski produkt dva monomor�zma uV monomor�zam.

(ii) Tvrdnja slijedi direktno iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su

dane �ltracijeV � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uqte �ltracije V 111 � pt V 1
i ui PI 1; t � 1

ki uq

i W 111 � pt W 1
j uj PJ 1; t  1

lj uq. Neka su dana dva predmor�zmaf � p �; t f i ui PI q: V Ñ V 111 i

g � p �; t gj uj PJ q: W Ñ W 111. Dokazujemo da je tadaf b g � p � � �; t f i b gj upi;j qPI � J q

predmor�zam �ltracija V b W Ñ V 111b W 111.
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJIINDVECT

Budúci da suf i g predmor�zmi �ltracija, za svaki pari ¤ k u I postoji gornja mēdap od

� piq i � pkqu I 1 i za svaki parj ¤ l u J postoji gornja mēdar od � pj q i � plqu J 1 takve da su

sljedéca dva peterokuta komutativna:

Vk
f k //V 1

� pkq
� 1

p� pk q

&&

Wl
gl //W 1

� plq
 1

r� pl q

&&
V 1

p W 1
r

Vi f i

//

� ki

OO

V 1
� pi q

� 1
p� pi q

88

Wj gj
//

 lj

OO

W 1
� pj q

 1
r� pj q

88

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog peterokuta:

Vk b Wl
f k b gl //V 1

� pkq b W 1
� plq

� 1
p� pk qb  1

r� pl q

))
V 1

p b W 1
r

Vi b Wj f i b gj

//

� ki b  lj

OO

V 1
� pi q b W 1

� pj q

� 1
p� pi qb  1

r� pj q

55

Za svaki parpi; j qi pk; lqu I � J postoji dakle gornja mēdapp; rqodp� piq; � pj qqi p� pkq; � plqq

u I 1� J 1 takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. dokazano je da jef b g predmor�zam

�ltracija.

Neka su sada dana još dva predmor�zmaf 1 � p � 1; t f 1
i ui PI qi g1 � p � 1; t g1

j uj PJ qekvivalentna

redom predmor�zmimaf i g. Dokazujemo da je tada predmor�zamf 1b g1 � p � 1 � � 1; t f 1
i b

g1
j upi;j qPI � J qekvivalentan predmor�zmuf b g.

Budúci da jef � f 1 i g � g1, za svakii P I postoji gornja mēda p od � piq i � 1piq u I 1 i

za svakij P J postoji gornja mēdar od � pj q i � 1pj qu J 1 takve da su sljedéca dva�cetverokuta

komutativna:

V 1
� pi q

� 1
p� pi q

&&

W 1
� pj q

 1
r� pj q

''
Vi

f i

88

f 1
i &&

V 1
p Wj

gj

88

g1
j ''

W 1
r

V 1
� 1pi q

� 1
p� 1pi q

88

W 1
� 1pj q

 1
r� 1pj q

77
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJIINDVECT

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog�cetverokuta:

V 1
� pi q b W 1

� pj q
� 1

p� pi qb  1
r� pj q

))
Vi b Wj

f i b gj
55

f 1
i b g1

j ))

V 1
p b W 1

r

V 1
� 1pi q b W 1

� 1pj q

� 1
p� 1pi q

b  1
r� 1pj q

55

Za svaki parpi; j qI � J postoji dakle gornja mēdapp; rqodp� piq; � pj qqi p� 1piq; � 1pj qqtakva

da je prethodni dijagram komutativan, tj.f 1 b g1 je predmor�zam ekvivalentan predmor�zmu

f b g.

Propozicija 4.2.3. Tenzorski produkt �ltracija uV je bifunktor

b : IndsV � IndsV Ñ IndsV:

Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt mor�zama �ltracija poštuje kom-

poziciju i paru identiteta pridru�uje identitetu. Detaljnije, neka suf � p �; t f i ui PI q: V Ñ V 111,

g � p �; t gi ui PI 1q: V 111 Ñ V 111111, d � p �; t dj uj PJ q: W Ñ W 111 i h � p �; t hj uj PJ 1q: W 111 Ñ W 111111

predmor�zmi �ltracija. Dokazujemo da vrijedi

pg � f q b ph � dq � p g b hq � pf b dq:

Kompozicije predmor�zama sug � f � p � � �; t g� pi q � f i uqi h � d � p � � �; t h� pj q � dj uqpa je

pg � f q b ph � dq � pp� � �; � � � q; tpg� pi q � f i q b ph� pj q � dj quqšto je jednako predmor�zmu

pp�; � q � p�; � q; tpg� pi q b h� pj qq � pf i b dj quq � pg b hq � pf b dq.

Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je o�cito identiteta,

pid � id; t id b id : Vi b Wj Ñ Vi b Wj upi;j qPI � J q:

Propozicija 4.2.4.Neka jepV; b ; kqsimetri�cna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva monomor�zma monomor�zam. Tada je kategorija �ltracija uV, IndsV, uz

tenzorski produkt �ltracijab simetri�cna monoidalna kategorija:

pIndsV; b ; kq:

Njena puna potkategorijaInds
@0

V je takod̄er simetri�cna monoidalna kategorija. Kanonska ula-

ganja

V ãÑ Inds
@0

V ãÑ IndsV

su jaki monoidalni funktori.

95



4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJIINDVECT

Dokaz. Neka sut � V W Z u, t � V u, t � V u i t � V W u asocijator, lijevi unitor, desni unitor i sime-

trizator za simetri�cnu monoidalnu kategorijupV; b ; kq. Asocijator� je prirodni izomor�zam

funktora pa de�nira izomor�zam �ltracija� V W Z po nivoima predmor�zmompid; t � Vi W j Zk uq:

pVl b Wmq b Zn
� Vl W m Z n //Vl b pWm b Znq

pVi b Wj q b Zk

p� li b  mj qb � nl

OO

� Vi W j Z k //Vi b pWj b Zkq

� li bp  mj b � nl q

OO

i familija t � V W Z u je prirodna transformacija funktora:

pV 1
i b W 1

j q b Z 1
k

pf i b gj qbhk

��

� V 1
i W 1

j Z 1
k //V 1

i b pW 1
j b Z 1

kq

f i bpgj b hk q

��
pV� pi q b W� pj qq b Z � pkq

� V� pi qW � pj qZ � pk q//V� pi q b pW� pj q b Z � pkqq

Na isti na�cin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator de�niraju prirodne izomor�zmet � V u,

t � V ui t � V W u. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, šeste-

rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-

nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajućem

dijagramu uV.

4.2.5. Tenzorski produktV b W dviju �ltracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s još jednim

podatkom: kanonskim bilinearnim mor�zmom �ltracijaV � W Ñ V b W .

Lema 4.2.6.Tenzorski produkt dva monomor�zma uVect (odnosnoVectFin) je monomor�zam.

Dokaz. Neka suf : V Ñ V 1 i g: W Ñ W 1 monomor�zmi u Vect. Pokazat́cemo da suf b id

i id b g monomor�zmi, iz �cegaće slijediti da je if b g � p f b idq � pid b gqmonomor�zam.

Dovoljno je dokazati da jef b id monomor�zam, dokaz zaid b g je analogan.

Neka jet e� u� PA baza vektorskog prostoraV i t e1
� u� PB baza vektorskog prostoraW. Dakle,

t e� b e1
� up�;� qPA � B je baza odV b W. Neka jev proizvoljan element odV b W,

v �
¸

�;�

s�� e� b e1
� �

¸

�

p
¸

�

s�� e� q b e1
� �

¸

�

v� b e1
� :

Pretpostavimo da jepf b idqpvq � 0. Dokazujemo da tada vrijediv � 0. Vrijedi
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0 � p f b idqpvq �
¸

�

f pv� q b e1
� �

¸

�

¸



t � e2
 b e1

�

gdje je
°

 t � e2
 zapis odf pv� q u bazi pe2

 q P� vektorskog prostoraV 1. Budúci da je onda

t e2
 b e1

� up�; qPB � � baza vektorskog prostoraV 1 b W slijedi da je za svakip�;  q koe�cijent

t � � 0. Dakle, za svaki� je f pv� q �
°

 t � e2
 � 0. Budúci da jef monomor�zam, iz toga

slijedi da je svakiv� nulvektor pa je i po�cetni vektorv �
°

� v� b e1
� nulvektor.

Korolar 4.2.7. Kategorija �ltracija u Vect, IndsVect, je uz tenzorski produkt �ltracija sime-

tri�cna monoidalna kategorija. Njene pune potkategorijeInds
@0

Vect i Inds
@0

VectFin takod̄er. Ka-

nonski funktori ulaganja

pVect; b ; kqãÑ pInds
@0

Vect; b ; kq

pVectFin; b ; kqãÑ pInds
@0

VectFin; b ; kq

dani konstrukcijom konstantne �ltracije su jaki monoidalni funktori.

4.2.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect

Lema 4.2.8. Neka suV i W usmjereni sustavi u kategorijiVect i V � colimV , W �

colimW njihovi kolimesi uVect. Tada je

colimpV b W q � colimV b colimW :

Posebno, ako suV � colimV , W � colimW �ltrirani vektorski prostori, tj. V i W @0-

�ltracije, vrijedi colimpV b W q � V b W.

Dokaz. Neka su usmjereni sustavi dani saV � pt Vi ui PI ; t � ki uq, W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. Ten-

zorski produkti komponenti univerzalnih kokonusa

t �V
i b �W

j : Vi b Wj Ñ V b Wupi;j qPI � J

de�niraju kokonus s vrhomV b W nad usmjerenim sustavom

V b W :� pt Vi b Wj upi;j qPI � J ; t � ki b  lj uq;

pa odrēduju jedinstveno preslikavanje� : colimpV b W q Ñ V b W takvo da je

� � � ij � �V
i b �W

j ;

gdje su sa� ij ozna�cene komponente kolimesaVi b Wj Ñ colimpV b W q.
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Dalje u dokazu koristimo propoziciju 2.4.3 u kojoj je opisan �ltrirani kolimes u kategoriji

Vect. Svaki element kolimesacolimV b W je klasa ekvivalencije oblikar
°

vk b wksza neki

vektor
°

vk b wk iz neke komponenteVi b Wj . Budúci da je� � � ij � �V
i b �W

j vrijedi da je

� pr
¸

vk b wksq �
¸

rvks b rwks;

gdje survksi rwkss desne strane klase ekvivalencija odvk i wk kao elementicolimV i colimW

redom. Dokazat́cemo da je� injekcija i surjekcija.

Pretpostavimo da je
°

rvks b rwks � 0. Zapišimo svakirwks kao linearnu kombinaciju

linearno nezavisnih vektora koji razapinju ljusku skupatr wksuk ,

rwks �
¸

t

� kt rzts:

Tada je
¸

rvks b rwks �
¸

k

¸

t

� kt rvks b rzts � 0

iz �cega zbog linearne nezavisnosti vektoratr ztsut slijedi da je za svakit

¸

k

� kt rvks � 0:

Dakle, postoji komponentaVi 1 i predstavniciv1
k PVi 1 klasarvksredom takvi da je

¸

k

� kt v1
k � 0:

Neka suz1
t predstavnici klasarzts, svi u istoj komponentiWj 1. Tada slijedi da je uVi 1 b Wj 1

¸

t

¸

k

� kt v1
k b z1

t � 0:

Ozna�cimo za svakik s w1
k sumu

°
t � kt z1

t . Tada jerw1
ks � r wksi vrijedi

¸

k

v1
k b w1

k � 0:

Uz otprije poznatorvks � r v1
ksslijedi rvk b wks � r v1

k b w1
ksi

r
¸

k

vk b wks � r
¸

k

v1
k b w1

ks � 0:

Dakle,� je injekcija.

Sada dokazujemo da je preslikavanje� surjekcija. Svaki element tenzorskog produkta

colimV b colimW je oblika
°

rvks b rwks, gdje sve reprezentantevk mo�emo pronáci u

istom Vi i sve reprezentantewk u istom Wj . O�cito je ovaj element tada slika po� klice

r
°

vk b wks.
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Lema 4.2.9.Neka suf : V Ñ V 1 i g: W Ñ W 1mor�zmi �ltriranih vektorskih prostora induci-

rani predmor�zmima njihovih �ltracijap�; t f i ui PI q: V Ñ V 111 i p�; t gj uj PJ q: W Ñ W 111. Tada

je mor�zam �ltriranih vektorskih prostoraV b W Ñ V 1b W 1 induciran tenzorskim produktom

predmor�zama �ltracija p� � �; t f i b gj uqjednakf b g.

Dokaz. Za svakipi; j q P I � J postoji p� piq; � pj qq PI 1 � J 1 takav da postoji preslikavanje

f i b gj za koje je sljedéci dijagram komutativan.

V b W
f b g //V 1b W 1

Vi b Wj
f i b gj //

� V
i b � W

j

OO

V 1
� pi q b W 1

� pj q

� V 1
i b � W 1

j

OO

Zaista, za svakii P I postoji � piq P I 1 i za svakij P J postoji � pj q PJ 1 takvi da postoje

preslikavanjaf i i gj za koja su sljedéca dva dijagrama komutativna:

V
f //V 1 W

g //W 1

Vi
f i //

� V
i

OO

V 1
� pi q

� V 1
i

OO

Wj
gj //

� W
j

OO

W 1
� pj q

� W 1
j

OO

i po funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi komutativnost gornjeg dijagrama. Iz jedinstve-

nosti mor�zma induciranog na �ltiranim vektorskim prostorima s tim svojstvom, slijedi da je

taj mor�zam jednakf b g.

De�nicija 4.2.10. Tenzorski produkt �ltriranih vektorskih prostoraV � colimV i W �

colimW je �ltrirani vektorski prostor

V b W � colimV b W

s �ltracijom V b W , zajedno s kanonskim mor�zmom �ltracijaV � W Ñ V b W . Tenzorski

produkt mor�zamaf i g �ltriranih vektorskih prostoraje f b g, jedinstveno linearno preslika-

vanje mēdu kolimesima �ltracija koje je inducirano tenzorskim produktom mor�zama �ltracija

induciranih sf i g.

De�nicija je dobra zbog prethodne dvije leme.

Propozicija 4.2.11.Kategorija �ltriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt �ltriranih

vektorskih prostora simetri�cna monoidalna kategorija

pindVect; b ; kq:
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Njena puna potkategorijaindVectFin je njena simetri�cna monoidalna potkategorija. Kanonski

funktori ulaganja

Vect ãÑ indVect

VectFin ãÑ indVectFin

su jaki monoidalni funktori. Kanonski zaboravni funktori

pindVect; b ; kq Ñ pVect; b ; kq

pindVectFin; b ; kqÑpVect; b ; kq

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Kategorija �ltriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji@0-�ltracija u kate-

goriji Vect. Funktor koji je ekvivalencija mēdu njima preslikava tenzorski produkt �ltriranih

vektorskih prostora u tenzorski produkt odgovarajućih �ltracija i tenzorski produkt mor�zama

�ltriranih vektorskih prostora u tenzorski produkt mor�zama �ltracija. Tenzorski produkt �ltri-

ranih vektorskih prostora je obi�cni tenzorski produkt vektorskih prostora, a komponente sime-

trizatora, asocijatora, lijevog i desnog unitora uindVect su iste kao uVect.

4.3 Kona�cne sume i �ltrirane baze

De�nicija 4.3.1. Neka jeV � colimV �ltrirani vektorski prostor,V � pt Vi ui PI ; t � ji uq. Neka

su�V
i : Vi Ñ V injekcije u vrh univerzalnog kokonusa. Ka�emo da je podskupB „ V �ltrirana

bazaodV ako postoji ko�nalan podskupK usmjerenog skupaI takav da za svakik PK vrijedi

da jep�V
k q� 1pBqbaza vektorskog prostoraVk .

4.3.1.1. O�cito je �ltrirana baza �ltriranog vektorskog prostoraV � colimV ujedno i baza

vektorskog prostoraV.

Propozicija 4.3.2. Svaki �ltrirani vektorski prostor posjeduje �ltriranu bazu.

Dokaz. Neka jeV � colimV �ltrirani vektorski prostor, V � pt Vi ui PI ; t � ji uq. Neka jeSi

skup baza vektorskog prostoraVi , zai P I . Na skupu

¤

i PI

Si � : S

de�niramo parcijalni urēdaj: zaB i PSi i B j PSj ka�emo da jeB i ¤ B j ako jei ¤ j i bazaB j

je proširenje linearno nezavisnog skupa� ji pB i q. Za dvije usporedive baze po tom parcijalnom

ured̄aju ka�emo da su kompatibilne.
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Usmjeren skupI je ko�nalnosti 1 ili @0. U prvom slu�caju tvrdnja propozicije lako slijedi.

Promotrimo sada drugi slu�caj. Po propoziciji 3.1.5 postoji ko�nalan podskupK odI izomorfan

s N, dakleK � t k1; k2; : : :u, gdje jekn   kn� 1 za svakin P N. Promotrimo skup urēdenih

parova

T :� tp L; f : L Ñ Sq |L „ K; p@� PLqpf p� q PS� q; p@�; � PLqpf p� qi f p� qkompatibilnequ:

Svaki urēdeni parpL; f q PT predstavlja izbor mēdusobno kompatibilnih baza nekih kompo-

nenti iz skupa komponentit Vk | k PK u.

Na skupuT de�niramo parcijalan urēdaj: pL; f q ¤ pN; gqako jeL „ N i za svaki� P L

vrijedi f p� q � gp� q. SkupT je o�cito neprazan i vrijedi da svaki lanac uT ima gornju mēdu.

Naime, za lanactpL j ; f j q | j P Ju njegova gornja mēda je pL; f q, gdje jeL �
”

j PJ L j i

funkcija f : L Ñ S zadana je sf p� q � f j p� qza� P L j . Lako se vidi da jef dobro de�nirana

i da je pL; f q PT. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element skupaT,

pM; h : M Ñ Sq. SkupM „ K je beskona�can, jer u protivnom bi imao najveći element

kn P M i linearno nezavisan skup� kn � 1kn phpknqqmogli bismo proširiti do bazeBkn � 1 te time

náci element véci od maksimalnog elementapM; hq. Dakle,M je beskona�can podskup skupa

K izomorfnog sN, iz �cega slijedi da jeM ko�nalan u K , a budúci da jeK ko�nalan u I , to je

i M ko�nalan u I .

Ozna�cimo sBm bazuhpmqvektorskog prostoraVm zam PM . Neka jeB :�
”

mPM �V
mpBmq.

Lako se vidi da je tadaB �ltrirana baza odV.

4.4 Osnovne konstrukcije u kategoriji indVect

4.4.1 Monomor�zmi i epimor�zmi

Ove dvije propozicije nisu nu�ne za daljnje izlaganje, ovdje su zbog potpunosti.

Propozicija 4.4.1. Mor�zam u kategoriji indVect je monomor�zam uindVect ako i samo ako

je monomor�zam kao preslikavanje uVect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da jei : V Ñ W mor�zam u kategorijiindVect koji je monomo-

�zam kao preslikavanje uVect. Neka jef; g : Z Ñ V paralelan par mor�zama u kategoriji

indVect takav da vrijedii � f � i � g. Budúci da je svako to preslikavanje ujedno i mor�-

zam u kategorijiVect, slijedi da mora bitif � g. Obratno, pretpostavimo da jei : V Ñ W

monomor�zam u kategorijiindVect. Dokazatćemo da jei injekcija kao preslikavanje uVect.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva razli�cita elementav, w PW takva da jeipvq � ipwq.

De�niramo paralelan par linearnih preslikavanjaf; g : k Ñ W saf p1q � v i gp1q � w. Ta
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preslikavanja su o�cito mor�zmi u indVect i vrijedi f � g, što je u kontradikciji si � f � i � g i

�cinjenicom da jei monomor�zam uindVect.

Propozicija 4.4.2. Mor�zam u kategoriji indVect je epimor�zam uindVect ako i samo ako je

epimor�zam kao preslikavanje uVect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da jep: V Ñ W mor�zam u indVect koji je epimo�zam kao

preslikavanje uVect. Neka jef; g : W Ñ Z paralelan par mor�zama uindVect takav da vrijedi

f � p � g� p. Budúci da je svako to preslikavanje ujedno i mor�zam uVect, slijedi da mora biti

f � g. Obratno, pretpostavimo da jep: V Ñ W epimor�zam u kategorijiindVect. Neka je

f; g : W Ñ Z paralelan par mor�zama uVect takav da vrijedif � p � g� p. ProstorZ mo�emo

shvatiti kao �ltrirani vektorski prostor s trivijalnom �ltracijom i, budúci da je on kodomena

preslikavanjaf i g, preslikavanjaf i g o�cito de�niraju mor�zme u kategorijiindVect. Slijedi

da jef � g.

4.4.2 Koujedna�citelj u kategoriji IndsVect i tenzorski produkt

Propozicija 4.4.3.Za svaka dva mor�zmaf; g : V Ñ W @0-�ltracija V : I Ñ V, W : J Ñ V

postoji usmjeren skupK i �ltracije V 2 : K Ñ V i W 2 : K Ñ V zajedno s izomor�zmima

�ltracija V � V 2, W � W 2 tako da je oba mor�zma �ltracijaV 2 � V Ñ W � W 2

moguće predstaviti predmor�zmima po nivoima.

Dokaz. Po propoziciji 3.1.5 mogúce je pronáci ko�nalne podskupove usmjerenih skupovaI

i J izomorfne sN. Tako dobivamo �ltracijeV 1: N ãÑ I Ñ V i W 1: N ãÑ J Ñ V koje

su po propoziciji 2.5.11 izomorfne �ltracijamaV i W , a �ciji je indeksni usmjereni skupN.

Komponente i vezna preslikavanja dobivenih �ltracija neka su

V 1 � pt V 1
nunPN; t � mn uq; W 1 � pt W 1

nunPN; t  mn uq:

Neka su mor�zmi �ltracija f 1, g1: V 1 Ñ W 1 dobiveni od mor�zamaf i g pretkomponiranjem

i postkomponiranjem s izomor�zmima �ltracijaV 1 � V , W � W 1. Predstavimo za po�cetak

mor�zme f 1 i g1 redom nekim predmor�zmima

p�; t f 1
n : V 1

n Ñ W 1
� pnqunPNq; p�; t g1

n : V 1
n Ñ W 1

� pnqunPNq:

Sada induktivno nalazimo paralelne komponentef 2
n , g2

n mor�zama f 1 i g1 na sljedéci na�cin.

U prvom koraku neka je� p1qnajmanja gornja mēda za� p1q i � p1q i de�niramo paralelan par

komponenti

f 2
1 :�  � p1q� p1q � f 1

1; g2
1 :�  � p1q� p1q � g1

1:
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Pretpostavimo sada da imamo već odabrane paralelne parovef 2
i , g2

i : V 1
i Ñ W 1

� pi q za svei �

1; 2; : : : ; n � 1, takve da je� piq ¡ � pj q �cim je i ¡ j , zai; j � 1; 2; : : : ; n � 1. Zan PN postoji

najmanja gornja mēda� pnqod � pnq; � pnqtakva da je� pnq ¡ � pn � 1qpa de�niramo sljedéci

par paralelnih komponenti sa

f 2
n :�  � pnq� pnq � f 1

n ; g2
n :�  � pnq� pnq � g1

n :

Tako smo dobili par predmor�zama

p�; t f 2
n : V 1

n Ñ W 1
� pnqunPNq; p�; t g2

n : V 1
n Ñ W 1

� pnqunPNq

koji predstavljajuf 1 i g1, a imaju paralelne komponente i funkcija� : N Ñ N je strogo rastúca

funkcija. Strogo rastúcoj funkciji usmjerenih skupova odgovara funktor pripadnih usmjerenih

kategorija. Funkcija� dakle de�nira ko�nalni podskup indeksnog usmjerenog skupa �ltracije

W 1, pa mo�emo �ltraciju W 1 zamijeniti izomorfnom �ltracijomW 2 � W 1 � � � W 1. Pos-

tkomponiranjem konstruiranih predmor�zamap�; t f 2
n unPNqi p�; t g2

nunPNqs tim izomor�zmom

W 1 � W 2, dobivamo tra�ene predmor�zme po nivoima

pid; t f 3
n : V 1

n Ñ W 2
n unPNq; pid; t g3

n : V 1
n Ñ W 2

n unPNq

koji predstavljaju paralelne mor�zme �ltracijaV 2 � V 1 � V Ñ W � W 1 � W 2.

Propozicija 4.4.4.Neka jeV kategorijaVect ili VectFin. Tada kategorijaIndsV ima koujedna-

�citelje. Ako je paralelni par mor�zama �ltracija predstavljen paralelnim parom predmor�zama

po nivoima, koujedna�citelj tog paralelnog para mor�zama �ltracija je �ltracija �cije su kom-

ponente kvocijenti koujedna�citelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jezgrama

preslikavanja u kolimes koujedna�citelja. Tvrdnja vrijedi i za punu potkategorijuInds
@0

V.

Dokaz. Po propoziciji 4.4.3 dovoljno je dokazati da koujedna�citelj postoji za dvije proizvoljne

�ltracije s jednakom indeksnom kategorijomI i paralelnim parom mor�zama predstavljenim

predmor�zmima po nivoima.

Neka su zadane dvije �ltracije u kategorijiV,

A � pt AnunPI ; t � mn uq; B � pt BnunPI ; t  mn uq

i neka je zadan paralelan par mor�zama �ltracija predmor�zmima po nivoima

f � p id; t f n : An Ñ BnunPI q; g � p id; t gn : An Ñ BnunPI q:

103



4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIJIINDVECT

KategorijaV ima koujedna�citelje pa za svakin P I za paralelan parf n ; gn postoji koujedna�citelj

hn : Bn Ñ Cn .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Neka jem ¤ n proizvoljan par usporedivih elemenata uI . Dokazujemo da kompozicija

hm �  nm koujedna�cuje parf m ; gm . Mor�zam hn koujedna�cuje parf n ; gn pa vrijedi

hn � f n � � nm � hn � gn � � nm ;

iz �cega, jer suf i g predmor�zmi �ltracija, slijedi hn �  nm � f m � hn �  nm � gm .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Am

� nm

OO

f m
++

gm

33Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO

Za svaki vezni mor�zam nm dakle vrijedi dahn �  nm koujedna�cuje parf m , gm pa po univer-

zalnom svojstvu koujedna�citelja hm slijedi da za svaki mn postoji jedinstveno preslikavanje

� nm : Cm Ñ Cn takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.

Dokazujemo da jeptCnunPI ; t � nm uqusmjereni sustav uV (ali nije nu�no i �ltracija). Na

sljedécem dijagramu su komutativni lijevi trokut i oba kvadrata pa je komutativan i vanjski

peterokut. Zbog jedinstvenosti preslikavanja� kn sa svojstvom� nk � hk � hn �  nk iz toga slijedi

jednakost� kn � � nm � � kn .

Bn
hn //Cn

Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO

Bk

 nk

EE

hk //

 mk

OO

Ck

� mk

OO

Sadaćemo usmjereni sustav zamijeniti �ltracijom. Neka jeC � colimn Cn u Vect. Ozna-

�cimo s� C
n : Cn Ñ C komponente tog univerzalnog kokonusa. Tada suKer � C

n P V, kvocijenti

Cn { Ker � C
n P V i sva preslikavanjaKer � C

n ãÑ Cn i qn : Cn Ñ Cn { Ker � C
n su mor�zmi u V.

O�cito tada za svakin P I postoji jedinstveno preslikavanje�C
n : Cn { Ker � C

n Ñ C u Vect takvo
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da je sljedéci dijagram komutativan i to preslikavanje je injekcija.

C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

� C
n

cc

Budúci da je� nm pKer � C
mq „ Ker � C

n postoji jedinstveno preslikavanje nm takvo da kvadrat na

sljedécem dijagramu komutativan, a budući da vrijedi štovišeKer � C
m � � � 1

nm pKer � C
n q ono je

injekcija.

C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

Cm

� C
m

EE

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO

(4.1)

Vrijedi  kn �  nm �  km , jer je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na slje-

décem dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a km je jedinstveno preslikavanje sa

svojstvom km � qm � qk � � km .

Ck qk
//Ck{ Ker � C

k

Cn qn
//

� kn

OO

Cn { Ker � C
n

 kn

OO

Cm

� km

FF

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO

Dakle,C :� pt Cn { Ker � C
n u; t  nm uqje �ltracija u V.

Na sljedécem dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi

da je� C
m � �C

n �  nm � qm što zbog jedinstvenosti preslikavanja�C
m sa svojstvom� C

m � �C
m � qm
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povla�ci �C
n �  nm � �C

m . Dakle,t �C
n usu komponente kokonusa s vrhomC nad tom �ltracijom.

C C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

� C
n

OO

Cm

� C
m

EE

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO � C
m

^̂

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka jepG; t �G
n uqdrugi kokonus uVect nad �l-

tracijomptCn { Ker �C
n u; t  nm uq. Tada jepG; t �G

n � qnuqkokonus nad �ltracijomptCnu; t � nm uq

pa postoji jedinstveno preslikavanjez: C Ñ G takvo da jez � � C
n � �G

n � qn . Budúci da je

� C
n � �C

n � qn i qn je epimor�zam slijediz � �C
n � �G

n . Dakle, postoji preslikavanjez: C Ñ G

takvo da jez � �C
n � �G

n . Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanjez1: C Ñ G

za koje vrijediz1 � �C
n � �G

n vrijedi i z1 � � C
n � �G

n � qn pa ono mora biti jednako jedinstvenom

takvom preslikavanjuz.

O�cito je q :� p id; t qnuqpredmor�zam usmjerenih sustava, pa jeq � h � p id; t qn � hnuq

predmor�zam �ltracija. Dokazatćemo da jeq � h : B Ñ C koujedna�citelj paralelnog para

f; g : A Ñ B .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

qn //Cn { Ker � C
n

Uzmimo bilo koju �ltraciju D � pt DnunPJ ; t � mn uqu V i predmor�zam ko�ltracija

e � p � : I Ñ J; t en : Bn Ñ D � pnqunPI q: B Ñ D

takav da jee � f � e � g. Budúci da za svakin P I komponentaen koujedna�cuje parf n ; gn

postoji jedinstveno preslikavanjedn : Cn Ñ D � pnq takvo da jedn � hn � en .

An

f n
++

gn

33Bn

en

99
hn //Cn

dn

66
qn //Cn { Ker � C

n D � pnq

Neka jed: C Ñ D preslikavanje mēdu kolimesima inducirano predmor�zmomp�; t dnuq.

Svaki element odKer � C
n „ Cn se preslikavanjemd � � C

n preslika u0 P D, pa je, zbog ko-

mutativnosti vanjskog�cetverokuta na sljedećem dijagramu,dnpKer � C
n q „ Ker �D

� pnq, a to jet 0u
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jer je D �ltracija. Dakle, postoji i jedinstveno je preslikavanjern : Cn { Ker � C
n Ñ D � pnq takvo

da je donji trokut na sljedécem dijagramu komutativan. Preslikavanjern je mor�zam uV.

C //D

Cn

� C
n

OO

dn

66
qn //Cn { Ker � C

n
r n //D � pnq

� D
� pn q

OO

Dokazujemo da jer :� p �; t rnuqje predmor�zam �ltracija. Za svaki usporedivi parm ¤ n,

na sljedécem dijagramu su vanjski�cetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

preslikavanjeqm je epimor�zam, pa je i desni kvadrat komutativan.

Cn

dn

))qn //Cn { Ker � C
n

r n //D � pnq

Cm

� nm

OO

dm

55
qm //Cm { Ker � C

m
r m //

 nm

OO

D � pmq

� nm

OO

O�cito je r � q � h � e. Doka�imo sada da je svaki drugi takav predmor�zam ekvivalentanr .

Neka jep � p �; t pnuqneki drugi predmor�zam takav da jep � q � h � e. Tada postoji gornja

med̄al PJ od � pnq; � pnqtakva da je� l� pnq � en � � l� pnq � pn � qn � hn , tj. vanjski šesterokut na

sljedécem dijagramu je komutativan.

Bn hn

//

en

**
Cn qn

//Cn { Ker � C
n

pn

""

r n
//D � pnq

� l� pn q

''
D l

D � pnq

� l� pn q

77

Gornji �cetverokut na dijagramu je komutativan iqn � hn je epimor�zam pa iz prethodnoga slijedi

da je komutativan i desni�cetverokut. Dakle, predmor�zmir i p su ekvivalentni. Time je dokaz

dovršen.
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Propozicija 4.4.5. Neka je kategorijaV jednakaVect ili VectFin. Tada u simetri�cnoj mono-

idalnoj kategoriji pIndsV; b ; kqkoujedna�citelji komutiraju s tenzorskim produktom. Za njenu

potkategorijupInds
@0

V; b ; kqvrijedi isto.

Dokaz. Neka je �ltracija C � pt Cn { Ker � C
n u; t  nm uqzajedno s predmor�zmom

q � h � p id; t qn � hnuq: B Ñ C

koujedna�citelj paralelnog paraf , g: A Ñ B mor�zama �ltracija koji su predstavljeni predmor-

�zmima po nivoima konstruiran kao u dokazu propozicije 4.4.4. Pritom suCn vrhovi koujed-

na�citelja paralelnih komponenataf n , gn , preslikavanja� nm su preslikavanja inducirana med̄u

koujedna�citeljima, � C
n su preslikavanja izCn u kolimesC usmjerenog sustavaptCnu; t � nm uqu

kategorijiVect, a  nm su preslikavanja inducirana med̄u kvocijentima.

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

qn //Cn { Ker � C
n

Am

� nm

OO

f m
++

gm

33Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO

qm //Cm { Ker � C
m

 nm

OO

Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj �ltracijiD � pt D lu; t � lk uq. �elimo

pokazati da je dobivena �ltracija

C b D � ptp Cn { Ker � C
n q b D lu; t  nm b � lk uq

zajedno s predmor�zmompq� hq b id � p id; tpqn b idq � phn b idquqkoujedna�citelj paralelnog

paraf b id, g b id : A b D Ñ B b D .

An b D l

f n b id
--

gn b id
11Bn b D l

hn b id //Cn b D l
qn b id //pCn { Ker � C

n q b D l

Am b Dk

� nm b � lk

OO

f m b id
--

gm b id
11Bm b Dk

hm b id //

 nm b � lk

OO

Cm b Dk

� nm b � lk

OO

qm b id //pCm { Ker � C
mq b Dk

 nm b � lk

OO

Budúci da u kategorijiV koujedna�citelji komutiraju s tenzorskim produktom, prva tri�clana u

svakom redu opet�cine dijagram za koujedna�citelj u V. Kolimes usmjerenog sustava s kompo-

nentamat Cn b D lu je C b D, gdje jeD kolimes �ltracije ptD lu; t � lk uq, po propoziciji 4.2.8.

Po konstrukciji u propoziciji 4.4.4 vrh koujedna�citelja paralelnog paraf b id, g b id bila bi

�ltracija

ptpCn b D lq{Ker � Cb D
n;l u; t  1

nm;lk uq
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zajedno s predmor�zmomt q1
n;l � phn b idqukao na sljedécem dijagramu.

An b D l

f n b id
--

gn b id
11Bn b D l

hn b id //Cn b D l

q1
n;l //pCn b D lq{Ker � Cb D

n;l

Am b Dk

� nm b � lk

OO

f m b id
--

gm b id
11Bm b Dk

hm b id //

 nm b � lk

OO

Cm b Dk

� nm b � lk

OO

q1
m;k //pCm b Dkq{Ker � Cb D

m;k

 1
nm;lk

OO

Preslikavanje� Cb D
n;l u kolimesC b D jednako je� C

n b �D
l , gdje je�D

l : D l Ñ D komponenta

univerzalnog kokonusa nad �ltracijomD . Zbog toga što su komponente univerzalnog kokonusa

u kolimes �ltracije uVect monomor�zmi, zaklju�cujemo da je

Ker � Cb D
n;l � Ker � C

n b D l :

Budúci da uVect koujedna�citelji komutiraju s tenzoriranjem, a kvocijent je poseban oblik ko-

ujedna�citelja, to jepCn { Ker � C
n q b D l kanonski izomorfno s

pCn b D lq{pKer � C
n b D lq � p Cn b D lq{Ker � Cb D

n;l :

Cn b D l

q1
n;l

++
qn b id //pCn { Ker � C

n q b D l
� //pCn b D lq{Ker � Cb D

n;l

Cm b Dk

q1
m;k

33

� nm b � lk

OO

qm b id //pCm { Ker � C
mq b Dk

 nm b � lk

OO

� //pCm b Dkq{Ker � Cb D
m;k

 1
nm;lk

OO

Direktnom provjerom na elementima vidi se da ti izomor�zmi med̄u komponentama zajedno

�cine izomor�zam �ltracija koji komutira u trokutu s predmor�zmima �ltracijat q1
n;l ui t qn b idu.

Budúci da tada taj izomor�zam komutira u trokutu s predmor�zmima

t q1
n;l � phn b idqu; pq � hq b id � tp qn b idq � phn b idqu

zaklju�cujemo da je i �ltracijaC b D � ptp Cn { Ker � C
n q b D lu; t  nm b � lk uqzajedno s pred-

mor�zmom pq � hq b id koujedna�citelj paralelnog paraf b id, g b id : A b D Ñ B b D .

Korolar 4.4.6. Simetri�cna monoidalna kategorijapindVect; b ; kq posjeduje koujedna�citelje i

oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeindVect i Inds
@0

Vect su ekvivalentne simetri�cne monoidalne kategorije, a

tvrdnja vrijedi u kategorijiInds
@0

Vect.
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4.4.3 Potprostori, jezgre, slike i kvocijenti

Ove propozicije nisu potrebne u daljnjem izlaganju, ovdje su zbog potpunosti. Dokazivane su

na na�cin koji bi se mogao pooṕciti na kategorijuindproVect, ali u kategorijiindproVect ove

konstrukcije nisu bile nu�ne za dalje rezultate.

Propozicija 4.4.7. Neka jeV � colimV �ltrirani vektorski prostor i neka jeW „ V njegov

vektorski potprostor. Tada je naW inducirana kanonska potprostorna �ltracijaW uz koju je

W � colimW �ltrirani vektorski prostor i injekcijaW ãÑ V je mor�zam �ltriranih vektorskih

prostora.

Dokaz. Neka je �ltracija naV dana saV � pt Vi ui PI ; t � ji uq. Injekcije u vrh kokonusa ozna�cene

su st �V
i : Vi Ñ Vui PI . De�nirajmo komponente

Wi :� p �V
i q� 1pWq „ Vi

i ozna�cimo pripadne inkluzije sa� i : Wi ãÑ Vi , te inkluzijuW u V s � : W ãÑ V.

Budúci da je za svakii po konstrukciji �V
i pWi q „ W dobro je de�nirano preslikavanje

�W
i : Wi Ñ W za koje je sljedéci kvadrat komutativan i takvo preslikavanje je jedinstveno jer je

� injekcija. Ono je takōder injekcija, jer su�V
i i � i injekcije.

W V

Wi Vi

�

� W
i

� i

� V
i

Za svaki usporedivi pari ¤ j u I vrijedi

Wi � p �V
i q� 1pWq � p �V

j � � ji q� 1pWq � � � 1
ji pp�V

j q� 1pWqq � � � 1
ji pWj q

iz �cega slijedi� ji pWi q „ Wj . Zbog toga su dobro de�nirana preslikavanja ji : Wi Ñ Wj takva

da su sljedéci kvadrati komutativni:

Wj Vj

Wi Vi

� j

 ji

� i

� ji
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Takva preslikavanja su jedinstvena jer je� j injekcija i o�cito su injekcije, jer su preslikavanja� i i

� ji injekcije. Za kompoziciju kj �  ji vrijedi

�k �  kj �  ji � � kj � � j �  ji � � kj � � ji � � i � � ki � � i

pa zbog jedinstvenosti preslikavanja ki s istim svojstvom slijedi kj �  ji �  ki . Dakle,

W � pt Wi ui PI ; t  ji uqje �ltracija u Vect. Na sljedécem dijagramu su komutativni gornji, donji

i vanjski �cetverokut, komutativan je desni trokut i� je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut,

tj. W je vrh kokonusat �W
i : Wi Ñ Wui PI nad �ltracijom W .

W V

Wj Vj

Wi Vi

�

� j

� W
j � V

j

� W
i

 ji

� i

� V
i

� ji

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka jeU vrh univerzalnog kokonusa nadW , s

komponentamat �U
i : Wi Ñ Uui PI . Iz univerzalnog svojstva kolimesa slijedi da tada postoji

preslikavanje� : U Ñ W takvo da je� � �U
i � �W

i . To preslikavanje je nu�no injekcija. Zaista,

pretpostavimo da je� puq � � pu1qza dva elementau, u1 PU. Postoji indeksi P I takav da suu

i u1u slici komponenteWi po�U
i , tj. postojew, w1 PWi takvi da je�U

i pwq � u i �U
i pw1q � u1. No

tada je jednakost� puq � � pu1q jednaka� p�U
i pwqq � � p�U

i pw1qq, tj. �W
i pwq � �W

i pw1q. Budúci

da je�W
i injekcija, slijediw � w1 pa i u � u1. Preslikavanje� je i surjekcija. Zaista, za svaki

elementw P W vrijedi da je�pwq PV, pa budúci da jeV � colimV , postojii P I takav da je

�pwqu slici komponenteVi po�V
i . Po de�niciji je tadaw u slici komponenteWi po�W

i , a budúci

da je� � �U
i � �W

i slijedi da jew u slici od� .

Dakle,W � colimW je �ltrirani vektorski prostor. Na kraju iz ranije pokazanoga slijedi

da je� mor�zam �ltriranih vektorskih prostora, jer mu odgovara mor�zam �ltracijapid; t � i uq.

Korolar 4.4.8. JezgraKer f � t v P V | f pvq � 0u i slika Imf � t f pvq | v P Vu mor-

�zma f : V Ñ W �ltriranih vektorskih prostora su �ltrirani vektorski prostori uz potprostorne

�ltracije i inkluzije Ker f ãÑ V i Imf ãÑ W su mor�zmi �ltriranih vektorskih prostora. Kores-

trikcija f | : V Ñ Imf je mor�zam �ltriranih vektorskih prostora.
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Propozicija 4.4.9. Kvocijent �ltriranog vektorskog prostora po njegovom vektorskom potpros-

toru je uz induciranu kanonsku kvocijentnu �ltraciju �ltrirani vektorski prostor i kvocijentno

preslikavanje je mor�zam �ltriranih vektorskih prostora.

Dokaz. Neka jeV � colimV �ltrirani vektorski prostor,V � pt Vi ui PI ; t � ji uq. Neka jeW

njegov potprostor, s poprostornom �ltracijomW � pt Wi ui PI ; t  ji uq. Ozna�cimo s� : W Ñ V

inkluziju i neka jepid; t � i ui PI qinducirani predmor�zamW Ñ V .

Po propoziciji 4.4.4 koujedna�citelj para mor�zama �ltracija� � p id; t � i uqi 0 � p id; t 0uqje

�ltracija �cije su komponente kvocijenti koujedna�citelja parova� i ; 0 po jezgrama preslikavanja u

kolimes tih koujedna�citelja i vezna preslikavanja jedinstvena preslikavanja med̄u tim kvocijen-

tima. Slijedéci dokaz te propozicije ozna�cimo inducirani usmjereni sustav�cije su komponente

kvocijenti s

V {W :� pt Vi {Wi ui PI ; t � ji uq

i �ltraciju koja je vrh koujedna�citelja s

K :� pt K i ui PI ; t  ji uq:

Ovdje jeK i � p Vi {Wi q{Ker � K
i , a preslikavanja� K

i : K i Ñ K su preslikavanja u kolimes

K � colimV {W u kategorijiVect.

W V K

Wj Vj Vj {Wj K j

Wi Vi Vi {Wi K i

�

� j

� W
j � V

j

h j qj

� K
j

� K
j

 ji

� i

� ji

h i

� ji

qi

 ji

Neka jeh kvocijentno preslikavanjeV Ñ V{W, tj. koujedna�citelj u Vect para�; 0. Za

svaki j P I , zbog gornjeg lijevog komutativnog kvadrata na dijagramu, kompozicija�V
j � h

koujedna�cuje par� j ; 0 pa postoje i jedinstvena su preslikavanja� j : Vj {Wj Ñ V{W takva da je

� j � hj � h � �V
j . Zbog jedinstvenosti ona�cine kokonus nad usmjerenim sustavomV {W pa po

univerzalnom svojstvu kolimesa postoji jedinstveno preslikavanje� : K Ñ V{W takvo da je

� � � K
j � � j za svakij P I . Ozna�cimo se: V Ñ K inducirani mor�zam izmēdu kolimesa:e je

mor�zam �ltriranih vektorskih prostora i za svakij P I vrijedi

e � �V
j � �K

j � qj � hj � � K
j � hj :
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W V V{W K

Wj Vj Vj {Wj K j

� h

e

 

�

� W
j

� j

� V
j

h j qj

� j
� K

j

� K
j

Zbog ekvivalentnosti kategorijaInds
@0

Vect i indVect, �ltrirani vektorski prostorK � colimK

je zajedno s mor�zmome koujedna�citelj paralelnog para�; 0 u kategoriji indVect. Budúci da

ondae koujedna�cuje par�; 0 u Vect, a h : V Ñ V{W je koujedna�citelj tog para u kategoriji

Vect, postoji jedinstveno preslikavanje : V{W Ñ K takvo da je � h � e. Za svakij P I

vrijedi

 � � � � K
j � hj �  � � j � hj �  � h � �V

j � e � �V
j � � K

j � hj ;

što povla�ci

 � � � � K
j � � K

j za svakij P I;

jer je svakihj epimor�zam. Budúci da je inducirano preslikavanje iz vrha kokonusa u vrh

kolimesa jedinstveno, slijedi � � � id: Za svakij P I takod̄er vrijedi

� �  � h � �V
j � � � e � �V

j � � � � K
j � hj � � j � hj � h � �V

j ;

tj. vrijedi

� �  � h � �V
j � � j � hj � h � �V

j za svakij P I:

Budúci da je inducirano preslikavanje iz vrhaV kolimesa u vrhV{W kokonusa nadV jedins-

tveno, slijedi� �  � h � h; a budúci da jeh epimor�zam, slijedi� �  � id: Dakle, vrijedi

V{W � K � colimK .

Napomena 4.4.10.Moguće je da je usmjereni sustavV {W u dokazu véc �ltracija i da nije

potrebno koristiti kvocijentiranje po jezgrama, ali ovako je izlo�en zbog lakšeg poopćavanja na

kategorijuindproVect. Naravno, postoji mogúcnost i da u kategorijiindproVect kvocijentira-

nje nije nu�no.
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Poglavlje 5

Kategorija indproVect

�ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora

Cilj ovog poglavlja je izgraditi simetri�cnu monoidalnu kategorijupindproVect; ~b ; kq koja će

kao pune potkategorije sadr�avati kategorijepindVect; b ; kqi pproVect; b̂ ; kq. Takoćemo móci

na sustavan na�cin kombinirati obi�can tenzorski produkt s upotpunjenim tenzorskim produktom

i de�nirati naprimjer djelovanja topoloških algebri na obi�cne algebre. Dokazatćemo da ka-

tegorija indproVect dopušta koujedna�citelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, za

štoće nam biti potrebne mnoge prethodno dokazane propozicije o osnovnim konstrukcijama u

kategorijiproVect.

5.1 De�nicije

Prisjetimo se da je zaboravni funktorproVect Ñ Vect vjeran, to jest

HomproVect pV; WqãÑ HomVect pV; Wq

je injekcija za svaka dva ko�ltrirana vektorska prostoraV � lim V i W � lim W . Linearna

preslikavanja u slici tog funktora zovemo neprekidnim linearnim preslikavanjima, ili ka�emo

za njih da poštuju ko�ltraciju na domeni i kodomeni.

De�nicija 5.1.1. Filtrirano-ko�ltrirani vektorski prostor je vektorski prostorV zajedno s@0-

�ltracijom V u kategorijiproVect takvom da jeV � colimV u kategorijiVect, gdje smo pri

uzimanju kolimesa �ltraciju uproVect shvatili kao �ltraciju u Vect.

5.1.2. Po propoziciji 3.4.15 monomor�zmi u kategorijiproVect su monomor�zmi uVect, pa

�ltraciju u proVect mo�emo gledati kao �ltraciju uVect. Po propoziciji 4.1.4 slijedi da su sve

injekcije u kolimes ovakve �ltracije monomor�zmi uVect i time i u proVect.
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5.1.3. Po propoziciji 3.4.22 kolimes �ltracijeV u proVect jednak je kao vektorski prostor ko-

limesu uVect, pa bismo ovdje mogli de�niratiV kao kolimes uproVect. Time bismo osim

zadane �ltracije ko�ltracija naV dobili i ko�ltraciju na V, no ta nam informacija neće biti po-

trebna, jeŕce mor�zmi med̄u �ltrirano-ko�ltriranim vektorskim prostorima automatski poštivati

tu ko�ltraciju. To će biti vidljivo nakon dokaza propozicije 5.1.5.

Filtrirano-ko�ltrirani vektorski prostorV � colimV zadan je dakle �ltrirajúcim kompo-

nentamaVi :� V piqu kategorijiproVect, veznim preslikavanjima� ji : Vi Ñ Vj :� V pi Ñ j q

�ltracije koja su monomor�zmi uproVect, vrhom univerzalnog kokonusaV u kategorijiVect i

komponentama tog kokonusa� V
i : V Ñ Vi koje su mor�zmi uVect.

Svaka od komponentiVi je ko�ltrirani vektorski prostor, to jest ima ko�ltrirajúce kompo-

nenteV k
i , k P K i i vezna preslikavanja lk

i : V k
i Ñ V l

i koja su epimor�zmi u kategorijiVect.

Dakle, ukratko,

V � colim
i PI

Vi � colim
i PI

lim
kPK i

V k
i

gdje su i kolimes i limes uzeti uVect, a vezna preslikavanja u �ltraciji mēdu komponentamaVi

su neprekidna preslikavanja i injekcije.

De�nicija 5.1.4. Mor�zam �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora V � colimV i W �

colimW , gdje su �ltracije dane sV � pt Vi ui PI ; t � ki uq; bmW � pt Wj uj PJ ; t  lj uq, je svako

linearno preslikavanjef : V Ñ W takvo da

p@i PI qpDj PJqpDf ji : Vi Ñ Wj neprekidno linearno preslikavanjeqpf � �V
i � �W

j � f ji q:

V W

Vi Wj

V l
i W k

j

f

f ji

f kl
ji

Sjetimo se da je linearno preslikavanjef ji neprekidno onda kad

p@k PK j qpDl PL i qpDf kl
ji : V l

i Ñ W k
j qpf kl

ji � � Vi
l � � W j

k � f ji q

gdje smo sK j i L i ozna�cili indeksne kategorije ko�ltracija naWj odnosnoVi .
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Time smo de�nirali kategoriju �ltriranih-ko�ltriranih vektorskih prostora i ozna�cit ćemo je

s indproVect. Dalje dokazujemo da jeindproVect ekvivalentna kategorijiInds
@0

proVect.

Propozicija 5.1.5. Svaki mor�zam �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora inducira jedins-

tveni mor�zam odgovarajućih@0-�ltracija ko�ltriranih vektorskih prostora i obratno na sljedeći

na�cin:

(i) Neka jef : V Ñ W mor�zam �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostoraV � colimV

i W � colimW , na kojima su �ltracije u kategorijiproVect dane saV � pt Vi ui PI ; t � ki uq,

W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. De�niramo skup

H 1pf q:� t f ji PHomproVect pVi ; Wj q | i P I; j PJ; f � �V
i � �W

j � f ji u:

Tada svaki izbor podfamilije oblikat f � pi qi : Vi Ñ W� pi qui PI „ H 1pf qde�nira predmor�zam �l-

tracija V Ñ W u proVect i svaka dva takva izbora de�niraju ekvivalentne predmor�zme. Pri-

dru�ivanje koje mor�zmuf u indproVect na ovaj na�cin pridru�i mor�zam �ltracija u proVect

poštuje kompoziciju.

(ii) Svaki predmor�zam@0-�ltracija p�; t f � pi qi : Vi Ñ W� pi qui PI q: V Ñ W ko�ltriranih

vektorskih prostora odrēduje jedinstveno preslikavanjef : V Ñ W med̄u kolimesimaV �

colimV , W � colimW tih �ltracija u kategoriji Vect takvo da je za svakii P I

f � �V
i � �W

� pi q � f � pi qi :

Ekvivalentni predmor�zmi odrēduju isto preslikavanjef . Pridru�ivanje koje mor�zmu �ltracija

u proVect na ovaj na�cin pridru�i mor�zam uindproVect poštuje kompoziciju.

Ta dva pridru�ivanja su mēdusobno inverzna.

Dokaz. Dokaz je istovjetan dokazu propozicije 4.1.7 za kategorijuindVect. Jedina razlika je

što su ovdje sve komponente predmor�zama �ltracije neprekidna linearna preslikavanja.

5.1.6. Propozicija bi vrijedila i kad bismo de�nirali �ltrirano-ko�ltrirani vektorski prostor kao

kolimes u kategorijiproVect, pa bismo �ltrirano-ko�ltrirane vektorske prostore mogli gledati

kao objekte u kategorijiproVect na kojima je zadana �ltracija uproVect i mor�zme �ltrirano-

ko�ltriranih vektorskih prostora kao mor�zme uproVect koji poštuju tu �ltraciju. Tako ne

gledamo jer je na temelju iskaza prethodne propozicije vidljivo da je skup mor�zama med̄u dva

objekta u oba slu�caja jednak, pa su kategorije jednake i informacija o ko�ltraciji naV nam je

nepotrebna.

Za mēdusobno pridru�ene mor�zam �ltracijaV Ñ W ko�triranih vektorskih prostora i

mor�zam �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostoraV Ñ W iz prethodne propozicije ka�emo

da su inducirani jedan drugim. Elemente skupaH 1pf qzovemo komponente tog mor�zma �l-

tracija odnosno tog mor�zma �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora.
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Korolar 5.1.7. Pridru�ivanje koje svakoj@0-�ltraciji V uproVect pridru�i njen kolimescolimV

u kategorijiVect, a svakom mor�zmuV Ñ W @0-�ltracija u proVect njime induciran mor�-

zam �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostoracolimV Ñ colimW je funktor koji je ekviva-

lencija kategorije@0-�ltracija ko�ltriranih vektorskih prostora i kategorije �ltrirano-ko�ltriranih

vektorskih prostora:

Inds
@0

proVect � indproVect:

Potkategorija �ciji su objekti@0-�ltracije u kategoriji proVectFin ekvivalentna je potkatego-

riji �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora s komponentama koje su ko�ltrirane kona�cno-

dimenzionalnim vektorskim prostorima:

Inds
@0

proVectFin � indproVectFin:

5.1.8. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija

indVect ãÑ indproVect

(�ltrirano-ko�ltrirani vektorski prostor s trivijalno ko�ltriranim komponentama), kanonsko ula-

ganje kategorija

proVect ãÑ indproVect

(�ltrirano-ko�ltrirani vektorski prostor koji je trivijalno �ltriran) i zaboravni funktori

indproVect Ñ indVect Ñ Vect

(prvi zaboravlja ko�ltracije na komponentama, a sljedeći zaboravlja �ltraciju) koji su vjerni,

tj. injekcije na skupovima mor�zama. KategorijeindVect i proVect su dakle pune potka-

tegorije odindproVect. Sli�cno je s ulaganjima kategorijaindVectFin ãÑ indproVectFin,

proVectFin ãÑ indproVectFin i zaboravnim funktoromindproVectFin Ñ indVect Ñ Vect.

5.2 Tenzorski produkt na kategoriji indproVect

Tenzorski produkt �ltracija uproVect i mor�zama �ltracija u proVect dan je u de�niciji 4.2.1

gdje je opisan tenzorski produkt �ltracija u simetri�cnoj monoidalnoj kategoriji u kojoj je ten-

zorski produkt svaka dva monomor�zma monomor�zam, nakon�cega je pokazano da je on

dobro de�niran i da je bifunktor. UproVect je tenzorski produkt svaka dva monomor�zma

monomor�zam po propoziciji 3.4.23. Slijede podsjetnik i oznake. Tenzorski produkt �ltracija

V � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uqu kategorijipproVect; b̂ ; kqje �ltracija

V b̂ W :� pt Vi b̂ Wj upi;j qPI � J ; t � ki b̂  lj uq:
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Tenzorski produkt mor�zama �ltracijaf : V Ñ V i g: W Ñ W 1 zadanih redom predmor�z-

mimap�; t f i ui PI qi p�; t gj uj PJ qje mor�zam �ltracija V b̂ V 1 Ñ W b̂ W 1 zadan predmor�z-

mom

p� � �; t f i b̂ gj upi;j qPI � J q:

Propozicija 5.2.1. Kategorija �ltracija u proVect, IndsproVect, je uz tenzorski produkt �ltra-

cija b̂ simetri�cna monoidalna kategorija:

pIndsproVect; b̂ ; kq:

Njena puna potkategorijaInds
@0

proVect je takod̄er simetri�cna monoidalna kategorija. Kanon-

ska ulaganja

pproVect; b̂ ; kqãÑ pInds
@0

proVect; b̂ ; kqãÑ pIndsproVect; b̂ ; kq

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. U propoziciji 3.4.23 je dokazano da je tenzorski produkt monomor�zama uproVect

monomor�zam, pa po propoziciji 4.2.4 slijedi da se tenzorski produktb̂ naproVect proširuje

do tenzorskog produkta naInds
@0

proVect i ulaganjepproVect; b̂ ; kqãÑ pInds
@0

proVect; b̂ ; kqje

jaki monoidalni funktor.

De�nicija 5.2.2. Tenzorski produkt �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostoraV � colimV i

W � colimW je �ltrirano-ko�ltrirani vektorski prostor

V ~b W :� colimV b̂ W

s �ltracijom V b̂ W u proVect. Tenzorski produkt mor�zamaf i g �ltrirano-ko�ltriranih

vektorskih prostora jef ~b g, preslikavanje mēdu �ltrirano-ko�ltriranim vektorskim prostorima

inducirano tenzorskih produktom odgovarajućih predmor�zama.

Propozicija 5.2.3.Kategorija �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt

�ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora simetri�cna monoidalna kategorija

pindproVect; ~b ; kq:

Njena puna potkategorijaindproVectFin je njena simetri�cna monoidalna potkategorija. Ka-

nonski funktori ulaganja

pproVect; b̂ ; kq

pVect; b ; kq pindproVect; ~b ; kq

pindVect; b ; kq
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su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. KategorijaindproVect ekvivalentna je kategorijiInds
@0

proVect. Funktor koji je ekvi-

valencija mēdu njima preslikava tenzorski produkt �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora u

tenzorski produkt odgovarajućih �ltracija i tenzorski produkt mor�zama �ltrirano-ko�ltriranih

vektorskih prostora u tenzorski produkt mor�zama �ltracija. Komponente simetrizatora, asoci-

jatora, lijevog i desnog unitori uindproVect inducirane su predmor�zmima�cije su komponente

odgovarajúci simetrizatori, asocijatori, lijevi unitori i desni unitori uproVect. Lako se vidi da

su navedena ulaganja kategorija jaki monoidalni funktori.

5.2.1 Proširenja preslikavanja

Sljedéce propozicije govore o proširenju linearnih preslikavanja med̄u obi�cnim tenzorskim pro-

duktima koja poštuju �ltracije i ko�ltracije do preslikavanja med̄u tenzorskim produktima �ltrirano-

ko�ltriranih prostora.

Propozicija 5.2.4. Neka suV � colimV i W � colimW objekti u indproVect. Kanonski

mor�zam �ltracija V b W Ñ V b̂ W u Vect inducira linearno preslikavanjeV b W Ñ

V ~b W koje je injekcija, kanonski mor�zam �ltriranih vektorskih prostora:

V b W ãÑ V ~b W:

Slika jednostavnog tenzorav b w PV b W je jednostavni tenzorv b w PV ~b W.

Dokaz. Neka su �ltracije zadane sV � pt Vi ui PI ; t � ki uqi W � pt Wj uj PJ ; t  lj uq. Kanonski

mor�zam �ltracija V b W Ñ V b̂ W u Vect je odrēden predmor�zmom�cije su komponente

kanonska preslikavanja tenzorskog produkta u upotpunjeni tenzorski produkt:

Vk b Wl Vk b̂ Wl

Vi b Wj Vi b̂ Wj

� k;l

� i;j

� ki b  lj � ki b̂  lj

Prethodni dijagram je komutativan po 3.1.20 jer su� ki b̂  lj upotpunjenja preslikavanja� ki b

 lj , dakle to je zaista predmor�zam �ltracija. Sada taj predmor�zam �ltracija inducira odgova-

rajući mor�zam �ltriranih vektorskih prostora koji je injekcija jer je induciran med̄u �ltriranim

kolimesima uVect i sve komponente predmor�zma su injekcije:

V b W V ~b W

Vi b Wj Vi b̂ Wj
� i;j

� V
i b � W

j � V ~b W
i;j
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Zadnja tvrdnja je posljedica�cinjenice da je slika jednostavnog tenzorav b w P V 1 b W 1 po

kanonskoj inkluzijiV 1b W 1 ãÑ V 1b̂ W 1 jednostavni tenzorv b w PV 1b̂ W 1koja je dokazana

u 3.2.10.

U napomeni 3.1.20 dana je de�nicija ko�ltracije na vektorskom prostoru, upotpunjenja vek-

torskog prostora po ko�ltraciji i upotpunjenja preslikavanja med̄u takvim vektorskim prostorima

koja poštuju ko�ltracije na domeni i kodomeni, štoće biti potrebno za sljedeću propoziciju.

Propozicija 5.2.5. Neka suV, W, U, T objekti u indproVect. Ako linearno preslikavanje

f : V b W Ñ U b T poštuje �ltracije i ko�ltracije na sljedeći na�cin: za svaku komponentu

Vi b Wj �ltracije na domeni postoji komponentaUk b Tl �ltracije na kodomeni i preslikavanje

f i;j med̄u njima za koje sljedeći dijagram komutira

V b W U b T

Vi b Wj Uk b Tl

f

f i;j

� V
i b � W

j � U
k b � T

l

i takvo da poštuje ko�ltracije na domeniVi b Wj i kodomeniUk b Tl , tada sef proširuje do

preslikavanja~f u indproVect

V ~b W U ~b T

V b W U b T

~f

f

Preslikavanje~f je inducirano predmor�zmom �cije su komponente upotpunjenja gore navedenih

komponentif i;j preslikavanjaf koje poštuju ko�ltracije:

V ~b W U ~b T

Vi b̂ Wj Uk b̂ Tl

~f

f̂ i;j

� V ~b W
i;j � U ~b T

k;l

Analogna tvrdnja vrijedi za domenu i kodomenu koje su obi�cni tenzorski produkti kona�cno

mnogo faktora.

Dokaz. Ozna�cimo �ltracije u proVect naV, W, U, T redom saV , W , U , T . Promatrajúci te

�ltracije kao �ltracije u Vect, vektorske prostoreV b W i U b T mo�emo gledati kao �ltrirane
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vektorske prostore. Preslikavanjef je tada o�cito mor�zam �ltriranih vektorskih prostora i takvo

da postoji predmor�zamp� � �; t f i;j : Vi b Wj Ñ U� pi;j q b T� pi;j quq: V b W Ñ U b T koji

ga predstavlja, a�cije sve komponente poštuju ko�ltracije na domeni i kodomeni.

Vi 1 b̂ Wj 1 Uk1 b̂ Tl1

Vi 1 b Wj 1 Uk1 b Tl1

Vi b Wj Uk b Tl

Vi b̂ Wj Uk b̂ Tl

f̂ i 1;j 1

f i 1;j 1

f i;j

f̂ i;j

Sve te komponente moguće je po 3.1.20 upotpuniti i vezna preslikavanja �ltracijaV b̂ W i

U b̂ T u proVect su upotpunjenja odgovarajućih veznih preslikavanja �ltracijaV b W i U b T

u Vect. Budúci da upotpunjavanje poštuje kompoziciju,

p� � �; t f̂ i;j : Vi b̂ Wj Ñ U� pi;j q b̂ T� pi;j quq

je predmor�zam �ltracijaV b̂ W Ñ U b̂ T u proVect. Taj predmor�zam inducira preslikava-

nje ~f �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostoraV ~b W Ñ U ~b T. Na sljedécem dijagramu za

svaki parpi; j q PI � J komutativni su lijevi i desni (po prethodnoj propoziciji 5.2.4), te donji,

unutrašnji i vanjski�cetverokut.

V ~b W U ~b T

V b W U b T

Vi b Wj Uk b Tl

Vi b̂ Wj Uk b̂ Tl

~f

f

f i;j

� V
i b � W

j � U
k b � T

l

f̂ i;j

� V ~b W
i;j � U ~b T

k;l

Preslikavanja u donjem�cetverokutu na prethodnom dijagramu su komponente mor�zama �ltra-

cija na sljedécem dijagramu. Dakle ti mor�zmi �ltracija na sljedécem dijagramu takōder �cine

komutativni�cetverokut, pa inducirani mor�zmi mēdu kolimesima tih �ltracija�cine komutativan
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�cetverokut, gornji�cetverokut na prethodnom dijagramu.

V b W U b T

V b̂ W U b̂ T

f

f̂

5.3 Dualnost u kategoriji indproVect

Pridru�ivanje koje svakom objektuV iz Vect pridru�uje njegov dual, tj. vektorski prostor nje-

govih linearnih funkcionalaV � � HomVect pV; kq, a svakom mor�zmuA : V Ñ W vektorskih

prostora dualni mor�zamA � : W � Ñ V � , Apf q � f � A, je kontravarijantan funktor

p q� : Vect Ñ Vect:

Za svakiV iz VectFin vrijedi V �� � V i taj izomor�zam je prirodni izomor�zam. Slijedi da je

korestrikcija restrikcije tog funktora na kategoriju kona�cno-dimenzionalnih vektorskih prostora

p q� : VectFin Ñ VectFin

antiekvivalencija kategorija.

Lako se provjeri da funktorip q� : Vect Ñ Vect, p q� : VectFin Ñ VectFin prevode svaki

monomor�zam u epimor�zam i svaki epimor�zam u monomor�zam.

Propozicija 5.3.1. Neka jeD : V Ñ V kontravarijantan funktor koji prevodi monomor�zme u

epimor�zme i epimor�zme u monomor�zme. Tada su formulomD�� de�nirani kontravarijantni

funktori IndsV Ñ ProsV i ProsV Ñ IndsV. Ako je k tomeD � D prirodno izomorfanid, onda

su obje kompozicije ovih funktora,IndsV Ñ ProsV Ñ IndsV i ProsV Ñ IndsV Ñ ProsV,

prirodno izomorfne identiteti. Analogna tvrdnja vrijedi zaInds
@0

V i Pros
@0

V.

Dokaz. O�cito se svaka �ltracija preslika u ko�ltraciju i obratno. Lako se vidi da se svaki pred-

mor�zam �ltracija preslika u predmor�zam ko�ltracija i obratno, te da se ekvivalentni pred-

mor�zmi preslikaju u ekvivalentne predmor�zme i da se poštuje kompozicija predmor�zama.

Dalje, ako jeD � D prirodno izomorfan identiteti, onda za svaki mor�zam �ltracijaV Ñ W

izomor�zmi �ltracija D � D � V Ñ V , D � D � W Ñ W , koji dolaze od prirodne transforma-

cije D � D ñ id, �cine komutativan�cetverokut s mor�zmom �ltracijaV Ñ W i mor�zmom

�ltracija D � D � V Ñ D� D � W dobivenim po funktoruD � D. Sli�cno vrijedi za ko�ltracije.
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Korolar 5.3.2. Pridru�ivanje koje �ltraciji V � pt Vi ui PI ; t � ji uqpridru�i ko�ltraciju

V � :� pt V �
i ui PI ; t � �

ij :� p � ji q� uq

i predmor�zmu �ltracija p�; t f i ui PI q: V Ñ W pridru�i predmor�zam ko�ltracija

p�; t f �
i ui PI q: W � Ñ V �

je kontravarijantan funktor

IndsVect
��� --

ProsVect:

Analogno se de�nira kontravarijantan funktor

IndsVect ProsVect:
���

mm

Obje kompozicije sljedeća dva kontravarijantna funktora su prirodno izomorfne identiteti.

IndsVectFin
��� ..

ProsVectFin
���

nn

Propozicija 5.3.3. Za �ltrirani vektorski prostorV � colimV vrijedi

lim V � � HomindVect pV; kq

i za ko�ltrirani vektorski prostorW � lim W vrijedi

colimW � � HomproVect pW; kq:

Dokaz. Neka jeV � pt Vi ui PI ; t � ji : Vi Ñ Vj uq. Vezna preslikavanja� ji su inkluzije. Tada je

V � � pt V �
i ui PI ; t � �

ij : V �
j Ñ V �

i uqi vezna preslikavanja su operatori restrikcije funkcionala.

O�cito svaki funkcionalf : V Ñ k de�nira nit pf i qi PI u lim i V �
i svojim restrikcijamaf i : Vi ãÑ

V Ñ k. Obratno, svaka nitpf i qi PI u lim i V �
i de�nira funkcionalf : V Ñ k na sljedéci na�cin:

zav P V postojiVi takav da jev P Vi i de�niramo f pvq :� f i pvq. To pridru�ivanje ne ovisi o

izboru komponenteVi . Pridru�ivanja su mēdusobno inverzna. Dakle,

lim V � � HomVect pV; kq � HomindVect pV; kq:

Doka�imo sada drugu tvrdnju. Neka jeW � pt Wi ui PJ ; t  ij : Wj Ñ Wi uq. Vezna presli-

kavanja ij su surjekcije. Tada jeW � � pt W �
i ui PJ ; t  �

ji : W �
i Ñ W �

j uqi vezna preslikavanja

su injekcije. Svaki funkcionalf : W Ñ k koji je mor�zam u proVect ima svojstvo da postoji

i P J takav da jef jednak kompozicijiW Ñ Wi Ñ k projekcije � W
i i nekog funkcionala
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f i : Wi Ñ k. Time funkcionalf de�nira element nekogW �
i , dakle i kolimesacolimi W �

i . Ele-

ment kolimesa pritom ne ovisi o odabiru komponenteWi . Obratno, svaki element kolimesa je

funkcionalf i : Wi Ñ k na nekoj komponentiWi i kompozicijomW Ñ Wi Ñ k de�nira funk-

cionalf koji je o�cito mor�zam uproVect. De�nirani funkcional ne ovisi o odabiru komponente

Wi . Ta pridru�ivanja su mēdusobno inverzna pa zaklju�cujemo da je

colimW � � HomproVect pW; kq:

Lema 5.3.4. Kontravarijantan funktorp q� : VectFin Ñ VectFin je jaki monoidalni funktor

simetri�cnih monoidalnih kategorija.

Dokaz. Postoji prirodan izomor�zampV b Wq� � V � b W � te izomor�zam k� � k koji

zadovoljavaju koherencije s asocijatorom te lijevom i desnom jedinicom.

Propozicija 5.3.5. (Dualnost monoidalnih kategorijaindVectFin i proVectFin.) Kontravari-

jantni funktori

pInds
@0

VectFin; b ; kq
��� ..

pPros
@0

VectFin; b ; kq
���

nn

i njima inducirani kontravarijantni funktori

pindVectFin; b ; kq
" Hom indproVect p� ;kq"

..
pproVectFin; b̂ ; kq

" Hom indproVect p� ;kq"
nn

su jaki monoidalni funktori. Kompozicije tih funktora (koje imaju smisla) su izomorfne iden-

titeti i de�niraju dualnost kategorijaInds
@0

VectFin i Pros
@0

VectFin te kategorijaindVectFin i

proVectFin.

Dokaz. Funktori iz iskaza propozicije su kontravarijantni po propoziciji 5.3.2. Neka su dani

objekti V , W u Inds
@0

VectFin. Budúci da su komponentet Vi ui PI i t Wj uj PJ tih �ltracija

kona�cno-dimenzionalne, to su kona�cno-dimenzionalne i komponentet Vi b Wj upi;j qPI � J �ltracije

V b W . Po prethodnoj lemi postoje prirodni izomor�zmi komponentipVi b Wj q� � V �
i b W �

j ,

a oni zajedno�cine izomor�zam ko�ltracija pV b W q� � V � b W � . Lako se vidi da su ti

izomor�zmi ko�ltracija komponente prirodnog izomor�zma i da on zadovoljava koherencije s

asocijatorom i lijevom i desnom jedinicom. Ti prirodni izomor�zmi dalje induciraju prirodne

izomor�zme mēdu odgovarajúcim ko�ltriranim vektorskim prostorima koji takōder zadovolja-

vaju te koherencije.

S druge strane, krenuvši od dva objektaV , W u Pros
@0

VectFin, na isti na�cin se poka�e da

postoji prirodni izomor�zam �ltracija pV b W q� � V � b W � i da oni induciraju prirodne

mor�zme med̄u odgovarajúcim �ltriranim vektorskim prostorima.
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Inducirani funktori mēdu indVectFin i proVectFin ozna�ceni su sa" Hom indproVect " u svje-

tlu propozicije 5.3.3 u kojoj je pokazano da za �ltrirani vektorski prostorV � colimV vrijedi

lim V � � HomindVect pV; kqi za ko�ltrirani vektorski prostorW � lim W vrijedi colimW � �

HomproVect pW; kq:

U odjeljku 9.4ćemo dokazati da je dualR� � HomVect pR; kqunutrašnje Hopfove algebre u

indVectFin unutrašnja Hopfova algebra uproVectFin i da se kanonsko sparivanje med̄u njima

proširuje do sparivanjaR� ~b R Ñ k u indproVect.

5.4 Formalne sume uindproVect

U 4.3.1 je de�nirana �ltrirana baza, u 4.3.2 je dokazano da svaki �ltrirani vektorski prostor

posjeduje �ltriranu bazu, u 3.3.1 je de�nirana formalna suma uproVect i u 3.3.9 formalna baza

u proVect, te je u 3.3.13 dokazano da svaki ko�ltrirani vektorski prostor posjeduje formalnu

bazu.

De�nicija 5.4.1. Izraz
°

� T� je formalna sumau V iz indproVect, V � colim
nPI

Vn , ako pos-

toji n P I takav da: za svaki� vrijedi T� P �V
n pVnq i izraz

°
� p�V

n q� 1pT� q je formalna suma u

ko�ltriranom vektorskom prostoruVn . Tada ka�emo da je formalna suma
°

� T� unutar kom-

ponenteVn .

O�cito svaka formalna suma uV iz indproVect ima vrijednost uV, jer ima vrijednost uVn .

De�nicija 5.4.2. Ka�emo da linearno preslikavanjeA : V Ñ W distribuira po formalnim su-

mamau V iz indproVect ako je za svaku formalnu sumu
°

� T� u V, izraz
°

� ApT� qformalna

suma uW i vrijednost joj je jednakaAp
°

� T� q.

Lema 5.4.3.Ako jeA mor�zam uindproVect, ondaA distribuira po formalnim sumama.

Dokaz. O�cito.

5.4.4. Obrat prethodne leme ne vrijedi.

5.4.5. Vektorski prostorV mo�emo gledati kao trivijalno ko�ltrirani vektorski prostor. Izraz
°

� v� je formalna suma u vektorskom prostoruV ako je kona�cno mnogo sumanada razli�cito od

0. Izraz
°

� v� je formalna suma u �ltriranom vektorskom prostoruW ako postoji komponenta

Wn koja sadr�i sve sumande i izraz je formalna suma uWn , a to je opet ako je kona�cno mnogo

sumanada po�cetne sume razli�cito od 0. Dakle, formalne sume uindproVect generaliziraju

kona�cne sume uVect, kona�cne sume uindVect i formalne sume uproVect.
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Propozicija 5.4.6. Svaki element tenzorskog produktaM 1 ~b M 2 ~b : : : ~b M k kona�cno mnogo

�ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora je formalna suma jednostavnih tenzora.

Dokaz. Jednostavna posljedica analogne propozicije 3.3.15 za tenzorski produkt u kategoriji

proVect.

5.4.1 Ra�cunanje s formalnim sumama

Lako se vidi da lema 3.3.8 o ra�cunanju s formalnim sumama u kategorijiproVect vrijedi i za

formalne sume u kategorijiindproVect.

Lema 5.4.7. (Lema o ra�cunanju s formalnim sumama u kategorijiindproVect.)

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka
°

� v� formalna suma uV vrijednosti v i
°

� w� formalna suma uW vrijednostiw u kategoriji indproVect. Tada je
°

�;� v� b w�

formalna suma uV ~b W i vrijednost joj je jednakav b w. Mo�emo ra�cunati:
¸

�

v� b
¸

�

w� �
¸

�;�

v� b w� :

(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je
°

�;� v�� formalna suma vrijednostiv. Tada je svaka

podsuma
°

� v�� formalna suma i, ozna�cimo li njihove vrijednosti sv� :�
°

� v�� , izraz
°

� v� je formalna suma vrijednostiv. Mo�emo ra�cunati:
¸

�;�

v�� �
¸

�

p
¸

�

v�� q �
¸

�

v� :

(ii') (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je
°

� v� formalna suma vrijednostiv. Neka je za

svaki� izraz
°

� v�� formalna suma vrijednostiv� . Tada, ako je
°

�;� v�� formalna suma,

njena vrijednost jednaka jev. Mo�emo ra�cunati:
¸

�

v� �
¸

�

p
¸

�

v�� q ��
¸

�;�

v��

To�ckica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod̄er formalna.

Ako, dodatno, za svaki� formalna suma
°

� v�� ima svojstvo da iz� V
i pv� q � 0 slijedi

� V
i pv�� q � 0 za svaki� , onda je odmah

°
�;� v�� formalna suma vrijednostiv pa ekspan-

ziju sumanada mo�emo napraviti bez te provjere.

(iii) Ako je
°

� pv� b wqformalna suma iw � 0, onda je i
°

� v� formalna suma. Ozna�cimo li

njenu vrijednost sv, vrijednost po�cetne sume je tadav b w. Mo�emo pisati
¸

�

pv� b wqw� 0� p
¸

�

v� q b w � v b w:

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu
°

� pv b w� qi v � 0.
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(iv) (Slika po mor�zmu uindproVect.) Neka je
°

� v� formalna suma vrijednostiv. Neka je

A mor�zam uindproVect. Tada je
°

� Apv� qformalna suma i njena vrijednost jednaka

je Apvq. Mo�emo ra�cunati:

Ap
¸

�

v� q �
¸

�

Apv� q

(iv') Obratno, neka jeA mor�zam uindproVect i neka je
°

� Apv� q formalna suma. Ako je
°

� v� formalna suma vrijednostiv, onda je vrijednost sume
°

� Apv� q jednakaApvq.

Mo�emo ra�cunati:
¸

�

Apv� q �� Ap
¸

�

v� q

To�ckica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod̄er formalna.

Dokaz. (i) Lako slijedi iz analogne propozicije 3.3.7 o tenzorskom produktu formalnih suma u

kategorijiproVect i de�nicije formalne sume u kategorijiindproVect.

(ii), (ii'), (iii), (iv), (iv') Lako slijede iz leme 3.3.8 o ra�cunanju s formalnim sumama u

proVect, de�nicije formalne sume uindproVect, �cinjenice da mor�zmi uindproVect poštuju

�ltracije i da su komponente tih mor�zama mor�zmi uproVect koji zbog toga distribuiraju po

formalnim sumama.

Primjer 5.4.8. Neka je
°

�;� Apv� qBpw� q formalna suma u unutrašnjoj algebripR; � R ; � Rqu

indproVect, gdje je konkatenacija skraćeni zapis za asocijativni produkt� R elemenata. Neka

suA i B neki mor�zmi u indproVect �cija je kodomenaR. Promotrimo sljedéci ra�cun.

°
�;� Apv� qBpw� q �

°
� p

°
� Apv� qBpw� qq (grupiranje)

��
°

� p
°

� Apv� qqBpw� q (distributivnost� i dokaz
°

� Apv� qf.s.)
��

°
� Ap

°
� v� qBpw� q (distributivnostA i dokaz

°
� v� f.s.)

�� Ap
°

� v� q
°

� Bpw� q (distributivnost� i dokaz
°

� Bpw� qf.s.)
�� Ap

°
� v� qBp

°
� w� q (distributivnostB i dokaz

°
� w� f.s.)

Ukratko, dovoljno je dokazati da su
°

� w� i
°

� v� formalne sume, tada formalnost svih ostalih

suma slijedi iz toga što suA, B i � R mor�zmi u indproVect.

5.4.9. Mi nećemo de�nirati pojam baze općenito za objekte uindproVect, ali za tenzorski

produkt objektaR u indVect i objektaH u proVect mo�e se de�nirati skup takav da se svaki

element objektaR ~b H mo�e prikazati na jedinstven na�cin pomócu elemenata tog skupa kao

formalna suma uR ~b H u indproVect. Naime, lako se vidi da je za �ltriranu bazut D � u� PA od

R i ko�ltriranu bazu t e� u� PB od H skupt D � b e� up�;� qPA � B takav skup zaR ~b H . Analogno

vrijedi naravno za tenzorski produktH ~b R.
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5.5 Osnovne konstrukcije u kategoriji indproVect

5.5.1 Koujedna�citelj u kategoriji Inds
@0

proVect i tenzorski produkt

Dokaz sljedéceg teorema je sli�can dokazu teorema 4.4.4 s istom tvrdnjom zaV � Vect, samo

ovdje treba pa�ljivije provjeravati jesu li konstruirani mor�zmi u kategorijiproVect i koristiti

propozicije o osnovnim kategorijskim konstrukcijama uproVect.

Teorem 5.5.1.Neka jeV kategorijaproVect � Pros
@0

Vect. Tada kategorijaInds
@0

V ima koujed-

na�citelje. Ako je paralelni par mor�zama �ltracija predstavljen paralelnim parom predmor�-

zama po nivoima, koujedna�citelj tog paralelnog para mor�zama �ltracija je �ltracija �cije su

komponente kvocijenti koujedna�citelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jez-

grama preslikavanja u kolimes tih koujedna�citelja.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja općenitosti mo�emo pretpostaviti da dvije pro-

izvoljne �ltracije imaju jednaku indeksnu kategorijuI i da je paralelni par mor�zama predstav-

ljen predmor�zmima po nivoima.

Neka su dakle zadane dvije �ltracije u kategorijiV,

A � pt AnunPI ; t � mn uq; B � pt BnunPI ; t  mn uq

i neka je zadan paralelan par mor�zama �ltracija predmor�zmima po nivoima

f � p id; t f n : An Ñ BnunPI q; g � p id; t gn : An Ñ BnunPI q:

KategorijaV ima koujedna�citelje po korolaru 3.4.4 pa za svaki paralelan parf n , gn mo�emo

odabrati koujedna�citelj hn : Bn Ñ Cn .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Neka jem ¤ n proizvoljan par usporedivih elemenata odI . Dokazujemo da kompozicija

hm �  nm koujedna�cuje parf m ; gm . Mor�zam hn koujedna�cuje parf n ; gn pa vrijedi

hn � f n � � nm � hn � gn � � nm ;

iz �cega, jer suf i g predmor�zmi ko�ltracija, slijedi hn �  nm � f m � hn �  nm � gm .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

Am

� nm

OO

f m
++

gm

33Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO
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Dakle, za svaki vezni mor�zam nm vrijedi dahn �  nm koujedna�cuje parf m ; gm pa po univer-

zalnom svojstvu koujedna�citelja hm slijedi da za svaki mn postoji jedinstveno preslikavanje

� nm : Cm Ñ Cn takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.

Dokazujemo da jeptCnunPI ; t � nm uqusmjereni sustav uV (ali nije nu�no i �ltracija). Na

sljedécem dijagramu lijevi trokut, gornji i donji kvadrat su komutativni pa je� mk � � kn : Ck Ñ

Cn preslikavanje za koje je vanjski kvadrat komutativan, a budući da je takvo preslikavanje

jedinstveno, slijedi� kn � � nm � � kn .

Bn
hn //Cn

Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO

Bk

 nk

EE

hk //

 mk

OO

Ck

� mk

OO
� nm � � mk

YY

Sadaćemo usmjereni sustav zamijeniti �ltracijom. Neka jeC � colimn Cn u kategorijiV �

proVect, on postoji prema propoziciji 3.4.22. Ozna�cimo s � C
n : Cn Ñ C komponente tog

univerzalnog kokonusa. Tada su potprostoriKer � C
n ¤ Cn i kvocijenti Cn {Ker� C

n objekti uV

i preslikavanjaKer� C
n ãÑ Cn i qn : Cn Ñ Cn {Ker� C

n su mor�zmi u V, prema lemi 3.4.10 i

propoziciji 3.4.12. Za svakin P I sada postoji jedinstveno preslikavanje

�C
n : Cn { Ker � C

n Ñ C

takvo da je sljedéci dijagram komutativan i to preslikavanje je mor�zam uV (vidi propoziciju

3.4.14) i injekcija.

C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

� C
n

cc

Budúci da je� nm pKer � C
mq „ Ker � C

n , postoji jedinstveno preslikavanje nm takvo da je kvadrat

na sljedécem dijagramu komutativan, a budući da vrijedi štovišeKer � C
m � � � 1

nm pKer � C
n q, ono

je injekcija.
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C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

Cm

� C
m

EE

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO

Inducirano preslikavanje nm je takod̄er mor�zam uV, prema propoziciji 3.4.14. Vrijedi jed-

nakost kn �  nm �  km , jer je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na sljedećem

dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a km je jedinstveno preslikavanje sa svoj-

stvom km � qm � qk � � km .

Ck qk
//Ck{ Ker � C

k

Cn qn
//

� kn

OO

Cn { Ker � C
n

 kn

OO

Cm

� km

FF

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO

Dakle,C :� pt Cn { Ker � C
n u; t  nm uqje �ltracija u V.

Na sljedécem dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi

da je� C
m � �C

n �  nm � qm što zbog jedinstvenosti preslikavanja�C
m sa svojstvom� C

m � �C
m � qm

povla�ci �C
n �  nm � �C

m . Dakle,t �C
n usu komponente kokonusa s vrhomC nad tom �ltracijom.

C C

Cn qn
//

� C
n

OO

Cn { Ker � C
n

� C
n

OO

Cm

� C
m

EE

qm
//

� nm

OO

Cm { Ker � C
m

 nm

OO � C
m

^̂
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Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka jepG; t �G
n uqdrugi kokonus uV nad �ltracijom

ptCn { Ker �C
n u; t  nm uq. Tada jepG; t �G

n � qnuqkokonus nad �ltracijomptCnu; t � nm uqpa postoji

jedinstveno preslikavanjez: C Ñ G takvo da jez � � C
n � �G

n � qn . Budúci da je� C
n � �C

n � qn

i qn je epimor�zam slijediz � �C
n � �G

n . Dakle, postoji preslikavanjez: C Ñ G takvo da je

z � �C
n � �G

n . Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanjez1: C Ñ G za koje

vrijedi z1 � �C
n � �G

n vrijedi i z1 � � C
n � �G

n � qn pa ono mora biti jednako jedinstvenom takvom

preslikavanjuz.

O�cito je q :� p id; t qnuqpredmor�zam usmjerenih sustava, pa jeq � h � p id; t qn � hnuq

predmor�zam �ltracija. Dokazatćemo da jeq � h : B Ñ C koujedna�citelj paralelnog para

f; g : A Ñ B .

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

qn //Cn { Ker � C
n

Uzmimo bilo koju �ltraciju D � pt DnunPJ ; t � mn uqu V i predmor�zam ko�ltracija

e � p � : I Ñ J; t en : Bn Ñ D � pnqunPI q: B Ñ D

takav da jee � f � e � g. Budúci da za svakin P I komponentaen koujedna�cuje parf n ; gn

postoji jedinstveno preslikavanjedn : Cn Ñ D � pnq takvo da jedn � hn � en .

An

f n
++

gn

33Bn

en

99
hn //Cn

dn

66
qn //Cn { Ker � C

n D � pnq

Neka jed: C Ñ D preslikavanje mēdu kolimesima uproVect inducirano predmor�zmom

p�; t dnuq. Svaki element odKer � C
n „ Cn se preslikavanjemd � � C

n preslika u0 P D,

pa je, zbog komutativnosti vanjskog�cetverokuta,dnpKer � C
n q „ Ker �D

� pnq. Po propoziciji

3.4.22 komponente�D
� pnq: D � pnq Ñ D univerzalnog kokonusa uproVect nad �ltracijom D

u proVect su monomor�zmi, pa jeKer �D
� pnq � t 0u. Dakle, postoji i jedinstveno je preslika-

vanjern : Cn { Ker � C
n Ñ D � pnq takvo da je donji trokut na sljedećem dijagramu komutativan.

Preslikavanjern je mor�zam uV po lemi 3.4.14.

C //D

Cn

� C
n

OO

dn

66
qn //Cn { Ker � C

n
r n //D � pnq

� D
� pn q

OO
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Sada dokazujemo da jer :� p �; t rnuqpredmor�zam �ltracija. Za svaki usporedivi parm ¤ n,

na sljedécem dijagramu su vanjski�cetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

preslikavanjeqm je epimor�zam, pa je i desni kvadrat komutativan.

Cn

dn

))qn //Cn { Ker � C
n

r n //D � pnq

Cm

� nm

OO

dm

55
qm //Cm { Ker � C

m
r m //

 nm

OO

D � pmq

� nm

OO

O�cito je r � q � h � e. Doka�imo sada da je svaki drugi takav predmor�zam ekvivalentanr .

Neka jep :� p �; t pnuqneki drugi predmor�zam takav da jep � q � h � e. Tada postoji gornja

med̄al PJ od � pnq; � pnqtakva da je� l� pnq � en � � l� pnq � pn � qn � hn , tj. vanjski šesterokut na

sljedécem dijagramu je komutativan.

Bn hn

//

en

**
Cn qn

//Cn { Ker � C
n

pn

""

r n
//D � pnq

� l� pn q

''
D l

D � pnq

� l� pn q

77

Gornji �cetverokut na dijagramu je komutativan iqn � hn je epimor�zam pa iz prethodnoga slijedi

da je komutativan i desni�cetverokut. Dakle, predmor�zmir i p su ekvivalentni. Time je dokaz

dovršen.

Teorem 5.5.2.U kategoriji Inds
@0

Pros
@0

Vect � Inds
@0

proVect i kategoriji Inds
@0

Pros
@0

VectFin �

Inds
@0

proVectFin tenzorski produkt komutira s koujedna�citeljima.

Dokaz. Neka jef , g: A Ñ B paralelni par mor�zama �ltracija uproVect. Kao u dokazu pro-

pozicije 5.5.1, pretpostavimo bez smanjenja općenitosti da su indeksne kategorije te dvije �l-

tracije jednake:A � pt AnunPI ; t � mn uq, B � pt BnunPI ; t  mn uqi mor�zmi su predstavljeni pa-

ralelnim mor�zmima po nivoima:f � p id; t f n : An Ñ BnunPI q, g � p id; t gn : An Ñ BnunPI q:

Neka je �ltracija C � pt Cn { Ker � C
n unPI ; t  nm uqzajedno s predmor�zmompid; t qn � hnunPI q

koujedna�citelj u proVect paralelnog paraf; g konstruiran kao u dokazu te propozicije. Pri-

tom suhn : Bn Ñ Cn koujedna�citelji paralelnih komponentif n ; gn : An Ñ Bn , preslikavanja
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� nm : Cm Ñ Cn su preslikavanja inducirana med̄u vrhovima tih koujedna�citelja, � C
n : Cn Ñ C

su komponente univerzalnog kokonusa nad usmjerenim sustavomptCnunPI ; t � nm uqu proVect,

qn : Cn Ñ Cn { Ker � C
n su kvocijentna preslikavanja, a nm preslikavanja inducirana med̄u kvo-

cijentima, uz sljedéci komutativni dijagram iz dokaza te propozicije.

An

f n
++

gn

33Bn
hn //Cn

qn //Cn { Ker � C
n

Am

� nm

OO

f m
++

gm

33Bm
hm //

 nm

OO

Cm

� nm

OO

qm //Cm { Ker � C
m

 nm

OO

(i) Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj �ltracijiD � pt D lulPJ ; t � lk uqu

proVect. �elimo pokazati da je dobivena �ltracija

C b̂ D � ptp Cn { Ker � C
n qb̂ D lupn;l qPI � J ; t  nm b̂ � lk uq

u proVect zajedno s predmor�zmom

pq � hqb̂ id � p id; tpqn b̂ idq � phn b̂ idq: Bn b̂ D l Ñ pCn { Ker � C
n qb̂ D luq

koujedna�citelj paralelnog paraf b̂ id, g b̂ id : A b̂ D Ñ B b̂ D .

An b̂ D l

f n b̂ id
--

gn b̂ id

11Bn b̂ D l
hn b̂ id //Cn b̂ D l

qn b̂ id //pCn { Ker � C
n qb̂ D l

Am b̂ Dk

� nm b̂ � lk

OO

f m b̂ id
--

gm b̂ id
11Bm b̂ Dk

hm b̂ id //

 nm b̂ � lk

OO

Cm b̂ Dk

� nm b̂ � lk

OO

qm b̂ id //pCm { Ker � C
mqb̂ Dk

 nm b̂ � lk

OO

(ii) Konstruirajmo sada koujedna�citelj paralelnog paraf b̂ id, g b̂ id mor�zama �ltracija

slijedéci korake konstrukcije iz dokaza propozicije 5.5.1.

Budúci da po korolaru 3.4.4 propozicije 3.4.2 uproVect koujedna�citelji komutiraju s tenzor-

skim produktom, prva tri�clana u svakom redu na prethodnom dijagramu opet�cine koujedna�ci-

telj u proVect. Lako se vidi, zbog komutativnosti tog dijagrama, da su preslikavanja� nm b̂ � lk

jednaka jedinstvenim preslikavanjima induciranim med̄u vrhovima koujedna�citelja. Time je

prvi dio konstrukcije koujedna�citelja mor�zama �ltracija dovršen i imamo usmjereni sustav

ptCn b̂ D lupn;l qPI � J ; t � nm b̂ � lk uq
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u proVect koji nije nu�no �ltracija. Dalje, ozna�cimo scolimn;l Cn b̂ D l vrh kolimesa uproVect

tog usmjerenog sustava. On je po propoziciji 3.4.22 jednak vrhu kolimesa uVect tog usmje-

renog sustava, pa ova oznaka neće izazvati zabune. Ozna�cimo komponente tog univerzalnog

kokonusa sa

� CD
n;l : Cn b̂ D l Ñ colim

n;l
Cn b̂ D l ;

komponente su naravno mor�zmi uproVect. Po konstrukciji koju slijedimo, vrh koujedna�cite-

lja paralelnog paraf b̂ id, g b̂ id je dakle �ltracija

ptpCn b̂ D lq{Ker � CD
n;l upn;l qPI � J ; t  1

nm;lk uq

u proVect zajedno s predmor�zmompid; t q1
n;l �phn b idqupn;l qPI � J qkao na sljedécem dijagramu.

Pritom suq1
n;l kvocijentna preslikavanja, a 1

nm;lk preslikavanja inducirana med̄u kvocijentima u

proVect.

An b̂ D l

f n b̂ id
--

gn b̂ id

11Bn b̂ D l
hn b̂ id //Cn b̂ D l

q1
n;l //pCn b̂ D lq{Ker � CD

n;l

Am b̂ Dk

� nm b̂ � lk

OO

f m b̂ id
--

gm b̂ id
11Bm b̂ Dk

hm b̂ id //

 nm b̂ � lk

OO

Cm b̂ Dk

� nm b̂ � lk

OO

q1
m;k //pCm b̂ Dkq{Ker � CD

m;k

 1
nm;lk

OO

Sva navedena preslikavanja su mor�zmi uproVect, kako je objašnjeno u samoj konstrukciji

koujedna�citelja koju slijedimo.

(iii) Usporedimo sada komponente dva predmor�zma po kojima se prethodne dvije kons-

trukcije razlikuju: kvocijentna preslikavanja u (ii)

q1
n;l : Cn b̂ D l Ñ pCn b̂ D lq{Ker � CD

n;l

i tenzorske produkte kvocijentnih preslikavanja s identitetom u (i)

qn b id: Cn b̂ D l Ñ pCn { Ker � C
n qb̂ D l :

Po propoziciji 3.4.12 kvocijent ko�ltriranog vektorskog prostora po potpunom potprostoru je

koujedna�citelj inkluzije i nul-preslikavanja. Dakle, kvocijentno preslikavanjeq1
n;l je koujedna-

�citelj paralelnog para: nul-preslikavanja0 i inkluzije � CD
n;l : Ker � CD

n;l Ñ Cn b̂ D l .

Ker � CD
n;l

� CD
n;l

--

0
11Cn b̂ D l

q1
n;l //pCn b̂ D lq{Ker � CD

n;l
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Iz istog razloga kvocijentno preslikavanjeqn je koujedna�citelj paralelnog para: nul-preslikavanja

0 i inkluzije � C
n : Ker � C

n Ñ Cn .

Ker � C
n

� C
n

,,

0

22Cn
qn //Cn { Ker � C

n

Po korolaru 3.4.4 tenzorski produkt komutira s koujedna�citeljima uproVect pa iz prethodnog

slijedi da jeqn b̂ id koujedna�citelj od � C
n b̂ id, 0:

Ker � C
n b̂ D l

� C
n b̂ id

--

0
11Cn b̂ D l

qn b̂ id //pCn { Ker � C
n qb̂ D l

Dokazatćemo da je

Kerp� C
n qb̂ D l � Ker � CD

n;l

iz �cegaće slijediti da su preslikavanjaq1
n;l i qn b̂ id koujedna�citelji istog para mor�zama:� CD

n;l �

� C
n b̂ id, 0. Timeće onda biti jasno da su �ltracije konstruirane u (i) i (ii) izomorfne.

(iv) Dokazujemo prvoKer � CD
n;l „ Ker � C

n b̂ D l . Ozna�cimo s D � coliml D l vrh, a s

�D
k : Dk Ñ D komponente univerzalnog kokonusa uproVect nad �ltracijom D � pt D lulPJ ; t � lk uq.

Već smo sC � colimn Cn ozna�cili vrh i s � C
n : Cn Ñ C komponente univerzalnog kokonusa

u proVect nad usmjerenim sustavomptCnunPI ; t � nm uq. Tenzorski produktC b̂ D je tada vrh

kokonusa nad usmjerenim sustavomptCn b̂ D lupn;l qPI � J ; t � nm b̂ � lk uqi komponente tog koko-

nusa sut � C
n b̂ �D

l u. Po univerzalnom svojstvu kolimesa nad tim usmjerenim sustavom pos-

toji jedinstveno preslikavanje� u proVect takvo da je sljedéci dijagram komutativan za svaki

pn; lq PI � J .

colimn;l Cn b̂ D l pcolimn Cnqb̂pcoliml D lq

Cn b̂ D l

�

� CD
n;l � C

n b̂ � D
l

Iz toga slijedi da jeKer � CD
n;l „ Kerp� C

n b̂ �D
l q. Po propoziciji 3.4.22, komponente�D

l univerzal-

nog kokonusa nad �ltracijom uproVect su injekcije, pa po propoziciji 3.4.23 slijedi

Kerp� C
n b̂ �D

l q � p Ker � C
n qb̂ D l :

Dakle vrijediKer � CD
n;l „ Ker � C

n b̂ D l . Preostaje dokazati da jeKer � C
n b̂ D l „ Ker � CD

n;l .

(v) Dokazujemo sadaKer � C
n b̂ D l „ Ker � CD

n;l . Proizvoljan element tenzorskog produkta

Ker � C
n b̂ D l mo�e se zapisati kao formalna suma jednostavnih tenzora uKer � C

n b̂ D l . Zbog

toga i distributivnosti� CD
n;l po formalnim sumama dovoljno je dokazati da za svaki jednos-

tavni tenzorc b d u Ker � C
n b̂ D l vrijedi � CD

n;l pc b dq � 0. U sljedéce dvije tvrdnje koristimo
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propoziciju 3.4.22 u kojoj je opisan �ltrirani kolimes uproVect. Komponenta� C
n je sljedéca

kompozicija inkluzije� C
n : Cn ãÑ

²
n Cn i kvocijentnog preslikavanja:

� C
n : Cn ãÑ

º

n

Cn Ñ p
º

n

Cnq{W � colim
n

Cn

gdje jeW � Ŵ vektorski potprostor od
²

n Cn generiran skupom

t � C
n peq � � C

mpe1q |n; m PI; e PCn ; e1 PCm ; pDp ¥ n; mqp� pnpeq � � pmpe1qu:

Vrijedi da je c P Ker � C
n ako i samo ako je� C

n pcq P W. Sli�cno ćemo ozna�citi injekcije

� D
l : D l ãÑ

²
l D l .

Analogno, komponenta� CD
n;l je kompozicija inkluzije� CD

n;l : Cn b̂ D l ãÑ
²

n;l pCn b̂ D lq i

kvocijentnog preslikavanja:

� CD
n;l : Cn b̂ D l ãÑ

º

n;l

pCn b̂ D lq Ñ p
º

n;l

pCn b̂ D lq{W 1 � colim
n;l

pCn b̂ D lq

gdje jeW 1 � Ŵ 1vektorski potprostor od
²

n;l pCn b̂ D lqgeneriran skupom

t � CD
n;l peq � � CD

m;k pe1q |n; m PI; k; l PJ; e PCn b̂ D l ; e1 PCm b̂ Dk ;

pDp ¥ n; mqpDr ¥ k; lqpp� pn b̂ � rl qpeq � p � pm b̂ � rk qpe1qqu:

O�cito jec b d PKer � CD
n;l ako i samo ako je� CD

n;l pc b dq PW 1.

Neka jecb d dakle proizvoljan jednostavni tenzor uKer � C
n b̂ D l . Dalje u dokazu nekoliko

puta koristimo�cinjenicu da je obi�can tenzorski produkt ulo�en u upotpunjeni tenzorski produkt

što je dokazano u propoziciji 3.3.16. Zamijetimo da je

c b d PCn b D l „ Cn b̂ D l :

Vrijedi c PKer � C
n pa je� C

n pcqjednak kona�cnoj sumi generatora odW:

� C
n pcq �

Ņ

s� 1

p� C
ns

pesq � � C
ms

pe1
sqq P

º

n

Cn ;

tj. takvih da za svakis postojeps ¥ ns; ms takvi da je� ps ns pesq � � ps ms pe
1
sq. Dalje je

� C
n pcq b � D

l pdq � p
Ņ

s� 1

p� C
ns

pesq � � C
ms

pe1
sqq b� D

l pdq P
º

n

Cn b
º

l

D l

i vrijedi
º

n

Cn b
º

l

D l �
º

n;l

Cn b D l „
º

n;l

Cn b̂ D l ;
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pa pišemo

� C
n pcq b � D

l pdq �
Ņ

s� 1

p� C
ns

pesq b � D
l pdq � � C

ms
pe1

sq b � D
l pdqq P

º

n;l

Cn b D l :

Za svakin P I; l PJ je korestrikcija restrikcije

� CD
n;l |

²
n;l Cn b D l

Cn b D l
: Cn b D l Ñ

º

n;l

Cn b D l

jednaka tenzorskom produktu

� C
n b � D

l : Cn b D l Ñ
º

n

Cn b
º

l

D l �
º

n;l

Cn b D l :

Zbog toga mo�emo prethodnu jednakost zapisati:

� CD
n;l pc b dq �

Ņ

s� 1

p� CD
ns ;l pes b dq � � CD

ms ;l pe
1
s b dqq P

º

n;l

Cn b D l „
º

n;l

Cn b̂ D l :

Sada se vidi da jep� ps ns b � ll qpes b dq � p � ps ms b � ll qpe1
s b dqza svakis pa je svaki sumand u toj

sumi generator odW 1. Slijedi � CD
n;l pcb dq PW 1, to jestcb d PKer � CD

n;l . Dokaz je dovršen.

Korolar 5.5.3. Simetri�cna monoidalna kategorijapindproVect; ~b ; kqposjeduje koujedna�citelje

i oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeindproVect i Inds
@0

proVect su ekvivalentne simetri�cne monoidalne katego-

rije, a tvrdnja vrijedi u kategorijiInds
@0

proVect.

5.5.2 Ujedna�citelj u kategoriji IndsV

Ova propozicija nije nu�na za daljnje izlaganje.

Propozicija 5.5.4. Neka kategorijaV dopušta ujedna�citelje. Tada kategorijaIndsV dopušta

ujedna�citelje i ujedna�citelj paralelnog para mor�zama je �ltracija �cije su komponente ujedna-

�citelji komponenti tog paralelnog para i vezni mor�zmi jedinstvena inducirana preslikavanja

med̄u njima.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja općenitosti mo�emo pretpostaviti da dvije pro-

izvoljne �ltracije imaju jednaku indeksnu kategorijuI i da je paralelni par mor�zama predstav-

ljen predmor�zmima po nivoima. Neka su dakle zadane dvije �ltracije u kategorijiV,

A � pt AnunPI ; t � mn uq; B � pt BnunPI ; t  mn uq
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i neka je zadan paralelan par mor�zama �ltracija predmor�zmima po nivoima

f � p id; t f n : An Ñ BnunPI q i g � p id; t gn : An Ñ BnunPI q:

Za svaki paralelan parf n ; gn mo�emo odabrati ujedna�citelj hn : Cn Ñ An u kategorijiV.

Cn An Bn
hn

f n

gn

Neka jem ¤ n proizvoljan par usporedivih elemenata odI . Budúci da tada� mn � hn ujedna�cuje

parf m ; gm , vrijedi

f m � � mn � hn �  mn � f n � hn �  mn � gn � hn � gm � � mn � hn ;

pa po univerzalnom svojstvu ujedna�citelja postoji jedinstveni mor�zam� mn : Cn Ñ Cm u kate-

goriji V takav da je� mn � hn � hm � � mn :

Cm Am Bm

Cn An Bn

hm

f m

gm

hn

� mn

f n

gn

� mn  mn

Budúci da je svaki ujedna�citelj hn monomor�zam i vezna preslikavanja� mn �ltracija su mo-

nomor�zmi, slijedi da je i� mn monomor�zam uV. Na sljedécem dijagramu su dva unutrašnja

kvadrata komutativna i desni trokut je komutativan, pa je komutativan i vanjski peterokut, što

zbog jedinstvenosti preslikavanja� ln sa svojstvomhl � � ln � � ln � hn povla�ci � lm � � mn � � ln .

Cl A l

Cm Am

Cn An

h l

hm

� lm � lm

hn

� mn � mn

� ln

Dakle,C :� pt CnunPI ; t � mn uqje �ltracija u V i o�cito jeh � p id; t hnuqpredmor�zam �ltracija.
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Dokazatćemo da jeh: C Ñ A ujedna�citelj paraf , g: A Ñ B u kategorijiIndsV. Neka

je D � pt DnunPJ ; t � mn uq�ltracija u V i neka je

e � p � : J Ñ I; t en : Dn Ñ A � pnqunPJ q: D Ñ A

predmor�zam �ltracija takav da jef � e � g � e. Tada po univerzalnom svojstvu ujedna�citelja

postoje jedinstveni mor�zmirn : Dn Ñ C� pnq u V za koje vrijedih� pnq � rn � en .

Dn C� pnq A � pnq B � pnq

en

r n h � pn q

f � pn q

g� pn q

Dokazujemo da jer :� p �; t rnuqpredmor�zam �ltracija. Na sljedécem dijagramu je komu-

tativan desni kvadrat, vanjski�cetverokut, gornji i donji trokut ih� pmq je monomor�zam, pa je

komutativan i lijevi kvadrat.

Dm C� pmq A � pnq

Dn C� pnq A � pnq

em

r m h � pm q

en

r n

� mn

h � pn q

� mn � mn

O�cito je h � r � e. Doka�imo sada da je svaki drugi takav predmor�zam ekvivalentanr . Neka

je p � p �; t pnuqneki drugi predmor�zam takav da jeh � p � e. Tada postoji gornja mēdal P I

od � pnqi � pnqtakva da je vanjski peterokut na sljedećem dijagramu komutativan.

C� pnq A � pnq

A l

Dn C� pnq A � pnq

h � pn q

� l� pn q

pn

en

r n h � pn q

� l� pn q

Budúci da su na sljedécem dijagramu komutativni vanjski peterokut, donji trokut, dva unu-

trašnja desna�cetverokuta ihl je monomor�zam, slijedi da je komutativan i unutrašnji lijevi

�cetverokut, tj. predmor�zamp ekvivalentan je predmor�zmur .
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C� pnq A � pnq

Cl A l

Dn C� pnq A � pnq

� l� pn q

h � pn q

� l� pn q

h lpn

en

r n

� l� pn q

h � pn q

� l� pn q

Time je dokaz dovršen.

Napomena 5.5.5.U prethodnom poglavlju nije dokazano što je ujedna�citelj u proVect, ali to

je vjerojatno jednostavnoKerpf � gqãÑ A za paralelni parf , g: A Ñ B u proVect.
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Poglavlje 6

Algebra u monoidalnim kategorijama

De�nicija monoidalne kategorije dana je u 2.2.1 i simetri�cne monoidalne kategorije u 2.2.2. U

ovom poglavlju de�niramo neke tipove algebarskih struktura u monoidalnim kategorijama: mo-

noide (algebre), komonoide (koalgebre), bialgebre, module nad algebrama, komodule nad koal-

gebrama, bimodule, Yetter-Drinfeldove module, te neke osnovne konstrukcije s njima. Ponekad

se naglašava da su to internalizirane varijante tih pojmova u općim monoidalnim kategorijama

rije�cju unutarnji, dakle unutarnji modul za razliku od obi�cnih modula u kategoriji vektorskih

prostora, unutarnji monoid za razliku od obi�cnih monoida u kategoriji skupova. Za neke od tih

konstrukcija, posebno za tenzorski produkt bimodula, potrebno je da je monoidalna kategorija

simetri�cna ili da dopušta koujedna�citelje koji komutiraju s tenzorskim produktom.

6.1 Algebra, koalgebra, bialgebra, Hopfova algebra

6.1.1 De�nicija monoida (algebre) i mor�zma monoida

De�nicija 6.1.1. Monoid(sinonim: algebra) u monoidalnoj kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r q je

trojka pA; �; � qu kojoj je A objekt uV, a � : A b A Ñ A (mno�enje u monoidu) i� : k Ñ A

(jedinica monoida) su mor�zmi uV koji zadovoljavaju sljedéca dva aksioma:

(i) asocijativnost

A b A b A
mb idA //

idA b m
��

A b A

m
��

A b A m
//A

141



6.1. ALGEBRA, KOALGEBRA, BIALGEBRA, HOPFOVA ALGEBRA

(ii) aksiom jedinice

A b k

�
((

idA b � //A b A

m
��

k b A
� b idAoo

�
vvA

koji su zapisani pomócu komutativnih dijagrama.

U slu�caju kad jek polje i V monoidalna kategorijak-vektorskih prostora s jedini�cnim objek-

tomk i tenzorskim produktomb k , monoid uV zovemo ik-algebra (pri�cemu podrazumijevamo

asocijativnuk-algebru s jedinicom).

De�nicija 6.1.2. Mor�zam monoidaf : pA; �; � q Ñ pA1; � 1; � 1q je mor�zam f : A Ñ A1 u V

koji zadovoljava

� 1 � pf b f q � f � �; f � � � � 1:

Propozicija 6.1.3. (Tenzorski produkt monoida) Neka supR; � R ; � Rq i pS; � S; � Sq monoidi u

simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r; � q. Tada jepRb S; � Rb S; � Rb Sq, gdje je

� Rb S � p � R b � Sq � pidR b � S;R b idSq; � Rb S � p � R b � Sq � l � 1
k ;

takod̄er monoid uV.

Svejedno je uzimamo li lijevu ili desnu jedinicu u prethodnoj propoziciji jer u monoidalnoj

kategoriji vrijedi lk � r k : k b k Ñ k. Dokaz je standardan, vidi [Kelly]. U apstraktnoj

Sweedlerovoj notaciji mno�enje i jedinica iz prethodne propozicije su

pr b sq � pr 1b s1q � rr 1b ss1; 1Rb S � 1R b 1S;

pa takvo mno�enje�cesto zovemo mno�enjem po komponentama.

6.1.2 De�nicija komonoida (koalgebre) i mor�zma komonoida

Dualni pojam, komonoid upV; b ; k; a; l; r q je monoid u kategoriji suprotnoj kategorijiV, ali s

'istim' tenzorskim produktomM op b N op � p M b N qop.

De�nicija 6.1.4. Komonoid(sinonim: koalgebra) u monoidalnoj kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r q

je trojka pC; � ; � q u kojoj je � : C Ñ C b C mor�zam u V zvan komno�enje (koprodukt),

� : C Ñ k mor�zam u V zvan kojedinica i takva da su sljedeći dijagrami komutativni:

(i) koasocijativnost

C � //

�
��

C b C
� b idC //pC b Cq b C

aC;C;C

��
C b C

idC b �
//C b pC b Cq
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(ii) aksiom kojedinice

C

�
��

lC

((

r C

vv
C b k C b C

idA b �
oo

� b idA

//k b C

Ako je V monoidalna kategorijak-vektorskih prostora, komonoid uV zovemo ik-koalgebra.

De�nicija 6.1.5. Mor�zam komonoidaf : pC; � ; � q Ñ pC1; � 1; � 1q je mor�zam f : C Ñ C1 u

V koji zadovoljava

pf b f q � � � � 1 � f; � 1 � f � �;

što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notacijif pcp1qqbf pcp2qq � f pcqp1qb f pcqp2q, te� 1pf pcqq � � pcq.

Komonoid u monoidalnoj kategorijik-vektorskih prostora (ili oṕcenitije,k-modula gdje je

k komutativan prsten) zove sek-koalgebra. (Ko)monoid u monoidalnoj kategorijiR-bimodula,

gdje prsten s jedinicomR mo�e biti nekomutativan, zove seR-(ko)prsten.

6.1.3 Sweedlerova notacija i apstraktna Sweedlerova notacija

6.1.6. Sweedlerova notacija za koalgebre.Neka jepC; � ; � qkomonoid u kategoriji vektorskih

prostora (tj.k-kolagebra). Vrijednost� pcqje oblika
° r

i � 1 ai b bi PC b k C. Sweedler predla�e

notacijucp1q � a, cp2q � b i indeksi izostavlja:

� pcq �
¸

cp1q b cp2q

Iteracije ozna�cava ovako:cp1qp1q :� p cp1qqp1q itd. Tako se aksiom koasocijativnosti mo�e zapisati

na sljedéci na�cin:

¸
cp1qp1q b cp1qp2q b cp2q �

¸
cp1q b cp2qp1q b cp2qp2q � :

¸
cp1q b cp2q b cp3q;

a aksiom kojedinice na sljedeći:

¸
� pcp1qqcp2q � c �

¸
cp1q� pcp2qq:

6.1.7. Apstraktna Sweedlerova notacija.Sweedlerovu notaciju�cesto koristimo, zajedno s

generi�ckim elementima, i u oṕcoj monoidalnoj kategoriji. Detaljnije, neka suA, B , C, : : :

oznake objekata u monoidalnoj kategoriji i �elimo linearno zapisati niz identiteta med̄u mor�z-

mima s �ksiranom domenom i kodomenom koje su neki monoidalni produkti objekataA, B ,

C, : : : i jedini�cnog objekta. Tada, oponašajući ra�cun s elementima u modulima, izaberemo po

jedan simbol odgovarajućeg tipa u svakom od tenzorskih mno�itelja i mor�zme primjenjujemo
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na apstraktni simbol. Npr. aksiom asocijativnosti mno�enja� � pid b � q � � � p� b idqpišemo

� pa; � pa1; a2qq � � p� pa; a1q; a2q s generi�ckim simbolimaa; a1; a2 tipa A, �cak i ako objektA

nije skup i stogaa; a1; a2 ne mo�emo interpretirati kao elemente odA. Takvo pisanje je u redu

ukoliko na izrazima primijenjujemo samo transformacije koje odgovaraju identitetima med̄u

mor�zmima. Naime, iz takvog izraza lako dobijemo natrag identitet eliminacijom generi�ckih

simbola u svakoj strani jednakosti. Na generi�cke simbole mo�emo primijeniti Sweedlerovu no-

taciju koja tada ne ozna�cava sumu i nazivamo jeapstraktna Sweedlerova notacija. Aksiomi

kao� pcp1qqcp2q � c i dalje vrijede (zanemarujúci pisanje koherencija, koje se mogu umetnuti, no

tada su ra�cuni s elementima nepregledni jer koherencije imaju po nekoliko argumenata koji tako

postanu vezani u notaciji; u ovom primjeru takorCp� pcp1qq b cp2qq � c, gdje jerC : C b k Ñ C

komponenta uC desnog unitora). Kod apstraktne Sweedlerove notacije moramo paziti da ko-

ristimo samo identitete mēdu mor�zmima u toj monoidalnoj kategoriji.

6.1.8. Osim obi�cne Sweedlerove notacije koja ozna�cava kona�cne sume i apstraktne Sweedle-

rove notacije koja ne ozna�cava stvarne sume već kompozicije mor�zama, na nekoliko mjesta

u ovoj disertaciji koristimo i formalnu Sweedlerovu notaciju u kojoj se podrazumijeva suma-

cija u smislu formalnih suma. U tom posljednjem slu�caju treba paziti da kod transformacija u

ra�cunu stalno dobivamo formalne sume i identitete med̄u formalnim sumama (za to moramo ko-

ristiti mor�zme koji distribuiraju po formalnim sumama ili koristiti identitete med̄u formalnim

sumama i druge opravdane transformacije).

6.1.4 Konvolucijsko mno�enje i dualne gebre uVect

Slijedéci Serrea [Serre] algebre, koalgebre i bialgebre kolektivno mo�emo zvatigebrama.

Ako je pC; � ; � q k-koalgebra ipA; �; � q k-algebra, onda skupk-linearnih preslikavanja

HomkpC; Aqima strukturuk-algebre s obzirom nakonvolucijsko mno�enje� dano s

f � g :� � � pf b gq � �

i jedinicu � � � . AlgebruHomkpC; Aqzovemokonvolucijska algebra.

Ako je pC; � ; � q k-koalgebra, onda njen algebarski dualC � � HomkpC; kq vidimo kao

poseban slu�caj konvolucijske algebre. U apstraktnoj Sweedleovoj notaciji, zaf , g PC � , c PC,

pf � gqpcq:� f pcp1qqgpcp2qq;

gdje je simbolom� ozna�ceno odgovarajúce mno�enje elemenata.

Ako je pA; �; � qkona�cno-dimenzionalnak-algebra, onda jeA � k-koalgebra jer je kanonsko

preslikavanjeA � b k A � Ñ pA b k Aq� tada izomor�zam. Naime, zaf PA � , a, a1 PA de�nicija

� pf qpa b a1q:� f pa � a1q:
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odred̄uje � pf q P pA b k Aq� � A � b k A � pa imamo preslikavanje� : A � Ñ A � b k A � . Ako

k-algebraA nije kona�cno-dimenzionalna, ondaA � b k A � ãÑ
�

pA b k Aq� .

6.1.5 De�nicija bialgebre

Bimonoid(sinonimi: bialgebra, bigebra) je objektB u simetri�cnoj monoidalnoj kategoriji koji

istovremeno ima strukturu monoida i komonoida, zajedno s kompatibilnosti koja suštinski ko-

risti simetriju� B;B u toj monoidalnoj kategoriji.

De�nicija 6.1.9. Bialgebra je petorkapB; �; �; � ; � q u kojoj je pB; �; � q monoid i pB; � ; � q

komonoid sa svojstvima:

(i) kompatibilnost mno�enja i komno�enja

B b B � b � //

�

��

B b B b B b B

idB b � B;B b idB
��

B b B b B b B

� b �
��

B � //B b B

(ii) kompatibilnost mno�enja i kojedinice

B b B � b � //

�
��

k b k

�
��

B �
//k

(iii) kompatibilnost jedinice i komno�enja

k � //

�
��

k b k

� b �
��

B
�

//B b B

(iv) kompatibilnost jedinice i kojedinice

k
�

&&

�
��

B �
//k

koja su dana komutativnim dijagramima.

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta svojstva su redom:
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(i) pbcqp1q b pbcqp2q � bp1qcp1q b bp2qcp2q

(ii) � pbcq � � pbq� pcq

(iii) � p1B q � 1B b 1B

(iv) � p1B q � 1k

Primijetimo da gornji uvjeti kompatibilnosti zna�ce da su� i � mor�zmi monoida pri �cemu

je struktura monoida naB b B dana mno�enjem po komponentama kao u propoziciji 6.1.3.

Ekvivalentno, ti uvjeti kompatibilnosti zna�ce da su� i � mor�zmi komonoida, pri �cemu je

struktura komonoida naB b B sli�cno inducirana po komponentama strukturom komonoidaB.

6.1.10. Komutativnost i kokomutativnost. Neka jeV simetri�cna monoidalna kategorija sa

simetrijom� � t � A;B : A b B Ñ B b AuA;B . Tada za monoidpA; �; � q u V ka�emo da je

komutativanako je � � � A;A � � , a za komonoidpC; � ; � q ka�emo da jekokomutativanako

je � C;C � � � � . Bimonoid je komutativan ako je promatran kao monoid komutativan, te

kokomutativan ako je promatran kao komonoid kokomutativan.

6.1.6 De�nicija Hopfove algebre i primjeri

De�nicija 6.1.11. Hopfova algebrapH; �; �; � ; � q u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV je

bialgebra na kojoj postoji mor�zamS: H Ñ H u V, koji zovemo antipod, za koji vrijedi

� � pS b idH q � � � � � � � � � pidH b Sq � � ;

što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

Sphp1qqhp2q � � phq1H � hp1qSphp2qq:

Ako za bialgebruH antipod postoji, on je jedinstven.

6.1.12. Posljedice aksioma za Hopfovu algebru su sljedeće. AntipodS je antihomomor�-

zam algebri i koalgebri,S: H op;co Ñ H: Ako je H komutativna ili kokomutativna, onda je

S2 � idH . Hopfovu algebruH u kategorijik-vektorskih prostora zovemo i Hopfovak-algebra.

Ako je Hopfovak-algebraH kona�cno-dimenzionalna, onda jeS PHomkpH; H qbijektivan.

Primjer 6.1.13. Grupovna algebrakG diskretne grupeG je kokomutativna Hopfova algebra.

Kao vektorski prostor,kG je skup linearnih kombinacija elemenata grupeG s koe�cijentima iz

k. Mno�enje nakG je linearno proširenje mno�enja na grupi, koje stoga općenito nije komuta-

tivno, a jedinica je1G. Ono je komutativno ako i samo ako jeG abelova grupa. Komno�enje i

kojedinica su linearna proširenja preslikavanja na elementimag PG zadanog sa

� pgq � g b g; �pgq � 1:
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Postoji antipod i on je linearno proširenje preslikavanja koje je na elementimag PG dano sa

Spgq � g� 1:

Za a �
°

gPG agg i a1 �
°

gPG a1
gg u kG produkt jea � a1 �

°
gPGp

°
hPG agh� 1 ahqg pa sekG

ponekad zove konvolucijska algebra.

Primjer 6.1.14. AlgebrakpGqfunkcija na kona�cnoj grupiG je komutativna Hopfova algebra.

Zbog kona�cnosti grupeG, kpGq � t f : G Ñ ku je kona�cno-dimenzionalan vektorski pros-

tor. Mno�enje je dano mno�enjem po to�ckama, pa jekpGq komutativna algebra s jedinicom.

Komno�enje i kojedinica zadani su s

� pf qpg; hq � f pghq; � pf q � f p1Gq:

Komno�enje� pf q PFunpG � G; kq � FunpG; kq b FunpG; kqje komutativno ako i samo ako

je G komutativna. Antipod je zadan s

pSf qpgq � f pg� 1q:

Ako je grupaG kona�cna, Hopfovoj algebrikG dualna je Hopfova algebrakpGq. Zaista,

elementi odkpGq, dakle funkcije naG, jednozna�cno se proširuju dok-linearnih funkcija nakG,

a one su upravo elementi algebarskog dualapkGq� i lako se vidi da su im strukture Hopfovih

algebri dualne.

Kao pooṕcenje odkpGq u kojem umjesto kona�cnih gledamo algebarske grupe, regularne

funkcije na algebarskoj grupiG nad poljemk �cine Hopfovu algebruOpGq.

Primjer 6.1.15. Hopfova algebra regularnih funkcijaOpGq na a�noj algebarskoj grupiG.

Neka jek polje. A�na k-višestrukostM je skup nulto�cki nekog skupa polinoma un-dimenzio-

nalnom a�nomk-prostoruAm , za nekim. Ti polinomi generiraju idealI M u k-algebriOpAmq

polinomijalnih funkcija naAm , koja je izomorfna algebri polinoma um varijabli s koe�cijen-

tima izk,

OpAmq � krx1; : : : ; xms:

Topologija ZariskognaM je topologija u kojoj su zatvorene upravo podvišestrukosti odM , a to

su oni podskupoviM 1 „ M koji su takōderk-višestrukosti u ambijentnomAm . Mor�zam a�nih

k-višestrukostif : M Ñ N , M „ Am , N „ An je preslikavanjef : M Ñ N koje je regularno,

a to za a�ne mnogostrukosti zna�ci da postoji globalno preslikavanje~f : Am Ñ An koje je

danon-torkom polinomijalnih funkcija i�cija je restrikcija ~f |M � f . Regularna preslikavanja

M Ñ A1 zovemo regularnim funkcijama naM . Algebra regularnih funkcijas mno�enjem po

to�ckama je dakle

OpM q � OpAmq{I M :
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Produkt u kategorijik-višestrukostiM � N je skupM � N „ Am � An � Am� n s

induciranom strukturomk-višestrukosti izAm� n . Lako se vidi da su mor�zmif : M Ñ N

a�nih k-višestrukosti u prirodnoj bijekciji s homomor�zmimak-algebri

f � � p� � f q: OpN q Ñ OpM q

danim pretkompozicijom sf te da postoji kanonski izomor�zamk-algebri

OpM � N q � OpM q bk OpN q;

prirodan uM i N . PreslikavanjaM Ñ OpM q, f ÞÑf � , se proširuju do jake monoidalne antie-

kvivalencije Kartezijeve monoidalne kategorijek-višestrukosti i kategorije kona�cno generiranih

k-algebri bez nilpotentnih elemenata s monoidalnim produktomb k (koji je tamo kategorijski

koprodukt).

Po Nullstellensatzu, ako jek algebarski zatvoreno polje, mor�zmik-višestrukosti iz aps-

traktne to�cke � u M u bijekciji su s to�ckama odM kao skupa. Pripadni dualni homomor�zmi

k-algebriOpM q Ñ k � Op�q su evaluacijski funkcionali u danim to�ckamaevp : f ÞÑf ppq.

Jezgre tih funkcionala su maksimalni ideali uOpM qi svi maksimalni ideali se pojavljuju na taj

na�cin. To�ckama odM dakle odgovaraju maksimalni ideali odOpM q.

A�na algebarskak-grupaje grupaG u kategoriji a�nih k-višestrukosti nad poljemk. Mor-

�zam mno�enjam: G � G Ñ G dakle odgovara homomor�zmuk-algebri

� : � m� : OpGq Ñ OpG � Gq � OpGq b OpGq

koji je komno�enje, kojedinica je dana s

� : OpGq Ñ k; f ÞÑf peq

gdje jee PG jedinica, a antipod je dan s

pSf qpgq � f pg� 1q; g PG; f POpGq:

Time algebra funkcijaOpGqpostaje Hopfovak-algebra. Svaka komutativna Hopfovak-algebra

koja je kona�cno generirana kaok-algebra i nema nilpotentnih elemenata izomorfna jeOpGqza

jedinstvenu algebarskuk-grupuG. Štoviše ta korespodencija se proširuje do antiekvivalencije

kategorija.

Poseban slu�caj a�nih algebarskihk-grupa su linearne algebarske grupe. Linearna alge-

barska grupa je Zariski zatvorena podgrupa grupeGLnpkq, dakle podgrupa odGLnpkq koja

je skup nulto�cki nekog skupa regularnih funkcija naGLnpkq. Algebru regularnih funkcija na

GLnpkqmo�emo opisati naprimjer na sljedeći na�cin. Ako promatramoGLnpkqkao podskup od
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k2n2
� A2n2

s obzirom na preslikavanjeM ÞÑ pM i
j ; pM � 1qi

j qi;j Pt1;:::;n u kojeM pridru�uje kom-

ponente matriceM i matriceM � 1, onda jeOpGLnpkqqizomorfna kvocijentu algebre polinoma

u varijablamaui
j , �ui

j zai , j � 1; : : : ; n po idealu generiranom sa
°

j ui
j �uj

k � � i
k i

°
j �ui

j u
j
k � � i

k ,

za i , k � 1; : : : ; n, pri �cemu su funkcijeuj
i i �uj

i de�nirane zaM P GLnpkqsaui
j pM q � M i

j te

�ui
j pM q � p M � 1qi

j . Gornji indeks je ovdje indeks retka, a donji indeks stupca matrice.

Svaka a�na algebarska grupa nad algebarski zatvorenim poljem je izomorfna nekoj linearnoj

algebarskoj grupi ([JantzenAGr], str. 51). Svaka linearna algebarska grupa nad poljemC ima

kanonsku strukturu Liejeve grupe. Naime,GLnpCq je Liejeva grupa, svaki Zariski zatvoren

podskup je ujedno zatvoren u topologiji mnogostrukosti (jer su polinomi neprekidne funkcije

pa je skup nula kao inverzna slika po polinomu nule u polju zatvoren skup) i svaka zatvorena

podgrupa Liejeve grupe je Liejeva grupa.

Primjer 6.1.16. Proizvoljna komutativna Hopfovak-algebra kao Hopfova algebra globalnih

prereza strukturnog snopa a�ne grupovnek-sheme. Kategorija a�nih algebarskihk-višestrukosti

se netrivijalno ula�e u vécu kategoriju a�nihk-shema.

Sjetimo se da je spektarSpecA skup prostih idealak-algebreA s topologijom Zariskog�cija

je baza dana glavnim otvorenim skupovimaUf , 0 � f PA koji se sastoje od onih prostih ideala

koji ne sadr�ef . Na tom skupu zadaje se jedinstveni snopk-algebriOSpecA takav da je na

glavnim otvorenim skupovimaOSpecA pUf q � Arf � 1si restrikcija sOSpecA pUf qnaOSpecA pUgq

je kanonski homomor�zamk-algebriArf � 1s Ñ Arg� 1skadf dijeli g.

Uzimanje spektraA ÞÑSpecA se proširuje do antiekvivalencije kategorijeComop
k komuta-

tivnih k-algebri i najmanje pune te zatvorene na izomor�zme potkategorije kategorije topolo-

ških prostora opremljenih snopom lokalnihk-algebri; tu potkategoriju zovemo kategorija a�nih

k-shemaA� k ,

Comop
k � A� k :

Svaka a�nak-shemapX; OX q je dakle po de�niciji izomorfna spektru neke komutativnek-

algebre, naime algebre globalnih prereza snopaOX . Ukoliko je ta algebra kona�cno generirana

i bez nilpotenata tada je mo�emo zapisati kaokrx1; : : : ; xms{I M za nekuk-višestrukostM u

Am . Njene to�cke su u kanonskoj bijekciji sa zatvorenim to�ckama a�ne shemeX , a sve to�cke

odX odgovaraju svim ireducibilnim podvišestrukostima odM . Te korespodencije se proširuju

do netrivijalnog ulaganja kategorije a�nihk-višestrukostiA�Var k u kategoriju a�nihk-shema,

A�Var k ãÑ A� k ;

i to ulaganje je kompatibilno s ulaganjem dualne kategorije kona�cno generiranih komutativnih

k-algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnihk-algebri.

Ukoliko komutativnak-algebra ima strukturu Hopfovek-algebre, po dualnosti se ta struk-

tura prenosi do strukture grupe u kategoriji a�nihk-shema, odnosno a�ne grupovnek-sheme.
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Ulaganje kategorije a�nihk-višestrukosti u a�nek-sheme inducira ulaganje kategorije algebar-

skihk-grupa u kategoriju a�nih grupovnihk-shema,

GrppA�Var kqãÑ GrppA� kq;

i to ulaganje na dualnoj strani odgovara ulaganju kategorije kona�cno generiranih Hopfovihk-

algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnih Hopfovihk-algebri. Za razliku od alge-

barskihk-grupa koje se gledaju nad poljemk, k-sheme i grupovnek-sheme promatramo nad

proizvoljnim prstenomk.

Komutativni Hopfovik-algebroidi pooṕcuju dalje ovaj primjer kao struktura na komutativ-

noj k-algebri koja po dualnosti odgovara strukturi grupoida na a�nojk-shemi.

Primjer 6.1.17. Hopfova algebra reprezentativnih funkcijaReppGqna kompaktnoj topološkoj

grupi G. Neka jeG kompaktna topološka grupa. Ozna�cimo sCpG; Cq algebru neprekidnih

funkcija naG s vrijednostima uC. Za funkcijuf PCpG; Cqka�emo da jereprezentativnaako

je skup njenih lijevih translacija po svim elementima odG kona�cno-dimenzionalan vektorski

potprostor odCpG; Cq, gdje je lijeva translacija zag funkcije f de�nirana sa

h ÞÑf pg� 1hq; h PG:

Lako se vidi da jef reprezentativna ako i samo ako se pojavljuje kao komponenta matrice neke

kona�cno-dimenzionalne kompleksne reprezentacije grupeG. Naime, ako je� : G Ñ GLnpCq

reprezentacija odG, iz � pg� 1hq � � pg� 1q� phq imamo � ij pg� 1hq �
°

k � ik pg� 1q� kj phq što

pokazuje da se za svakig funkcija h ÞÑ� ij pg� 1hq mo�e prikazati kao linearna kombinacija

neprekidnih funkcija iz kona�cnog skupat � kj | k; j P t1; : : : ; nuu. Obratno, svaki kona�cno-

dimenzionalni potprostor odCpG; Cqde�niran tako reprezentativnom funkcijom je o�cito inva-

rijantan s obzirom na djelovanje lijevim regularnim translacijama grupeG naCpG; Cq.

Lako se vidi da je algebraReppGqHopfovaC-algebra, uz standardni koprodukt, kojedinicu

i antipod za algebru funkcija na grupi,

� pf qpg; hq � f pghq; � pf q � f p1Gq; pSf qpgq � f pg� 1q;

zaf PReppGqi g, h PG. [Khalkhali] str. 33.

Ako je G Liejeva grupa, algebraReppGqje podalgebra algebre glatkih funkcijaC8 pG; Cqs

vrijednostima uC. Naime, svaki neprekidni homomor�zam Liejevih grupa je automatski glatko

preslikavanje, pa je svaka neprekidna kona�cno-dimenzionalna reprezentacija Liejeve grupe i

time svaka reprezentativna funkcija glatka. [Timmermann] str. 33.

Primjer 6.1.18. Univerzalna omota�cka algebraUpgqLiejeve algebreg je kokomutativna Hop-

fova algebra. Po de�niciji [BourbakiLie, Helgason, CannWeinst], univerzalna omota�cka algebra
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UpgqLiejeve algebreg je kvocijent tenzorske algebreTpgq � ` n¥ 0gb n po dvostranom idealu

I generiranom sx b y � y b x � r x; yszax, y Pg,

Upgq � Tpgq{I:

To je asocijativna algebra i kanonsko preslikavanjei : g Ñ Upgq, inducirano prirodnom ink-

luzijom g ãÑ Tpgq, je univerzalno u smislu da se svako linearno preslikavanjea: g Ñ A �cija

je kodomena asocijativna algebra i za koje vrijediaprx; ysq � apxqapyq � apyqapxqna jedins-

tveni na�cin faktorizira krozi . Koristéci univerzalno svojstvo odUpgqlako se vidi da su dobro

de�nirani i jedinstveni homomor�zmi algebri� : Upgq Ñ Upgq b Upgq i � : Upgq Ñ k, te

antihomomor�zam algebriS: Upgq Ñ Upgq, odrēdeni sa

� pX q � 1 b X � X b 1; � pX q � 0; SpX q � � X;

zaX P g. Zatim se provjeri da jepUpgq; � ; �; Sqkokomutativna Hopfova algebra. Ona je ko-

mutativna ako i samo ako jeg abelova Liejeva algebra i tada jeUpgqjednakaSpgq, simetri�cnoj

algebri odg. [Khalkhali]

Za kona�cno-dimenzionalnu Liejevu algebrug, elementiX � 1
1 � � � X � n

n za � 1; : : : ; � n ¥ 0,

gdje jeX 1; : : : ; X n baza Liejeve algebreg, �cine bazu vektorskog prostoraUpgq po Poincaré-

Birkhoff-Wittovom teoremu.

Primjer 6.1.19. Algebarski dualUpgL q� univerzalne omota�cke algebreUpgL q je unutrašnja

Hopfova algebra u kategorijiproVectFin, dualna Hopfovoj algebriUpgL qu indVectFin. Alge-

bra J 8 pG; eqformalnih funkcija oko jedinice Liejeve grupeG �cija je Liejeva algebragL njoj je

izomorfna unutrašnja Hopfova algebra u kategorijiproVectFin.

Algebarski dualUpgL q� mo�emo shvatiti i u terminima formalne geometrije na Liejevoj

grupi G �cija je Liejeva algebragL . Sjetimo se da je svaka Liejeva grupaG ujedno analiti�cka

mnogostrukost sa strukturom grupe za koju su mno�enje i inverz analiti�cka preslikavanja. Ana-

liti �cke funkcije naG (i globalne i one de�nirane na okolini jedinicee) odred̄ene su svojim redom

oko jedinicee. Po teoremu É. Borela [EBorel] svaki red potencija Taylorov je red neke glatke

funkcije oko0. Formalna funkcijaoko to�ckee na analiti�ckoj mnogostrukostiM je klasa ekvi-

valencije parovapU; f qgdje jeU Qe domena otvorene karte okoe i f : U Ñ R glatka funkcija

pri �cemu su dvije funkcije u istoj klasi ako i samo ako imaju jednake Taylorove redove ue u

nekoj karti. Ta relacija ekvivalencije ne ovisi o izboru karte jer su prijelazi med̄u kartama anali-

ti �cki. Formalne funkcije ue �cine algebruJ 8 pM; eqs obzirom na aritmetiku formalnih redova.

Nas zanima slu�caj kad jeM � G i e je jedinica Liejeve grupeG. AlgebraJ 8 pG; eqformalnih

funkcija oko jedinice Liejeve grupeG izomorfna je upotpunjenoj simetri�cnoj algebriŜpg� q,

a algebra analiti�ckih funkcija njena je podalgebra. AlgebraUpgL q je Hopfova algebra lijevo
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invarijantnih diferencijalnih operatora na Liejevoj grupiG, ona je beskona�cno-dimenzionalna i

�ltrirana stupnjem diferencijalnog operatora, dakle objekt uindVectFin. Sparivanje

x; y: UpgL q b J 8 pG; eq Ñ R

je de�nirano kompozicijom djelovanja diferencijalnog operatora na funkciju i evaluacije rezul-

tata u jedinicie, to jestxD; f y :� Df peq; to sparivanje poistovjécuje dualnu algebru odUpgL q

s algebrom formalnih funkcija oko jediniceJ 8 pG; eq. Više detalja je u pododjeljku 9.6.5.

Mi ćemo, na temelju propozicije 5.3.5 o dualnosti u kategorijiindproVect, pokazati da

je UpgL q� unutrašnja Hopfova algebra uproVectFin dualna Hopfovoj algebriUpgL q, vidi is-

kaz propozicije 9.4.3. Time dakleJ 8 pG; eq � UpgL q� postaje unutrašnja Hopfova algebra u

proVectFin, dualna Hopfovoj algebriUpgL q.

Primjer 6.1.20. Kvantizirana univerzalna omota�cka algebraUqpgqza kona�cno-dimenzionalnu

kompleksnu poluprostu Liejevu algebrug je Hopfova algebra. De�nicija kvantne grupeUqpsl2q

dana je u pododjeljku 9.9.1.

6.2 Moduli i komoduli

De�nicija 6.2.1. (Unutarnji) lijevi modul nad monoidompA; �; � q u monoidalnoj kategoriji

V � p V; b ; k; a; l; r q je parpM; � q gdje jeM objekt uV i � : A b M Ñ M mor�zam (koji

nazivamo lijevo djelovanje monoidaA na objektM ) takav da vrijedi

� � pidA b � q � aA;A;M � � � p� b idM q: pA b Aq b M Ñ M

� � p� b idM q � lM : k b M Ñ M:

Desni modul nadpA; �; � q je parpN; � q gdje jeN objekt i � : N b A Ñ N mor�zam (koji

nazivamo desno djelovanje monoidaA na objektN ) takav da vrijedi

� � p� b idA q � � � pidN b � q � aN;A;A : pN b Aq b A Ñ N

� � pidN b � q � rN : N b k Ñ N:

Lijevi (odnosno desni) modul nad bimonoidompB; �; �; � ; � qu simetri�cnoj monoidalnoj kate-

goriji V � p V; b ; k; a; l; r; � qje (odnosno desni) modul nad monoidompB; �; � q.

6.2.2. Ponekad je, posebno u ra�cunima, korisno za lijevo djelovanje monoida koristiti simbolŸ

i za desno djelovanje simbolž (ponekad s dodatnim modi�katorima, npr. donjim ili gornjim in-

deksima). Naime, ti simbolíce u ra�cunima s (generi�ckim) elementima slijediti sintaksu binarne
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operacije, dakleŸpn; hqpisatćemon Ÿh. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji gore navedena

svojstva su redom, za lijevi modul:

a Ÿpa1Ÿmq � p aa1qŸm; 1A Ÿm � m

i za desni modul:

pn ž aqž a1 � n ž paa1q; n ž 1A � n:

Komno�enje � u bialgebriB omogúcava da tenzorski produktB-modula budeB-modul,

tj. omogúcava de�niciju tenzorskog produkta u kategorijiB -modula.

De�nicija 6.2.3. Neka jepB; �; �; � ; � qbialgebra u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV. Ten-

zorski produkt desnihB-modulapM; � M qbpN; � N qje desniB-modulpM b N; � M b N qu kojem

je � M b N kompozicija (zapis je bez asocijatora)

M b N b B
idM b N b �

ÝÑ M b N b B b B
idM b � N;B b idBÝÑ M b B b N b B � M b � NÝÑ M b N;

što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zam PM , n PN , bPB,

pm b nqž b � p m ž bp1qq b pn ž bp2qq;

gdje smo sva djelovanja,� M , � N , � M b N ozna�cili simbolomž.

Sli�cno, kojedinica� bialgebreB de�nira strukturu desnogB-modula na jedini�cnom objektu

k koju nazivamodesni trivijalniB -modul, naime

� k � r k � pidk b � q: k b B Ñ k

gdje jer k : k b k � k koherencija jedinice. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za� P k,

bPB, to je

� ž b � �� pbq:

Time kategorija desnihB-modula postaje monoidalna kategorija kojoj je jedini�cni objekt trivi-

jalni B -modul.

Sli�cno se za bialgebruB de�nira tenzorski produkt lijevihB-modula i trivijalni lijevi B -

modul, štoćemo navesti u sljedećoj propoziciji.

Propozicija 6.2.4.Neka jeB bialgebra u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijipV; b ; k; a; l; r; � q.

Tada je kategorija lijevihB-modula uV monoidalna kategorija. Naime, ako su� M : B b M Ñ

M i � N : B b N Ñ N lijeva B-djelovanja, tada je formulom (bez pisanja asocijatora)

p� M b � N q � pidB b � B;M b idN q � p� b idM b idN q: B b M b N Ñ M b N;

dano lijevoB-djelovanje na tenzorskom produktuM b N , a jedini�cni objekt je trivijalniB -

modul koji je dan objektomk s djelovanjemB b k � b idkÝÑ k b k �Ñ k.
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U slu�caju kad jeV kategorija vektorskih prostora, ako jeB Hopfova algebra, onda uz pomoć

njenog antipodaS na dualuM � � HomkpM; k qH -modulaM dobivamo strukturu "dualnog"

modula sa:ph Ÿf qpmq:� f pSphqŸmqako je modul lijevi, odnosnopf ž hqpmq � f ph ž Spmqq

ako je desni, zah P H , f P M � , m P M . Dakle reprezentacije Hopfovek-algebre�cine

monoidalnu kategoriju s dualima.

Komoduli nad koalgebrom su pojam dualan pojmu modula nad algebrom.

De�nicija 6.2.5. Neka jepC; � ; � q koalgebra u monoidalnoj kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r q.

Lijevi C-komodulje parpM; � qgdje jeM objekt uV i � : M Ñ C b M mor�zam (koji zovemo

lijevo kodjelovanje) takav da komutiraju dijagrami

M � //

�
��

C b M

idC b �
��

C b M
� b idM

//pC b Cq b M aC;C;M

� //C b pC b M q

M � //

�

l � 1
M ((

C b M

� b idM
��

k b M

DesniC-komodulje parpN; � qgdje jeN objekt uV i � : N Ñ N b C mor�zam (koji zovemo

desno kodjelovanje) takav da sljedéci dijagrami

N
� //

�
��

N b C

� b idC
��

N b C
idN b �

//N b pC b Cq
a� 1

N;C;C

� //pN b Cq b C

N
� //

� ''

N b C

idN b �
��

N b k

komutiraju.

6.2.6. Za kodjelovanja se proširuje Sweedlerova notacija, gdje�clan s oznakomr0s pripada mo-

dulu. Za desna kodjelovanja tako pišemo� pnq �
°

nr0s b nr1s, a za lijeva kodjelovanja

� pmq �
°

mr� 1s b mr0s. Prvi i drugi aksiom desnog komodula su tada (koherencije su za-

nemarene u notaciji)

¸
nr0s b nr1sp1q b nr1sp2q �

¸
nr0sr0s b nr0sr1s b nr1s � :

¸
nr0s b nr1s b nr2s;

nr0s� pnr1sq � n;
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a prvi i drugi aksiom lijevog komodula
¸

mr� 1sp1q b mr� 1sp2q b mr0s �
¸

mr� 1s b mr0sr� 1s b mr0sr0s � :
¸

mr� 2s b mr� 1s b mr0s;

� pmr� 1sqmr0s � m:

6.2.7. Ako je pB; �; �; � ; � q, onda je kategorija lijevihB-komodula takōder monoidalna uz

djelovanje na tenzorski produkt objekata dano s

pM; � M q b pN; � N q:� p M b N; p� b idM b idN q � pidB b � M;B b idN q � p� M b � N qq;

ili, u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, s

� M b N pm b nq � mr� 1snr� 1s b mr0s b nr0s:

Kategorija desnihB-komodula takōder je tada monoidalna uz djelovanje na tenzorski produkt

objekata dano s

pM; � M q b pN; � N q:� p M b N; pidM b idN b � q � pidM b � B;N b idB q � p� M b � N qq;

što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

� M b N pm b nq � mr0s b nr0s b mr1snr1s:

6.3 Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt

Neka jeB bialgebra u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV. Algebru u monoidalnoj kategoriji

lijevih (desnih)B-modula zovemo lijevom (desnom)B-modulnom algebrom, a pripadnoB-

djelovanje HopfovimB-djelovanjem na tu algebru, kako je opisano u sljedećoj de�niciji.

De�nicija 6.3.1. Neka jepA; � A ; � A qalgebra ipB; � B ; � B ; � ; � qbialgebra u simetri�cnoj mono-

idalnoj kategorijiV. Desno djelovanjež: A b B Ñ A je desnoHopfovo djelovanje(sinonim:

A je desnaB-modulna algebra) ako dijagrami

A b A b B
idA b A b � //

� A

��

A b A b B b B
idA b � A;B b idB //A b B b A b B

žb ž
��

A b A

� A

��
A b B ž

//A

k b B
� A b idB //

� A b �
��

A b B

ž
��

A b k r A
//A

komutiraju.
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U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, uvjeti da je desno djelovanje Hopfovo mogu se zapi-

sati, zaa, a1 PA, b, b1 PB, kao

paa1qž b � p a ž bp1qqpa1ž bp2qq

1A ž b � � pbq1A

De�nicija 6.3.2. Poludirektni produkt(engl. (smash product) B7A bialgebrepB; � B ; � B ; � ; � q

i desneB-modulne algebrepA; � A ; � A qu simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV sa simetrijom�

je monoidB7A � p B b A; � B 7A ; � B 7A qu V gdje je mor�zam mno�enja� B 7A kompozicija

pB b Aq b pB b Aq

idB b A b � b idA

��
pB b Aq b ppB b Bq b Aq

idB b � A;B b idB b idA

��
B b B b A b B b A

� B bpšb idA q
��

B b pA b Aq

idB b � A

��
B b A

i jedinica� B 7A � � B b � A (bez pisanja koherencija).

De�nicija mno�enja i jedinice u poludirektnom produktu mo�e se u apstraktnoj Sweedlero-

voj notaciji zapisati

pb7aqpb17a1q � bb1p1q7pa ž b1
p2qqa

1; a; a1 PA; b; b1 PB;

1B 7A � 1B 71A ;

gdje (radi naglašavanja) pišemoa7b :� a b b. Primijetimo podalgebre1B 7A � A i B71A � B .

Sli�cno de�niramo lijevo Hopfovo djelovanjeŸ: B b A Ñ A i poludirektni produktA7B, u

apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

bŸpaa1q � p bp1q Ÿaq � pbp2q Ÿa1q

bŸ1A � � pbq1A

pa7bqpa17b1q � apbp1q Ÿa1q7bp2qb1; a; a1 PA; b; b1 PB

Mno�enje na poludirektnom produktuA7B (odnosnoB7A) je de�nirano upravo tako da proši-

renje Hopfovog djelovanjaB naA i djelovanjaA naA induciranog mno�enjem bude djelovanje

A7B naA (odnosnoB7A naA).
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6.4 Hopfovo sparivanje, Heisenbergovo udvojenje

De�nicija 6.4.1. Hopfovo sparivanjedviju Hopfovih algebriA i H u simetri�cnoj monoidalnoj

kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r; � qje mor�zam x ; y: A b H Ñ k u V sa svojstvima:

xab; hy � x a b b;� hy;

x1A ; hy � � phq;

x� a; h b gy � x a; hgy;

� paq � x a;1H y;

xSa; hy � x a; Shy:

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zaa, b P A, h, g P H , pri �cemu je sparivanjeA b A i

H b H inducirano sparivanjem po komponentama.

Drugim rije�cima, mno�enje naH je formalno dualno komno�enju naA, mno�enje naA

formalno dualno komno�enju naA i antipodi su im mēdusobno dualni.

6.4.2. Neka je sadaA kona�cno-dimenzionalna Hopfovak-algebra. Tada je njenk-linearni dual

A � � HomkpA; kq Hopfovak-algebra na jedinstveni na�cin takav da je kanonsko sparivanje

x; y: A b A � Ñ k, xa; f y � f paq, Hopfovo sparivanje. Iz osnova linearne algebre znamo da je

to sparivanje nedegenerirano u obje varijable. Mno�enje uA � de�nirano tako tada nije nu�no

standardno mno�enje funkcionala po to�ckama. Tada mo�emo de�nirati Hopfova djelovanja

ž: A b A � Ñ A; › : A b A � Ñ A �

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji sa:

d ž f � x dp1q; f ydp2q; d › f � f p1qxd; f p2qy:

Budúci da je sparivanje nedegenerirano mo�emo reći da je prvo djelovanje Hopfovo djelovanje

odred̄eno jedinstveno sa:xd ž f; g y � x d; fgy za svakig P A � , a drugo Hopfovo djelovanje

odred̄eno jedinstveno sa:xe; d› f y � x ed; f y za svakie PA.

De�nicija 6.4.3. Heisenbergovo udvojenjekona�cno-dimenzionalne Hopfovek-algebreA je

poludirektni produktA � 7A s obzirom na desno Hopfovo djelovanjež Hopfove algebreA � naA

kao iznad:

f 7d � g7e � fg p1q7pd ž gp2qqe � fg p1q7xdp1q; gp2qydp2qe

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zaf , g P A � , d, e P A. Isti produkt naA � b A dobije se

od lijevog djelovanja› odA naA � de�niranog iznad jer je:

f pdp1q › gq7dp2qe � fg p1qxdp1q; gp2qy7dp2qe � fg p1q7xdp1q; gp2qydp2qe � fg p1q7pd ž gp2qqe
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Propozicija 6.4.4. Neka suA i H Hopfove algebre u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV i

neka jex; y: A b H Ñ k Hopfovo sparivanje uV. Tada su mor�zmi uV

ž: A b H Ñ A; › : A b H Ñ H

de�nirani kao kompozicije

ž : A b H A b A b H A b H b A k b A A
� A b idH idA b � A;H x;yb idA �

› : A b H A b H b H H b A b H H b k H
idA b � H � A;H b idH idH bx ;y �

tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zad PA, f PH , sa:

d ž f � x dp1q; f ydp2q; d › f � f p1qxd; f p2qy

redom desno i lijevo djelovanje uV. Ta djelovanja de�niraju isti poludirektni produktH 7A.

6.5 Yetter-Drinfeldovi moduli i modulne algebre

U ovom odjeljku koristimo apstraktnu Sweedlerovu notaciju bez napominjanja.

De�nicija 6.5.1. Neka jeH bialgebra u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV. Desno-lijevi

Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebromH je objektM u V koji je desniH -modul uz desno

djelovanjež: M b H Ñ M i lijevi H -komodul uz lijevo kodjelovanje� : M Ñ H b M , u

apstraktnoj Sweedlerovoj notacijim ÞÑmr� 1s b mr0s, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov

uvjet kompatibilnosti:

hp2qpm ž hp1qqr� 1s b pm ž hp1qqr0s � mr� 1shp1q b pmr0s ž hp2qq; h PH; m PM:

6.5.2. Objekti kategorije desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebromH u V su

desno-lijevi Yetter-Drinfeldovi moduli, a mor�zmi te kategorije su mor�zmi desnihH -modula

i lijevih H -komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt uV i djelovanje i

kodjelovanjeH na tenzorske produkte objekata de�nirano na sljedeći na�cin. Desno djelovanje

H na tenzorski produktM b N i jedini�cni objektk de�nirano je sa:

M b N b H Ñ M b N; pm b nqž h � p m ž hp1qq b pn ž hp2qq;

k b H Ñ k; 1k ž h � � phq1k

a lijevo kodjelovanjeH naM b N i k sa:

M b N Ñ H b M b N; m b n ÞÑnr� 1smr� 1s b mr0s b nr0s
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k Ñ H b k; 1k ÞÑ1H b 1k

Lako se provjeri da ta preslikavanja zadovoljavaju aksiome za djelovanje odnosno kodjelova-

nje. Kodjelovanje ovdje nije de�nirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji

lijevih H -komodula, véc je redoslijed faktoramr� 1s i nr� 1s ovdje obrnut. Uz ovako de�nirano

kodjelovanje lako se vidi da je tenzorski produktM b N desno-lijevi Yetter-Drinfeldov modul:

hp3qppm b nqž hqr� 1s b ppm b nqž hqr0s �

� hp3qppm ž hp1qq b pn ž hp2qqqr� 1s b ppm ž hp1qq b pn ž hp2qqqr0s �

� hp3qpn ž hp2qqr� 1spm ž hp1qqr� 1s b pm ž hp1qqr0s b pn ž hp2qqr0s � (i)

� nr� 1shp2qpm ž hp1qqr� 1s b pm ž hp1qqr0s b pnr0s ž hp3qq � (ii)

� nr� 1smr� 1shp1q b pmr0s ž hp2qq b pnr0s ž hp3qq �

� p m b nqr� 1shp1q b ppm b nqr0s ž hp2qq

pri �cemu smo u (i) koristili Yetter-Drinfeldovo svojstvo odN (sahp2q umjestoh) i u (ii) Yetter-

Drinfeldovo svojstvo odM . Uz standardno de�nirano kodjelovanje to ne bi vrijedilo. Ta mo-

noidalna kategorija ima predpleteni�castu simetriju (engl. pre-braiding)

� M;N : M b N Ñ N b M; � M;N pm b nq � p n ž mr� 1sq b mr0s:

Lako se vidi da je svaki� M;N zaista mor�zam desnihH -modula i lijevihH -komodula.

6.5.3. Algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebromH u si-

metri�cnoj monoidalnoj kategorijiV je dakle algebraM u V uz mno�enje� M : M b M Ñ M i

jedinicu� M : k Ñ M koji su mor�zmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,

mno�enje i jedinica su mor�zmi desnihH -modula uV:

pm � m1qž h � p m ž hp1qq � pm1ž hp2qq

1M ž h � 1k ž h � � phq1k

to jest desno djelovanjež je Hopfovo djelovanje, i mor�zmi su lijevihH -komodula uV:

pm � m1qr� 1s b pm � m1qr0s � m1
r� 1smr� 1s b mr0sm1

r0s

1H b 1M � 1H b 1M :

Ta algebra jepleteni�casto-komutativnaako vrijedi� M � � M;M � � M to jest ako je

m � m1 � p m1ž mr� 1sq �mr0s;

gdje je� predpleteni�casta simetrija u toj kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula.
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Napomena 6.5.4.Pretpostavimo da jeM desniH -modul i lijevi H -komodul u simetri�cnoj

monoidalnoj kategorijiV. Ako je (i) pripadno desno djelovanjež: M b H Ñ M Hopfovo dje-

lovanje, onda je dobro de�niran poludirektni produktH 7M i mo�emo pripadno kodjelovanje�

gledati kao mor�zam� : M Ñ H 7M . Koristéci mno�enje na algebriH 7M sva dosad navedena

svojstva mo�emo zapisati u kraćem obliku kako slijedi. (ii) Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo

svojstvo odM nadH je:

hp2q � � pm ž hp1qq � � pmq �h; m PM; h PH:

Ako je M algebra uV uz mno�enje � M i jedinicu � M , uvjet da je ona (iii) pleteni�casto-

komutativna mo�emo zapisati ovako:

m � m1 � m1ž � pmq; m; m1 PM

i zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv)� M mor�zam lijevih H -komodula uV

mo�emo zapisati ovako:

� pm � m1q � � pm1q �� pmq; m; m1 PM:

Za algebruM u V koja je desniH -modul i lijevi H -komodul dovoljno je provjeriti (i), (ii),

(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona desno-lijeva pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u V.

Analogno se de�nira kategorija lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom

H , kako slijedi.

De�nicija 6.5.5. Neka jeH bialgebra u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV. Lijevo-desni

Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebromH je objektM u V koji je lijevi H -modul uz lijevo

djelovanjeŸ: H b M Ñ M i desniH -komodul uz desno kodjelovanje� : M Ñ M b H , u

apstraktnoj Sweedlerovoj notacijim ÞÑmr0s b mr1s, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov

uvjet kompatibilnosti:

php1q Ÿmr0sq b hp2qmr1s � p hp2q Ÿmqr0s b php2q Ÿmqr1shp1q

6.5.6. Objekti kategorije lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebromH u V su

lijevo-desni Yetter-Drinfeldovi moduli, a mor�zmi te kategorije su mor�zmi lijevihH -modula

i desnihH -komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt uV i djelovanje i

kodjelovanjeH na tenzorske produkte objekata de�nirano na sljedeći na�cin. Lijevo djelovanje

H na tenzorski produktM b N i jedini�cni objektk de�nirano je sa:

H b M b N Ñ M b N; h Ÿpm b nq � p hp1q Ÿmq b php2q Ÿnq;
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H b k Ñ k; h Ÿ1k � � phq1k

a desno kodjelovanjeH naM b N i k sa:

M b N Ñ M b N b H; m b n ÞÑmr0s b nr0s b nr1smr1s

k Ñ k b H; 1k ÞÑ1k b 1H

Kodjelovanje ovdje nije de�nirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji desnih

H -komodula, véc je redoslijed faktoramr1s i nr1s ovdje obrnut. Ta monoidalna kategorija ima

predpleteni�castu simetriju

� 1
M;N : M b N Ñ N b M; � 1

M;N pm b nq � nr0s b pnr1s Ÿmq:

6.5.7. Algebra u kategoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebromH u si-

metri�cnoj monoidalnoj kategorijiV je dakle algebraM u V uz mno�enje� M : M b M Ñ M i

jedinicu� M : k Ñ M koji su mor�zmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,

mno�enje i jedinica su mor�zmi lijevihH -modula uV:

h Ÿpm � m1q � p hp1q Ÿmq � php2q Ÿm1q

h Ÿ1A � h Ÿ1k � � phq1k

to jest lijevo djelovanjeŸje Hopfovo djelovanje, i mor�zmi su desnihH -komodula uV:

pm � m1qr0s b pm � m1qr1s � mr0s b m1
r0s b m1

r1smr1s

1M b 1H � 1M b 1H :

Ta algebra jepleteni�casto-komutativnaako vrijedi� M � � 1
M;M � � M to jest ako je

m � m1 � m1
r0s � pm1

r1s Ÿmq;

gdje je� predpleteni�casta simetrija u toj kategoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula.

Napomena 6.5.8.Pretpostavimo da jeM lijevi H -modul i desniH -komodul u simetri�cnoj

monoidalnoj kategorijiV. Ako je (i) pripadno lijevo djelovanjeŸ: H b M Ñ M Hopfovo dje-

lovanje, onda je dobro de�niran poludirektni produktM 7H i mo�emo pripadno kodjelovanje�

gledati kao mor�zam� : M Ñ M 7H . Koristéci mno�enje na algebriM 7H sva dosad navedena

svojstva mo�emo zapisati u kraćem obliku kako slijedi. (ii) Lijevo-desno Yetter-Drinfeldovo

svojstvo odM nadH je:

h � � pmq � � php2q Ÿmq �hp1q; m PM; h PH:
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Ako je M algebra uV uz mno�enje� i jedinicu � , uvjet da je ona (iii) pleteni�casto-komutativna

mo�emo zapisati ovako:

m � m1 � � pm1qŸm; m; m1 PM

i zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv)� mor�zam H -komodula uV mo�emo

zapisati ovako:

� pm � m1q � � pm1q �� pmq; m; m1 PM:

Za algebruM u V koja je lijevi H -modul i desniH -komodul dovoljno je provjeriti (i), (ii),

(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona lijevo-desna pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u V.

6.6 Tenzorski produkti nad unutrašnjim monoidom

6.6.1 Tenzorski produkt nad bazom

De�nicija 6.6.1. Neka jeV � p V; b ; kqmonoidalna kategorija koja dopušta koujedna�citelje i

neka oni komutiraju s tenzorskim produktom. Neka jepR; �; � qmonoid uV, � : N b R Ñ N

desnoR-djelovanje i� : R b M Ñ M lijevo R-djelovanje. Tenzorski produktdesnog (unu-

tarnjeg)R-modulapN; � q i lijevog (unutarnjeg)R-modulapM; � q je koujedna�citelj (s vrhom

N b R M )

N b R b M
� b idM //
idN b �

//N b M //N b R M (6.1)

Monoid R �cesto zovemo baza tenzorskog produktab R . Da bismo razlikovali tenzorski

produktb R od monoidalnog produkta uV, zovemo ga i tenzorski produkt nad monoidomR (ili

bazomR). U dijagramu (6.1)N b R M ozna�cava vrh koujedna�citelja koji je samo objekt uV

bez dodatnih djelovanja. Taj vrh takod̄er smatramo tenzorskim produktom nad monoidomR.

6.6.2 Unutrašnji bimoduli

Neka suR; S monoidi u monoidalnoj kategorijiV � p V; b ; k; a; l; r q.

De�nicija 6.6.2. R-S-bimodulje trojkapM; � R ; � Sqtakva da jeM objekt uV, parpM; � Rqje
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lijevi R-modul,pM; � SqdesniS-modul i djelovanja� R i � S komutiraju u smislu da dijagram

pR b M q b S
� R b idS //

aR;M;S

��

M b S
� S

##
M

R b pM b Sq
idR b � S

//R b M
� R

;;

komutira.

6.6.3 Tenzorski produkt unutrašnjih bimodula

Malo više pa�nje moramo posvetiti tenzorskom produktu nad monoidom modula s bimodu-

lom, bimodula s modulom ili bimodula s bimodulom, u nekoj monoidalnoj kategorijiV. Da

bi dodatno djelovanje na bimodulu, koje nije iskorišteno u tenzorskom produktu modula, indu-

ciralo djelovanje na tenzorskom produktu modula potrebno je da koujedna�citelji komutiraju s

tenzorskim produktom u smislu de�nicije 2.2.5.

Neka je dakleR � p R; � R ; � Rqmonoid uV i neka suNR � p N; šqte RM � p M; › qredom

desni i lijevi R-modul uV. Tada je tenzorski produktpN; šq bR pM; › qmodula koujedna�citelj

u V

N b R b M
šb idM --

idN b ›
11N b M //NR b R R M: (6.2)

Naravno, taj koujedna�citelj ne mora uvijek postojati. Obi�cno sam vrh koujedna�citelja takōder

zovemo tenzorskim produktom i ozna�cavamo pojednostavljenoN b R M .

Neka jeS � p S; � S; � Sqmonoid uV i neka jeRMS � p M; › R ; šSqunutrašnjiR-S-bimodul

u V. To zna�ci da djelovanja› R i šS komutiraju u smislu da› R �pidR b šSq � šS �p› R b idSq: Rb

M b S Ñ M . Pretpostavimo da monoidalni produkt uV komutira s koujedna�citeljima. To

zna�ci da ako tenzoriramo dijagram za koujedna�citelj (6.2) saS zdesna, dobit́cemo dijagram za

koujedna�citelj, pa mo�emo koristiti njegovo univerzalno svojstvo. Ukoliko tenzorski produkt

pN; šRq bR pM; › Rqpostoji, tada njegov vrh ima desno djelovanje� od S dano univerzalnim

svojstvom koujedna�citelja:

N b R b M b S

idN b R b šS

��

šb idM b idS ..

idN b › b idS

00N b M b S

idN b šS
��

//NR b R R M b S

�
��

N b R b M
šb idM --

idN b ›
11N b M //NR b R R M
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Time dobivamo desni unutrašnjiS-modulNR b R R MS u V. Analogno, promatrajúci dodatno

lijevo pP; � P ; � P q-djelovanje naN , tenzorski produkt unutrašnjegP-R-bimodulaP NR i unu-

trašnjegR-S-bimodulaRMS postaje unutrašnjiP-S-bimodulP N b R MS � P NR b R R MS.

Ukoliko je A monoid u monoidalnoj kategorijiV s koujedna�citeljima koji komutiraju s

tenzorskim produktom tada kategorijaA-bimodulapA VA ; b A ; Aqi preslikavanja bimodula ima

strukturu monoidalne kategorije.
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Poglavlje 7

Unutarnji bialgebroid i Hopfov algebroid

Ovo poglavlje bavi se internalizacijom pojmova bialgebroida i Hopfovih algebroida. Ova di-

sertacija je uglavnom posvećena razradi neke klase unutarnjih Hopfovih algebroida u kategoriji

indproVect �ltrirano-ko�ltriranih vektorskih prostora.

Najprije, radi motivacije (i objašnjenja nekih pojmova iz uvoda disertacije) obrad̄ujemo po-

jam grupoida i njegovog poopćenja u monoidalnim kategorijama, unutarnjeg grupoida. Naime,

dualni objekt grupoidu, kogrupoid u simetri�cnoj monoidalnoj kategoriji komutativnihk-algebri

je komutativni Hopfov algebroid nad komutativnom bazom. Komutativan bialgebroid je gotovo

komutativan Hopfov algebroid, jedino mu nedostaje jedan strukturni mor�zam, antipod.

Nekomutativno pooṕcenje su asocijativnik-bialgebroidi iz [Lu], �cija aksiomatika je dalje

raspravljana u [Xu, BrzMil, BohmHAlg, SS]. U drugom odjeljku razrad̄ujemo internaliziranu

verziju tog pojma (prema G. Böhm [BohmInt]) u kontekstu simetri�cne monoidalne kategorije s

koujedna�citeljima koji komutiraju s tenzorskim produktom. Na toj internalizaciji bialgebroida

u trécem odjeljku baziramo novu de�niciju internaliziranog Hopfovog algebroida. Opravdanje

same de�nicije zahtijeva nešto više pa�nje nego u kategoriji vektorskih prostora, gdje je de�ni-

ciju simetri�cnog Hopfovog algebroida razvila G. Böhm [BohmAlt, BohmSzlach] ispravljajući

neke nedostatke nesimetri�cnih Hopfovih algebroida prema J-H. Lu [Lu].

7.1 Grupoidi i unutarnji grupoidi

Ovaj odjeljak nije korišten u formulaciji i dokazivanju novih rezultata u disertaciji, ali pripada

pojmovlju koje motivira koncept Hopfovih algebroida. Naime, kona�cno generirani komutativni

Hopfovi k-algebroidi bez nilpotenata su unutarnji kogrupoidi u kategoriji kona�cno generira-

nih komutativnih algebri bez nilpotenata, odnosno�cine kategoriju dualnu kategoriji grupoida u

kategoriji a�nih k-višestrukosti.

Pojam grupoida je u matematiku uveo H. Brandt [Brandt] 1927. godine kao skup s asoci-
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jativnom parcijalno de�niranom binarnom operacijom koja zadovoljava niz aksioma. Modernu

de�niciju, internalizaciju i geometrijske primjene razvio je C. Ehresmann. Slijedi moderna

de�nicija.

De�nicija 7.1.1. (Diskretan)grupoidje mala kategorija u kojoj je svaki mor�zam invertibilan.

Mor�zam grupoidaje funktor. Diskretni grupoidi i njihovi mor�zmi�cine kategoriju

Gpd � GpdpSetq:

Ako je G diskretan grupoid njegovi objekti�cine dakle skupG0 i mor�zmi skup G1. Svakom

mor�zmu f iz G1 mo�emo pridru�iti njegovu domenudompf qi kodomenucodpf q, što de�nira

preslikavanjadom, cod: G1 Ñ G0. Skup svih parovapg; f q PG1 � G1 koji su kompozabilni,

tj. za koje vrijedicodpgq � dompf q, je povlakG1 � G0 G1 dan univerzalnim konusom

G1 � G0 G1
p2 //

p1

��

G1

cod
��

G1 dom
//G0

Dakle, kompozicija je preslikavanjem: G1 � G0 G1 Ñ G1, mpg; f q � g � f . Uveli smo novi

simbolm jer ćemo koristiti kompoziciju preslikavanjam s drugim preslikavanjima.

Propozicija 7.1.2. Grupoid G je odred̄en sedmorkompG0; G1; dom; cod; m; 1; iq, gdje jeG0

skup objekata (ili jedinica) grupoida,G1 skup mor�zama grupoida,dom: G1 Ñ G0 funk-

cija uzimanja domene,cod: G1 Ñ G0 funkcija uzimanja kodomene,m: G1 � G0 G1 Ñ G1,

pg; f q ÞÑ g � f funkcija kompozicije,1 : G0 Ñ G1, x ÞÑidx funkcija uzimanja identitete i

i : G1 Ñ G1, f ÞÑf � 1 funkcija uzimanja dvostranog inverza. Ta strukturna preslikavanja

zadovoljavaju sljedeće identitete

m � pm � G0 idG1 q � m � pidG1 � G0 mq: G1 � G0 G1 � G0 G1 Ñ G1; (7.1)

cod� p1 � cod� m; dom� p2 � dom� m; (7.2)

dom� 1 � idG0 ; cod� 1 � idG0 ; (7.3)

m � pidG1 � G0 1q � idG1 � m � p1 � G0 idG1 q; (7.4)

uz identi�kacijeG1 � G0 G0 � G1 � G0 � G0 G1, te zahtjeve za funkciju uzimanja inverzai ,

dom� i � cod; cod� i � dom; (7.5)

G1
pid;i q //

id
((

G1 � G0 G1

m
��

G1
pi; idqoo

id
vv

G1

(7.6)

166



7.1. GRUPOIDI I UNUTARNJI GRUPOIDI

De�nicija 7.1.3. Grupoid u kategoriji C je sedmorkapG0; G1; dom; cod; m; 1; iq u kojoj su

G0, G1 objekti uC, postoje povlaciG1 � G0 G1 i G1 � G0 G1 � G1 G0, adom, cod: G1 Ñ G0,

m : G1 � G0 G1 Ñ G1, 1 : G0 Ñ G1 i i : G1 Ñ G1 su mor�zmi u C koji zadovoljavaju iden-

tite (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) u kategorijiC. Mor�zam grupoidau C,

F � p F0; F1q: pG0; G1; dom; cod; m; 1; iq Ñ pG1
0; G1

1; dom1; cod1; m1; 11; i1q;

je par mor�zamaF0 : G0 Ñ G1
0, F1 : G1

0 Ñ G1
1 u C koji komutiraju sa strukturnim mor�zmima

u smislu da vrijedidom1� F1 � F0 � dom, cod1� F1 � F0 � cod, F0 � m � m1� F0, F1 � 1 � 11� F0

i i 1 � F1 � F1 � i . Grupoidi uC i njihovi mor�zmi �cine kategoriju

GpdpCq:

Osim diskretnih grupoida, tj. grupoida uSet, poznati geometrijski primjer�cine Liejevi

grupoidi. Liejev grupoid se mo�e de�nirati kao unutarnji grupoid u kategoriji glatkih mno-

gostrukosti. Kategorija glatkih mnogostrukosti nema ujedna�citelje nekih glatkih preslikavanja

pa ne dopušta ni povlake proizvoljnih parova mor�zama s istom kodomenom. Ipak, povlaci

G1 � G0 G1 (i iteracije) postoje ako sudom i codsubmerzije. Stoga Liejev grupoid obi�cno de�-

niramo pomócu podatakaG0; G1; dom; cod; m; 1; i kao gore s dodatnim zahtjevom da sudom

i codsubmerzije.

De�nicija 7.1.4. Kategorija komutativnih Hopfovihk-algebroidapGpdpComop
k qqop je katego-

rija suprotna kategoriji grupoida u kategorijiComop
k suprotnoj kategoriji komutativnih algebri

nad�cvrstim poljemk. Komutativni Hopfovk-algebroidje objekt u kategoriji

pGpdpComop
k qqop:

U algebarskoj geometriji se kategorijaComop
k obi�cno identi�cira s jednom geometrijskom

kategorijom, kategorijom a�nihk-shemaA� k , vidi primjer 6.1.16. Ekvivalencija kategorija

koja realizira tu identi�kaciju je dana funktorom spektra komutativnog prstena

Spec: Comop
k � A� k :

FunktorSpecprebacuje tenzorski produkt algebri u kategorijski produkt, a tenzorski produkt

nad baznom algebrom u povlakSpecpB b A Bq � SpecB � SpecA SpecB. Dakle, kategorija

komutativnih Hopfovihk-algebroida je dualna kategoriji grupoida u kategorijiA� k , a ponekad

se tako i de�nira. Ukoliko je Hopfov algebroid kona�cno generiran bez nilpotenata, mo�emo

umjesto s a�nimk-shemama raditi s a�nimk-višestrukostima, vidi primjer 6.1.15.

Mor�zme k-algebri koji po dualnostik-algebri i a�nih k-shema (odnosnok-višestrukosti)

odgovaraju strukturnim mor�zmima zvat́cemo� � dom� , � � cod� , � � m� , � � 1� i
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� � i � , a projekcijama povlaka su dualni mor�zmi1H 1 b H 0 idH 1 � p�
1, idH 1 b H 0 1H 1 � p�

2 koji

su injekcije koprodukta uComk . Sjetimo se da su ti dualni mor�zmi dani pretkompozicijom,

npr.cod� � � � cod.

Eksplicitnije, u terminima kategorijeComk (usporedi [Ravenel]), komutativni Hopfov al-

gebroid je dan podacimapH1; H0; �; �; � ; �; � qgdje suH0, H1 PComk komutativnek-algebre

s mno�enjimamH 1 , mH 0 i jedinicama1H 1 , 1H 0 , a � , � : H0 Ñ H1, � : H1 Ñ H1 b H 0 H1,

� : H1 Ñ H0, � : H1 Ñ H1 mor�zmi komutativnihk-algebri koji zadovoljavaju identitete

p� b H 0 idH 1 q � � � p idH 1 b H 0 � q � � : H1 Ñ H1 b H 0 H1 b H 0 H1; (7.7)

� b H 0 1H 1 � � � �; 1H 1 b H 0 � � � � �; (7.8)

� � � � idH 0 ; � � � � idH 0 ; (7.9)

pidH 1 b H 0 � q � � � idH 1 � p � b H 0 idH 1 q � � ; (7.10)

gdje su identi�cirani vektorski prostoriH1b H 0 H0 � H1 � H0b H 0 H1, te zahtjeve za antipodno

preslikavanje� ,

� � � � �; � � � � �; (7.11)

H1

id

tt
�

��

id

**H1 H1 b H 0 H1 mH 1 �p � b idq
//

mH 1 �p idb � q
oo H1

(7.12)

Primijetimo da je kod komutativnih Hopfovih algebroida� izomor�zam komutativnih algebri.

7.2 Unutarnji bialgebroid

U ovom odjeljkuV � p V; b ; k; a; l; r; � q je �ksirana simetri�cna monoidalna kategorija koja

dopušta koujedna�citelje koji komutiraju s tenzorskim produktomb u smislu de�nicije 2.2.5. Te

pretpostavke su potrebne da bi mogli de�nirati pojam unutrašnjeg bialgebroida.

7.2.1 Pripremne leme

U sljedécem nizu lema u svakoj sljedećoj lemi koristit će se: notacija uvedena u prethodnim

lemama i izmēdu lema, te svojstva objekata tako ozna�cenih dokazana u prethodnim lemama.

7.2.1. Neka supL; � L ; � L qi pH; � H ; � H qmonoidi uV. Kako koujedna�citelji komutiraju s ten-

zorskim produktom, dobro je de�nirana monoidalna kategorijaL-bimodulapL VL ; b L ; Lq.
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Lema 7.2.2.Neka su� : L Ñ H , � : Lop Ñ H mor�zmi monoida uV za koje vrijedi

� H � � H;H � p� b � q � � H � p� b � q: (7.13)

Tada jeH unutarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja� H � p� b idH q i desnog djelovanja

� H � � H;H � pidH b � q.

Dokaz. Dokazujemo prvo da je� H � p� b idH qlijevo djelovanje. Imamo

� H � p� b p� H � p� b idH qqq � � H � pp� H � p� b � qq bidH q

� � H � pp� � � L q b idH q

gdje smo u prvoj liniji koristili asocijativnost� H , a u drugoj da je� mor�zam monoida. Dalje,

za kompatibilnost sa jedinicom� H primijetimo� H � pp� � � L q b idH q � � H � p� H b idH q � lH .

Sli�cno se doka�e da je� H � � H;H � pidH b � qdesno djelovanje.

Na kraju treba provjeriti da lijevo i desno djelovanje komutiraju, tj. da je

� H � p� b p� H � � H;H � pidH b � qqq � � H � � H;H � pp� H � p� b idH qq b� q: L b H b L Ñ H

Lijeva strana je jednaka� H � p� H b idH q � p� b � b idH q � pidL b � H;L q. Desna strana je

jednaka� H � p� b p� H � p� b idH qqq �� L b H;L što je� H � pp� H � p� b � qq bidH q � � L b H;L

pa pretpostavka 7.13 svodi to na� H � pp� H � p� b � q � � L;L q b idH q � � L b H;L što je jednako

� H � p� H b idH q � p� b � b idH q � p� L;L b idH q � � L b H;L . Jednakost lijeve i desne strane izlazi

sada izp� L;L b idH q � � L b H;L � idL b � H;L .

7.2.3. Za � i � kao u prethodnoj propoziciji ozna�cimo s~� i ~� kompozicije:

L � //

~�

;;k b L
� H b � //H b H L � //

~�

;;L b k
� b � H //H b H

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji to je:~� plq � 1H b � plqi ~� plq � � plq b 1H .

7.2.4. Ozna�cimo s� H b H :� p � H b � H q � pidH b � H;H b idH qi � H b H :� p � H b � H q � l � 1
k . Tada

je prema 6.1.3pH b H; � H b H ; � H b H qmonoid uV.

7.2.5. Neka je� kanonsko preslikavanjeH b H Ñ H b L H , tj. koujedna�citelj

H b L b H
--
11H b H � //H b L H

zaL-bimodulH . Lako se vidi da je tada� takod̄er koujedna�citelj paralelnog para mor�zama

� H b H � p ~� b idH b H q, � H b H � p ~� b idH b H q,

L b pH b H q
~� b id //

~� b id
//pH b H q b pH b H q

� H b H //H b H � //H b L H
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Lema 7.2.6. (i) Postoji jedinstveni� takav da je sljedeći dijagram komutativan:

pH b H q b pH b H q
� H b H //

� b id
��

pH b H q

�
��

pH b L H q b pH b H q
� //pH b L H q

(ii) Taj jedinstveni� je desno djelovanje.

Dokaz. Jedinstvenost proizlazi iz razmatranja sljedećeg dijagrama.

L b pH b H q b pH b H q
idb � H b H //

~� b idb id
��

~� b idb id




L b pH b H q

~� b id
��

~� b id




pH b H q b pH b H q b pH b H q
idb � H b H //

� H b H b id
��

pH b H q b pH b H q

� H b H

��
pH b H q b pH b H q

� H b H //

� b id
��

pH b H q

�
��

pH b L H q b pH b H q
� //pH b L H q

Vertikalna preslikavanja desno na dijagramu�cine dijagram za koujedna�citelj � , a vertikalna

preslikavanja lijevo na dijagramu�cine dijagram za koujedna�citelj � b id, jer u kategorijiV

koujedna�citelji komutiraju s tenzorskim produktom. Gornji pravokutnik sekvencijalno komu-

tira zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta i srednji jer je� H b H asocijativan, pa slijedi da

� � � H b H koujedna�cuje paralelni par vertikalnih preslikavanja lijevo na dijagramu. Zbog toga

postoji jedinstveni� , iz univerzalnog svojstva koujedna�citelja � b id.

Doka�imo sada da je� desno djelovanje.

pH b L H q b pH b H q b pH b H q
� b id //

idb � H b H

))

pH b L H q b pH b H q

�

ww

pH b H q b pH b H q b pH b H q
� H b H b id //

idb � H b H

��

� b idb id

OO

pH b H q b pH b H q

� H b H

��

� b id

OO

pH b H q b pH b H q
� H b H //

� b id
��

pH b H q

�
��

pH b L H q b pH b H q �
//pH b L H q

Komutativnost unutrašnjih pet�cetverokuta proizlazi iz asocijativnosti od� H b H , de�nicije od �

i funktorijalnosti tenzorskog produkta, a� b id b id je epimor�zam, pa je komutativan i vanjski

�cetverokut.
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pH b H q b k
**idb � H b H //

� b id
��

pH b H q b pH b H q
� H b H //

� b id
��

pH b H q

�
��

pH b L H q b k
idb � H b H //

33pH b L H q b pH b H q
� //pH b L H q

Komutativnost gornjeg trokuta, unutrašnjih�cetverokuta i vanjskog�cetverokuta prozlazi iz kom-

patibilnosti mno�enja i jedinice u monoiduH b H , funktorijalnosti tenzorskog produkta, de�ni-

cije � i toga da je desni unitor u kategoriji prirodna transformacija. Uz to� b id je epimor�zam,

pa komutira i donji trokut.

7.2.7. Neka je daljeL HL opremljen strukturom komonoidapH; � ; � qu monoidalnoj kategoriji

L-bimodula. Dakle,� : H Ñ H b L H je koasocijativan mor�zamL-bimodula i� : H Ñ L je

kojedinica za� , takod̄er mor�zamL-bimodula.

Lema 7.2.8.Neka� koujedna�cuje par� b ~� i � b ~� :

H b L

� b id
��

pH b L H q b L
idb ~� //

idb ~�
//pH b L H q b pH b H q

�
��

pH b L H q

Tada postoji jedinstveni� takav da je sljedeći dijagram komutativan.

H b pH b H q idb � //

� b id
��

H b pH b L H q

�
��

pH b L H q b pH b H q �
//pH b L H q
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Dokaz.

H b pH b L H q

�

zz

H b L b pH b H q

� b idb id

��

idb ~� b id ..

idb ~� b id
00H b pH b H q b pH b H q

idb � H b H //

� b idb id

��

H b pH b H q

idb �

OO

� b id

��
pH b L H q b L b pH b H q

idb ~� b id//

idb ~� b id
//pH b L H q b pH b H q b pH b H q

idb � H b H//

� b id

��

pH b L H q b pH b H q

�

��
pH b L H q b pH b H q

� //pH b L H q

Budúci da uV koujedna�citelji komutiraju s tenzorskim produktom,id b � je koujedna�citelj

preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Iz pretpostavke leme slijedi da� b id koujedna�cuje

par� b ~� b id i � b ~� b id. Dijagram za to je stepeni�casti lijevi rub dijagrama. Tri pravokut-

nika komutiraju zbog funktorijalnostib i toga da je� djelovanje (gornji lijevi sekvencijalno).

Slijedi da� � p� b idqkoujedna�cuje horizontalna preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Po

univerzalnom svojstvu koujedna�citelja� b id zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje� .

Lema 7.2.9.Preslikavanja� b id i id b � komutiraju.

Dokaz.

H b pH b H q b pH b H q � b idb id //

idb � b id

��

idb � H b H

$$

pH b L H q b pH b H q b pH b H q

� b id

��

� b � H b H

zz

H b pH b L H q b pH b H q � b id //

idb �

��

pH b L H q b pH b H q

�

��
H b pH b L H q � //pH b L H q

H b pH b H q � b id //

idb �

OO

pH b L H q b pH b H q

�

OO
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Komutiraju gornji �cetverokut (de�nicija za� , tenzoriranje zdesna sid), desni�cetverokut (� je

djelovanje), vanjski�cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), donji�cetverokut (de�ni-

cija od� ) i lijevi �cetverokut (de�nicija od� , tenzoriranje slijeva sid) i idb � b id je epimor�zam,

pa komutira i centralni�cetverokut (komutativnost� b id said b � ).

Lema 7.2.10.Ako vrijedi

� � � H � � � � H b H (7.14)

to jest komutativan je dijagram

k
� H //

� H b H

��

H

�
��

pH b H q �
//pH b L H q

i za mor�zam� vrijedi

� � � H � � � pidH b � q (7.15)

to jest komutativan je dijagram

H b H
� H //

idb �
��

H

�
��

H b pH b L H q
�

//pH b L H q;

onda je mor�zam� lijevo H -djelovanje naH b L H .

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta se dva uvjeta mogu zapisati:� p1H q � 1H b L 1H

i � ph b h1
p1q b h1

p2qq � � phh1q, zah; h1 P H . U kategoriji vektorskih prostora drugi uvjet je

naprosto� phh1q � hp1qh1
p1q b L hp2qh1

p2q za sveh; h1 P H , ali dobra de�niranost desne strane

jednakosti zahtijeva dodatne gornje aksiome.
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Dokaz.

H b H b pH b H q idb � b id //

idb idb �

��

� H b H b id

$$

H b pH b L H q b pH b H q

idb �

��

� b id

zz

H b H b pH b L H q idb � //

� H b H b id

��

H b pH b L H q

�

��
H b pH b L H q � //pH b L H q

H b H b pH b H q � b id //

idb �

OO

pH b L H q b pH b H q

�

OO

(7.16)

Komutiraju gornji �cetverokut (de�nicija od� , tenzoriranje slijeva sid), donji �cetverokut (de�-

nicija od� ), lijevi �cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), desni�cetverokut (komuta-

tivnost� b id said b � ) i vanjski �cetverokut (uvjet na� i � tenzoriran zdesna sid) i id b id b �

je epimor�zam, pa komutira i centralni�cetverokut (aksiom asocijativnosti za djelovanje za� ).

pH b H q b pH b H q

� b id

((

� H b H //pH b H q

�

xx

k b pH b H q

''

� H b H b id

77

� H b id //

idb �

��

H b pH b H q � b id //

idb �

��

pH b L H q b pH b H q

�

��
k b pH b L H q 33

� H b id //H b pH b L H q � //pH b L H q
(7.17)

Komutiraju vanjski�cetverokut (prirodnost lijeve jedinice monoidalne kategorije), gornji trokut

(aksiom jedinice za mno�enje� H b H ), unutrašnji gornji�cetverokut (uvjet na� i � H tenzoriran

zdesna sid), unutrašnji donji lijevi�cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), unutrašnji

donji desni�cetverokut (de�nicija od� ), unutrašnji desni�cetverokut (aksiom asocijativnosti za

djelovanje� ) i id b � je epimor�zam, pa komutira i donji trokut (aksiom jedinice za djelovanje

za� ).
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Lema 7.2.11.Obratno, ako je� lijevo djelovanje, onda vrijede

� � � H � � � � H b H

� � � H � � � pidH b � q:

Dokaz. Promatrajmo ponovno dijagram (7.16). Ako je komutativan centralni�cetverokut, iz

komutativnosti ostala�cetiri unutarnja�cetverokuta slijedi komutativnost vanjskog�cetverokuta,

a to je tra�eno svojstvo za� i � tenzorirano sid. Koristéci jedinicu � H b H i �cinjenicu da je

ona monomor�zam, mo�emo iz toga dobiti komutativnost�cetverokuta za to tra�eno svojstvo

� � � H � � � pidH b � q.

Promatrajmo sada ponovno dijagram (7.17). Ako je komutativan donji trokut, komutativan

je i unutrašnji gornji�cetverokut, a to je tra�eno svojstvo� � � H � � � � H b H tenzorirano

s id. Koristéci jedinicu � H b H i �cinjenicu da je ona monomor�zam, mo�emo iz toga dobiti

komutativnost�cetverokuta za to tra�eno svojstvo.

Dakle, pokazalo se da je svojstvo� � � H � � � � H b H ekvivalentno aksiomu jedinice za

djelovanje za� , a svojstvo� � � H � � � pidH b � qekvivalentno aksiomu asocijativnosti za

djelovanje za� .

Korolar 7.2.12. H b L H je unutarnjiH -pH b H q-bimodul s obzirom na djelovanja� i � .

7.2.2 De�nicija unutrašnjeg bialgebroida

U sljedéce dvije de�nicije kategorijaV je simetri�cna monoidalna kategorijapV; b ; k; a; l; r; � q

koja dopušta koujedna�citelje i takva da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

De�nicija 7.2.13. Neka jeL � p L; � L ; � L q monoid uV. Unutrašnji lijevi L-bialgebroid u

kategoriji V dan je sa sljedécim podacima:

(i) monoidpH; � H ; � H qu V

(ii) mor�zmi monoida � : L Ñ H , � : Lop Ñ H za koje vrijedi� H � � H;H � p� b � q �

� H � p� b � q

(iii) komonoid pH; � ; � qu monoidalnoj kategorijiL-bimodulapL VL ; b L ; Lq, gdje jeH unu-

tarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja� H � p� b idH qi desnog djelovanja� H � � H;H �

pidH b � q.

koji zadovoljavaju sljedéce uvjete:
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(i) Jedinstveno desno djelovanje� za koje je sljedéci dijagram komutativan:

pH b H q b pH b H q
� H b H //

� b id
��

pH b H q

�
��

pH b L H q b pH b H q
� //pH b L H q

zadovoljava uvjet

� � p� b � b � H q � pidH b r � 1
L q � � � p� b � H b � q � pidH b l � 1

L q;

pri �cemu surL i lL komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorijeV, � H b H

mno�enje u monoidupH b H; � H b H ; � H b H qinducirano s� H po komponentama i� pres-

likavanje u koujedna�citelju H b H Ñ H b L H .

(ii) Jedinstveno preslikavanje� (usporedi lemu 7.2.8) za koje je sljedeći dijagram komutati-

van

H b pH b H q idb � //

� b id
��

H b pH b L H q

�
��

pH b L H q b pH b H q �
//pH b L H q

je lijevo djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:

� � � H � � � � H b H

� � � H � � � pidH b � q

gdje je� H b H : k Ñ H b H jedinica u monoidupH b H; � H b H ; � H b H qinducirana s� H .

(iii) Vrijedi

� � � H � � L

� � � H � pidH b p� � � qq � � � � H � � � � H � pidH b p� � � qq

� zovemomor�zam izvorai � mor�zam ponoraindexmor�zam ponora. Time je de�nicija do-

vršena.

De�nicija je dobra zbog prethodno dokazanih pripremnih lema.

U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuchi-

jevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi� p1H q � 1H b L 1H i � phh1q � hp1qh1
p1q b L hp2qh1

p2q,

što je dobro de�nirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je� p1H q � 1L i � ph� p� ph1qqq �

� phh1q � � ph� p� ph1qqq, ili ekvivalentno, preslikavanje dano sh Ÿl � � ph� plqqi preslikavanje

dano sh Ÿ1 l � � ph� plqqsu lijeva djelovanja.
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De�nicija 7.2.14. Neka jepR; � R ; � Rqmonoid uV. Unutrašnji desniR-bialgebroid u katego-

riji V dan je sa sljedécim podacima:

(i) monoidpH; � H ; � H qu V

(ii) mor�zmi monoida � : R Ñ H , � : Rop Ñ H za koje vrijedi� H � � H;H � p� b � q �

� H � p� b � q

(iii) komonoid pH; � ; � qu monoidalnoj kategorijiR-bimodulapRVR ; b R ; Rq, gdje jeH unu-

tarnji R-bimodul preko desnog djelovanja� H � pidH b � qi lijevog djelovanja� H � � H;H �

p� b idH q.

koji zadovoljavaju sljedéce uvjete:

(i) Jedinstveno lijevo djelovanje� za koje je sljedéci dijagram komutativan:

pH b H q b pH b H q
� H b H //

idb �
��

pH b H q

�
��

pH b H q b pH b R H q
� //pH b R H q

zadovoljava uvjet

� � p� H b � b � q � pl � 1
R b idH q � � � p� b � H b � q � pr � 1

R b idH q;

pri �cemu surR i lR komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorijeV, � H b H

mno�enje u monoidupH b H; � H b H ; � H b H qinducirano s� H po komponentama i� pres-

likavanje u koujedna�citelju H b H Ñ H b R H .

(ii) Jedinstveno preslikavanje� za koje je sljedéci dijagram komutativan

pH b H q b H � b id //

idb �
��

pH b R H q b H

�
��

pH b H q b pH b R H q �
//pH b R H q

je desno djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:

� � � H � � � � H b H

� � � H � � � p� b idH q

gdje je� H b H : k Ñ H b H jedinica u monoidupH b H; � H b H ; � H b H qinducirana s� H .
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(iii) Vrijedi

� � � H � � R

� � � H � pp� � � q b idH q � � � � H � � � � H � pp� � � q b idH q

Time je de�nicija dovršena.

Da je de�nicija dobra mo�e se dokazati nizom lema analogno dokazanim pripremnim le-

mama. U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuc-

hijevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi� p1H q � 1H b R 1H i � phh1q � hp1qh1
p1q b R hp2qh1

p2q,

što je dobro de�nirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je� p1H q � 1R i � p� p� phqqh1q �

� phh1q � � p� p� phqqh1q, ili ekvivalentno, preslikavanje dano sr ž h � � p� prqhqi preslikavanje

dano sr ž1h � � p� prqhqsu desna djelovanja.

7.3 Unutarnji Hopfov algebroid

7.3.1 Pripremne leme

Neka su dani monoidiR i L u simetri�cnoj monoidalnoj kategorijiV s koujedna�citeljima koji

komutiraju s tenzorskim produktom.

Lema 7.3.1.Neka jeH L � p H; � H ; � H ; � L ; � L ; � L ; � L qlijevi unutrašnjiL-bialgebroid i neka

je strukturaR-bimodula naH dana mno�enjem zdesna komutirajućim mor�zmima monoida

� R : Rop Ñ H , � R : R Ñ H . Ako vrijedi

� L � � L � � R � � R ; � L � � L � � R � � R ;

onda je� L mor�zamR-bimodula.

Analogno, za desni unutrašnjiR-bialgebroidH R � p H; � H ; � H ; � R ; � R ; � R ; � Rqsa struktu-

romL-bimodula naH danom mno�enjem slijeva komutirajućim mor�zmima monoida� L : Lop Ñ

H , � L : L Ñ H , ako vrijedi

� R � � R � � L � � L ; � R � � R � � L � � L ;

onda je� R mor�zamL-bimodula.

Dokaz. Dokazatćemo da je� L mor�zam desnogR-modula, dokaz da je on mor�zam lijevog

R-modula provede se analogno. Sli�cno se obje tvrdnje doka�u za� R . Dokazujemo

� L � � H � pidH b � Rq � � R � p� L b idRq
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gdje je � R desnoR-djelovanje naH b L H koje je po de�niciji tenzorskog produkta desnog

L-modula iL-R-bimodula inducirano desnimR-djelovanjem� H � pidH b � Rq na H , to jest

jedinstveno preslikavanje� R takvo da je

� R � p� L b idRq � � L � pidH b p� H � pidH b � Rqqq:

U dokazućemo imitirati sljedéci ra�cun s elementima. U po�cetku imamo:

� L ph � � Rprqq(i)� "� L phq �� L p� Rprqq"

i zatim ra�cunamo
� L p� Rprqq(ii)� � L p� L p� L p� Rprqqqq

(iii)� � L p� L p� L p� Rprqqq �1H q
(iv)� � L p1H q �� L p� Rprqq
(v)� p 1H b L 1H q �� L p� Rprqq
(vi)� 1H b L p� L p� L p� Rprqqq �1H q
(vii)� 1H b L � Rprq

te uvrstimo u prvu jednakost:

"� L phq �� L p� Rprqq" � "� L phq � p1H b L � Rprqq" (ix)� � L phq �� Rprq:

Pritom su izrazi pod navodnicima zapravo redom

� ph b � L p� Rprqqq

� ph b 1H b L � Rprqq(viii)� � p� L phq b 1H b � Rprqq:

Dakle, redoḿcemo u sljedécem ra�cunu koristiti sljedéce.

(i) � je lijevo djelovanje:� L � � H � � � pidH b � L q;

(ii) jednakost iz iskaza leme� R � � L � L � R ;

(iii) aksiom jedinice� H � pidH b � H q � r � 1
H � idH ;

(iv) � L je mor�zam desnihL-modula: � L � � H � p� L b idH q � � H;L � � L � p� L b idL q;

gdje je� L : H b L H b L Ñ H b L H desno djelovanje inducirano desnim djelovanjem

� H � p� L b idH q � � H;L : H b L Ñ H;

(v) � je lijevo djelovanje pa za jedinicu vrijedi� L � � H � � L � � H b H � � L � p� H b � H q � l � 1
k ;

(vi) po de�niciji desnog djelovanja� L pomócu gore navedenog desnog djelovanja vrijedi:

� L � p� L b idL q � � L � pidH b p� H � p� L b idH q � � H;L qq;
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(vii) jednostavan ra�cun napravljen ispod glavnog ra�cuna koji koristi aksiom jedinice� H �

pidH b � H q � rH ;

(viii) po de�niciji od � je: � � pidH b � L q � � � p� L b idH b idH q;

(ix) dodatni ra�cun napravljen ispod glavnog ra�cuna koji koristi da je� R jedinstveno preslika-

vanje za koje je� R � p� L b idRq � � L � pidH b p� H � pidH b � Rqqqi �cinjenicu da po

de�niciji od � vrijedi � � p� L b idH b H q � � L � � H b H .

Ra�cunamo dakle:

� L � � H � pidH b � Rq
(i)� � � pidH b p� L � � Rqq
(ii)� � � pidH b p� L � � L � L � Rqq

� � � pidH b p� L � idH � � L � L � Rqq
(iii)� � � pidH b p� L � � H � pidH b � H q � r � 1

H � � L � L � Rqq

� � � pidH b p� L � � H � pidH b � H q � p� L � L � R b idkq � r � 1
R qq

� � � pidH b p� L � � H � p� L � L � R b � H q � r � 1
R qq

� � � pidH b p� L � � H � p� L b idH q � p� L � R b � H q � r � 1
R qq

� � � pidH b p� L � � H � p� L b idH q � � H;L � p� H b � L � Rq � � R;k � r � 1
R qq

(iv)� � � pidH b p� L � p� L b idL q � p� H b � L � Rq � l � 1
R qq

� � � pidH b p� L � pp� L � � H q b � L � Rq � l � 1
R qq

(v)� � � pidH b p� L � pp� L � � H b H q b � L � Rq � l � 1
R qq

� � � pidH b p� L � p� L b idL q � p� H b H b � L � Rq � l � 1
R qq

� � � pidH b p� L � p� L b idL q � p� H b � H b � L � Rq � pl � 1
k b idRq � l � 1

R qq
(vi)� � � pidH b p� L � pidH b p� H � p� L b idH q � � H;L qq � p� H b � H b � L � Rq � pl � 1

k b idRq � l � 1
R qq

(vii)� � � pidH b p� L � p� H b p� R � lRqq � pl � 1
k b idRq � l � 1

R qq

� � � pidH b p� L � p� H b p� R � lRqq � pidk b l � 1
R q � l � 1

R qq

� � � pidH b p� L � p� H b � Rq � l � 1
R qq

� � � pidH b � L q � pidH b pp� H b � Rq � l � 1
R qq

(viii)� � � p� L b idH b idH q � pidH b pp� H b � Rq � l � 1
R qq

� � � pidH b L H b pp� H b � Rq � l � 1
R qq � p� H b idRq

(ix)� � R � p� L b idRq
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Pritom je jednostavan ra�cun za korak (vii) napravljen ovdje:

pidH b p� H � p� L b idH q � � H;L qq � p� H b � H b � L � Rq

� � H b p� H � p� L b idH q � � H;L � p� H b � L � Rqq

� � H b p� H � p� L b idH q � p� L � R b � H q � � k;R q

� � H b p� H � p� L � L � R b � H q � � k;R q

� � H b p� H � p� R b � H q � � k;R q

� � H b p� H � pidH b � H q � p� R b idkq � � k;R q

� � H b prH � p� R b idkq � � k;R q

� � H b p� R � rR � � k;R q

� � H b p� R � lRq

Na kraju opravdanje za korak (ix) slijedi ovdje. Dokazujemo da je

� � pidH b L H b pp� H b � Rq � l � 1
R qq � � R :

Preslikavanje� R je jedinstveno preslikavanje za koje vrijedi

� R � p� L b idRq � � L � pidH b p� H � pidH b � Rqqq;

pa doka�imo da za� � pidH b L H b pp� H b � Rq � l � 1
R qqvrijedi isto. Ra�cunamo

� � pidH b L H b pp� H b � Rq � l � 1
R qq � p� L b idRq

� � � p� L b idH b H q � pidH b H b � H b � Rq � pidH b H b l � 1
R q

� � L � � H b H � pidH b H b � H b � Rq � pidH b H b l � 1
R q

� � L � p� H b � H q � pidH b � H b idH b � Rq � pidH b � H;k b idRq � pidH b idH b l � 1
R q

� � L � prH b p� H � pidH b � Rqq � pidH b � H;k b idRq � pidH b idH b l � 1
R q

� � L � pidH b p� H � pidH b � Rqqq � prH b idH b idRq � pidH b � H;k b idRq � pidH b idH b l � 1
R q

Preostaje dokazati ovu tvrdnju s unitorima:

prH b idH b idRq � pidH b � H;k b idRq � pidH b idH b l � 1
R q � idH b idH b idR

a ona lako slijedi iz aksioma simetri�cne monoidalne kategorije.

7.3.2 De�nicija unutrašnjeg Hopfovog algebroida

De�nicija 7.3.2. Unutrašnji Hopfov algebroid nadL i R u kategorijiV dan je sljedécim po-

dacima: lijevi unutrašnjiL-bialgebroidH L � p H; � H ; � H ; � L ; � L ; � L ; � L q, desni unutrašnji

R-bialgebroidH R � p H; � H ; � H ; � R ; � R ; � R ; � Rq i antihomomor�zam algebri� : H Ñ H

(antipod) koji zadovoljavaju sljedeće uvjete:
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(i)

� L � � L � � R � � R ; � L � � L � � R � � R ;

� R � � R � � L � � L ; � R � � R � � L � � L ;
(7.18)

(ii)

p� R b L idH q � � L � p idH b R � L q � � R (7.19)

p� L b R idH q � � R � p idH b R � Rq � � L (7.20)

Tenzorski produkt� L b R idH je dobro de�niran jer je� L prema lemi 7.3.1 mor�zam

R-bimodula.

(iii)

� � � L � � L ; � � � R � � R

� b 1
L

� p� b idH q � � L � � R � � R

� b 1
R

� pidH b � q � � R � � L � � L

(7.21)

gdje je � b 1
R

: H b 1
R H Ñ H mno�enje uR-prstenupH; � b 1

R
; � Rq inducirano s� H i

� b 1
L

: H b 1
L H Ñ H mno�enje uL-prstenupH; � b 1

L
; � L q inducirano s� H , a kompo-

zicije preslikavanja su dobro de�nirane jer su dobro de�nirana sljedeća preslikavanja

� b idH : H b L H Ñ H b 1
L H i idH b � : H b R H Ñ H b 1

R H .

Lema 7.3.3.U svakomL-bialgebroidu je� L � � L � idL � � L � � L . Slijedi i da su� L � � L i

� L � � L idempotentni.

Dokaz. JednakostidL � � L � � L dokazat́cemo imitirajúci ovaj ra�cun s elementima

� L p� L plqq � � L p� L plq �1H q � l � � L p1H q � l � 1L � l;

dakle, koristitćemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice� L � pidL b � L q � r � 1
L � idL , (ii)

kompatibilnost kojedinice s jedinicom� L � � H � � L , (iii) zahtjev da je� L mor�zam lijevih

L-modula,� L � � H � p� L b idH q � � L � pidL b � L q: L b H Ñ L te (iv) aksiom jedinice

� H � pidH b � H q � r � 1
H � idH . Ra�cunamo:

idL
(i)� � L � pidL b � L q � r � 1

L
(ii)� � L � pidL b p� L � � H qq � r � 1

L

� � L � pidL b � L q � pidL b � H q � r � 1
L

(iii)� � L � � H � p� L b idH q � pidL b � H q � r � 1
L

� � L � � H � p� L b � H q � r � 1
L

� � L � � H � pidH b � H q � p� L b idkq � r � 1
L

(iv)� � L � rH � p� L b idkq � r � 1
L

� � L � � L :
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U zadnjem koraku koristimo prirodnost desnog unitorar .

Za dokaz jednakostiidL � � L � � L imitirat ćemo ovaj ra�cun s elementima

� L p� L plqq � � L p� L plq �1H q � � L p1H q �l � 1L � l � l

dakle, koristitćemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice� L � p� L b idL q � l � 1
L � idL , (ii)

kompatibilnost kojedinice s jedinicom� L � � H � � L , (iii) zahtjev da je� L mor�zam desnih

L-modula,� L � � H � p� L b idH q � � H;L � � L � p� L b idL q: H b L Ñ L te (iv) aksiom jedinice

� H � pidH b � H q � r � 1
H � idH . Ra�cunamo:

idL
(i)� � L � p� L b idL q � l � 1

L
(ii)� � L � pp� L � � H q b idL q � l � 1

L

� � L � p� L b idL q � p� H b idL q � l � 1
L

(iii)� � L � � H � p� L b idH q � � H;L � p� H b idL q � l � 1
L

� � L � � H � p� L b idH q � pidL b � H q � � k;L � l � 1
L

� � L � � H � p� L b idH q � pidL b � H q � r � 1
L

� � L � � H � p� L b � H q � r � 1
L

� � L � � H � pidH b � H q � p� L b idkq � r � 1
L

(iv)� � L � rH � p� L b idkq � r � 1
L

� � L � � L :

Korolar 7.3.4. � R � � L : Lop � R je izomor�zam s inverzom� L � � R .

Dokaz. � L � R � R � L � � L � L � idL i � R � L � L � R � � R � R � idR .

Korolar 7.3.5. � L � � R : Rop � L je izomor�zam s inverzom� R � � L .

Dokaz. � R � L � L � R � � R � R � idR i � L � R � R � L � � L � L � idL .
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Poglavlje 8

Konstrukcija unutrašnjeg skalarnog

proširenja

8.1 Teorem o skalarnom proširenju

Cilj ovog poglavlja je dokazati sljedeći teorem i opisati strukturu tog Hopfovog algebroida.

Teorem. Neka jeH unutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect s bijektivnim antipo-

dom. Neka jeR unutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna

algebra nadH u toj kategoriji. Tada je poludirektni produktH 7R unutarnji Hopfov algebroid

nadRop i R u toj kategoriji (uz odgovarajuće formule koje slijede).

Takve Hopfove algebroide zovemo skalarnim proširenjima. Sada slijedi pojednostavljeni

pregled cijelog dokaza, a nakon togaće biti proveden dokaz kroz nekoliko propozicija. Pritom

néce biti potpuno prácen ovaj pojednostavljeni minimalni plan.

(i) Neka jeR pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad

H uz desno djelovanjež: R ~b H Ñ R i lijevo kodjelovanje� : R Ñ H ~b R. De�niramo

preslikavanja:

� R : R Ñ H 7R

y ÞÑ1H 7y

� R : Rop Ñ H 7R

y ÞÑ� pyq � yr� 1s7yr0s

� R : H 7R Ñ H 7R ~b R H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b f p2q7y

� R : H 7R Ñ R

f 7y ÞÑ� pf qy

184



8.1. TEOREM O SKALARNOM PROŠIRENJU

Tada jeH R � p H 7R; � H 7R ; � R ; � R ; � R ; � Rqdesni bialgebroid nadR u indproVect.

(ii) Ozna�cimo sL algebruRop i neka je� : L Ñ R odgovarajúci antiizomor�zam algebri.

De�niramo preslikavanja:

� L : L Ñ H 7R

x ÞÑ� p� pxqq � � pxqr� 1s7� pxqr0s

� L : Lop Ñ H 7R

x ÞÑ� pxqr0s ž S� 1� pxqr� 1s

� L : H 7R Ñ H 7R ~b L H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b f p2q7y

� L : H 7R Ñ L

f 7y ÞÑ� � 1pyr0s ž pS2yr1sSf qq

Tada jeH L � p H 7R; � H 7R ; � L ; � L ; � L ; � L qlijevi bialgebroid nadL i Lop u indproVect,

što ćemo dokazati koristéci izomor�zam iz dijela (v) s lijevim bialgebroidomL7H iz

dijela (iv) za koji je priprema dio (iii).

(iii) Tada jeL pleteni�casto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad

H uz lijevo djelovanjeŸ: H ~b L Ñ L de�nirano sa

f Ÿx :� � � 1p� pxqž Sf q

i desno kodjelovanje de�nirano sa

x ÞÑxr0s b xr1s :� � � 1p� pxqr0sq b S� 1p� pxqr� 1sq:

(iv) De�niramo preslikavanja analogno:

� L : L Ñ L7H

x ÞÑx71H

� L : Lop Ñ L7H

x ÞÑ� pxq � xr0s7xr1s

� L : L7H Ñ L7H ~b L L7H

f 7x ÞÑx7f p1q b 1L 7f p2q

� L : L7H Ñ L

f 7x ÞÑ� pf qx

Tada jeH 1
L � p L7H; � L 7H ; � L ; � L ; � L ; � L qlijevi bialgebroid nadL u indproVect.
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(v) De�niramo � : L7H Ñ H 7R sa

� : x7f ÞÑ� p� pxqq �f 71R � Sxr1s7� pxr0sq �f 71R :

To preslikavanje je izomor�zam algebri.

Po tom izomor�zmu, sve formule odH 1
L odgovaraju svim formulama odH L pa je iH L

lijevi bialgebroid, izomorfanH 1
L .

(vi) De�niramo antipod:

� : pH 7Rqop Ñ H 7R

f 7y ÞÑyr0s � S2yr� 1sSf

Doka�emo da je� antihomomor�zam koristéci izomor�zam � .

(vii) Tada jeH � p H L ; H R ; � qHopfov algebroid uindproVect.

U propozicijamáce osim ovoga biti istodobno obrad̄ena i analogna verzija s usporedbom desnog

bialgebroidaH R � H 7R i H 1
R � L7H i dane formule za te bialgebroide.

Slijedi lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem. Neka jeH unutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect s bijektivnim antipo-

dom. Neka jeL unutrašnja pleteni�casto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna

algebra nadH u toj kategoriji. Tada je poludirektni produktL7H unutarnji Hopfov algebroid

nadL u toj kategoriji (uz odgovarajuće formule navedene iznad), koji zovemo skalarno proši-

renje.

8.1.1 Lijepi lijevi i desni bialgebroidi

Lema 8.1.1.Neka jepR; � R ; � R ; ž; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-

Drinfeldova modulna algebra nad unutrašnjom Hopfovom algebromH u kategorijiindproVect.

Tada je kodjelovanje

� : R Ñ H 7R

antihomomor�zam algebri:

er� 1s7er0s � yr� 1s7yr0s � p yeqr� 1s7pyeqr0s

Tvrdnja teorema vrijedi i za unutrašnju lijevo-desnu pleteni�casto-komutativnu Yetter-Drinfeldovu

modulnu algebruL nadH i pripadno kodjelovanje� i poludirektni produktL7H .
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Dokaz.
er� 1s7er0s � yr� 1s7yr0s � er� 1syr� 2s7per0s ž yr� 1sqyr0s

� er� 1syr� 1s7yr0ser0s

� p yeqr� 1s7pyeqr0s

Druga i tréca jednakost vrijede zbog svojstva pleteni�caste-komutativnosti i toga što jeR mo-

dulna algebra. Analogno se doka�e tvrdnja zaL nadH .

Najprije ćemo dokazati da lijevo-desne i desno-lijeve Yetter-Drinfeldove modulne algebre

daju na jednostavan na�cin lijeve i desne bialgebroide.

Propozicija 8.1.2.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom. Neka jepR; � R ; � R ; ž; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-

lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH u toj kategoriji.

De�niramo preslikavanja:

� R : R Ñ H 7R

y ÞÑ1H 7y

� R : Rop Ñ H 7R

y ÞÑ� pyq � yr� 1s7yr0s

� R : H 7R Ñ H 7R ~b R H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b R f p2q7y

� R : H 7R Ñ R

f 7y ÞÑ� pf qy

Tada jeH R � p H 7R; � H 7R ; � R ; � R ; � R ; � Rqdesni bialgebroid nadR u kategoriji indproVect.

Dokaz. (i) O�cito je sa� Rpyq � 1H 7y de�niran homomor�zam algebri. Dokazujemo da je sa

� Rpyq � yr� 1s7yr0s

de�niran antihomomor�zam algebri. Vrijedi

� Rpyeq � p yeqr� 1s7pyeqr0s

� er� 1syr� 1s7yr0ser0s

jer jeR pleteni�casto-komutativna algebra nadH . Zatim imamo

� Rpeq� Rpyq � er� 1s7er0s � yr� 1s7yr0s

� er� 1syr� 2s7per0s ž yr� 1sqyr0s
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a to je jednako gornjem jerR nadH ima svojstvo pleteni�caste-komutativnosti:

px ž dr� 1sqdr0s � dx

Dokazujemo dalje da slike preslikavanja� L i � L komutiraju. To opet izlazi iz toga što jeR

pleteni�casto-komutativna algebra nadH :

1H 7y � er� 1s7er0s � er� 2s7py ž er� 1sqer0s

� er� 1s7er0sy

� er� 1s7er0s � 1H 7y

H 7R je dakleR-R bimodul uz ovako de�nirana djelovanja:

y djeluje zdesna naf 7e � f 7e � � Rpyq � f 7ey

y djeluje slijeva naf 7e � f 7e � � Rpyq � f 7e � yr� 1s7yr0s � fy r� 1s7yr0se

(ii) Zatim dokazujemo da jepRH 7RR ; � R ; � Rqkomonoid upRM R ; b R ; Rq. Za

� Rpf 7yq � f p1q71R b R f p2q7y

� Rpf 7yq � � pf qy

koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta uH . Aksiom

kojedinice takōder vrijedi jer lako se vidi:

f p1q71R � � Rp� Rpf p2q7yqq � f 7y

f p2q7y � � Rp� Rpf p1q71Rqq � f 7y

Lako se provjeri da su oni mor�zmiR-bimodula:

� Rpf 7e � � Rpyqq � f p1q71R b R f p2q7ey

� f p1q71R b R f p2q7e� � Rpyq

� Rpf 7e � � Rpyqq � f p1qyr� 2s71R b R f p2qyr� 1s7yr0se

� f p1qyr� 1s71R b R f p2q7e� � Rpyr0sq

� f p1qyr� 1s71R � � Rpyr0sq bR f p2q7e

� f p1q71R � � Rpyq bR f p2q7e

� Rpf 7e � � Rpyqq � � pf qey

� � Rpf 7eq �y
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� Rpf 7e � � Rpyqq � � pfy r� 1sqyr0se

� � pf qye

� y � � Rpf 7eq

(iii) Dokazujemo sada da� R ima svojstvo

� Rpyq �f p1q71R b R f p2q7e � f p1q71R b R � Rpyq �f p2q7e

Desna strana jednaka je

f p1q71R b R yr� 1s7yr0s � f p2q7e � f p1q71R b R yr� 1sf p2q7pyr0s ž f p3qqe

Lijeva strana jednaka je

1H 7y � f p1q71R b R f p2q7e � f p1q7py ž f p2qq bR f p3q7e

� f p1q71R � � Rpy ž f p2qq bR f p3q7e

� f p1q71R b R f p3q7e� � Rpy ž f p2qq

� f p1q71R b R f p3q71R � � Rpy ž f p2qq �1H 7e

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od� R komutira sa slikom od� R . Jednakost te dvije strane

izlazi iz desno-lijevog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:

f p2qpy ž f p1qqr� 1s b py ž f p1qqr0s � yr� 1sf p1q b pyr0s ž f p2qq

f p2q71R � � Rpy ž f p1qq � yr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qq

(iv) Lako se provjeri da� R ima svojstvo

� Rpf 7y � g7eq � f p1q71R � gp1q71R b R f p2q7y � gp2q7e

� Rpf 7y � g7eq � � Rpfg p1q7py ž gp2qqeq

� f p1qgp1q71R b R f p2qgp2q7py ž gp3qqe

� f p1q71R � gp1q71R b R f p2q7y � gp2q7e

(v) Na kraju dokazujemo da je� R desni karakter.

� Rp1H 71Rq � 1R

� Rpf 7y � g7eq � � Rp� Rp� Rpf 7yqq �g7eq

� Rpf 7y � g7eq � � Rp� Rp� Rpf 7yqq �g7eq
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Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

� Rpf 7y � g7eq � � Rpfg p1q7py ž gp2qqeq

� � pfg p1qqpy ž gp2qqe

� � pf qpy ž gqe

� L p� Rp� Rpf 7yqq �g7eq � � L p� pf q1H 7y � g7eq

� � pf q� p1H qpy ž gqe

� � pf qpy ž gqe

� L p� Rp� Rpf 7yqq �g7eq � � L p� pf qyr� 1s7yr0s � g7eq

� � pf q� pyr� 1sqpyr0s ž gqe

� � pf qpy ž gqe

Dakle,H 7R je desni bialgebroid nadR.

Propozicija 8.1.3.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom.

Neka jepL; � L ; � L ; Ÿ; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u toj kategoriji.

De�niramo preslikavanja

� L : L Ñ L7H

x ÞÑx71H

� L : Lop Ñ L7H

x ÞÑ� pxq � xr0s7xr1s

� L : L7H Ñ L7H ~b L L7H

x7f ÞÑx7f p1q b L 1L 7f p2q

� L : L7H Ñ L

x7f ÞÑ� pf qx

Tada jeH 1
L � p L7H; � L 7H ; � L ; � L ; � L ; � L qlijevi bialgebroid nadL u kategoriji indproVect.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu propozicije 8.1.2. (i) O�cito je sa� L pxq � x71H de�niran

homomor�zam algebri. Dokazujemo da je sa

� L pxq � xr0s7xr1s
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de�niran antihomomor�zam algebri. Vrijedi

� L pxdq � p xdqr0s7pxdqr1s

� xr0sdr0s7dr1sxr1s

jer jeL pleteni�casto-komutativna algebra nadH . Zatim imamo

� L pdq� L pxq � dr0s7dr1s � xr0s7xr1s

� dr0spdr1s Ÿxr0sq7dr2sxr1s

a to je jednako gornjem jerL nadH ima svojstvo pleteni�caste-komutativnosti

er0sper1s Ÿxq � xe

Dokazujemo dalje da slike preslikavanja� L i � L komutiraju. To opet izlazi iz toga što jeL

pleteni�casto-komutativna algebra nadH :

dr0s7dr1s � x71H � dr0spdr1s Ÿxq7dr2s

� xdr0s7dr1s

� x71H � dr0s7dr1s

Dakle,L7H je L-L bimodul uz ovako de�nirana djelovanja:

x djeluje slijeva nad7f � � L pxq �d7f � xd7f

x djeluje zdesna nad7f � � L pxq �d7f � xr0s7xr1s � d7f � dxr0s7xr1sf

(ii) Zatim dokazujemo da jepL L7HL ; � L ; � L qkomonoid uL M L . Za

� L px7f q � x7f p1q b L 1L 7f p2q

� L px7f q � � pf qx

koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta uH . Aksiom

kojedinice takōder vrijedi jer lako se vidi:

� L p� L px7f p1qqq �1L 7f p2q � x7f

� L p� L p1L 7f p2qqq �x7f p1q � x7f

Lako se provjeri da su oni mor�zmiL-bimodula.

� L p� L pxq �d7f q � xd7f p1q b L 1L 7f p2q

� � L pxq �d7f p1q b L 1L 7f p2q
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� L p� L pxq �d7f q � dxr0s7xr1sf p1q b L 1L 7xr2sf p2q

� � L pxr0sq �d7f p1q b L 1L 7xr1sf p2q

� d7f p1q b L � L pxr0sq �1L 7xr1sf p2q

� d7f p1q b L � L pxq �1L 7f p2q

� L p� L pxq �d7f q � � pf qxd

� x � � L pd7f q

� L p� L pxq �d7f q � � pxr1sf qdxr0s

� � pf qdx

� � L pd7f q �x

(iii) Dokazujemo sada da� L ima svojstvo

d7f p1q � � L pxq bL 1L 7f p2q � d7f p1q b L 1L 7f p2q � � L pxq

Lijeva strana jednaka je

d7f p1q � xr0s7xr1s b L 1L 7f p2q � dpf p1q Ÿxr0sq7f p2qxr1s b L 1L 7f p3q

Desna strana jednaka je

d7f p1q b L 1L 7f p2q � x71H � d7f p1q b L pf p2q Ÿxq7f p3q

� d7f p1q b L � L pf p2q Ÿxq �1L 7f p3q

� � L pf p2q Ÿxq �d7f p1q b L 1L 7f p3q

� d71H � � L pf p2q Ÿxq �1L 7f p1q b L 1L 7f p3q

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od� L komutira sa slikom od� L . Jednakost te dvije strane

izlazi iz lijevo-desnog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:

� L pf p2q Ÿxq �1L 7f p1q � p f p1q Ÿxr0sq7f p2qxr1s

(iv) Lako se provjeri da� L ima svojstvo

� L px7f � d7gq � x7f p1q � d7gp1q b L 1L 7f p2q � 1L 7gp2q

� L px7f � d7gq � � L pxpf p1q Ÿdq7f p2qgq

� xpf p1q Ÿdq7f p2qgp1q b L 1L 7f p3qgp2q

� x7f p1q � d7gp1q b L 1L 7f p2q � 1L 7gp2q

(v) Na kraju dokazujemo da je� L lijevi karakter.

� L p1L 71H q � 1L
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� L pd7f � e7gq � � L pd7f � � L p� L pe7gqqq

� L pd7f � e7gq � � L pd7f � � L p� L pe7gqqq

Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

� L pd7f � e7gq � � L pdpf p1q Ÿeq7f p2qgq

� � pf p2qgqdpf p1q Ÿeq

� � pgqdpf Ÿeq

� L pd7f � � L p� L pe7gqqq � � L pd7f � � pgqe71H q

� � pgq� p1H qdpf Ÿeq

� � pgqdpf Ÿeq

� L pd7f � � L p� L pe7gqqq � � L pd7f � � pgqer0s7er1sq

� � pgq� per1sqdpf Ÿer0sq

� � pgqdpf Ÿeq

Dakle,L7H je lijevi bialgebroid nadL.

8.1.2 Izomor�zam lijevog i desnog poludirektnog produkta

Zatim �elimo povezati desni bialgebroidH 7R i lijevi bialgebroidL7H zaL � Rop tako da na

kraju oni zajedno�cine Hopfov algebroid.

Propozicija 8.1.4.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom.

Neka suR, L � Rop dvije unutrašnje algebre u kategorijiindproVect i ozna�cimo s� : L Ñ

R odgovarajući antiizomor�zam algebri.

(i) Ako jepR; � R ; � R ; ž; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u toj kategoriji, onda jeL unutrašnja pleteni�casto-komutativna lijevo-

desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH uz lijevo djelovanjeŸ: H ~b L Ñ L de�ni-

rano sa

f Ÿx :� � � 1p� pxqž Sf q

i desno kodjelovanje de�nirano sa

x ÞÑxr0s b xr1s :� � � 1p� pxqr0sq b S� 1p� pxqr� 1sq:
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Obratno, ako jepL; � L ; � L ; Ÿ; � q unutrašnja pleteni�casto-komutativna lijevo-desna Yetter-

Drinfeldova modulna algebra nadH , onda jeR unutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-

lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH uz na jednak na�cin kao gore de�nirane veze

djelovanja i kodjelovanja: desno djelovanjež: R ~b H Ñ R de�nirano je sa

� pS� 1f Ÿxq � : y ž f:

i lijevo kodjelovanje sa

� pxr0sq b Spxr1sq � : yr0s b yr� 1s:

Tada vrijedi sljedeće:

(ii) Preslikavanje� : L7H Ñ H 7R de�nirano sa

� : x7f ÞÑ� p� pxqq �f 71R � Sxr1s7� pxr0sq �f 71R

je izomor�zam algebri. Njegov inverz dan je sa

f 7y ÞÑ1L 7fS pyr� 1sq �� � 1pyr0sq71H � 1L 7fS 2pxr1sq �xr0s71H

gdje je sax ozna�cen element odL takav da je� pxq � y.

(iii) Preslikavanje� : H 7R Ñ H 7R de�nirano sa

� : f 7y ÞÑyr0s � S2pyr� 1sqSf

i preslikavanje� 1: L7H Ñ L7H de�nirano sa

� 1: x7f ÞÑSfS 2pxr1sq �xr0s

su antihomomor�zmi algebri i za njih vrijedi

� � � � � � � 1:

Dokaz. (i) Neka sux PL i y PR takvi da jey � � pxq. Zadano je

xr0s b xr1s � � � 1pyr0sq b S� 1pyr� 1sq

f Ÿx � � � 1py ž Sf q

Ekvivalentno,

� pxr0sq b Spxr1sq � yr0s b yr� 1s

� pS� 1f Ÿxq � y ž f:

Lako se poka�e da djelovanje i kodjelovanjeH naR time de�nira djelovanje i kodjelovanjeH

naL i obratno.
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(a) Dokazujemo prvo daL zadovoljava lijevo-desni Yetter-Drinfeldov uvjet:

pf Ÿxqr0s b pf Ÿxqr1s � p f p2q Ÿxr0sq b f p3qxr1sS� 1pf p1qq

akoR nadH zadovoljava desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet:

py ž f qr� 1s b py ž f qr0s � S� 1pf p3qqyr� 1sf p1q b pyr0s ž f p2qq

Krenimo od tog uvjeta zaSf i y � � pxq:

p� pxqž Sf qr� 1s b p� pxqž Sf qr0s � S� 1ppSf qp3qq� pxqr� 1spSf qp1q b p� pxqr0s ž pSf qp2qq

p� pxqž Sf qr� 1s b p� pxqž Sf qr0s � f p1q� pxqr� 1sSpf p3qq b p� pxqr0s ž Spf p2qqq

� pf Ÿxqr� 1s b � pf Ÿxqr0s � f p1qSppxqr1sqSpf p3qq b p� pxr0sqž Spf p2qqq

Sppf Ÿxqr1sq b � ppf Ÿxqr0sq � f p1qSppxqr1sqSpf p3qq b � pf p2q Ÿxr0sq

Djelujemo zatim saS� 1 b � � 1 i zatim s� H;L i rezultat je

pf Ÿxqr0s b pf Ÿxqr1s � p f p2q Ÿxr0sq b f p3qxr1sS� 1pf p1qq

Sve jednakosti u dokazu su ekvivalentne, dakle, vrijedi i obratno da iz lijevo-desnog Yetter-

Drinfeldovog uvjeta zaL slijedi desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet zaR.

(b) Dokazujemo da jeL modulna algebra. Budući da jeR desno-lijeva Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH vrijedi:

pyeqž f � p y ž f p1qqpež f p2qq

pyeqr� 1s b pyeqr0s � er� 1syr� 1s b yr0ser0s

(b1) Uzmimo prvi uvjet zaSf , y � � pxq, e � � pdq:

p� pxq� pdqqž Sf � p � pxqž pSf qp1qqp� pdqž pSf qp2qq

� pdxqž Sf � p � pxqž Spf p2qqqp� pdqž Spf p1qqq

� pf Ÿdxq � � pf p2q Ÿxq� pf p1q Ÿdq

� pf Ÿdxq � � ppf p1q Ÿdqpf p2q Ÿxqq

Djelujemo s� � 1 i imamo tra�eni uvjet zaL nadH :

f Ÿpdxq � p f p1q Ÿdqpf p2q Ÿxq

(b2) Uzmimo sada drugi uvjet

pyeqr� 1s b pyeqr0s � er� 1syr� 1s b yr0ser0s
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zay � � pxq, e � � pdq

p� pxq� pdqqr� 1s b p� pxq� pdqqr0s � � pdqr� 1s� pxqr� 1s b � pxqr0s� pdqr0s

p� pdxqqr� 1s b p� pdxqqr0s � Spdr1sqSpxr1sq b � pxr0sq� pdr0sq

Sppdxqr1sq b � ppdxqr0sq � Spxr1sdr1sq b � pdr0sxr0sq

i djelujmo na njega saS� 1 b � � 1 i zatim s� H;L . Dobit ćemo tra�eni uvjet zaL nadH :

pdxqr0s b pdxqr1s � dr0sxr0s b dr1sxr1s

U oba dokaza je slijed ekvivalentnih jednakosti, dakle, vrijedi da iz analognih uvjeta zaL nad

H slijede uvjeti zaR nadH .

(c) Provjeravamo svojstvo pleteni�caste komutativnosti odL nadH :

xr0spxr1s Ÿeq � ex

Krenimo od pleteni�caste komutativnosti odR nadH :

pd ž yr� 1sqyr0s � yd

Neka jee PL takav da je� peq � d. Zamijenimoy sa� pxqi d sa� peq.

p� peqž � pxqr� 1sq� pxqr0s � � pxq� peq

p� peqž Spxr1sqq� pxr0sq � � pexq

p� pxr1s Ÿeq� pxr0sq � � pexq

� pxr0spxr1s Ÿeq � � pexq

xr0spxr1s Ÿeq � ex

Sve ove jednakosti su ekvivalentne, pa takod̄er iz pleteni�caste komutativnosti odL nad H

obratno slijedi pleteni�casta komutativnost odR nadH .

(ii) Dokazujemo da je� px7f � d7gq � � px7f q � � pd7gqza generi�cke elementex7f , d7g P

L7H . Vrijedi

� px7f � d7gq � � pxpf p1q Ÿdq7f p2qgq

� � pxpf p1q Ÿdqqr� 1s7� pxpf p1q Ÿdqqr0s � f p2qg71R

� � pxqr� 1s7� pxqr0s � � pf p1q Ÿdqr� 1s7� pf p1q Ÿdqr0s � f p2qg71R (i')

� � pxqr� 1s7� pxqr0s � f 71R � � pdqr� 1s7� pdqr0s � g71R (ii')

� � px7f q �� pd7gq
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gdje smo u koraku (i') koristili da je� antiizomor�zam algebri i da je koakcija antihomomor�-

zam algebri što je dokazano u lemi 8.1.1:

peyqr� 1s7peyqr0s � yr� 1s7yr0s � er� 1s7er0s

a u koraku (ii') smo koristili jednakost

� pf p1q Ÿdqr� 1s7� pf p1q Ÿdqr0s � f p2q � f � pdqr� 1s7� pdqr0s

koja je ekvivalentna desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu na sljedeći na�cin. Jednaka je

p� pdqž Spf p1qqqr� 1s7p� pdqž Spf p1qqqr0s � f p2q � f � pdqr� 1s7� pdqr0s

Spf p1qqp� pdqž Spf p2qqqr� 1s7p� pdqž Spf p2qqqr0s � f p3q � � pdqr� 1s7� pdqr0s

Spf p1qqp� pdqž Spf p2qqqr� 1s7p� pdqž Spf p2qqqr0s � � pdqr� 1s7� pdqr0s � Sf

pSf qp2qp� pdqž pSf qp1qqqr� 1s7p� pdqž pSf qp1qqqr0s � � pdqr� 1s7� pdqr0s � Sf

Time je dokazano je da je� homomor�zam algebriL7H i H 7R. Lako se provjeri da je njegov

inverz de�niran formulom

f 7y ÞÑ17fS pyr� 1sq �� � 1pyr0sq71 � 17fS 2pxr1sq �xr0s71

gdje je sax ozna�cen element odL takav da je� pxq � y.

(iii)

(a) Provjeravamo podudarnost� i � 1.

� p� 1px7f qq � � pSpf qS2pxr1sq �xr0sq

� Spf q �y

jer je

� � 1pyq � S2pxr1sq �xr0s

Znamo da je

� px7f q � yr� 1s7yr0s � f � yr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qq

� pf 7yq � yr0s � S2pyr� 1sqSpf q

Provjeravamo

� p� px7f qq � � pyr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qqq

� p yr0s ž f p2qqr0sS2ppyr0s ž f p2qqr� 1sqSpyr� 1sf p1qq

� p��q
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Po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu vrijedi:

pyr0s ž f p2qqr� 1s b pyr0s ž f p2qqr0s b yr� 1s b f p1q � S� 1pf p4qqyr� 1sf p2q b pyr0s ž f p3qq b yr� 2s b f p1q

pa slijedi zamjenom prve dvije komponente, primjenomid b S2 b � H 7R i zatim primjenom

idb idb S na taj uvjet i na kraju mno�enjem svih komponenti i uvrštavanjem u gornju jednakost

p��q � p yr0s ž f p3qq �S2pS� 1pf p4qqyr� 1sf p2qq �Spyr� 2sf p1qq

� p y ž f p1qqSpf p2qq

� Spf q �y

� � p� 1px7f qq

(b) Dokazujemo sada je je� 1: L7H Ñ L7H , � 1: x7f ÞÑSfS 2pxr1sq �xr0s antihomomor�zam.

Najprije uo�cimo da je

� p� 1px7f qq � � pSfS 2pxr1sq �xr0sq � Sf � y

zay � � pxq, jer je � � 1pyq � S2pxr1sq �xr0s. Slijedi

� 1px7f q � � � 1pSf 7� pxqq

Sada iz toga što su� i S antihomomor�zmi i � izomor�zam algebri lako slijedi da je� antiho-

momor�zam:
� p� 1px7f � d7gqq � � p� 1pxpf p1q Ÿdq7f p2qgqq

� SpgqSpf p2qq7� pxpf p1q Ÿdqq

� SpgqSpf p2qq7� pf p1q Ÿdq� pxq

� SpgqSpf p2qq7p� pdqž Spf p1qqq� pxq

� Spgq7� pdq �Spf q7� pdq

� � p� 1pd7gqq �� p� 1px7f qq

� � p� 1pd7gq �� 1px7f qq

Dakle,� 1 je antihomomor�zam

� 1px7f � d7gq � � 1pd7gq �� 1px7f q;

a iz toga zbog� � � � � 1 � � � 1 slijedi da je to i� : H 7R Ñ H 7R, � : x7f ÞÑSfS 2pxr1sq �xr0s.

8.1.3 Nelijepi bialgebroidi pomócu lijepih

Sada mo�emo povúci strukturu lijevog bialgebroida saL7H na H 7R i strukturu desnog bial-

gebroida saH 7R na L7H pomócu izomor�zma� tih algebri, a na krajúcemo dokazati da te

strukture zajedno s de�niranim antipodima� odnosno� 1 �cine Hopfov algebroid.
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Propozicija 8.1.5.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom.

Neka jepR; � R ; � R ; Ÿ; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u toj kategoriji. Ozna�cimo sL algebruRop i neka je� : L Ñ R odgo-

varajući antiizomor�zam algebri.

De�niramo preslikavanja:

� L : L Ñ H 7R

x ÞÑ� p� pxqq � � pxqr� 1s7� pxqr0s

� L : Lop Ñ H 7R

x ÞÑ� pxqr0s ž S� 1� pxqr� 1s

� L : H 7R Ñ H 7R ~b L H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b L f p2q7y

� L : H 7R Ñ L

f 7y ÞÑ� � 1pyr0s ž pS2yr� 1sSf qq

Tada jeH L � p H 7R; � H 7R ; � L ; � L ; � L ; � L qlijevi bialgebroid nadL u indproVect.

Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da jeL nadH pleteni�casto-komutativna lijevo-desna

Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz lijevo djelovanjeŸ: H ~b L Ñ L de�nirano sa

f Ÿx :� � � 1p� pxqž Sf q

i desno kodjelovanje de�nirano sa

x ÞÑxr0s b xr1s :� � � 1p� pxqr0sq b S� 1p� pxqr� 1sq

izomorfna kao algebra saH 7R po izomor�zmu� : L7H Ñ H 7R de�niranim sa

� : x7f ÞÑ� p� pxqq �f 71R � Sxr1s7� pxr0sq �f 71R ;

a u propoziciji 8.1.3 je zaL7H uz formule

� 1
L : L Ñ L7H

x ÞÑx71H

� 1
L : Lop Ñ L7H

x ÞÑ� pxq � xr0s7xr1s

� 1
L : L7H Ñ L7H ~b L L7H

f 7x ÞÑx7f p1q b L 1L 7f p2q

� 1
L : L7H Ñ L

f 7x ÞÑ� pf qx
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dokazano da je lijevi bialgebroidH 1
L nadL.

Dokazat́cemo da po izomor�zmu� sve formule odH 1
L odgovaraju svim formulama odH L

paće slijediti da je iH L lijevi bialgebroid, izomorfanH 1
L .

I dalje koristimo oznakex PL i y PR za par generi�ckih elemenata za koje vrijediy � � pxq.

Izomor�zam � podalgebruH odL7H preslikava identi�cno u podalgebruH odH 7R:

� p17f q � f 71

za generi�cki elementf PH .

Provjeravamo sada podudarnost� L s � 1
L i � L s � 1

L .

� p� 1
L pxqq � � px71q � Spxr1sq7� pxr0sq � � pxqr� 1s7� pxqr0s � yr� 1s7yr0s � � L pxq

� p� 1
L pxqq � � pxr0s7xr1sq � Spxr1sq7� pxr0sq �xr2s � � pxr0sqž xr1s � yr0s ž S� 1pyr� 1sq � � L pxq

Dakle, dobro je de�nirano preslikavanje� b L � : L# H b L L# H Ñ R# H b L R# H .

Sada provjeravamo podudarnost� 1
L i � L .

� L pf 7yq � � � 1pyr0s ž pS2pyr� 1sqSpf qqq � pfS pyr� 1sqqŸ� pyr0sq � p fS 2pxr1sqqŸxr0s

� 1
L px7f q � � pf qx

� 1
L p� � 1pf 7yqq � � 1

L pfS 2pxr1sq �xr0sq � p fS 2pxr1sqqŸxr0s � � L pf 7yq

Provjeravamo podudarnost� L i � 1
L .

p� b L � qp� 1
L px7f qq � p� b L � qpx7f p1q b L 17f p2qq � yr� 1s7yr0s � f p1q b L f p2q71

� px7f q � yr� 1s7yr0s � f

� L p� px7f qq � � L pyr� 1s7yr0s � f q

� � L pyr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qqq

� yr� 2sf p1q71 b L yr� 1sf p2q7pyr0s ž f p3qq

� yr� 2sf p1q71 b L yr� 1s7yr0s � f p2q

� p�q

što je, budúci da je

� L pxq � yr� 1s7yr0s

� L pxq � yr0s ž S� 1pyr� 1sq
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jednako

p�q � p yr0s ž S� 1pyr� 1sqqyr� 2sf p1q71 b L f p2q

� yr� 1s7yr0s � f p1q b L f p2q

� p � b L � qp� 1
L px7f qq

Dokazali smo da se sve formule zaH 1
L podudaraju s odgovarajućim formulama zaH L .

Slijedi da jeH L lijevi bialgebroid, izomorfanH 1
L .

Propozicija 8.1.6.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom.

Neka jepL; � L ; � L ; ž; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nadH u toj kategoriji. Ozna�cimo sR algebruLop i neka je� : L Ñ R odgo-

varajući antiizomor�zam algebri.

De�niramo preslikavanja:

� R : R Ñ L7H

y ÞÑS2p� � 1pyqr1sq �� � 1pyqr0s

� R : Rop Ñ L7H

y ÞÑ� � 1pyq71H

� R : L7H Ñ L7H ~b R L7H

x7f ÞÑx7f p1q b R 1L 7f p2q

� R : L7H Ñ R

x7f ÞÑ� pS� 1pf qŸxq

Tada jeH R � p L7H; � L 7H ; � R ; � R ; � R ; � Rqdesni bialgebroid nadR u kategoriji indproVect.

Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da jeR nadH pleteni�casto-komutativna desno-lijeva

Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz desno djelovanjež: R ~b H Ñ R de�nirano je sa

� pS� 1f Ÿxq � : y ž f

i lijevo kodjelovanje sa

� pxr0sq b Spxr1sq � : yr0s b yr� 1s

izomorfna kao algebra saL7X po izomor�zmu� : L7H Ñ H 7R de�niranim sa

� : x7f ÞÑ� p� pxqq �f 71R � Sxr1s7� pxr0sq �f 71R ;
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a u propoziciji 8.1.2 je zaH 7R uz formule

� 1
R : R Ñ H 7R

y ÞÑ1H 7y

� 1
R : Rop Ñ H 7R

y ÞÑ� pyq � yr� 1s7yr0s

� 1
R : H 7R Ñ H 7R ~b R H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b R f p2q7y

� 1
R : H 7R Ñ R

f 7y ÞÑ� pf qy

dokazano da je desni bialgebroidH 1
R nadR.

Dokazatćemo da po izomor�zmu� formule odH 1
R odgovaraju formulama odH R pa će

slijediti da je iH R desni bialgebroid, izomorfanH 1
R .

I dalje koristimo oznakex PL i y PR za par generi�ckih elemenata za koje vrijediy � � pxq.

Izomor�zam � podalgebruH odL7H preslikava identi�cno u podalgebruH odH 7R:

� p1L 7f q � f 71R

za generi�cki elementf PH .

Provjeravamo sada podudarnost� R s � 1
R i � R s � 1

R .

� � 1p� 1
Rpyqq � � � 1p1H 7yq � Spyr� 1sq �� � 1pyr0sq � S2pxr1sq �xr0s � � Rpyq

� p� Rpxqq � � px71H q � Spxr1sq7� pxr0sq � � pxqr� 1s7� pxqr0s � yr� 1s7yr0s � � 1
Rpxq

Dakle, dobro je de�nirano preslikavanje� b R � : L7H b R L7H Ñ R7H b R R7H .

Sada provjeravamo podudarnost� 1
R i � R .

� Rpx7f q � � pS� 1pf qŸxq � � pxqž f � y ž f

� Rpf 7yq � � pf qy

� Rp� px7f qq � � Rpyr� 1s7yr0s � f q � y ž f

Provjeravamo podudarnost� R i � 1
R .

p� b R � qp� Rpx7f qq � p� b R � qpx7f p1q b R 17f p2qq

� yr� 1s7yr0s � f p1q b R f p2q

� yr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qq bR f p3q

� yr� 1sf p1q7� Rpyr0s ž f p2qq bR f p3q

� yr� 1sf p1q b R f p3q� Rpyr0s ž f p2qq

� yr� 1sf p1q b R f p3qpyr0s ž f p2qqr� 1spyr0s ž f p2qqr0s

� p�q
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pa po desno-lijevom yetter-Drinfeldovom uvjetu slijedi da je to jednako

p�q � yr� 2sf p1q b R yr� 1sf p2qpyr0s ž f p3qq

� yr� 2sf p1q71 b R yr� 1s7yr0s � f p2q

Uz

� px7f q � yr� 1s7yr0s � f

ra�cunamo
� Rp� px7f qq � � Rpyr� 1s7yr0s � f q

� � Rpyr� 1sf p1q7pyr0s ž f p2qqq

� yr� 2sf p1q71 b R yr� 1sf p2q7pyr0s ž f p3qq

� yr� 2sf p1q71 b R yr� 1s7yr0s � f p2q

Dokazali smo da se formule zaH 1
R podudaraju s odgovarajućim formulama zaH R . Slijedi

da jeH R desni bialgebroid, izomorfanH 1
R .

8.1.4 Hopfovi algebroidi

Sada mo�emo dokazati da lijevi i desni bialgebroid naH 7R zajedno s prije uvedenim� �cine

Hopfov algebroid.

Teorem 8.1.7.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom. Neka jepR; � R ; � R ; ž; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna desno-

lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH u toj kategoriji. Ozna�cimo sL :� Rop i

odgovarajući antiizomor�zam s� : L Ñ R.

De�niramo preslikavanja:

� R : R Ñ H 7R � L : L Ñ H 7R

y ÞÑ1H 7y x ÞÑ� p� pxqq � � pxqr� 1s7� pxqr0s

� R : Rop Ñ H 7R � L : Lop Ñ H 7R

y ÞÑ� pyq � yr� 1s7yr0s x ÞÑ� pxqr0s ž S� 1� pxqr� 1s

� R : H 7R Ñ H 7R ~b R H 7R � L : H 7R Ñ H 7R ~b L H 7R

f 7y ÞÑf p1q71R b R f p2q7y f 7y ÞÑf p1q71R b L f p2q7y

� R : H 7R Ñ R � L : H 7R Ñ L

f 7y ÞÑ� pf qy f 7y ÞÑ� � 1pyr0s ž pS2yr� 1sSf qq

� : pH 7Rqop Ñ H 7R

f 7y ÞÑyr0s � S2yr� 1sSf
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Tada jepH 7R; H L ; H R ; � qunutrašnji Hopfov algebroid u kategorijiindproVect s lijevim bial-

gebroidomH L � p H 7R; � H 7R ; � L ; � L ; � L ; � L q nad L i desnim bialgebroidomH R � p H 7R;

� H 7R ; � R ; � R ; � R ; � RqnadR.

Dokaz. U propozicijama 8.1.2 i 8.1.5 je dokazano da suH R i H L desni odnosno lijevi bialge-

broid nadR odnosnoL i u propoziciji 8.1.4 da je� antihomomor�zam.

(i) Dokazujemo prvo jednakosti

� L � � L � � R � � R ; � L � � L � � R � � R ;

� R � � R � � L � � L ; � R � � R � � L � � L :

Prvu, trécu i �cetvrtu jednakost je lako dokazati.

� L p� L p� Rpyqq � � L p� L pyr� 1s7yr0sqq

� � L p� � 1pyr0s ž pS2pyr� 1sqSpyr� 2sqqqq

� � L p� � 1pyqq � yr� 1s7yr0s

� � Rpyq

� Rp� Rp� L pxqqqq �� Rp� Rpyr0s ž S� 1pyr� 1sqqq

� � Rpyr0s ž S� 1pyr� 1sqqq

� yr0s ž S� 1pyr� 1sqq

� � L pxq

� Rp� Rp� L pxqqq � � Rp� Rpyr� 1s7yr0sqq

� � Rpyq � yr� 1s7yr0s

� � L pxq

Dokazujemo sada drugu jednakost.

� L p� L p� Rpyqqqq �� L p� L p1H 7yqq

� � L p� � 1pyr0s ž S2yr� 1sqq

� p yr0s ž S2yr� 1sqr0s ž S� 1pyr0s ž S2yr� 1sqr� 1s

� p�q

Koristéci desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet imamo:

pež gq b S� 1pež gqr� 1s � ež gp2q b S� 1pS� 1pgp3qqyr� 1sgp1qq

� ež gp2q b S� 1pgp1qqS� 1pyr� 1sqS� 2pgp3qq

Sada primjenimo desno djelovanje na lijevu i desnu stranu i imamo:

pež gqž S� 1pež gqr� 1s � ež pgp2qS� 1pgp1qqS� 1pyr� 1sqS� 2pgp3qqq

� ež pS� 1pyr� 1sqS� 2pgqq
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Primjenom toga zae � yr0s i g � S2pyr� 1sqra�cunamo dalje

p�q � yr0s ž pS� 1pyr� 1sqS� 2pyr� 2sqq

� 1H 7y

� � Rpyq

(ii) Lako se vidi da vrijedi:

p� R b L idq � � L � p id b R � L q � � R

p� L b R idq � � R � p id b R � Rq � � L

Naime, obje strane prve jednakosti na generi�ckom elementuf 7y jednake su:

f p1q71R b R f p2q71R b L f p3q7y

a obje strane druge jednakosti:

f p1q71R b L f p2q71R b R f p3q7y

(iii) Na kraju dokazujemo

� � � L � � L ; � � � R � � R

� b 1
L

� p� b idq � � L � � R � � R

� b 1
R

� pid b � q � � R � � L � � L

� p� Rpyqq � � pyr� 1s7yr0sq

� yr0s � S2pyr� 1sqSpy� 2sq

� y � � Rpyq

� p� L pyqq � � pyr0s ž S� 1pyr� 1sqq

� � pyr� 1s7yr0s � S� 1pyr� 2sqq

� yr� 3s � yr0s � S2pyr� 1sqSpy� 2sq

� yr� 1s7yr0s � � L pyq

Ovdje je� b 1
R

mno�enje uR-prstenupH; � b 1
R
; � Rq, monoidu u kategorijipRM R ; ~b 1

R ; Rqu kojoj

je lijevo i desno djelovanje naH dano mno�enjem s� R slijeva i zdesna, inducirano s� H .

Analogno,� b 1
L

je mno�enje uL-prstenupH; � b 1
L
; � L q, monoidu u kategorijipL M L ; ~b 1

L ; Lqu

kojoj je lijevo i desno djelovanje naH dano sa mno�enjem s� L slijeva i zdesna, inducirano s

� H . Kompozicije preslikavanja su dobro de�nirane jer je zbog prethodno dokazana dva svojstva

od � dobro de�nirano:

� b id : H 7R b L H 7R Ñ H 7R b 1
L H 7R
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id b � : H 7R b R H 7R Ñ H 7R b 1
R H 7R

Prva jednakost se lako provjeri na generi�ckom elementuf 7y:

� b 1
L
pp� b idqp� L pf 7yqqq � Spf p1qqf p2q7y � � pf q1H 7y � � Rp� Rpf 7yqq

a za drugu je potrebno koristiti Yetter-Drinfeldov uvjet:

� b 1
R
ppid b � qp� Rpf 7yqqq � � b 1

R
ppid b � qpf p1q71R b R f p2q7yqq

� f p1q � yr0s � S2pyr� 1sqSpf p2qq

� L p� L pf 7yqq � � L p� � 1pyr0s ž pS2pyr� 1sqSf qqq

� � pyr0s ž pS2pyr� 1sqSf qq

što je po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu jednako:

� S� 1pS2pyr� 2sqSpf p1qqqyr� 1spS2pyr� 4sqSpf p3qqq7pyr0s ž pS2pyr� 3sqSpf p2qqqq

� f p1qS2pyr� 2sqSpf p3qq7pyr0s ž pS2pyr� 3sqSpf p2qqqq

� f p1q � yr0s � S2pyr� 1sqSpf p2qq

Slijedi i lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem 8.1.8.Neka jepH; �; �; � ; �; Squnutrašnja Hopfova algebra u kategorijiindproVect

s bijektivnim antipodom. Neka jepL; � L ; � L ; Ÿ; � qunutrašnja pleteni�casto-komutativna lijevo-

desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadH u toj kategoriji. Ozna�cimo sR :� Lop i

odgovarajući antiizomor�zam s� : L Ñ R.

De�niramo preslikavanja:

� L : L Ñ L7H � R : R Ñ L7H

x ÞÑx71H y ÞÑS2p� � 1pyqr1sq �� � 1pyqr0s

� L : Lop Ñ L7H � R : Rop Ñ L7H

x ÞÑ� pxq � xr0s7xr1s y ÞÑ� � 1pyq71H

� L : L7H Ñ L7H ~b L L7H � R : L7H Ñ L7H ~b R L7H

x7f ÞÑx7f p1q b L 1L 7f p2q x7f ÞÑx7f p1q b R 1L 7f p2q

� L : L7H Ñ L � R : L7H Ñ R

x7f ÞÑ� pf qx x7f ÞÑ� pS� 1pf qŸxq

� : pL7H qop Ñ L7H

x7f ÞÑSfS 2xr1s � xr0s
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Tada jepL7H; H L ; H R ; � q unutrašnji Hopfov algebroid u kategorijiindproVect s lijevim bi-

algebroidomH L � p L7H; � L 7H ; � L ; � L ; � L ; � L qnadL i desnim bialgebroidomH R � p L7H;

� L 7H ; � R ; � R ; � R ; � RqnadR.

Dokaz. Iz prethodnog dokazanog slijedi da je to Hopfov algebroid izomorfan Hopfovom alge-

broidu iz teorema 8.1.7.

Slijedi tablica u kojoj su ukratko navedene sve formule koje se pojavljuju u prethodnim

propozicijama. Postoje dva istaknuta antiizomor�zma med̄u L Ñ R koja proizlaze iz strukture

Hopfovog algebroida, naime� � � R � � L s inverzom� � 1 � � L � � R , te� � � R � � L s inverzom

� � 1 � � L � � R . Ovdje su kao u prethodnim propozicijama ti antiizomor�zmi korišteni da se

pove�u formule za prikaze Hopfovog algebroida kaoH 7R i L7H . Izomor�zam te dvije algebre,

tj. veza ta dva prikaza iste algebre, vidljiva je iz tablice uspored̄ujući preslikavanja s lijeve i

desne strane, naprimjer:x � x71H � � L pxq PL7H jednak je� L pxq � � pxqr� 1s7� pxqr0s PH 7R

i imajući na umu da je1L 7f PL7H jednakf 71R PH 7R.

L7H H 7R

lijevi bialgebroid nad L lijevi bialgebroid nadL; pomócu �

� L pxq � x71H � L p� � 1pyqq � yr� 1s7yr0s

� L pxq � xr0s7xr1s � L p� � 1pyqq � yr0s ž S� 1pyr� 1sq

� L px7f q � x7f p1q b L 1L 7f p2q � L pf 7yq � f p1q71R b L f p2q7y

� L px7f q � � pf qx � L pf 7yq � � � 1pyr0s ž pS2pyr� 1sqSpf qqq

desni bialgebroid nadR; pomócu � desni bialgebroid nadR

� Rp� pxqq � S2pxr1sq �xr0s � Rpyq � 1H 7y

� Rp� pxqq � x71H � Rpyq � yr� 1s7yr0s

� Rpx7f q � x7f p1q b R 1L 7f p2q � Rpf 7yq � f p1q71R b R f p2q7y

� Rpx7f q � � pS� 1pf qŸxq � Rpf 7yq � � pf qy

antipod antipod

� px7f q � Spf qS2pxr1sq �xr0s � pf 7yq � yr0s � S2pyr� 1sqSpf q

� � 1px7f q � S� 1pf q �xr0s7xr1s � � 1pf 7yq � yr� 1s7yr0s � S� 1pf q

Ovdje je� � � R � � L ; � � 1 � � L � � R ; � : L Ñ R antiizomor�zam

Alternativno, formule za drugi bialgebroid mo�emo zapisati i pomoću gore navedenog� kao u

sljedécoj tablici. Dijelovi ove dodatne tablice mogu zamijeniti dijelove gornje tablice u kojima
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su formule zapisane pomoću � .

L7H H 7R

desni bialgebroid nadR; pomócu � lijevi bialgebroid nadL; pomócu �

� Rp� pxqq � xr0s7xr1s � L p� � 1pyqq � yr0s � S2pyr� 1sq

� Rp� pxqq � S� 1pxr1sqŸxr0s � L p� � 1pyqq � 1H 7y

� Rpx7f q � x7f p1q b R 1L 7f p2q � L pf 7yq � f p1q71R b L f p2q7y

� Rpx7f q � � ppSpf qS2pxr1sqqŸxr0sq � L pf 7yq � � � 1py ž S� 1pf qq

Ovdje je� � � R � � L ; � � 1 � � L � � R ; � : L Ñ R antiizomor�zam

Zamijetimo da su u dodatnoj tablici formule za desni bialgebroid nadR pomócu � analogne

formulama u osnovnoj tablici za desni bialgebroid nadR pomócu� i sli �cno za formule za lijeve

bialgebroide pomócu � i � .

Napomena 8.1.9.Dokazi teorema i propozicija u ovom poglavlju lako se prevode u apstrak-

tnoj Sweedlerovoj notaciji na dokaze analognih teorema i propozicija u kojima je kategorija

indproVect zamijenjena proizvoljnom simetri�cnom monoidalnom kategorijom koja posjeduje

koujedna�citelje koji komutiraju s monoidalnim produktom. Posebnu pa�nju pritom treba dati

samo izrazima oblika� phq �� ph1q, jer rad s njima uklju�cuje identitete koji sadr�e djelovanja�

i � iz de�nicije 7.2.13 unutarnjeg bialgebroida, vidi dokaze lema u odjeljku 7.3. Ovdje to nije

bilo potrebno jer je koprodukt� phq PH b A H uvijek bio u ra�cunu predstavljen s� A ph1qza

nekih1 PH b H, gdje smo sH ozna�cili poludirektne produkteL7H i H 7R, sA algebreL i R,

a s� L kanonsku projekcijuH b H Ñ H b A H.
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Poglavlje 9

Dualne Hopfove algebre,

Yetter-Drinfeldove modulne algebre i

skalarna proširenja u indproVect

U ovom poglavlju bavimo se pitanjem kada za unutrašnje Hopfove algebreR i H u Hopfovom

sparivanju u kategorijiindproVect vrijedi da jeR nadH unutrašnja pleteni�casto-komutativna

Yetter-Drinfeldova modulna algebra u kategorijiindproVect. U prethodnom poglavlju je do-

kazano da svaka takva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz bijektivnost antipoda Hopfove

algebreH ) vodi na strukturu Hopfovog algebroida na poludirektnom produktuH 7R. Pritom

nas najviše zanimaju sparivanja Hopfovih algebri iz dualnih potkategorijaindVect i proVect,

te Heisenbergova udvojenjaR� 7R u toj kategoriji zaR iz kategorijeindVectFin.

Hopfovo sparivanje, Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt uindproVect de�nirani su

u odjeljcima 6.3 i 6.4 poglavlja Algebra u monoidalnim kategorijama.

9.1 Pregled rezultata i metoda

Rezultate smo dobili za Hopfova sparivanjaR ~b H Ñ k koja su nedegenerirana u drugoj vari-

jabli, što naravno uklju�cuje kanonsko sparivanjeR ~b R� Ñ k i primjer Heisenbergovog udvo-

jenja R� 7R za Hopfovu algebruR u indVectFin. U dokazu sljedéceg teorema 9.3.10 smo

koristili injektivnosti odrēdenih linearnih preslikavanjaT0, T1 i T2, koje ne bi mogle vrijediti

da sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli. Ipak, dodatno su nad̄eni primjeri u kojima

sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli.

Teorem A. Neka suR i H unutrašnje Hopfove algebre uindproVect i neka jež: R ~b H Ñ R
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desno Hopfovo djelovanje uindproVect takvo da jeT2 koji je de�niran u napomeni 9.2.2

T2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr �

injekcija.

Tada ako postoji mor�zam� : R Ñ H ~b R u indproVect za koji vrijedi uvjet:

� R � pž ~b idRq � pidR ~b � q � � R � � R;R

to jest

r 1ž � prq � rr 1; za sver; r 1 PR;

vrijedi da je� lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanjež i kodjelovanje� unutrašnja pleteni�casto-

komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.

Nadalje, taj� je jedinstveno takvo kodjelovanje.

Injektivnost linearnog preslikavanjaT2 dokazali smo

(i) u slu�caju Hopfovog sparivanjaR i H iz potkategorijaindVect i proVect: koristéci slo-

�eniju propoziciju s anihilatorima, uz dodatne dovoljne uvjete na koprodukt Hopfove

algebreR,

(ii) u slu�caju Hopfovog sparivanjaR iz indVectFin sa R� iz proVectFin (Heisenbergovo

udvojenjeR� 7R), te oṕcenitije saH iz proVect: koristéci jednostavnije dokaze s uvede-

nim kanonskim elementima.

9.1.1 Hopfove algebre iz potkategorijaindVect i proVect

Opišimo sada prvi slu�caj. Dokazan je sljedeći teorem.

Teorem B. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVect, H unutrašnja Hopfova algebra

u proVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k Hopfovo sparivanje mēdu njima uindproVect koje

je nedegenerirano u drugoj varijabli. NekaR ima �ltrirajuće komponentet RnunPN 0 i skup

generatora kao vektorskog prostora za koji vrijedi:

(� 0) za svaki generatorr PR0 postojir 1 PR koji nije djelitelj nule takav da je� Rprq� r b r 1 P

AnihRpH q b R

(� n ) za sven P N, za svaki generatorr P Rn postoji r 1 P R koji nije djelitelj nule takav da je

� Rprq � r b r 1 PRn� 1 b R � AnihRpH q b R
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Tada ako postoji mor�zam� : R Ñ H ~b R u indproVect za koji je

r 1ž � prq � rr 1; za sver; r 1 PR;

onda je� lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanjež i kodjelovanje� unutrašnja pleteni�casto-

komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.

Nadalje, taj� je, ako postoji, jedinstven takav mor�zam i jedinstveno takvo kodjelovanje.

Zamijetimo su zahtjevip� 0qi p� nqpooṕcenja sljedécih zahtjeva:

(� 1
0) R0 � k

(� 1
n ) za sven PN, za svakir PRn , vrijedi � Rprq � r b 1R PRn� 1 b R

koji su zadovoljeni naprimjer za univerzalnu omota�cku algebruUpgq i za povezane strogo �l-

trirane Hopfove algebre, te poopćenja sljedécih zahtjeva:

(� 2
0) za svaki generatorr PR0 postojir 1 PR koji nije djelitelj nule takav da je� Rprq � r b r 1

(� 2
n ) za sven P N, za svaki generatorr P Rn postoji r 1 P R koji nije djelitelj nule takav da je

� Rprq � r b r 1 PRn� 1 b R

za kojeće se pokazati da su zadovoljeni naprimjer zaUqpsl2q, uz standardnu �ltraciju koja je

�cini objektom uindVect koji nije unutarindVectFin.

9.1.1. Pregled pomócnih rezultata. Dokazano je da svaki mor�zamA ~b B Ñ C u indproVect

de�nira linearno preslikavanjeB Ñ HomindproVect pA; Cq, što je korišteno za de�niciju potreb-

nih linearnih preslikavanja koja slijede. Koristeći �ltriranu bazu odR i formalnu bazu odH

poka�e se da su, ako je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli, linearna preslikavanja

de�nirana u napomeni 9.2.2:

S1 : H ~b R Ñ HomindproVect pR; Rq; S1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

xd; h� yr � ;

S2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

S2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr �

injekcije. To je u�cinjeno u pododjeljku 9.3.1. Zatim se koriste zahtjevip� 0q i p� nq da bi se

preslikavanjaT1 i T2 na nekim pogodnim kvocijentima prikazala pomoću injekcijaS1 i S2 i na

temelju toga dokazala injektivnostT1 i T2. To je u�cinjeno u pododjeljcima 9.3.2 i 9.3.3, gdje su

pripremne propozicije i glavna slo�enija propozicija s anihilatorima koja pokazuje injektivnost

linearnog preslikavanjaT2.
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9.1.2 Heisenbergovo udvojenje Hopfove algebre izindVectFin

Opišimo sada drugi slu�caj. Heisenbergovo udvojenje, poludirektni produktA � 7A, de�nirano je

za kona�cno-dimenzionalne Hopfove algebreA. Ovdjeće Heisenbergovo udvojenje biti de�ni-

rano oṕcenitije za sve Hopfove algebreR koje su �ltrirane kona�cno-dimenzionalnim kompo-

nentama, tj. objekti uindVectFin. Naime, za takve Hopfove algebre vrijedi da je njihov dualR�

unutrašnja Hopfova algebra uproVectFin i da je njihovo sparivanje mor�zam uindproVect,

vidi odjeljak 9.4.

Za Hopfove algebreR iz indVectFin koje imaju bijektivan antipod, dokazali smo da je

linearno preslikavanjeT2 injektivno i zatim pronašli jednostavan nu�an i dovoljan uvjet za pos-

tojanje preslikavanja� iz teorema A.

Teorem C. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipodom.

Tada postoji kodjelovanje� : R Ñ R� b R takvo da jeR nad R� desno-lijeva pleteni�casto-

komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelovanjež: R b

R� Ñ R ako i samo ako je orbita svakog elementaY P R po adjungiranim djelovanjima odR

potprostor kona�cne dimenzije. To kodjelovanje je tada jedinstveno.

Nakon toga je u primjerima pokazano da uvjete teorema zadovoljavaju univerzalna omo-

ta�cka algebraUpgqkona�cno-dimenzionalne Liejeve algebreg, štoće voditi na skalarno proši-

renjeUpgq� 7Upgqkoje se mo�e kao algebra poistovjetiti s algebrom formalnih diferencijalnih

operatoraJ 8 pG; eq7Upgq. Takod̄er, dokazano je da je uvjet teorema zadovoljen za kvantnu

grupuUqpsl2qpromatranu kao Hopfovu algebru uindVectFin.

9.1.2. Pregled pomócnih rezultata. Ovdje upravo kona�cna-dimenzionalnost komponenata od

R i bijektivnost antipoda (koja je ina�ce zadovoljena za sve kona�cno-dimenzionalne Hopfove

algebre) omogúcava de�niciju odrēdenih kanonskih elemenata i njihovu upotrebu. Naime, po-

ka�e se da je mogúce de�nirati kanonske elemente

K; L : EndpRq Ñ R� b̂
�
R

koristéci �ltriranu bazupD � q� odR i njoj dualnu formalnu bazupe� q� odR� , koja ne bi bila for-

malna baza da nisu komponente kona�cno-dimenzionalne. Oni su unutar skupa većeg odR� ~b R,

ali opet unutar kategorije, jer je taj skup jednak tenzorskom produktuR� ~b
�
R � R� b̂

�
R; gdje

je sa
�
R ozna�ceno da je naR zaboravljena �ltracija. Kanonski elementK i njegov inverzŜ1 su

K : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Kp� q �

¸

�

e� b � pD � q

Ŝ1 : R� b̂ R Ñ EndpRq; Ŝ1p
¸

�

h� b r � q: d ÞÑ
¸

�

xd; h� yr �
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te kanonski elementL i njegov inverzT̂1

L : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Lp� q �

¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q

T̂1 : R� b̂ R Ñ EndpRq; T̂1p
¸

�

h� b r � q: d ÞÑ
¸

�

pd ž h� qr � :

Cilj je pomócu kanonskih elemenata dokazati da suT1 i T2 injekcije. U oba slu�caja se lako

doka�e da jeŜ1 � K � idEndpRq i T̂1 � L � idEndpRq, ali te�e da su obratne kompozicije identitete,

to jest da sûS1 i T̂1 injekcije. Zatim se na analogan na�cin doka�e pomócu dvostrukog kanonskog

elementaM da jeT̂2 injekcija. Pritom suŜ1, T̂1 proširenja reprezentacijaS1, T1 (dviju struktura

algebre na)R� b R na véci tenzorski produktR� b̂
�
R koji je i dalje u kategoriji, ali nije algebra

u kategoriji. Analogno jêT2 proširenje odT2. Tako se poka�e da jeT2 injekcija, što je jedan

uvjet teorema A. Dalje se koristeći opet kanonske elemente poka�e da se preslikavanje

Lu :� Lp� Y q: R Ñ R� b̂
�
R; � Y : Z ÞÑY Z

korestringira do tra�enog mor�zma� : R Ñ R� ~b R to�cno onda kad su orbite elemenata od

R po adjungiranom djelovanju kona�cne dimenzije,�cime se zadovolji drugi uvjet teorema A.

Pritom ta veza s adjungiranim djelovanjem dolazi iz formule

Ŝ1pLp� Y qq: Z ÞÑS� 1pZp2qqY Zp1q:

9.1.3 Hopfove algebre iz potkategorijaindVectFin i proVect

Sada opišimo oṕcenitiju verziju drugog slu�caja saH u proVect umjestoR� , koji se nadovezuje

na prethodno.

Teorem D.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijekivnim antipodom. Neka

je H unutrašnja Hopfova algebra uproVect u Hopfovom sparivanjux; y: Rb H � R ~b H Ñ k

sR u indproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelovanje� : R Ñ

H 7R uz koje jeR nadH pleteni�casto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra sa spa-

rivanjem induciranim djelovanjemž: R b H Ñ R ako i samo ako jeLupRq „ H 7R „ R� 7R.

Na temelju ovog teoremáce slijediti da jeUpgqmin 7Upgqskalarno proširenje nadUpgqza

odred̄enu Hopfovu algebruUpgqmin „ Upgq� koju dobijemo ekplicitno izra�cunavši generatore

i strukturna preslikavanja najmanje Hopfove algebreH „ Upgq� takve da jeLupRq „ H 7R.

Takod̄er, budúci da će iz tih eksplicitnih ra�cuna biti jasno da jeUpgqmin Hopfova algebra u

kategoriji Vect „ proVect, direktno će slijediti da je iUpgq� 7Upgq skalarno proširenje nad

Upgqza reducirani dualUpgq� „ Upgq� .
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Takod̄er, imamo i geometrijski de�nirane primjereOpAut pgqq7Upgqi Omin pGq7Upgq, kod

kojih pak sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli, već je �cinjenica da jeUpgq nad

Omin pGq i nad OpAut pgqqYetter-Drinfeldova modulna algebra dokazana direktno koristeći

nad̄eni opis generatora i strukturnih preslikavanja tih Hopfovih algebri.

Takod̄er, zaUqpsl2q je analizirano kako se mogu upotrijebiti kanonski elementi�cak i kada

Uqpsl2qgledamo sa standardnom �ltracijom, kao objekt uindVect koji nije u indVectFin.

9.2 Reprezentacije

Propozicija 9.2.1. Neka jef : A ~b B Ñ C mor�zam uindproVect. Tada je za svakib P B li-

nearno preslikavanjeT pbq: A Ñ C de�nirano sa: T pbqpaq � f pab bqmor�zam uindproVect.

Dakle, mor�zamf : A ~b B Ñ C u indproVect de�nira linearno preslikavanje

T : B Ñ HomindproVect pA; Cq:

Za formalnu sumu
°

� b� � bu B i a PA vrijedi da je
°

� pT pb� qpaqqformalna suma uC i

T pbqpaq � T p
¸

�

b� qpaq �
¸

�

pT pb� qpaqq

pa je, ako jeB tenzorski produkt objekata, preslikavanjeT jedinstveno odrēdeno svojom vri-

jednosti na jednostavnim tenzorima.

Analogno je za svakia P A de�niran mor�zam B Ñ C u indproVect �cime je de�nirano

linearno preslikavanjeA Ñ HomindproVect pB; Cq i ono je odrēdeno svojim vrijednostima na

jednostavnim tenzorima.

Dokaz. Neka su komponente odA, B , C redomt A i ui PI , t B j uj PJ , t CkukPK . Lako se vidi

da jeT pbq zaista mor�zam uindproVect. Naime, za svakii P I , j P J postoji �ltriraju ća

komponentaCk takva da postoji mor�zamf i;j : A i b̂ B j Ñ Ck u proVect koji je komponenta

mor�zma f : A ~b B Ñ C. Budúci da sebnalazi u nekoj �ltrirajúcoj komponentiB j , za svaki

i postoji k takav da postoji linearno preslikavanjeTi pbq: A i Ñ Ck , Ti pbqpaq � f i;j pa b bq, za

koje vrijediT pbq � �A
i � �C

k � Ti pbq.

Preslikavanjef i;j je mor�zam u proVect pa distribuira po formalnim sumama, dakle i for-

malnim sumama oblikap
°

� a� q b b �
°

� pa� b bq(tenzorski produkt formalnih suma je for-

malna suma po lemi 5.4.7) iz�cega slijedi da linearno preslikavanjeTi pbqdistribuira po formal-

nim sumama
°

� a� , tj. da je ono takōder mor�zam uproVect. Time je pokazano da je linearno

preslikavanjeT pbqmor�zam u indproVect. Vrijedi

T p
¸

�

b� qpaq � f pa b p
¸

�

b� qq � f p
¸

�

a b b� q �
¸

�

f pa b b� q �
¸

�

pT pb� qpaqq
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jer je tenzorski produkt formalnih suma formalna suma if distribuira po formalnim sumama.

9.2.2. Po propoziciji 9.2.1 desno Hopfovo djelovanjež: R ~b H Ñ R Hopfove algebreH u

indproVect na Hopfovu algebruR u indproVect de�nira linearno preslikavanje

T0 : H Ñ HomindproVect pR; Rq; T0phq: d ÞÑd ž h

i desno djelovanjeT1 :� ž : R ~bpH 7Rq Ñ R de�nira linearno preslikavanje

T1 : H 7R Ñ HomindproVect pR; Rq; T1p
¸

�

h� 7r � q: d ÞÑd ž p
¸

�

h� 7r � q �
¸

�

pd ž h� qr � :

Budúci daH 7R djeluje naR, preslikavanjeT1 je antihomomor�zam algebri.

Analogno, sparivanjex ; y: R ~b H Ñ k objekataR i H u indproVect de�nira linearno

preslikavanje

S0 : H Ñ HomindproVect pR; kq; S0phq: d ÞÑ xd; hy

i mor�zam S1 u indproVect dan kompozicijomR ~b H ~b R
x ; yb idR //k ~b R //R de�nira

linearno preslikavanje

S1 : H ~b R Ñ HomindproVect pR; Rq; S1p
¸

�

h� b r � q: d ÞÑ
¸

�

xd; h� yr � :

Po toj propoziciji preslikavanja su dobro de�nirana formulama s formalnim sumama s desne

strane i odrēdena su svojim vrijednostima na jednostavnim tenzorima.

Dodatnoćemo de�nirati primjenom iste propozicije 9.2.1 dva preslikavanja kojaće nam biti

potrebna u dokazu glavnog teorema 9.3.10.

Mor�zam T2 u indproVect dan kompozicijom

R ~b R ~b H ~b H 7R
idR ~b � R;H ~b idH 7R //R ~b H ~b R ~b H 7R ž ~b ž //R ~b R

� R //R

na jednostavnim tenzorima je

T2 : d b d1b h b h1b r ÞÑ pd ž hqpd1ž h17rq � p d ž hqpd1ž h1qr

i de�nira linearno preslikavanje

T2 : H ~b H 7R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr � :

Pritom se lako vidi da iz de�nicije preslikavanjaT2 osim svojstva

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr �
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imamo i svojstva:

T2p
¸

�

p
¸

�

h�� b h1
�� q b r � qpd b d1q �

¸

�

p
¸

�

pd ž h�� qpd1ž h1
�� qqr �

T2p
¸

�

h� b p
¸

�

h1
�� b r �� qqpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qp
¸

�

pd1ž h1
�� qr �� q

Mor�zam S2 u indproVect dan kompozicijom

R ~b R ~b H ~b H ~b R
idR ~b � R;H ~b idH ~b idR//R ~b H ~b R ~b H ~b R

x ; y ~bx ; y ~b idR //k ~b R //R

na jednostavnim tenzorima je

S2 : d b d1b h b h1b r ÞÑ xd; hy xd1; h1yr

i de�nira linearno preslikavanje

S2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

S2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr � :

Slike po preslikavanjimaS2 i T2 dovoljno je zadati na jednostavnim tenzorima jer je doka-

zano da su te slike mor�zmi uindproVect (dakle, mogu se proširiti na cijelu domenuR ~b R

koristéci zapise pomócu formalnih suma i to je dobro de�nirano, tj. neovisno o izboru formalne

sume).

U sljedécih nekoliko propozicija dokazat́cemo da vrijedi: (i) ako jeS0 injekcija, onda su

S1 i S2 injekcije, (ii) uz neke odrēdene uvjete na bialgebruR u indVect koja je u Hopfovom

sparivanju s bialgebromH u proVect, ako jeS0 injekcija, onda suT0, T1 i T2 injekcije. To

ćemo onda koristiti u teoremu 9.3.10 da doka�emo jednakost nekih elemenata uH , u H 7R i u

H ~b H 7R.

9.3 Injektivnost reprezentacija

9.3.1 Injektivnost S1 i S2

Propozicija 9.3.1. Neka jepe� q� PA formalna baza objektaH u proVect i neka jepD � q� PB �l-

trirana baza objektaR u indVect. Tada se svaki element odH ~b R mo�e zapisati na jedinstven

na�cin kao formalna suma
°

p�;� qPA � B a�� e� b D � .
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Dokaz. Neka �ltracija naR ima komponenteptRi ui PI q. SkuppD � q� PB je �ltrirana baza odR,

pa postoji ko�nalni podskupK od I takav da je za svakii P K praslika tog skupa po injekciji

�R
i : Ri Ñ R, �R

i ptD � | � P Buq � : t D � | � P B i u, baza �ltrirajuće komponenteRi , objekta

u Vect. Budúci da je Ri trivijalno ko�ltriran vektorski prostor kao objekt uproVect, to je

t D � | � PB i unjegova formalna baza, pa po propoziciji 3.3.14 slijedi da jepe� b D � qp�;� qPA � B i

formalna baza od �ltrirajúce komponenteH b̂ Ri , objekta uproVect.

Svaki elementt od H ~b R pripada nekoj komponentiH b̂ Ri . Zbog ko�nalnostiK u I ,

komponentu mo�emo odabrati tako dai bude uK . Elementt unutar komponenteH b̂ Ri mo�e

se tada po propoziciji 3.3.10 zapisati na jedinstven na�cin kao formalna suma u toj bazi. Ako

uzmemo zapise u dvije razli�cite komponenteH b̂ Ri i H b̂ Rj , pri �cemu komponente ne moraju

imati indekse iz skupaK , lako se vidi da zbog ko�nalnosti skupaK postoji komponentaH b̂ Rk

sak PK u kojoj će slike tih dviju formalnih suma po neprekidnim veznim preslikavanjima (koja

su inkuzije) po prethodnome biti ista formalna suma. Dakle, zapis je jedinstven.

Propozicija 9.3.2. Neka jeR objekt uindVect, H objekt uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k

sparivanje uindproVect. Neka suS0, S1 i S2 linearna preslikavanja de�nirana u napomeni

9.2.2:

S0 : H Ñ HomindproVect pR; kq; S0phqpdq � x d; hy;

S1 : H ~b R Ñ HomindproVect pR; Rq; S1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

xd; h� yr � ;

S2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

S2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr � :

Tada vrijedi sljedeće: ako jeS0 injekcija, tj. sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli,

onda su iS1 i S2 injekcije.

Dokaz. Pretpostavimo da jeS0 injekcija. Neka jepe� q� PA formalna baza objektaH u proVect

i neka jepD � q� PB �ltrirana baza objektaR u indVect. One postoje po propozicijama 3.3.13 i

4.3.2.

Dokazujemo da jeS1 injekcija. Neka jet � 0 element odH ~b R. On se mo�e zapisati kao

formalna suma oblika
°

p�;� qPA � B a�� e� b D � po propoziciji 9.3.1. Po lemi 5.4.7 o ra�cunanju s

formalnim sumama: (a) grupiranjem sumanada imamo da je za svaki� izraz
°

� PA a�� e� b D �

formalna suma, (b) budući da je za svaki� elementD � � 0, slijedi da je za svaki� izraz
°

� PA a�� e� formalna suma neke vrijednostiv� i vrijedi

¸

p�;� qPA � B

a�� e� b D � �
¸

�

p
¸

�

a�� e� q b D � �
¸

�

v� b D � :
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Sada odaberemo nekid PR takav da je barem jedanxd; v� y � 0. Takav postoji jer u protivnom

bi, jer jeS0 injekcija, svakiv� bio jednak0 pa i t jednak0. Sada imamo

S1ptqpdq � S1p
¸

�

v� b D � qpdq �
¸

�

xd; v� yD �

što je zbog linearne nezavisnostit D � u� razli�cito od0. Dokazali smo da jeS1 injekcija.

Sada dokazujemo da jeS2 injekcija. Zaklju�civanje slijedi sli�cno kao zaS1 koristéci iste

propozicije i leme. Neka jet1 � 0 element odH ~b H ~b R. On se mo�e zapisati kao formalna

suma oblika
°

p;�;� qPA � A � B a�� e b e� b D � . Grupiranjem sumanada imamo da je za svaki

p�; � q izraz
°

 PA a�� e b e� b D � formalna suma. Budúci da je za svakip�; � q element

e� b D � � 0, slijedi da je za svakip�; � q izraz
°

 PA a�� e formalna suma neke vrijednosti

v�� i vrijedi
¸

p;�;� qPA � A � B

a�� e b e� b D � �
¸

�;�

p
¸



a�� e q b e� b D � �
¸

�;�

v�� b e� b D � :

Sada odaberemo nekid1 P R takav da je barem jedanxd1; v�� y � 0. Takav postoji jer u protiv-

nom bi, jer jeS0 injekcija, svakiv�� bio jednak0 pa i t1 jednak0. Budúci da jex; y ~b idH ~b idR

mor�zam u indproVect, izraz
¸

�;�

xd1; v�� ye� b D �

je takod̄er formalna suma. Po propoziciji 9.3.1, zapis je jedinstven, pa slijedi da je ta formalna

suma vrijednostit � 0. Budúci da jeS1 injekcija, postojid PR takav da jeS1ptqpdq � 0 pa je

S2pt1qpd1b dq �
¸

�;�

xd1; v�� y xd; e� yD � � S1ptqpdq � 0:

Dokazali smo da jeS2 injekcija.

Napomena 9.3.3.U de�niciji linearnog preslikavanjaS2 i dokazu propozicije zapravo nije

bitno da su sparivanja jednaka i daR sudjeluje u njima, pa bi se analogno mogla dokazati i

općenitije tvrdnje da je

S1
2 : H1 ~b H2 ~b R Ñ HomindproVect pR1 ~b R2; Rq;

S1
2p

¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

xd; h� y1 xd1; h1
� y2 r �

dobro de�nirano linearno preslikavanje i da je injekcija�cim su sparivanjax; y1 : R1 ~b H1 Ñ k

i x; y2 : R2 ~b H2 Ñ k nedegenerirana u drugoj varijabli, te da je

S1
1 : H1 ~b R Ñ HomindproVect pR1; Rq;

S1
1p

¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

xd; h� y1 r �

dobro de�nirano linearno preslikavanje i da je injekcija�cim je sparivanjex; y1 : R1 ~b H1 Ñ k

nedegenerirano u drugoj varijabli.
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9.3.2 Pripremne propozicije

Propozicija 9.3.4. Neka suV i W objekti uproVect i neka suV 1 ¤ V i W 1 ¤ W njihovi

potpuni potprostori. Tada je presjek potpunih potprostoraV 1b̂ W i V b̂ W 1 od V b̂ W jednak

V 1b̂ W 1.

Dokaz. Jezgra odV 1b̂ W ãÑ V b̂ W Ñ V b̂pW{W 1qje jezgra tenzorskog produkta�V 1 b̂ qW 1

monomor�zma i kvocijentnog preslikavanja, dakle, po propoziciji 3.4.23, ona je jednaka

V 1b̂ Ker qW 1 � V 1b̂ W 1:

S druge strane, budući da je kvocijent po potpunom potprostoru uproVect koujedna�citelj

po propoziciji 3.4.12 i da po korolaru 3.4.4 uproVect koujedna�citelj komutira s tenzorskim

produktom, to jeV b̂pW{W 1q � p V b̂ Wq{pV b̂ W 1qi desni trokut na sljedécem dijagramu je

komutativan.

V b̂pW{W 1q

V b̂ W 1 V b̂ W

V 1b̂ W pV b̂ Wq{pV b̂ W 1q

�
0

idV b̂ � W 1

idV b̂ qW 1

qV b̂ W 1

� V 1 b̂ idW

Jezgra preslikavanjaV 1b̂ W ãÑ V b̂ W Ñ pV b̂ Wq{pV b̂ W 1q je skup svih elemenata od

V 1b̂ W koji se preslikaju unutar jezgreV b̂ W 1 kvocijentnog preslikavanjaqV b̂ W 1, dakle, jez-

gra je

pV 1b̂ Wq
“

pV b̂ W 1q:

Jezgre su jednake, dakle vrijediV 1b̂ W 1 � p V 1b̂ Wq
“

pV b̂ W 1q.

Propozicija 9.3.5. Neka jeR objekt uindVect, H objekt uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k

sparivanje mēdu njima uindproVect. Tada za svaku �ltrirajuću komponentuRn od R vrijedi

da jeAnihH pRnq:� t h P H | xr; hy � 0; @r P Rnu potpun potprostor odH . Nadalje, postoji

jedinstveno preslikavanje

x ; yn : Rn b̂pH { AnihH pRnqq Ñ k

takvo da je sljedeći dijagram komutativan, ono je mor�zam uproVect i nedegenerirano je u
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drugoj varijabli.

R ~b H k

Rn b̂ H k

Rn b̂pH { AnihH pRnqq k

x;y

x;y

idR n b̂ � n

x;yn

Ovdje je s� n ozna�ceno kvocijentno preslikavanjeH Ñ H
L

AnihH pRnq, mor�zam uproVect.

Dokaz. (i) Dokazujemo da jeAnihpRnq potpun potprostor odH za svaku �ltrirajúcu kom-

ponentuRn . PreslikavanjeRn b̂ H Ñ k u drugom retku je komponenta mor�zmax ; y u

indproVect, dakle mor�zam uproVect. Budúci da tada to preslikavanje distribuira po formal-

nim sumama, slijedi daAnihpRnqsadr�i sve formalne sume�ciji su sumandi njegovi elementi,

pa je po propoziciji 3.4.8 potpun potprostor odH .

(ii) Dokazujemo da je dobro de�nirano preslikavanje

x ; yn : Rn b̂pH { AnihH pRnqq Ñ k

u najdonjem retku na dijagramu, da je ono mor�zam uproVect i da je nedegenerirano u dru-

goj varijabli. Budúci da jeAnihpRnq potpun potprostor odH , slijedi da jeRn b̂ AnihpRnq

potpun potprostor odRn b̂ H . Zbog toga što jeRn b̂ AnihpRnqpodskup jezgre preslikavanja

Rn b̂ H Ñ k u drugom retku i potpun potprostor odRn b̂ H , po propoziciji 3.4.14 postoji

jedinstveno preslikavanjepRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqq Ñ k u trécem retku na sljedécem dija-

gramu takvo da je dijagram komutativan i ono je mor�zam uproVect.

R ~b H k

Rn b̂ H k

pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihH pRnqq k

x;y

x;y

Po korolaru 3.4.4 koujedna�citelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je

pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqq � Rn b̂pH

L
AnihpRnqq

i kvocijentno preslikavanjeRn b̂ H Ñ pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqqmo�emo zamijeniti s

idRn b̂ � n : Rn b̂ H Ñ Rn b̂pH
L

AnihpRnqq:
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Propozicija 9.3.6. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVect, H unutrašnja Hopfova

algebra uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k Hopfovo sparivanje mēdu njima uindproVect.

NekaR ima �ltrirajuće komponentet RnunPN 0 i neka vrijedi za svakin PN0

� RpRnq „ Rn b R � AnihRpH q b R:

Za svakin je tadaAnihH pRnqpotpun potprostor odH te postoji jedinstveno preslikavanje

žn : Rn b̂pH { AnihH pRnqq Ñ Rm ;

do na izbor kodomeneRm , takvo da je sljedeći dijagram komutativan i ono je mor�zam u

proVect.

R ~b H R

Rn b̂ H Rm

Rn b̂pH { AnihH pRnqq Rm

ž

ž

idR n b̂ � n

žn

Ovdje jež: R ~b H Ñ R desno djelovanje de�nirano u 6.4.4. S� n je ozna�ceno kvocijentno

preslikavanjeH Ñ H
L

AnihH pRnq, mor�zam uproVect.

Dokaz. U propoziciji 9.3.5 dokazano je da jeAnihpRnqpotpun potprostor odH za svaku �ltri-

rajuću komponentuRn . PreslikavanjeRn b̂ H Ñ k u drugom retku je komponenta mor�zmaž

u indproVect, dakle mor�zam uproVect. Dokazujemo da je dobro de�nirano preslikavanje

žn : Rn b̂pH { AnihH pRnqq Ñ Rm

u najdonjem retku na dijagramu i da je ono mor�zam uproVect. Budúci da jeAnihpRnqpotpun

potprostor odH , slijedi da jeRn b̂ AnihpRnqpotpun potprostor odRn b̂ H . Budúci da je

� RpRnq „ Rn b R � AnihRpH q b R;

vrijedi da je Rn b̂ AnihpRnq podskup jezgre preslikavanjaRn b̂ H Ñ Rm u drugom retku

na sljedécem dijagramu, komponente mor�zmaž. Naime, svaki element odRn b̂ AnihH pRnq

mo�emo zapisati kao formalnu sumu
°

� r � b h� u kojoj je svakih� u AnihH pRnqi svaki r � u

Rn , a zbog svojstva koje ima koprodukt, za svakir � je
°

r � p1qb r � p2q PRn b R� AnihRpH qbR;

pa je

žp
¸

�

r � b h� q �
¸

�

xr � p1q; h� yr � p2q � 0:
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Po propoziciji 3.4.14 zbog toga postoji jedinstveno preslikavanjepRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqq Ñ

Rm u trécem retku na sljedécem dijagramu takvo da je dijagram komutativan i ono je mor�zam

u proVect.

R ~b H R

Rn b̂ H Rm

pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihH pRnqq Rm

ž

ž

Po korolaru 3.4.4 koujedna�citelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je

pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqq � Rn b̂pH

L
AnihpRnqq

i kvocijentno preslikavanjeRn b̂ H Ñ pRn b̂ H q
L
pRn b̂ AnihpRnqqmo�emo zamijeniti s

idRn b̂ � n : Rn b̂ H Ñ Rn b̂pH
L

AnihpRnqq:

Propozicija 9.3.7. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVect, H unutrašnja Hopfova

algebra uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k Hopfovo sparivanje mēdu njima uindproVect.

NekaR ima �ltrirajuće komponentet RnunPN 0 : Tada vrijede sljedeće dvije tvrdnje.

Ako zar PR postojir 1 PR sa svojstvom

� Rprq � r b r 1 PAnihRpH q b R;

onda za svakih PH vrijedi r ž h � x r; hyr 1:

Ako zan PN i r PRn postojir 1 PR sa svojstvom

� Rprq � r b r 1 PRn� 1 b R � AnihRpH q b R;

onda za svakih PAnihH pRn� 1qvrijedi r ž h � x r; hyr 1:

Ovdje jež: R ~b H Ñ R desno djelovanje inducirano sparivanjem de�nirano u 6.4.4.

Dokaz. Ako je � Rprq � r b r 1 PAnihRpH q b R; onda za svakih PH vrijedi

¸
xrp1q; hyrp2q � x r; hyr 1 � 0

to jestr ž h � x r; hyr 1: Ako je � Rprq � r b r 1 P Rn� 1 b R � AnihRpH q b R; onda sli�cno za

svakih PAnihpRn� 1qvrijedi
°

xrp1q; hyrp2q � x r; hyr 1 � 0 to jestr ž h � x r; hyr 1:
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9.3.3 Injektivnost T0, T1 i T2

Propozicija 9.3.8. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVect, H unutrašnja Hopfova

algebra uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k Hopfovo sparivanje mēdu njima uindproVect.

Neka suS0, T0, T1 i T2 linearna preslikavanja de�nirana u napomeni 9.2.2:

S0 : H Ñ HomindproVect pR; kq; S0phqpdq � x d; hy;

T0 : H Ñ HomindproVect pR; Rq; T0phqpdq � d ž h

T1 : H ~b R Ñ HomindproVect pR; Rq; T1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

pd ž h� qr � ;

T2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr � :

Pretpostavimo da jeS0 injekcija, tj. da je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada

vrijedi sljedeće

(a) T0 je injekcija, tj. djelovanjeH naR je efektivno

(b) ako R ima �ltrirajuće komponentet RnunPN 0 i skup generatora odR kao vektorskog

prostora za koji vrijedi:

(� 0) za svaki generatorr PR0 postojir 1 PR koji nije djelitelj nule takav da je� Rprq �

r b r 1 PAnihRpH q b R

(� n ) za sven P N, za svaki generatorr P Rn postoji r 1 P R koji nije djelitelj nule takav

da je� Rprq � r b r 1 PRn� 1 b R � AnihRpH q b R

onda jeT1 injekcija, tj. djelovanjeH 7R naR je efektivno, iT2 je injekcija.

Dokaz. (a) Doka�imo da jeT0 injekcija ako jeS0 injekcija. Iz de�nicije djelovanjaž proizlazi

da za sver PR i sveh PH vrijedi

x1R ; r ž hy � x r; hy:

Ako je r ž h � 0 za svakir P R, onda je ixr; hy � 0 za svakir , pa je zbog injektivnostiS0

nu�no h � 0.

(b) Doka�imo prvo da jeT2 injekcija ako jeS0 injekcija i vrijede navedena svojstva (� 0) i

(� n ) koprodukta naR. Iz injektivnostiT2 lako će na kraju slijediti injektivnostT1.
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Pregled cijelog dokaza da jeT2 injekcija je u dijelu (ix) dokaza koji slijedi. Ovdje prije

po�cetka navodimo ukratko štócemo u�ciniti. Za t P H ~b H ~b R, t �
°

� h� b h1
� b r � , t � 0,

pronáci ćemod b d1 PR ~b R i s PH ~b H ~b R, s �
°

� g� b g1
� b p� , takve da je

S2ptqpd b d1q � 0

S2ptqpd b d1q �
¸

�

xd; h� yxd1; h1
� yr � �

¸

�

xd; g� yxd1; g1
� yp� � S2psqpd b d1q

T2ptqpd b d1q �
¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr � �

¸

�

pd ž g� qpd1ž g1
� qp� � T2psqpd b d1q

i takve da zad2, d3 koji nisu djelitelji nule i pripadajud i d1po (� 0) i (� 1) vrijedi za svaki�

d ž g� � x d; g� yd2; d1ž g1
� � x d1; g1

� yd3

pa onda

T2psqpd b d1q �
¸

�

pd ž g� qpd1ž g1
� qp� �

¸

�

xd; g� yd2xd1; g1
� yd2p� � d2d3 S2psqpd b d1q

i iz toga

S2psqpd b d1q � 0 ñ T2psqpd b d1q � 0:

Sada slijedi dokaz.

(i) Mor�zam S2 : R ~b R ~b H ~b H ~b R Ñ R u indproVect de�niran u 9.2.2 kao kompozi-

cija mor�zama uindproVect na jednostavnim tenzorima je:

S2pd b d1b h b h1b rq � x d; hy xd1; h1yr

i de�nira linearno preslikavanje

S2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

S2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr �

koje je injekcija jer jeS0 injekcija, po propoziciji 9.3.2.

Za svakipk; l; nqpostoji mor�zam mēdu �ltriraju ćim komponentama, preslikavanje u dru-

gom retku sljedécega dijagrama, i ono je mor�zam uproVect. Jednostavna posljedica leme

9.3.5 je da je dobro de�nirano preslikavanje u zadnjem retku na sljedećem dijagramu i da je
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ono mor�zam uproVect, kao kompozicija mor�zama uproVect, te da je dijagram komutati-

van, zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

R ~b R ~b H ~b H ~b R R

Rk b̂ Rl b̂ H b̂ H b̂ Rn Rn

Rk b̂ Rl b̂pH
L

AnihpRkqqb̂pH
L

AnihpRlqqb̂ Rn Rn

S2

idR k b̂ idR l b̂ � k b̂ � l b̂ idR n

S1
2

Po istoj lemi vrijedi da su odgovarajuća sparivanja

x ; yk : Rk b̂ H
L

AnihpRkq Ñ k

x ; yl : Rl b̂ H
L

AnihpRlq Ñ k

nedegenerirana u drugoj varijabli, pa je po napomeni 9.3.3 pripadno linearno preslikavanje (koje

pripadaS1
2)

S1
2 : pH

L
AnihpRkqqb̂pH

L
AnihpRlqqb̂ Rn Ñ HomindproVect pRk b̂ Rl ; Rnq

injekcija. Zbog komutativnosti dijagrama za svakit PH b̂ H b̂ Rn vrijedi

S2ptq � S1
2pp� k b̂ � l b̂ idRn qptqq:

(ii) Neka je t P H ~b H ~b R proizvoljan element razli�cit od 0. Postojin P N0 takav da jet

unutar �ltrirajuće komponenteH b̂ H b̂ Rn :

t PH b̂ H b̂ Rn ; t � 0:

(iii) Dokazujemo da za tajt postoji parpk; lqtakav da jep� k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0.

H ~b H ~b R

H b̂ H b̂ Rn

pH
L

AnihpRkqqb̂pH
L

AnihpRlqqb̂ Rn

� k b̂ � l b̂ idR n

PreslikavanjeS2 je injekcija pa postoji generatord b d1 PR ~b R takav da jeS2ptqpd b d1q � 0.

Postojek, l PN0 takvi da jed b d1unutar �ltrirajuće komponenteRk b̂ Rl � Rk b Rl . Budúci
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da jeS1
2pp� k b̂ � l b̂ idRn qptqqpd b d1q � S2ptqpd b d1q po komutativnosti donjeg�cetverokuta

na dijagramu u (b1), mora bitip� k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0. Dakle postoji parpk; lq takav da je

p� k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0.

(iv) Neka je sadapk; lqnajmanji par uN0 � N0 takav da za zadanit � 0 vrijedi

t1 :� p � k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0

i saS1
2 i S1

2 ozna�cena odgovarajúca preslikavanja za taj parpk; lq, kao gore.

R ~b R ~b H ~b H ~b R R

Rk b̂ Rl b̂ H b̂ H b̂ Rn Rn

Rk b̂ Rl b̂pH
L

AnihpRkqqb̂pH
L

AnihpRlqqb̂ Rn Rn

S2

idR k b̂ idR l b̂ � k b̂ � l b̂ idR n

S1
2

(v) Dokazujemo da tada vrijedi sljedeće:

(1) ako jek � 0, l � 0, ondat1 P pAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn ;

(2) ako jek � 0, l � 0, ondat1 P pH {Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn ;

(3) ako jek � 0, l � 0, ondat1 P pAk� 1{Akqb̂pH {A lqb̂ Rn ;

(4) ako jek � 0, l � 0, ondat1 P pH {Akqb̂pH {A lqb̂ Rn :

Ovdje smo sAk ozna�cili AnihpRkqradi kratkóce zapisa, za svakik. Neka je

� pk� 1qk : H {Ak Ñ H {Ak� 1

preslikavanje

H H

H {Ak H {Ak� 1

id

� k � k � 1

� pk � 1qk

Ono je zbogAk „ Ak� 1 dobro de�nirano i po propoziciji 3.4.14 je mor�zam uproVect. U

komutativnom kvadratu je vidljivo da vrijedi� k� 1 � � pk� 1qk � � k :

Ako je k, l � 0, budúci da jepk; lqnajmanji par sa svojstvom da jep� k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0,

to je t u jezgri preslikavanja� k� 1 b̂ � l b̂ idRn i u jezgri preslikavanja� k b̂ � l � 1 b̂ idRn . Iz

toga slijedi da set1 nalazi u jezgri preslikavanja� pk� 1qk b̂ idH {A l b̂ idRn i u jezgri preslika-

vanjaidH {A k b̂ � pl � 1ql b̂ idRn . Po propoziciji 3.4.23, te jezgre supAk� 1{Akqb̂pH {A lqb̂ Rn i
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pH {Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn . Dakle, t1 nalazi se u njihovom presjeku. Po propoziciji 9.3.4 taj

presjek jednak jepAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn to jest vrijedi

t1 P pAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn :

Ako je k � 0, l � 0 tada je iz istog razlogat u jezgri preslikavanja� 0 b̂ � l � 1 b̂ idRn , pa

set1 nalazi u jezgri preslikavanjaidH {A 0 b̂ � pl � 1ql b̂ idRn , što je po propoziciji 3.4.23 jednako

pH {A0qb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn . Tréci slu�caj poka�e se analogno. U�cetvrtom slu�caju nema se što

pokazati.

(vi) Sada dokazujemo da postojis PH b̂ H b̂ Rn takav da je

p� k b̂ � l b̂ idRn qpsq � t1

i vrijedi:

(1') za k � 0, l � 0 je s PAk� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn ;

(2') za k � 0, l � 0 je s PH b̂ A l � 1 b̂ Rn ;

(3') za k � 0, l � 0 je s PAk� 1 b̂ H b̂ Rn ;

(4') za k � 0, l � 0 je s PH b̂ H b̂ Rn

Zak, l � 0 promotrimo sljedéci komutativni dijagram:

H ~b H ~b R

Ak� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn H b̂ H b̂ Rn

pAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn pH {Akqb̂pH {A lqb̂ Rn

� 1
k b̂ � 1

l b̂ idR n � k b̂ � l b̂ idR n

Dovoljno je dokazati da je� 1
k b̂ � 1

l b̂ idRn surjekcija, iz togáce zbog

t1 P pAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn

slijediti da postoji

s PAk� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn

koji se preslikava u njega. Dokazujemo da je� 1
k b̂ � 1

l b̂ idRn surjekcija.
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Tenzorski produkt više kvocijentnih preslikavanja i (moguće više) identiteta uproVect mo�e

se prikazati kao kompozicija tenzorskih produkata jednog kvocijentnog preslikavanja i identi-

teta. Ovdje je� k b̂ � l b̂ idRn kompozicija:

Ak� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn

pAk� 1{Akqb̂ A l � 1 b̂ Rn

pAk� 1{Akqb̂pA l � 1{A lqb̂ Rn

� 1
k b̂ idA l � 1 b̂ idR n

idA k � 1 {A k
b̂ � 1

l b̂ idR n

Tenzorski produkt jednog kvocijentnog preslikavanja i (moguće više) identiteta uproVect je

surjekcija, jer vrijedi: uproVect je kvocijentno preslikavanje koujedna�citelj, u proVect ko-

ujedna�citelj komutira s tenzorskim produktom i kvocijentno preslikavanje je surjekcija. Ovdje

poesbno imamo zbog toga komutativan dijagram iz kojeg slijedi surjektivnost prvog preslika-

vanja u kompoziciji:

Ak� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn

pAk� 1{Akqb̂ A l � 1 b̂ Rn pAk� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rnq{pAk b̂ A l � 1 b̂ Rnq

� 1
k b̂ idA l � 1 b̂ idR n

q

�

Sli�cno za drugo preslikavanje u kompoziciji zaklju�cujemo da je surjekcija. Kompozicija surjek-

cija je surjekcija pa je dokazana surjektivnost od� k b̂ � l b̂ idRn .

Analogno se u slu�cajevima (2) i (3) doka�e da su preslikavanja� 0 b̂ � 1
l b̂ idRn , � 1

k b̂ � 0 b̂ idRn

surjekcije iz�cega slijedi postojanje tra�enogs P H b̂ A l � 1 b̂ Rn odnosnos P Ak� 1 b̂ H b̂ Rn .

U slu�caju (4) se nema što dokazati jer mo�emo uzetis � t.

(vii) Mor�zam T2 : R ~b R ~b H ~b H ~b R Ñ R u indproVect de�niran u 9.2.2 kao kompo-

zicija mor�zama uindproVect na jednostavnim tenzorima je:

T2pd b d1b h b h1b rq � p d ž hqpd1ž h1qr

i de�nira linearno preslikavanje

T2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr �

Za pk; l; nq postoji mor�zam mēdu �ltriraju ćim komponentama, preslikavanje u drugom

retku sljedécega dijagrama, i ono je mor�zam uproVect. Jednostavna posljedica leme 9.3.6
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je da je dobro de�nirano preslikavanje u zadnjem retku na sljedećem dijagramu i da je ono

mor�zam u proVect, kao kompozicija mor�zama uproVect, te da je dijagram komutativan,

zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

R ~b R ~b H ~b H ~b R R

Rk b̂ Rl b̂ H b̂ H b̂ Rn Rm

Rk b̂ Rl b̂pH
L

AnihpRkqqb̂pH
L

AnihpRlqqb̂ Rn Rm

T2

idR k b̂ idR l b̂ � k b̂ � l b̂ idR n

T 1
2

Linearno preslikavanje koje pripadaT1
2 ozna�cimo s

T 1
2 : pH

L
AnihpRkqqb̂pH

L
AnihpRlqqb̂ Rn Ñ HomindproVect pRk b̂ Rl ; Rnq:

Zbog komutativnosti dijagrama za svakit PH b̂ H b̂ Rn vrijedi

T2ptq � T 1
2 pp� k b̂ � l b̂ idRn qptqq:

(viii) Sada dokazujemo da zas PH b̂ H b̂ Rn takav da vrijedi:

(1') ako jek � 0, l � 0, ondas PAk� 1 b̂ A l � 1 b̂ Rn ;

(2') ako jek � 0, l � 0, ondas PH b̂ A l � 1 b̂ Rn ;

(3') ako jek � 0, l � 0, ondas PAk� 1 b̂ H b̂ Rn ;

(4') ako jek � 0, l � 0, ondas PH b̂ H b̂ Rn

i d b d1bilo koji generator uRk b Rl vrijedi

S2psqpd b d1q � 0 ñ T2psqpd b d1q � 0:

Ozna�cimo zad sd2 element koji nije djelitelj nule takav da je� Rpdq � db d2 PAnihRpH q b R

zak � 0, odnosno,� Rpdq � d b d2 P Rk� 1 b R � AnihRpH q b R zak � 0. Analogno, neka

je d3 takav element zad1. Neka jes prikazan kao formalna sumas �
°

� h� b h1
� b r � . Pritom

su svih� u Ak� 1 ako jek � 0 i svi h1
� u A l � 1 ako jel � 0. Koristéci lemu 9.3.6 vidimo da za

takves i d b d1 PRk b Rl vrijedi

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpdb d1q �

¸

�

pdžh� qpd1žh1
� qr � �

¸

�

xd; h� yd2xd1; h1
� yd3 r � � d2d3 S2psqpdb d1q

to jest

T2psqpd b d1q � d2d3 S2psqpd b d1q:

229



9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

Budúci dad2 i d3 nisu djelitelji nule, tvrdnja slijedi.

(ix) Sada mo�emo napokon provesti dokaz do kraja. U (ii) smo za

t PH ~b H ~b R; t � 0

odredili �ltriraju ću komponentu u kojoj se nalazi:

t PH b̂ H b̂ Rn ; t � 0:

Zatim smo u (iv) zadali da jepk; lqnajmanji par za koji vrijedip� k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0 i ozna�cili

t1 � p � k b̂ � l b̂ idRn qptq � 0;

t1 P pH
L

AnihpRkqqb̂pH
L

AnihpRlqqb̂ Rn :

U (iii) smo dokazali da iz injektivnosti odS0 slijedi da barem jedan takav par postoji, dakle,

postoji i najmanji. Budúci da jet1 � 0 i S1
2 injekcija po (i), to postoji generator

d b d1 PRk b̂ Rl � Rk b Rl

takav da je

S1
2pt1qpd b d1q � 0:

Zatim smo iz minimalnosti parapk; lqu (v) pokazali da mora biti, ako jek, l � 0,

p1q t1 P pAnihpRk� 1q
L

AnihpRkqqb̂pAnihpRl � 1q
L

AnihpRlqqb̂ Rn ;

ili, ako je neki od njih jednak0, neka od mogúcnosti (2), (3), (4) u kojima jeAnihpRk� 1q

zamijenjen sH ako jek � 0 i AnihpRl � 1qzamijenjen sH ako jel � 0.

Onda smo u (vi) dokazali da postojis PH b̂ H b̂ Rn takav da je

p� k b̂ � l b̂ idRn qpsq � t1

i takav da, ako jek, l � 0, vrijedi

p11q s PAnihpRk� 1qb̂ AnihpRl � 1qb̂ Rn ;

ili, ako je neki od njih jednak0, neka od mogúcnosti (2'), (3'), (4') u kojima jeAnihpRk� 1q

zamijenjen sH ako je k � 0 i AnihpRl � 1q zamijenjen sH ako je l � 0. Budúci da je

p� k b̂ � l b̂ idRn qpsq � t1, zas po (i) vrijedi:

S2psqpd b d1q � S1
2pt1qpd b d1q � 0;
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a u (viii) je, iz �cinjenice das zadovoljava neko od svojstava (1'), (2'), (3'), (4') i iz svojstava

(� 0) i (� n ), dokazano da vrijedi:

S2psqpd b d1q � 0 ñ T2psqpd b d1q � 0:

Dakle, imamo

T2psqpd b d1q � 0:

Po (vii) vrijedi:

T2psqpd b d1q � T 1
2 pt1qpd b d1q � T2ptqpd b d1q;

pa slijedi

T2ptqpd b d1q � 0:

Za proizvoljant � 0 pronāden je dakled b d1 P R ~b R takav da jeT2ptqpd b d1q � 0, dakle

pokazano je da jeT2 injekcija i dokaz je dovršen.

(x) Doka�imo sada da jeT1 injekcija. Neka jet P H ~b R, t � 0. Tada je1H b t P

H ~b H ~b R i 1H b t � 0. Budúci da jeT2 injekcija, postoji generatord b d1 u R ~b R takav da

je T2p1H b tqpd b d1q � 0. Budúci da jeT2p1H b tqpd b d1q � p d ž 1H qpd1ž tq � dpd1ž tq � 0,

mora bitiT1ptqpd1q � d1ž t � 0.

Napomena 9.3.9.Zamijetimo da su uvjeti prethodne propozicije zadovoljeni posebno za unu-

trašnju Hopfovu algebruR u indVect s �ltriraju ćim komponentamat RnunPN 0 takvu da je:

(i) R0 � t � 1R : � Pku � k

(ii) � Rprq � r b 1R PRn� 1 b R, za sver PRn , za sven PN

i bilo koju unutrašnju Hopfovu algebruH u proVect koja je u Hopfovom sparivanju sR koje

je nedegenerirano u drugoj varijabli.

9.3.4 Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri

Teorem 9.3.10.Neka suR i H unutrašnje Hopfove algebre uindproVect i neka jež: R ~b H Ñ

R desno Hopfovo djelovanje uindproVect takvo da jeT2 de�niran u napomeni 9.2.2

T2 : H ~b H ~b R Ñ HomindproVect pR ~b R; Rq;

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr �

injekcija.

231



9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

Tada ako postoji mor�zam� : R Ñ H ~b R u indproVect za koji vrijedi uvjet:

� R � pž ~b idRq � pidR ~b � q � � R � � R;R

to jest

r 1ž � prq � rr 1; za sver; r 1 PR;

vrijedi da je� lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanjež i kodjelovanje� unutrašnja pleteni�casto-

komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.

Nadalje, taj� je jedinstveno takvo kodjelovanje.

Dokaz. SaH 7R je ozna�cen poludirektni produkt de�niran djelovanjemž, kao u 6.3. Injektiv-

nost preslikavanjaT2 nam omogúcuje da jednakost dva elementat i s u H ~b H 7R dokazujemo

tako da doka�emo jednakost preslikavanjaT2ptq i T2psq. Jednakost preslikavanjaT2ptq i T2psq

je pak dovoljno provjeriti na jednostavnim tenzorima jer su oni mor�zmi uindproVect, kako

je pokazano u napomeni 9.2.2 kao posljedica propozicije 9.2.1, pa distribuiraju po formalnim

sumama, a svaki element tenzorskog produkta objekata uindproVect mo�e se prikazati kao

formalna suma jednostavnih tenzora po 5.4.6.

InjektivnostT2 povla�ci injektivnostT1 de�niranog kao u napomeni 9.2.2

T1 : H 7R Ñ HomindproVect pR; Rq; T1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

pd ž h� qr �

što je dokazuje na isti na�cin kao dokaz iste tvrdnje zaR u indVect i H u proVect pri kraju

dokaza propozicije 9.3.8. Dakle djelovanjeH 7R na R je efektivno. Analogno jednakost dva

elementat i s u H 7R mo�emo dokazati tako da doka�emo jednakost preslikavanjaT1ptqi T1psq.

Prvo ćemo dokazati desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo, zapisano pomoću mno�enja

u H 7R:

� prq �h �
¸

hp2q � � pr ž hp1qq;

za svaki jednostavan tenzorh7r u H 7R. Desna strana je formalna suma uH 7R, jer je nastala iz

h7r primjenom mor�zama uindproVect. Jednakost je dovoljno dokazati za jednostavan tenzor

h7r jer obje strane nastaju primjenom mor�zama uindproVect. Neka jed proizvoljan element

odR. Lijeva strana jednakosti djeluje nad:

T1p� prq �hqpdq � d ž p� prq �hq �

� p d ž � prqqž h �

� p rdqž h
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Desna strana jednakosti djeluje nad:

T1p
°

hp2q � � pr ž hp1qqqpdq � d ž p
°

hp2q � � pr ž hp1qqq �

�
°

d ž php2q � � pr ž hp1qqq �

�
°

pd ž hp2qqž � pr ž hp1qq �

�
°

pr ž hp1qqpd ž hp2qq �

� p rdqž h

Zapišimo sada� prqu Sweedlerovoj notaciji kao formalnu sumu
°

r r� 1s b r r0s u H 7R.

Da bismo pokazali da je de�nirano preslikavanje kodjelovanje, trebamo dokazati:

¸
p
¸

r r� 1sp1q b r r� 1sp2qq b r r0s �
¸

r r� 1s b p
¸

r r0sr� 1s b r r0sr0sq

¸
� pr r� 1sqr r0s � r

za svakir P R. Obje sume na lijevoj strani su formalne sume, ali ne mo�emo ekspandirati

sumande i dobiti jednu formalnu sumu. Jednako tako vrijedi za desnu stranu. Toće stvoriti

probleme u ra�cunu kojećemo riješiti na sljedéci na�cin. PreslikavanjeT2 ima po napomeni 9.2.2

svojstva, zad b d1 PR ~b R,

T2p
¸

�

h� b h1
� b r � qpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr � �

¸

�

T2ph� b h1
� b r � qpd b d1q

T2p
¸

�

p
¸

�

h�� b h1
�� q b r � qpd b d1q �

¸

�

p
¸

�

pd ž h�� qpd1ž h1
�� qqr �

T2p
¸

�

h� b p
¸

�

h1
�� b r �� qqpd b d1q �

¸

�

pd ž h� qp
¸

�

pd1ž h1
�� qr �� q

pa mo�emo ra�cunati na sljedéci na�cin.

Neka jed b d1proizvoljan uR ~b R. Lijeva strana:

T2p
°

p
°

r r� 1sp1q b r r� 1sp2qq b r r0sqqpd b d1q �
°

T2pp
°

r r� 1sp1q b r r� 1sp2qq b r r0sqpd b d1q

�
°

p
°

pd ž r r� 1sp1qqpd1ž r r� 1sp2qqqr r0s

�
°

ppdd1qž r r� 1sqr r0s

�� p dd1qž
°

r r� 1s7r r0s

� rdd1

Desna strana:
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T2p
°

r r� 1s b p
°

r r0sr� 1s b r r0sr0sqqpd b d1q �
°

T2pr r� 1s b p
°

r r0sr� 1s b r r0sr0sqqpd b d1q

�
°

pd ž r r� 1sqp
°

pd1ž r r0sr� 1sqr r0sr0sq
��

°
pd ž r r� 1sqpd1ž

°
r r0sr� 1s7r r0sr0sq

�
°

pd ž r r� 1sqr r0sd1

�� p
°

pd ž r r� 1sqr r0sqd1

�� p d ž
°

r r� 1s7r r0sqd1

� rdd1

Druga jednakost:
°

� pr r� 1sqr r0s �
°

p1R ž r r� 1sqr r0s

�� 1R ž p
°

r r� 1sq7r r0sq

� r

Još preostaje dokazati da jeR algebra u toj kategoriji, tj. dokazati da vrijedi:
¸

prr 1qr� 1s7prr 1qr0s �
¸ ¸

r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0s

za sver b r 1 PR ~b R, jer je dovoljno provjeriti jednakost za jednostavne tenzore kao što objaš-

njeno pri dokazu prve tvrdnje. Na desnoj strani je formalna suma uH 7R jer je nastala iz for-

malnih suma
°

r r� 1sb r r0s i
°

r 1
r� 1sb r 1

r0s tenzoriranjem i primjenom mor�zama uindproVect,

na lijevoj strani je formalna suma po de�niciji.

Djelujemo lijevom stranom na proizvoljand PR:

T1p
°

prr 1qr� 1s7prr 1qr0sqpdq � d ž p
°

prr 1qr� 1s7prr 1qr0sq

� d ž � prr 1q

� rr 1d

i djelujemo desnom stranom:

T1p
° °

r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0sqpdq � d ž p
° °

r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0sq

�
° °

d ž r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0s

�
° °

pd ž pr 1
r� 1sr r� 1sqqr r0sr 1

r0s

�
° °

pd ž r 1
r� 1sqž r r� 1sqr r0sr 1

r0s

�
° °

ppd ž r 1
r� 1sqž pr r� 1s7r r0sqqr 1

r0s
��

°
pd ž r 1

r� 1sqž p
°

r r� 1s7r r0sqr 1
r0s

�
°

r pd ž r 1
r� 1sqr

1
r0s

�� r
°

pd ž r 1
r� 1sqr

1
r0s

�� r pd ž p
°

r 1
r� 1s7r

1
r0sqq

� rr 1d
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U dokazu smo s to�ckicom nad znakom jednakosti nazna�cili provjeru da je izraz s desne strane

takod̄er formalna suma, kao u lemi 5.4.7 o ra�cunanju s formalnim sumama uindproVect.

Napomena 9.3.11.Dokaz smo mogli provesti elegantnije apstraktnim Sweedlerovim ra�cunom

pa na kraju iskoristiti da suT1 i T2 injekcije. Generi�cki elementi:r , r 1, d, d1 PR, h PH .

Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:

� prq �h � hp2q � � pr ž hp1qq

Provjeravamo:

d ž p� prq �hq � p d ž � prqqž h

� p rdqž h

d ž php2q � � pr ž hp1qqq � pd ž hp2qqž � pr ž hp1qq

� p r ž hp1qqpd ž hp2qq

� p rdqž h

Kodjelovanje:

r r� 1sp1q b r r� 1sp2q b r r0s � r r� 1s b r r0sr� 1s b r r0sr0s

� pr r� 1sqr r0s � r

Provjeravamo:

pd ž r r� 1sp1qqpd1ž r r� 1sp2qqr r0s � pp dd1qž r r� 1sqr r0s

� p dd1qž r r� 1s7r r0s

� rdd1

pd ž r r� 1sqpd1ž r r0sr� 1sqr r0sr0s � p d ž r r� 1sqpd1ž r r0sr� 1s7r r0sr0sq

� p d ž r r� 1sqr r0sd1

� p d ž r r� 1s7r r0sqd1

� rdd1

Druga jednakost:

� pr r� 1sqr r0s � p 1R ž r r� 1sqr r0s

� 1R ž r r� 1s7r r0s

� r

Algebra:

prr 1qr� 1s7prr 1qr0s � r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0s

Provjeravamo:

d ž prr 1qr� 1s7prr 1qr0s � rr 1d
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d ž r 1
r� 1sr r� 1s7r r0sr 1

r0s � d ž pr 1
r� 1sr r� 1sqr r0sr 1

r0s

� p d ž r 1
r� 1sqž r r� 1sqr r0sr 1

r0s

� r pd ž r 1
r� 1sqr

1
r0s

� rr 1d

Napomena 9.3.12.Naravno, ako zaR i H u indproVect vrijedi da jeT2 injekcija, onda moraju

biti i T1 i T0 injekcije. Ako je Hopfovo djelovanje de�nirano iz Hopfovog sparivanja, onda mora

biti i S0 injekcija (jer ako postoje dva elementa koji se jednako sparuju, onda jednako i djeluju).

Za zadovoljenje uvjeta ove propozicije dolaze dakle u obzir samo efektivna Hopfova djelovanja,

odnosno Hopfova sparivanja nedegenerirana u drugoj varijabli.

Teorem 9.3.13.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVect, H unutrašnja Hopfova

algebra uproVect i neka jex; y: R ~b H Ñ k Hopfovo sparivanje mēdu njima uindproVect.

Ako vrijedi sljedeće:

(i) sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli

(ii) R ima �ltrirajuće komponentet RnunPN 0 i skup generatora kao vektorskog prostora za

koji vrijedi:

(� 0) za svaki generatorr PR0 postojir 1 PR koji nije djelitelj nule takav da je� Rprq �

r b r 1 PAnihRpH q b R

(� n ) za sven P N, za svaki generatorr P Rn postoji r 1 P R koji nije djelitelj nule takav

da je� Rprq � r b r 1 PRn� 1 b R � AnihRpH q b R

(iii) postoji mor�zam� : R Ñ H ~b R u indproVect za koji je

r 1ž � prq � rr 1; za sver; r 1 PR;

onda je� lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanjež i kodjelovanje� unutrašnja pleteni�casto-

komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.

Dokaz. Posljedica propozicije 9.3.8 i teorema 9.3.10.

9.4 Dualne Hopfove algebre uindproVectFin

Sljedéca propozicija pokazuje da je dual �ltriranog vektorskog prostoraV, objekta uindVect,

ko�ltrirani vektorski prostorV � , objekt uproVect, i da se sparivanje proširuje do mor�zma u

indproVect. Ona je posljedica tvrdnji o dualnosti u kategorijipindproVect; ~b ; kqdokazanih u

odjeljku 5.3. Prisjetimo se da zaV u indVect vrijedi HomVect pV; kq � HomindVect pV; kq.
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Propozicija 9.4.1.Neka jeV objekt uindVect s �ltracijom ptVnunPI ; t � mn uq. Tada je na dualu

V � � HomVect pV; kqvektorskog prostoraV inducirana ko�ltracija

V �
n :� V � { AnihpVnq � p Vnq�

s veznim preslikavanjima

 nm :� p � mn q� : V �
m Ñ V �

n

i projekcijama� V �

n : V � Ñ V �
n koje su kanonska kvocijentna preslikavanja i time dual postaje

ko�ltrirani vektorski prostorV � , objekt uproVect. Uz to, sparivanjex; y: V b V � Ñ k u Vect

se proširuje do sparivanja

x; y: V ~b V � Ñ k

u indproVect.

Dokaz. U propoziciji 5.3.2 je dokazano da jeptV �
n unPI ; t  nm uqko�ltracija, a u propoziciji 5.3.3

da jeV � � limnPI V �
n . Dokazat́cemo da postoji proširenje sparivanja koristeći propoziciju 5.2.5

o proširenju preslikavanja uindproVect.

Sparivanjex; y: V b V � Ñ k poštuje �ltracije na domeni i kodomeni i ko�ltracije na

njihovim komponentama na sljedeći na�cin. Za svaku komponentuVn b V � �ltracije na domeni

postoji komponentak �ltracije na kodomeni i preslikavanjex; y1
n : Vn b V � Ñ k takvo da

gornji kvadrat na sljedécem dijagramu komutira i takvo da ono poštuje ko�ltracije na domeni i

kodomeni. Naime, svaka restrikcijaVn b V � ãÑ V b V � Ñ k je takva da gornji kvadrat komutira

i svaka takva restrikcija zaista poštuje ko�ltracije na domeni i kodomeni. Doka�imo drugu

tvrdnju. Za svaku komponentuk ko�ltracije kodomene preslikavanjax; y1
n postoji komponenta

ko�ltracije na domeniVn b V � (naime, to je komponentaVn b V �
n ) takva da postoji preslikavanje

med̄u njima za koje je donji kvadrat na sljedećem dijagramu komutativan (to je sparivanjeVn b

V �
n Ñ k).

V b V � k

Vn b V � k

Vn b V �
n k

x;y

x;y1
n

x;yn

Po propoziciji 5.2.5 o proširenju preslikavanja, slijedi da se to sparivanje proširuje do jedinstve-

nog mor�zma uindproVect

V ~b V � k

V b V � k
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i da su komponente tog mor�zma upotpunjenja navedenih preslikavanjax; y1
n .

V b V � V ~b V � k

Vn b V � Vn b̂ V � k

Vn b V �
n k

x;y

x;yn

Na dijagramu su kanonski mor�zmiV b V � ãÑ V ~b W i Vn b V � ãÑ Vn b̂ V � injekcije po

propozicijama 3.3.16 i 5.2.4.

Ko�ltraciju na dualuV � induciranu �ltracijom �ltriranog vektorskog prostoraV kao u pret-

hodnoj propoziciji zovemoko�ltracija dualna �ltraciji naV.

Propozicija 9.4.2. (i) Tenzorski produktC b̂ H u kategorijiproVect kona�cno-dimenzionalnog

vektorskog prostoraC i ko�ltriranog vektorskog prostoraH jednak je obi�cnom tenzorskom

produktuC b H uz istu ko�ltraciju.

(ii) Tenzorski produktR ~b H objekta uindVectFin i objekta uproVect jednak je obi�cnom

tenzorskom produktuR b H uz istu �ltraciju ko�ltracija.

Dokaz. (i) Ko�ltracija na C je trivijalna. Neka jeH � pt HnunPI ; t � mn uqko�ltracija od H ,

H � lim H . Ko�ltracija od C b̂ H dakle jeptC b HnunPI ; t idC b � mn uq. Neka jet e1; : : : ; enu

baza odC i t f � u� formalna baza odH . Svaki element odC b̂ H je vrijednost neke formalne

sume
°

k;� ak;� ek b f � , a njena vrijednost jednaka je vrijednosti formalne sume

e1 b p
¸

�

a1;� f � q � : : : � en b p
¸

�

an;� f � q:

Kona�cna suma jednostavnih tenzora je unutar obi�cnog tenzorskog produktaC b H . Dakle,

injekcijaC b H ãÑ C b̂ H je bijekcija.

(ii) Primjenom (i) na komponente �ltracije naR ~b H .

Propozicija 9.4.3.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebrapR; �; �; � ; �; SqupindVectFin; b ; kq.

Tada je njen dualR� unutrašnja Hopfova algebrapR� ; � � ; � � ; � � ; � � ; S� qupproVectFin; b̂ ; kq.
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Sparivanje je mor�zam u kategorijipindproVectFin; ~b ; kq, R ~b R� Ñ k.

� R : R b R Ñ R � R � : R� Ñ R� b̂ R�

� R : k Ñ R � R � : R� Ñ k

� R : R Ñ R b R � R � : R� b̂ R� Ñ R�

� R : R Ñ k � R � : k Ñ R�

SR : R Ñ R SR � : R� Ñ R�

x ; y: R b R� Ñ k

Dakle, sve su to objekti i mor�zmi upindproVect; ~b ; kq.

Dokaz. To je posljedica prethodne dvije propozicije, propozicije 5.3.5 o dualnosti monoidalnih

kategorijaindVectFin i proVectFin te samodualnosti aksioma Hopfove algebre.

9.5 Kanonski elementi i Luina formula

9.5.1 Heisenbergovo udvojenjeR� 7R zaR iz indVectFin

9.5.1. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin i neka jex; y: R ~b R� Ñ k kanon-

sko Hopfovo sparivanje izmēduR i njenog duala, unutrašnje Hopfove algebreR� u proVectFin.

Tada imamo sljedéce:

(i) Desno Hopfovo djelovanjež: R ~b R� Ñ R u indproVect:

ž : R ~b R� � R b idR � //R ~b R ~b R�
idR b � R;R �

//R ~b R� ~b R
x;yb idR //k ~b R //R

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano sr ž h � x rp1q; hyrp2q zar PR, h PR� .

(ii) Heisenbergovo udvojenjeR� 7R, algebra uz mno�enje uindproVect:

R� ~b R ~b R� ~b R

idR � b idR b � R � b idR

��
R� ~b R ~b R� ~b R� ~b R

idR � b � R;R � b idR � b idR

��
R� ~b R� ~b R ~b R� ~b R

� R � b žb idR

��
R� ~b k ~b R

��
R� ~b R
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u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano sh7r � h17r 1 � hh1
p1q7pr ž h1

p2qqr
1zah, h1 PH , r ,

r 1 PR, te1R � 7R � 1R � 71R :

(iii) Desno djelovanjež: R ~bpR� 7Rq Ñ R u indproVect

R ~b R� ~b R
žb idR //R ~b R

� R //R

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano sad ž ph7rq � p d ž hqr zad, r PR, h PR� .

Napomena 9.5.2.De�nirat ćemo sada neka linearna preslikavanja po propoziciji 9.2.1 kao u

napomeni 9.2.2. Desno djelovanjeR� 7R na R de�nira linearno preslikavanjeT1 : R� 7R Ñ

HomindproVect pR; Rq � HomindproVectFin pR; Rq � HomVect pR; Rq � : EndpRq. Iz prethodne

propozicije slijedi da je to preslikavanje

T1 : R� 7R Ñ EndpRq; T1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

pd ž h� qr �

antihomomor�zam unitalnih algebri. Suma na desnoj strani je formalna suma uR, dakle ima

najviše kona�cno mnogo sumanada razli�citih od nule.

Mor�zam R ~b R� b R
x ; yb idR //k ~b R //R de�nira linearno preslikavanje

S1 : R� ~b R Ñ EndpRq; S1p
¸

�

h� b r � qpdq �
¸

�

xd; h� yr �

To je standardno pridru�ivanjeR� b R Ñ EndpRq. Mno�enje naR� b R koje odgovara

kompoziciji operatora je:h b r � h1b r 1 � hxr; h1y b r 1.

Analogno de�niramo linearna preslikavanjaT2 i S2, kao u napomeni 9.2.2.

9.5.2 Upotpunjenje Heisenbergovog udvojenja

Neka jepR; � R ; � R ; � R ; � Rqunutrašnja Hopfova algebra uindVectFin. Ozna�cimo s
�
R Hopfovu

algebruR kojoj smo zaboravili �ltraciju,p
�
R; � R ; � R ; � R ; � Rqu pVect; b ; kq. Kako je �ltracija

na R� ~b
�
R u indproVect trivijalna, to je R� ~b

�
R jednakR� b̂

�
R u proVect. Taj ko�ltrirani

vektorski prostor

R� b̂
�
R

ozna�cavat ćemo još i saR� b̂ R (kad néce biti mogúcnosti zabune) i zvati gaupotpunjenje

Heisenbergovog udvojenja Hopfove algebreR.

Napomena 9.5.3.De�niramo T̂1 �
;; ;;
ž : R b pR� b̂

�
Rq Ñ

�
R kao kompoziciju

;; ;;
ž : R ~b R� ~b

�
R

žb idR //R ~b
�
R

� R;
�
R //

�
R
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mor�zama uindproVect: djelovanjaž: R ~b R� Ñ R i mno�enja � R;
�
R : R ~b

�
R Ñ

�
R, za koje

se lako vidi da je mor�zam uindVect. Po propoziciji 9.2.1, ono de�nira linearno preslikavanje

T̂1 : R� b̂ R Ñ EndpRq

T̂1p
¸

�

f � b E � qpYq �
¸

�

pY ž f � qE � PR

Vrijedi HomindVect pR;
�
Rq � HomVect p�

R;
�
Rq � HomindVectFin pR; Rq i zbog toga smo kodo-

menu ozna�cili jednostavno sEndpRq. Mor�zam
;; ;;
ž nije djelovanje jer nije mogúce de�nirati

mno�enje na upotpunjenju Heisenbergovog udvojenja koje bi bilo mor�zam u kategoriji. Mo-

�emo ra�cunati

Y
;; ;;
ž p

¸

�

f � b E � q �
¸

�

pY ž f � qE � PR

za formalnu sumu
°

� f � b E � u R� b̂
�
R. Sume na desnoj strani su formalne sume uR, dakle

imaju najviše kona�cno mnogo pribrojnika razli�citih od0.

Mor�zam Ŝ1 : R b pR� b̂
�
Rq Ñ

�
R u indproVect de�niran kompozicijom:

R ~b R� ~b
�
R

x ; yb idR //k ~b
�
R //

�
R

po istoj propoziciji odrēduje linearno preslikavanje

Ŝ1 : R� b̂ R Ñ EndpRq

Ŝ1p
¸

�

f � b E � q: Y ÞÑ
¸

�

xY; f � yE � PR

Dakle, analogoni preslikavanjaT1 i S1 postoje�cak i ako proširimoR� b R do R� b̂ R. Još

ćemo provjeriti da isto vrijedi i zâT2 i Ŝ2, analogoneT2 i S2.

Mor�zam T̂2 u indproVect dan kompozicijom

R ~b R ~b R� ~b R� ~b
�
R

idR ~b � R;R � ~b idR � ~b id
�
R //R ~b R� ~b R ~b R� ~b

�
R ž ~b

;; ;;
ž //R ~b

�
R

� R;
�
R //

�
R

na jednostavnim tenzorima jêT2 : d b d1 b h b h1 b r ÞÑ pd ž hqpd1 ž h1qr i de�nira linearno

preslikavanje

T̂2 : R� b̂ R� b̂
�
R Ñ HompR b R; Rq;

T̂2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr � PR:

Ovdje vrijediHomindVect pR b R;
�
Rq � HomVect pR b R; Rq � HomindVectFin pR b R; Rqpa smo

kodomenu jednostavno ozna�cili s HompR b R; Rq.

Mor�zam Ŝ2 u indproVect dan kompozicijom

R ~b R ~b R� ~b R� ~b
�
R

idR ~b � R;R � ~b idR � ~b id
�
R //R ~b R� ~b R ~b R� ~b

�
R

x ; y ~bx ; y ~b id
�
R //k ~b

�
R //

�
R
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na jednostavnim tenzorima jêS2 : d b d1 b h b h1 b r ÞÑ xd; hy xd1; h1yr i de�nira linearno

preslikavanje

Ŝ2 : R� b̂ R� b̂
�
R Ñ HompR b R; Rq;

Ŝ2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr � :

Sva preslikavanja iz napomene 9.2.2 su restrikcije odgovarajućih preslikavanja u ovoj napo-

meni. Naprimjer,T2 je restrikcija odT̂2, T2 je restrikcijaT̂2 i sli �cno.

R b R b ppR� b̂ R� qb̂
�
Rq

�
R

R b R b ppR� b̂ R� q b Rq R

T̂2

T2

idR b R ~b idR � b̂ R � ~b idR idR

9.5.3 Dualne baze

U 4.3.1 je de�nirana �ltrirana baza uindVect, u 4.3.2 je dokazano da svaki �ltrirani vektorski

prostor posjeduje �ltriranu bazu. U 3.3.1 je de�nirana formalna suma uproVect, u 3.3.9 for-

malna baza uproVect, a u 3.3.13 je dokazano da svaki ko�ltrirani vektorski prostor posjeduje

formalnu bazu. U 5.4.1 je de�nirana formalna suma uindproVect.

U sljedécoj propoziciji je klju�cno daR bude �ltrirana kona�cno-dimenzionalnim komponen-

tama.

Propozicija 9.5.4. NekaR objekt uindVectFin i neka jepD � q� PA �ltrirana baza od R. Ozna-

�cimo za svaki� PA sae� PR� funkcional naR takav da je za svaki� PA

xD � ; e� y :� e� pD � q � � �� :

Tada je taj dualni skup funkcionalape� q� PA formalna baza odR� kao objekta uproVectFin,

pri �cemu naR� podrazumijevamo ko�ltraciju dualnu �ltraciji naR.

Dokaz. Neka sut RnunPI komponente �ltracije odR. SkupB :� t D � | � P Au je �ltrirana

baza odR, dakle postoji ko�nalan usmjeren skupK u I takav da je praslika

Bk :� p �R
k q� 1pBq � : t D � | � PAku

baza kona�cno-dimenzionalne komponenteRk , za svakik PK . Ozna�cimo sB � :� t e� | � PAu

dualni skup funkcionala iz iskaza propozicije. Budući da jeKer � R �

k � AnihpRkqza svakik,

to za svakik PK vrijedi

B �
k :� � R �

k pB � zKerp� R �

k qq � t e� � AnihpRkq |e� RAnihpRkqu � t e� � AnihpRkq | � PAku:
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Za svakin P I sljedéci je dijagram komutativan:

R ~b R� k

Rn b R� k

Rn b R� { AnihpRnq k

x;y

x;y

x;y

gdje je �ltrirajuća komponentaRn b̂ R� jednakaRn b R� jer je Rn kona�cno-dimenzionalan,

po propoziciji 9.4.2. SparivanjeRn b R� { AnihpRnq Ñ k u zadnjem retku zadano je saxr; h �

AnihpRnqy:� x r; hy i o�cito je ono dobro de�nirano i nedegenerirano sparivanje.

Za k P K , D � P Bk , e� P B �
k , vrijedi xD � ; e� � AnihpRkqy � x D � ; e� y � � �� , dakleB �

k

�cine dualni skup funkcionala za bazuBk vektorskog prostoraRk . Budúci da jeRk kona�cno-

dimenzionalan, vektorski prostoriRk i R� { AnihpRkq � R�
k su jednake (kona�cne) dimenzije,

pa je taj dualni skup funkcionala baza odR� { AnihpRkq.

9.5.5. Neka jeR �ltrirani vektorski prostor, objekt uindVect. Sa
�
R je ozna�cen isti vektorski

prostor sa zaboravljenom �ltracijom,
�
R je objekt uVect.

Korolar 9.5.6. Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR� njegov dual, objekt uproVectFin.

Neka jepe� q� formalna baza odR� dualna �ltriranoj bazi pD � q� od R. Tada jepe� b D � q�;�

formalna baza odR� b̂
�
R � R� ~b

�
R u proVect.

Dokaz. Tvrdnja lako slijedi jer jepD � q� formalna baza trivijalno ko�ltriranog vektorskog pros-

tora
�
R, a prethodno je dokazano u propoziciji 3.3.14 da je tadape� b D � q�;� formalna baza

tenzorskog produkta tih ko�ltriranih vektorskih prostora.

9.5.4 Kanonski elementiK i L

Propozicija 9.5.7.Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR� njegov dual, objekt uproVectFin.

Neka jepe� q� formalna baza odR� dualna �ltriranoj bazi pD � q� od R. Tada je izraz
°

� e�

formalna suma uR� i kanonski element
¸

�

e� b D �

je formalna suma u ko�ltriranom vektorskom prostoruR� b̂
�
R � R� ~b

�
R. Nadalje, za kanonski

element vrijedi:

Ŝ1p
¸

�

e� b D � qpYq �
¸

�

xY; e� yD � � Y

za svakiY PR.
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Dokaz. (i) Postoji ko�nalan podskupK indeksnog skupaI za koji se formalna baza odR�

projicira u baze komponentiR�
k zak PK , tako da se svi elementi osim onih koji se preslikaju u

elemente baze preslikaju u0. Budúci da je za svakik komponentaR�
k kona�cno-dimenzionalna,

to se projekcijom� R �

k : R� Ñ R�
k svi osim kona�cno mnogo elemenata bazet e� u� preslikaju u0.

Projekcija� R � b̂
�
R

k na komponentuR�
k b R se na jednostavnim tenzorima podudara sa� R �

k b idR ,

pa iz prethodnog vidimo da se za svakik svi osim kona�cno mnogo sumanadae� b D � preslikaju

u 0. Time je dokazano da su dani izrazi formalne sume.

(ii) Podsjetimo se da je zaR iz indVect formalna suma uR isto što i formalna suma u
�
R:

to su sume s kona�cno mnogo pribrojnika razli�citih od 0. ElementY P R mo�emo zapisati u

�ltriranoj bazi od R kao formalnu (s kona�cno mnogo pribrojnika razli�citih od0) sumu
°

� y� D � .

SparivanjeR ~b R� Ñ k distribuira po formalnim sumama pa jexY; e� y �
°

� y� xD � ; e� y �

y� : Dakle,
°

� xY; e� yD � je formalna suma uR jednaka formalnoj sumi
°

� y� D � i njena je

vrijednostY.

Propozicija 9.5.8.Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR� njegov dual, objekt uproVectFin.

Neka jepe� q� formalna baza odR� dualna �ltriranoj bazi pD � q� od R. Neka je� P EndpRq.

Za kanonski element
°

� e� b D � u R� b̂
�
R tada vrijedi da je

°
� e� b � pD � qformalna suma u

R� b̂
�
R i

Ŝ1p
¸

�

e� b � pD � qqpYq �
¸

�

xY; e� y� pD � q � � pYq

za svakiY PR. Dakle za linearno preslikavanje

K : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Kp� q �

¸

�

e� b � pD � q

vrijedi

Ŝ1 � K � idEndpRq

Dokaz. Mor�zam idR � ~b � : R� ~b
�
R Ñ R� ~b

�
R distribuira po formalnim sumama, pa je, bu-

dući da je kanonski element formalna suma, njegova slika
°

� e� b � pD � q takod̄er formalna

suma. Po prethodnoj propoziciji znamo da je
°

� xY; e� yD � formalna suma uR vrijednostiY .

Mor�zam � : R Ñ R distribuira po formalnim sumama uR pa je
°

� xY; e� y� pD � q formalna

suma i vrijedi:

� pYq � � p
¸

�

xY; e� yD � q �
¸

�

xY; e� y� pD � q:

Propozicija 9.5.9. Ŝ1 i Ŝ2 su injekcije.

Dokaz. Dokaz analogan dokazu u propoziciji 9.3.2, vidi napomenu 9.3.3.
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Napomena 9.5.10.Dakle, linearna preslikavanja

Ŝ1 : R� b̂
�
R Ñ EndpRq; Ŝ1p

¸

�

f � b E � q: Y ÞÑ
¸

�

xY; f � yE � PR

K : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Kp� q �

¸

�

e� b � pD � q

su mēdusobno inverzne bijekcije, po prethodne dvije propozicije. Kanonskom elementu je pri-

dru�ena identiteta i iz injektivnosti odS1 zaklju�cujemo da kanonski element ne ovisi o odabiru

�ltrirane baze odR. To opravdava naziv kanonski element. Takod̄er zaklju�cujemo da vrijednost

formalne sume
°

� e� b � pD � qne ovisi o izboru �ltrirane baze odR.

Propozicija 9.5.11.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipo-

dom. Za� PEndpRq � HomVect p�
R;

�
Rqde�niramo

Lp� q �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q:

To je formalna suma uR� b̂
�
R � R� ~b

�
R. L je dakle linearno preslikavanje

L : EndpRq Ñ R� b̂
�
R:

Dokaz. Kanonski element
°

� e� b D � je formalna suma uR� ~b
�
R, pa je

¸

�;�

e� b D � b e� b D �

formalna suma uR� ~b
�
R ~b R� ~b

�
R �cija je vrijednost jednaka tenzorskom produktu dva ka-

nonska elementa
°

� e� b D � i
°

� e� b D � po lemi 5.4.7 o ra�cunanju s formalnim sumama.

Preslikavanja�
�
R;R � , S� 1

R � i � :
�
R Ñ

�
R su mor�zmi u proVect, pa je i

¸

�;�

e� b S� 1pe� qbD � b � pD � q

formalna suma uR� ~b R� ~b
�
R ~b

�
R. Dalje, preslikavanja� R � : R� ~b R� Ñ R� i �

�
R :

�
R ~b

�
R Ñ

�
R su mor�zmi u proVect pa je i

¸

�;�

e� S� 1pe� qbD � � pD � q

formalna suma uR� ~b
�
R.

Propozicija 9.5.12.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipo-

dom. Tada za svakiY PR i svaki� PEndpRqvrijedi

T̂1pLp� qqpYq � Y
;; ;;
ž Lp� q � � pYq:
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Dakle za linearno preslikavanje

L : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Lp� q �

¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q

vrijedi

T̂1 � L � idEndpRq:

Dokaz. Slijedi ra�cun s formalnim sumama kojiće biti opravdan nakon njega.

Y
;; ;;
ž Lp� q � Y

;; ;;
ž

� °
�;� e� S� 1pe� q b D � � pD � q

�
� (i)

�
°

�;�

�
Y ž pe� S� 1pe� qq

�
D � � pD � q � (ii)

�
°

�;�

� °
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3q

�
D � � pD � q �

�
°

�;�

� °
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3qD � � pD � q

�
� (iii)

�
° °

�;� xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3qD � � pD � q � (iv)

�
° °

� Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � p
°

� xYp1q; e� y� pD � qq �

�
° °

� Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � � pYp1qq � (v)

�
°

Yp3q

� °
� xS� 1pYp2qq; e� yD �

�
� pYp1qq �

�
°

Yp3qS� 1pYp2qq� pYp1qq �

�
°

� pYp2qq� pYp1qq �

� � pYq

Dokaz korektnosti ra�cuna s formalnim sumama.

(i) Prije je pokazano da jeLp� qformalna suma uR� ~b
�
R i da je preslikavanje

;; ;;
ž : R ~bpR� ~b

�
Rq Ñ

�
R

mor�zam ko�ltriranih vektorskih prostora, pa distribuira po formalnim sumama.

(ii) Suma
°

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3q je formalna suma za svaki� , � jer je nastala od

formalne (kona�cne) sume
¸

Yp1q b Yp2q b Yp3q b e� b e�

mor�zmom u indproVect. Mno�enje distribuira po formalnim sumama pa je i sljedeća

suma formalna
¸

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3qD � � pD � q

(iii) Sljedeći izraz je formalna suma uR ~b R ~b R ~b R� ~b
�
R ~b R� ~b

�
R:

¸ ¸

�;�

Yp1q b Yp2q b Yp3q b e� b D � b e� b D �
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jer je ona tenzorski produkt formalnih suma:

p
¸

Yp1q b Yp2q b Yp3qq b p
¸

�

e� b D � q b p
¸

�

e� b D � q

pa je i sljedéci izraz formalna suma jer je nastao mor�zmom uindproVect od nje:

¸ ¸

�;�

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3qD � � pD � q

Grupiranjem sumanada te formalne sume dobije se prethodna formalna suma u ra�cunu:

¸

�;�

� ¸
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyYp3qD � � pD � q

�

(iv)
¸ ¸

�;�

Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � xYp1q; e� y� pD � q

Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:

¸ ¸

�

� ¸

�

Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � xYp1q; e� y� pD � q
�

Unutrašnja suma
°

� xYp1q; e� y� pD � qje formalna suma i mno�enje distribuira po formal-

nim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:

¸ ¸

�

Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD �

� ¸

�

xYp1q; e� y� pD � q
�

a to je
¸ ¸

�

Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � � pYp1qq

(v) Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:

¸ � ¸

�

Yp3qxS� 1pYp2qq; e� yD � � pYp1qq
�

Unutrašnja suma
°

� xS� 1pYp2qq; e� yD � je formalna suma i mno�enje distribuira po for-

malnim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:

¸
Yp3q

� ¸

�

xS� 1pYp2qq; e� yD �

�
� pYp1qq

a to je
¸

Yp3qS� 1pYp2qq� pYp1qq
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Ukratko,
°

� e� b D � je formalna suma uR� ~b
�
R,

°
Yp1q b Yp2q b Yp3q je formalna (ko-

na�cna) suma uR ~b R ~b R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedeća pres-

likavanja su mor�zmi uindproVect:
;; ;;
ž : R ~bpR� ~b

�
Rq Ñ

�
R, � :

�
R Ñ

�
R, S� 1 : R� Ñ R� ,

� R � : R� b̂ R� Ñ R� , x; y: R ~b R� Ñ k, � R;
�
R : Rb

�
R Ñ

�
R, � R : Rb R Ñ R, �

�
R :

�
Rb

�
R Ñ

�
R,

pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja mor�zmi uindproVect. Sve sume

koje se pojavljuju u ra�cunu mogu se dobiti iz tenzorskog produkta navedenih formalnih suma

primjenom navedenih mor�zama i njihovih tenzorskih produkata pa slijedi da su one formalne

sume. U ra�cunu se koristi distributivnost
;; ;;
ž i � R po formalnim sumama.

Propozicija 9.5.13.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipo-

dom. Tada za svakiY PR i svaki� PEndpRqvrijedi

Ŝ1pLp� qqpYq � S� 1pYp2qq� pYp1qq:

Nadalje, linearno preslikavanje

Ŝ1 � L : EndpRq Ñ EndpRq; Ŝ1pLp� qq: Y ÞÑS� 1pYp2qq� pYp1qq

ima inverzno preslikavanje

U1 : EndpRq Ñ EndpRq; U1p q: Z ÞÑZp2q pZp1qq:

Dokaz. Po de�niciji Lp� qimamo

Ŝ1pLp� qqpYq: Y ÞÑ
¸

�;�

xY; e� S� 1pe� qyD � � pD � q

Ra�cunamo:
Y ÞÑ

°
�;� xY; e� S� 1pe� qyD � � pD � q � (i)

�
°

�;�

� °
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qy

�
D � � pD � q� (ii)

�
° °

�;�

�
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyD � � pD � q

�
� (iii)

�
°

p
°

� xYp2q; S� 1pe� qyD � qp
°

� xYp1q; e� y� pD � qq � (iv)

�
°

p
°

� xS� 1pYp2qq; e� yD � q� p
°

� xYp1q; e� yD � q �

�
°

S� 1pYp2qq� pYp1qq

Dokaz opravdanosti ra�cuna s formalnim sumama:

(i) Za svaki� i � je suma
¸

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qy

kona�cna suma jednakaxY; e� S� 1pe� qy.
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(ii) Suma
¸ ¸

�;�

Yp1q b Yp2q b e� b S� 1pe� q b D � b � pD � q

je formalna suma uR ~b R ~b R� ~b R� ~b
�
R ~b

�
R pa je i

¸ ¸

�;�

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe� qyD � � pD � q

formalna suma u
�
R jer je slika po mor�zmu uindproVect.

(iii) Sume
°

� xYp2q; S� 1pe� qyD � i
°

� xYp1q; e� y� pD � qsu za svakiYp1q b Yp2q formalne sume

u
�
R, pa je kona�cna suma njihovih umno�aka

¸
p
¸

�

xYp2q; S� 1pe� qyD � qp
¸

�

xYp1q; e� y� pD � qq

formalna suma u
�
R. Tenzorski produkt formalnih suma je za svakiYp1q b Yp2q

p
¸

�

xYp2q; S� 1pe� qyD � q b p
¸

�

xYp1q; e� y� pD � qq

formalna suma u
�
R ~b

�
R jednake vrijednosti kao

¸

�;�

xYp2q; S� 1pe� qyD � b xYp1q; e� y� pD � q;

a mno�enje distribuira po formalnim sumama pa je sljedeća suma jednake vrijednosti kao

prethodna:
¸ ¸

�;�

xYp2q; S� 1pe� qyD � xYp1q; e� y� pD � q:

(iv) � :
�
R Ñ

�
R je mor�zam uindproVect pa distribuira po formalnim sumama.

Ukratko,
°

� e� b D � je formalna suma uR� ~b
�
R,

°
Yp1q b Yp2q je formalna (kona�cna) suma u

R ~b R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedeća preslikavanja su mor�zmi u

indproVect pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja mor�zmi uindproVect:

S� 1 : R� Ñ R� , � R � : R� b̂ R� Ñ R� , x; y: Rb R� Ñ k, � R;
�
R : Rb

�
R Ñ

�
R, �

�
R : Rb R Ñ R,

� R :
�
R b

�
R Ñ

�
R. Sve sume u ra�cunu mogu se dobiti iz tenzorskih produkata navedenih formal-

nih suma primjenom navedenih mor�zama uindproVect i njihovih tenzorskih produkata, dakle,

one su formalne sume. U ra�cunu se koristi i distributivnost po formalnim sumama mor�zama u

indproVect.

Sada dokazujemo da jeU1 inverzno preslikavanje od̂S1 � L , to jest

pŜ1 � Lq � U1 � idEndpRq � U1 � pŜ1 � Lq:
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Za

 :� p Ŝ1 � Lqp� q: Y ÞÑ
¸

S� 1pYp2qq� pYp1qq

imamo

U1p qpZq �
¸

Zp2q pZp1qq �
¸

Zp3qS� 1pZp2qq� pZp1qq �
¸

� pZp2qq� pZp1qq � � pZq:

Sli�cno za

� :� Up q: Z ÞÑ
¸

Zp2q pZp1qq

imamo

pŜ1� Lqp� qpYq �
¸

S� 1pYp2qq� pYp1qq �
¸

S� 1pYp3qqYp2q pYp1qq �
¸

� pYp2qq pYp1qq �  pYq:

Korolar 9.5.14. PreslikavanjeL je bijekcija. PreslikavanjaT̂1 i L su mēdusobno inverzne

bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji jêS1 � L bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 jêS1 injekcija, dakle

Ŝ1 je bijekcija, pa je iL bijekcija. Po propoziciji 9.5.12 jêT1 � L � idEndpRq pa iz prethodnog

slijedi da suT̂1 i L med̄usobno inverzne bijekcije.

Napomena 9.5.15.Linearna preslikavanja

T̂1 : R� b̂
�
R Ñ EndpRq; T̂1p

¸

�

f � b E � q: Y ÞÑ
¸

�

pY ž f � qE �

L : EndpRq Ñ R� b̂
�
R; Lp� q �

¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � � pD � q

su dakle mēdusobno inverzne bijekcije. Iz injektivnosti tada slijedi daLp� qne ovisi o izboru

�ltrirane baze odR. Element koji se preslikava u identitetu je tada kanonski element za
;; ;;
ž

LpidRq �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � D � :

Posljedica bijektivnosti je da kompozicija endomor�zama� : EndpRqbEndpRq Ñ EndpRq

de�nira suprotno mno�enje elemenata

pR� b̂ Rq b pR� b̂ Rq Ñ pR� b̂ Rq

koje se na vektorskom potprostoruR� b R podudara s mno�enjem u poludirektnom produktu

R� 7R.
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Napomena 9.5.16.Ne mo�emo de�nirati mno�enje naR� b̂ R u kategorijiproVect jer nije

de�nirano upotpunjenjež:
�
R ~b R� Ñ

�
R djelovanja ni upotpunjenjex; y:

�
R ~b R� Ñ k spari-

vanja. Naprimjer,
°

� xD � ; e� y � 8 �cim R nije kona�cne dimenzije.

R� ~b
�
R ~b R� ~b

�
R

idR � b idR b � R � b idR

��
R� ~b

�
R ~b R� ~b R� ~b

�
R

idR � b � R;R � b idR � b idR

��
R� ~b R� ~b

�
R ~b R� ~b

�
R

� R � b žb idR nije de�nirano
��

R� ~b k ~b
�
R

��
R� ~b

�
R

9.5.5 Dvostruki kanonski elementM

Sli�cno kao prethodne dvije propozicije doka�e se sljedeća propozicija.

Propozicija 9.5.17.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipo-

dom. De�niramo linearno preslikavanje

M : HompR b R; Rq Ñ R� b̂ R� b̂
�
R

M p� q �
¸

�;�;;�

e� S� 1pe q b e� S� 1pe� q b D � D  � pD � b D � q

Za linearna preslikavanjâT2, Ŝ2 : R� b̂ R� b̂
�
R Ñ HompR b R; Rq de�nirana u napomeni

9.5.3

T̂2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

pd ž h� qpd1ž h1
� qr �

Ŝ2p
¸

�

h� b h1
� b r � q: d b d1 ÞÑ

¸

�

xd; h� y xd1; h1
� yr �

vrijedi

T̂2 � M � idHompRb R;R q

pŜ2 � M qp� qpY b Zq � S� 1pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq

i Ŝ2 � M ima inverzno preslikavanje

U2 : HompR b R; Rq Ñ HompR b R; Rq

U2p q: Y b Z ÞÑYp2qZp2q pYp1q b Zp1qq:
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Dokaz. Dokazujemo

T̂2 � M � idHompRb R;R q:

Izraz

M p� q �
¸

�;�;;�

e� S� 1pe q b e� S� 1pe� q b D � D  � pD � b D � q

je formalna suma jer je nastala od kanonskih elemenata
°

� e� b D � P R� b̂
�
R tenzoriranjem

u indproVect i primjenom mor�zama�
�
R;R � , � R � ;R � , �

�
R;

�
R , S� 1

R � , � R � , te mor�zama� R;
�
R : R b

�
R Ñ

�
R, �

�
R :

�
R b

�
R Ñ

�
R i � :

�
R b

�
R Ñ

�
R u indproVect. Sljedéca suma je formalna zbog

svojstva preslikavanjâT2.
¸

�;�;;�

�
Y ž pe� S� 1pe qq

��
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q �

�
¸

�;�;;�

� ¸
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe qyYp3q

��
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q �

Unutrašnja suma u sljedećem izrazu je formalna jer je nastala iz sumanda prethodne formalne

sume (koji je umno�ak formalne sume, elementa izR i elementa iz
�
R) primjenom mno�enja

� R : R b R Ñ R i � R;
�
R : R b

�
R Ñ

�
R koja su mor�zmi uindproVect. Vanjske formalne sume

su dakle iste vrijednosti.

�
¸

�;�;;�

� ¸
xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q

	
� p iq

Sljedéca suma (ii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata
°

� e� b

D � P R� b̂
�
R i kona�cne sume

°
Yp1q b Yp2q b Yp3q primjenom simetrizatora, zatimS� 1

R � , � R � ,

te mor�zamax; y: R b R� Ñ k, ž: R b R� Ñ R, � :
�
R b

�
R Ñ

�
R, � R;

�
R : R b

�
R Ñ

�
R

i �
�
R :

�
R b

�
R Ñ

�
R u indproVect. Jednake je vrijednosti kao prethodna jer prethodna iz nje

nastaje grupiranjem sumanada.

pii q �
¸ ¸

�;�;;�

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q � p iq

Grupiranjem sumanada iz te dobivamo sljedeću formalnu sumu.

pii q �
¸ ¸

�;;�

� ¸

�

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q

	
� p iii q

Sljedéca suma (iv) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata
°

� e� b

D � P R� b̂
�
R i kona�cne sume

°
Yp1q b Yp2q b Yp3q primjenom simetrizatora, zatimS� 1

R � , � R � ,

te mor�zamax; y: R b R� Ñ k, ž: R b R� Ñ R, � :
�
R b

�
R Ñ

�
R, � R;

�
R : R b

�
R Ñ

�
R i

�
�
R :

�
R b

�
R Ñ

�
R u indproVect.

pivq �
¸ ¸

�;;�

xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pYp1q b D � q �
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i zatim, jer je mor�zam� je mor�zam uindproVect, vrijedi:

�
¸ ¸

�;;�

xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pp

¸

�

xYp1q; e� yD � q b D � q �

�
¸ ¸

�;;�

xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D 

� ¸

�

xYp1q; e� y� pD � b D � q
�

�

iz �cega primjenom mno�enja� R;
�
R i �

�
R unutar sumanada dobivamo formalnu sumu (iii):

�
¸ ¸

�;;�

� ¸

�

xYp1q; e� y xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pD � b D � q

	
� p iii q

Dalje, iz formalne sume (iv)

pivq �
¸ ¸

�;;�

xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pYp1q b D � q �

grupiranjem dobivamo

�
¸ ¸

�;�

� ¸



xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pYp1q b D � q

	
� p vq

Sljedéca suma (vi) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta formalnih suma (kao gore)

primjenom simetrizatora i mor�zamaS� 1
R � , S� 1

R , � R � , ž, � , � R , � R;
�
R , �

�
R u indproVect.

pviq �
¸ ¸

�;�

Yp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q �

�
¸ ¸

�;�

Yp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D �

� ¸



xYp2q; S� 1pe qyD 

�
� pYp1q b D � q �

što je primjenom mno�enja�
�
R unutar sumanda jednako formalnoj sumi (v):

�
¸ ¸

�;�

� ¸



xYp2q; S� 1pe qyYp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � D  � pYp1q b D � q

	
� p vq

Dalje se postupak zaZ provede sli�cno kao zaY. Sljedéca suma (vi) je formalna jer je nastala iz

tenzorskog produkta kanonskih elemenata i kona�cne sume primjenom mor�zama uindproVect

sli�cno kao gore.

pviq �
¸ ¸

�;�

Yp3q

�
Z ž pe� S� 1pe� qq

�
D � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q �

�
¸ ¸

�;�

Yp3q

� ¸
xZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3q

�
D � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q �

Mno�enjem unutar sumanda nastaje

�
¸ ¸

�;�

� ¸
Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q

	
� p vii q
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Sljedéca suma je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata i kona�cnih

suma primjenom mor�zama uindproVect sli�cno kao gore.

pviii q �
¸ ¸ ¸

�;�

Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q �

Grupiranjem sumanada dobivamo prethodnu sumu:

�
¸ ¸

�;�

� ¸
Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q

	
� p vii q

Grupiranjem sumanada iz formalne sume (viii) dobivamo:

pviii q �
¸ ¸ ¸

�;�

Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q �

�
¸ ¸ ¸

�

� ¸

�

Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q
	

� p ix q

Sljedéca suma (x) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskog elementa i ko-

na�cnih suma primjenom mor�zama uindproVect sli�cno kao gore.

pxq �
¸ ¸ ¸

�

Yp3qxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

što je, jer je� mor�zam u indproVect, jednako

�
¸ ¸ ¸

�

Yp3qxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq
� ¸

�

xZp1q; e� y� pYp1q b D � q
�

�

iz �cega se mno�enjem unutar sumanda dobiva formalna suma

�
¸ ¸ ¸

�

� ¸

�

Yp3qxZp1q; e� yxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b D � q
	

� p ix q

Grupiranjem sumanada formalne sume (x) imamo

pxq �
¸ ¸ ¸

�

Yp3qxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

�
¸ ¸ � ¸

�

Yp3qxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq
	

� p xi q

Sljedéca suma (xii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kona�cnih suma primjenom

mor�zama uindproVect sli�cno kao gore.

pxii q �
¸ ¸

Yp3qZp3qS� 1pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

�
¸ ¸

Yp3qZp3q

� ¸

�

xZp2q; S� 1pe� qyD �

�
S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �
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što je mno�enjem unutar sumanda jednako

�
¸ ¸ � ¸

�

Yp3qxZp2q; S� 1pe� qyZp3qD � S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq
	

� p xi q

Dalje su sume kona�cne i ra�cunamo

pxii q �
¸ ¸

Yp3qZp3qS� 1pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

�
¸ ¸

Yp3q

� ¸
Zp3qS� 1pZp2qq

�
S� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

�
¸ ¸

Yp3q� pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq �

�
¸

p
¸

Yp3qS� 1pYp2qqq� pYp1q b p
¸

� pZp2qqZp1qqq �

�
¸

� pYp2qq� pYp1q b Zq �

� � pp
¸

� pYp2qqYp1qq b Zq �

� � pY b Zq

Dokazali smo da vrijedi

T̂2 � M � idHompRb R;R q:

Sli�cnim zaklju�civanjem mo�e se pokazati da vrijedi

¸

�;�;;�

xY; e� S� 1pe qy xZ; e� S� 1pe� qyD � D  � pD � b D � q � S� 1pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq

to jest

pŜ2 � M qp� qpY b Zq � S� 1pZp2qqS� 1pYp2qq� pYp1q b Zp1qq:

Na kraju se lako provjeri da je

U2 � pŜ2 � M q � idHompRb R;R q

pŜ2 � M q � U2 � idHompRb R;R q:

Korolar 9.5.18. PreslikavanjeM je bijekcija. PreslikavanjaM i T̂2 su mēdusobno inverzne

bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propozicijîS2 � M je bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 jêS2 injekcija,

dakleŜ2 je bijekcija, pa je iM bijekcija. Iz T̂2 � M � idHompRb R;R q tada slijedi da suM i T̂2

med̄usobno inverzne bijekcije.
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Napomena 9.5.19.Dakle, ako jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin, onda jeR�

unutrašnja Hopfova algebra uproVectFin i x; y: R b R� Ñ k je nedegenerirano Hopfovo

sparivanje uindproVectFin. Sva preslikavanjaS1, S2, T1, T2 su injekcije, kao restrikcije bi-

jekcija Ŝ1, Ŝ2, T̂1, T̂2, bez dodatnih uvjeta na Hopfovu algebruR osim bijektivnosti antipoda.

Po teoremu 9.3.10 dakle, za unutrašnju Hopfovu algebruR u indVectFin s bijektivnim anti-

podom vrijedi:R je pleteni�casto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra

nadR� u indproVect ako i samo ako postoji mor�zam� : R Ñ R� 7R u indproVect za koji je

Z ž � pYq � Y Z, za sveY, Z PR. Pitamo se za koje Hopfove algebreR postoji takav� .

Već znamo da jeL : EndpRq Ñ R� b̂
�
R bijekcija i da vrijediZ

;; ;;
ž Lp� q � � pZq, pa takav

� postoji to�cno onda kad: postoji korestrikcija naR� b R preslikavanja

R Ñ EndpRq Ñ R� b̂ R; Y ÞÑ� Y ÞÑLp� Y q; gdje je� Y : Z ÞÑY Z

i ona je mor�zam uindproVect. Pogledajmo kada to�cnoR ima to svojstvo.

9.5.6 Luina formula

Propozicija 9.5.20.Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra uindVectFin s bijektivnim antipo-

dom. Ozna�cimo zaY PR sa� Y PEnd R mno�enje slijeva sY, � Y pZq � Y Z i de�niramo

LupYq:� Lp� Y q �
¸

�;�

e� S� 1pe� q b D � Y D� :

Tada jeLu: R Ñ R� b̂
�
R mor�zam uindproVect i moguće ga je korestringirati naR� ~b R do

mor�zma� : R Ñ R� ~b R u indproVect ako i samo ako je za svakiY PR preslikavanje

Ŝ1pLupYqq � Ŝ1pLp� Y qq: Z ÞÑ
¸

S� 1pZp2qqY Zp1q

kona�cnog ranga.

Dokaz. Lako se vidi da jeLu mor�zam u indproVect, jer je ono kompozicija mor�zama u

indproVect. Prvo zamijetimo da vrijede sljedeće jednakosti vektorskih prostora:R� ~b
�
R �

R� b̂
�
R, te R� ~b R � R� b R jer zbog kona�cne dimenzionalnosti �ltrirajúcih komponentiRn

od R vrijedi R� b̂ Rn � R� b Rn . U dokazućemo katkad pisati jedan, katkad drugi tenzorski

produkt.

Slika preslikavanjaLu je unutarR� ~b R � R� b R i korestrikcijaR Ñ R� ~b R je mor�zam

u indproVect ako i samo ako za svaku �ltrirajúcu komponentuRn od R postoji �ltriraju ća

komponentaRm odR takva da je

LupRnq „ R� b Rm :
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