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Saµzetak

U ovoj disertaciji izloµzeno je istraµzivanje iz podruµcja teorije dizajna. Pri

konstrukciji dizajna koristimo permutacijske grupe za koje pretpostavljamo

da djeluju tranzitivno po toµckama i blokovima traµzenog dizajna. Istraµzujemo

posebno one dizajne koji imaju grupu automor�zama koja djeluje tranzitivno

po incidencijama. Elementarna podjela tranzitivnih grupa je na primitivne i

imprimitivne pa s obzirom na djelovanje po toµckama razlikujemo primitivne

i imprimitivne dizajne s obzirom na danu grupu automor�zama. U radu

su konstruirani i popisani svi primitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

koji imaju do 30 toµcaka.

Nadalje, me�u imprimitivnim dizajnima, potraµzeni su oni simetriµcni i

tranzitivni po incidencijama kojima je parametar � manji ili jednak 10.

Kljuµcni teorem u toj potrazi dali su Praeger i Zhou u [18] pri µcemu su

ograniµcili izbor parametara takvih dizajna. U ovom radu istraµzivani su dosad

neistraµzeni sluµcajevi. Za dani imprimitivni dizajn i sustav imprimitivnosti

grupe automor�zama de�niramo kvocijentni dizajn te poddizajn s obzirom

na blok imprimitivnosti danog sustava. Neegzistencija jednog od njih povlaµci

i neegzistenciju traµzenog imprimitivnog dizajna. Tako�er, razvijena je teorija

pomoću koje se analiziraju i eliminiraju neki od preostalih sluµcajeva. Pritom

je kori�tena teorija permutacijskih grupa, pro�irenja grupa te njihovih lin-

earnih reprezentacija nad konaµcnim poljima.



SAµZETAK vii

Pri konstrukciji dizajna i analizi pojedinih sluµcajeva kori�tena je podr�ka

programskog paketa MAGMA [3] te su dani i algoritmi uz pomoć kojih je ta

konstrukcija odnosno analiza provedena.



Abstract

In this thesis, research in the �eld of design theory is presented. For the con-

struction of designs we use permutation groups that we assume are transi-

tive on points and blocks of the required design. Speci�cally, we investigated

those designs that have a group of automorphisms that is �ag-transitive.

Among transitive groups we distinguish primitive and imprimitive ones, and

depending on the action on points we distinguish primitive and imprimitive

designs with respect to the given group of automorphisms. All �ag-transitive

primitive designs with up to 30 points have been constructed and listed.

Furthermore, among imprimitive designs, we looked for the symmetric

�ag-transitive ones when parameter � is less than or equal to 10. The key

theorem in this quest was given by Praeger and Zhou in [18], limiting the

choice of parameters of such designs. In this thesis, we provide insight into

the previously unexplored cases. For the given imprimitive design and system

of imprimitivity of the group of automorphisms, we de�ne the quotient design

and subdesign with respect to the block of imprimitivity of the given system.

The non-existence of one of them entails the non-existence of the required

imprimitive design. Furthermore, we developed a theory to analyze and

eliminate some of the remaining cases. Theory of permutation groups, group

extensions and their linear representations on �nite �elds was used.

For constructing and analyzing certain cases, the support of the MAGMA



ABSTRACT ix

software package [3] was used, and the algorithms with which the construction

or analysis was carried out are given.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Grupe

U uvodu ćemo dati neke pojmove i rezultate iz teorije grupa koji se koriste

u radu u svrhu lak�eg razumijevanja teksta kao i upoznavanja s uvedenim

oznakama. Vécina pojmova iz teorije grupa moµze se pronáci u [1, 21]. Tako�er

je vaµzno napomenuti da za sve grupe u radu pretpostavljamo da su konaµcne,

jer samo takve i koristimo pri konstrukciji dizajna.

Teorem 1.1 (Prvi teorem o izomor�zmu) Neka je f : G ! H homo-

mor�zam grupa. Tada je Kerf E G; Im f � H i preslikavanje

f 0 : G�Kerf ! Im f; dano s f 0(gKerf) := f(g);

je izomor�zam grupa, to jest

G�Kerf �= Im f:

Teorem 1.2 (Drugi teorem o izomor�zmu) Neka je G grupa, A � G

neka podgrupa od G i N E G neka normalna podgrupa od G. Tada je

A�(A \N) �= AN�N:
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Teorem 1.3 (Tréci teorem o izomor�zmu) Neka je G grupa i neka su

M;N E G dvije normalne podgrupe od G takve da je N �M: Tada je

(G�N)�(M�N) �= G�M:

Za grupu G, sa C(G) = hxyx�1y�1 j x; y 2 Gi oznaµcavamo komuta-

torsku podgrupu grupe G: Induktivno de�niramo podgrupu Ck(G), za

svaki k 2 N, s

C1(G) = C(G) i Ck(G) = C(Ck�1(G)), za k � 2:

De�nicija 1.4 Kaµzemo da je grupa G rje�iva ako postoji prirodan broj n

takav da je Cn(G) = 1G:

Teorem 1.5 Neka je G grupa, H podgrupa od G i N normalna podgrupa od

G: Tada vrijedi:

a) Ako je grupa G rje�iva, onda je i grupa H rje�iva.

b) Ako je grupa G rje�iva, onda je i grupa G�N rje�iva.

c) Ako su grupe G�N i N rje�ive, onda je i grupa G rje�iva.

De�nicija 1.6 Neka je G grupa, A neki podskup od G i x 2 G bilo koji

element iz G: De�niramo centralizator elementa x kao

CG(x) := fg 2 G j gx = xgg ;

i oṕcenitije centralizator skupa A kao

CG(A) := fg 2 G j gx = xg; za svaki x 2 Ag :

De�nicija 1.7 Neka je p prost broj. Podgrupu H grupe G nazivamo p-

podgrupom od G ako je H reda pn za neki prirodan broj n:

2
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De�nicija 1.8 Podgrupu H konaµcne grupe G nazivamo Sylowljevom p-

podgrupom od G ako je H p-podgrupa od G i indeks [G : H] nije djeljiv s

p.

Teorem 1.9 (Prvi Sylowljev teorem) Neka je G konaµcna grupa reda n i

p prost broj koji dijeli n. Tada postoji Sylowljeva p-podgrupa grupe G.

Teorem 1.10 (Drugi Sylowljev teorem) Neka je G konaµcna grupa reda

n i p prost broj koji dijeli n. Tada vrijedi:

a) Svaka p-podgrupa grupe G sadrµzana je u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi

grupe G.

b) Sve Sylowljeve p-podgrupe od G me�usobno su konjugirane.

Teorem 1.11 (Tréci Sylowljev teorem) Neka je G konaµcna grupa reda

n; p prost broj koji dijeli n i sylp broj Sylowljevih p-podgrupa od G. Tada je

sylp � 1 (mod p) i sylp j n:

De�nicija 1.12 Podgrupu H konaµcne grupe G nazivamo Hallovom ako su

jHj i [G : H] relativno prosti brojevi. Kaµzemo da je H p�-Hallova podgrupa

od G ako je Hallova i [G : H] = pn za neki n 2 N:

Propozicija 1.13 ([11]) Neka je G rje�iva grupa reda n i d j n takav da su

d i n
d
relativno prosti. Tada postoji Hallova podgrupa od G reda d.

De�nicija 1.14 Neka su H; K grupe. Za grupu G kaµzemo da je pro�irenje

grupe H grupom K i pi�emo G = H:K ako postoji N E G takva da je

N �= H i G�N �= K:

Za dane grupe H; K uvijek postoji pro�irenje H:K (barem H � K),

me�utim takvo pro�irenje ne mora biti jedinstveno.

3
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1.2 Djelovanja grupa

De�nicija 1.15 Neka je G grupa i 
 skup. Djelovanje grupe G na skup


 je preslikavanje � : G� 
! 
 koje zadovoljava sljedéca svojstva:

1) �(g; �(h; !)) = �(gh; !) za sve g; h 2 G i sve ! 2 
;

2) �(1G; !) = ! za sve ! 2 
:

Primjer 1.16 Neka je G grupa. Preslikavanje � : G � G ! G dano s

�(g; x) = gx, za sve g; x 2 G, je djelovanje grupe G na samu sebe. Nazivamo

ga lijevim mnoµzenjem u grupi.

Primjer 1.17 Neka je G grupa. Preslikavanje � : G � G ! G dano s

�(g; x) = gxg�1, za sve g; x 2 G, je djelovanje grupe G na samu sebe.

Nazivamo ga konjugacijom.

µCesto ćemo, na mjestima gdje je jasno ili nebitno o kojem je djelovanju

rijeµc, radi jednostavnosti zapisa, sliku djelovanja �(g; !) zapisivati s g!:

Tako�er, za svaki � � 
 uvodimo oznaku g� := f�(g; �) j � 2 �g:

U narednim de�nicijama �ksne toµcke, stabilizatora i orbite jasno je da

one ovise o samom djelovanju pa bi umjesto primjerice ��ksna toµcka skupa

S� bilo ispravno réci ��ksna toµcka skupa S s obzirom na djelovanje ��.

Me�utim, zbog jednostavnosti zapisa i konteksta samih de�nicija, koristit

ćemo prvi zapis.

De�nicija 1.18 Neka je � : G � 
 ! 
 djelovanje grupe G na skup 
,

S � G neki podskup od G i ! 2 
: Kaµzemo da je ! �ksna toµcka skupa S

ako je �(g; !) = ! za svaki g 2 S: Posebice, ako je S = fgg, onda kaµzemo

da je ! �ksna toµcka elementa g.

4
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Skup svih �ksnih toµcaka elementa g 2 G s obzirom na dano djelovanje �

oznaµcavamo s Fg, tj.

Fg = f! 2 
 j �(g; !) = !g:

De�nicija 1.19 Neka je � : G�
! 
 djelovanje grupe G na skup 
: Skup

K� = fg 2 G j Fg = 
g

nazivamo jezgrom djelovanja �: Djelovanje � nazivamo vjernim ako je

K� = f1Gg:

Primijetimo da je lijevo mnoµzenje u grupi vjerno djelovanje.

De�nicija 1.20 Neka je � : G � 
 ! 
 djelovanje grupe G na skup 
 i

neka je ! 2 
 i � � 
: Skup

G! = fg 2 G j �(g; !) = !g

nazivamo stabilizatorom toµcke !:

Skup

G� = fg 2 G j �(g;�) = �g

nazivamo stabilizatorom skupa �:

Skup

G(�) = fg 2 G j �(g; �) = �; za svaki � 2 �g

nazivamo stabilizatorom skupa � po toµckama:

Za svaki ! 2 
 vrijedi 1G 2 G!: Tako�er, lako se vidi da su G!; G� i

G(�) podgrupe grupe G:

De�nicija 1.21 Neka je � : G � 
 ! 
 djelovanje grupe G na skup 
,

H � G i � � 
: Za skup � kaµzemo da je H-skup ako je H � G�:

5
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De�nicija 1.22 Neka je � : G � 
 ! 
 djelovanje grupe G na skup 
 i

neka je ! 2 
: Skup

G! = f�(g; !) j g 2 Gg

nazivamo G-orbitom ili stazom toµcke !: Broj jG!j nazivamo duljinom

G-orbite toµcke !:

Relacija na skupu 
 de�nirana s

!1 � !2 , (9g 2 G) g!1 = !2

je relacija ekvivalencije µcije su klase

[!] = f!0 2 
 j ! � !0g = fg! j g 2 Gg = G!;

pa je skup svih G-orbita na 
 particija skupa 
 koju oznaµcavamo s


 j G = fG! j ! 2 
g:

Propozicija 1.23 Neka grupa G djeluje na skup 
: Tada je

jG!j = [G : G!] =
jGj
jG!j

; za svaki ! 2 
:

Dokaz. Pokaµzimo da je pravilom f(g!) = gG! dobro de�nirana funkcija

f : G! ! G=G!: Neka je g! = g0!: Tada je g�1g0! = ! pa je g�1g0 2 G! tj.

g0 2 gG!: Sada je gG! = g0G!: Kako se lako vidi da je ta funkcija bijekcija,

to su skupovi G! i G=G! ekvipotentni.

Propozicija 1.24 Neka grupa G djeluje na skup 
 i neka je H � G: Tada

je svaka G-orbita na 
 unija nekih H-orbita na 
.

Dokaz. Neka je [G : H] = k: Tada je G =
kS
i=1

Hgi za neke gi 2 G; pa za

proizvoljni ! 2 
 vrijedi

G! =

k[
i=1

Hgi! =
k[
i=1

H(gi!)

µcime je tvrdnja dokazana.

6
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Propozicija 1.25 Neka grupa G djeluje na skup 
 i neka je o broj razliµcitih

G-orbita na 
: Tada je

o =
1

jGj
X
g2G

jFgj :

Dokaz. Prebrojimo skup f(g; !) j g 2 G;! 2 
; g! = !g: S jedne strane,

jf(g; !) j g 2 G;! 2 
; g! = !gj =
X
g2G

jFgj :

S druge strane,

jf(g; !) j g 2 G;! 2 
; g! = !gj =
X
!2


jG!j

=
X
!2


jGj
jG!j

= jGj
X
!2


1

jG!j

= jGj � o:

Izjednaµcavanjem desnih strana ovih jednakosti dobivamo traµzenu relaciju.

De�nicija 1.26 Kaµzemo da je djelovanje grupe G tranzitivno na skupu 


ako za svaka dva elementa !1; !2 2 
 postoji g 2 G takav da je g!1 = !2:

Alternativno moµzemo réci da je djelovanje grupe G tranzitivno na skupu


 ako je skup 
 G-orbita bilo koje svoje toµcke.

De�nicija 1.27 Kaµzemo da je djelovanje grupe G semiregularno na skupu


 ako je G! = f1Gg; za svaki ! 2 
:

De�nicija 1.28 Kaµzemo da je djelovanje grupe G regularno na skupu 


ako je tranzitivno i semiregularno na 
:

7
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De�nicija 1.29 Za grupu koja djeluje tranzitivno (semiregularno, regularno)

na skupu 
 kaµzemo da je tranzitivna (semiregularna, regularna) na 
:

Propozicija 1.30 Neka je G grupa koja djeluje tranzitivno na 
, H � G; i

G! stabilizator toµcke ! 2 
: Tada vrijedi

G = G!H = HG! , H je tranzitivna na 
:

Posebno, jedina tranzitivna podgrupa od G koja sadrµzi G! je sama grupa G:

Dokaz. Budúci da za H;K � G vrijedi HK � G , HK = KH onda iz

G = HG! slijedi G!H = HG!:

Neka je G = HG!. Kako je G tranzitivna na 
 vrijedi G! = 
: Kako je

G = HG!, to je HG!! = H! = 
 pa je H tranzitivna na 
:

Obratno, neka je H tranzitivna na 
 i g 2 G. Zbog tranzitivnosti od H

postoji h 2 H takav da je h! = g!: Onda je h�1g 2 G! pa je g 2 HG!:

De�nicija 1.31 Neka je � : G � 
 ! 
 tranzitivno djelovanje grupe G

na skup 
: Particiju f�i � 
 : i 2 f1; ::; dgg skupa 
 takvu da za svaki

i 2 f1; ::; dg i za svaki g 2 G postoji j 2 f1; ::; dg takav da je g�i = �j

nazivamo blokovnim sustavom djelovanja �.

Svako tranzitivno djelovanje ima bar dva trivijalna blokovna sustava: par-

ticiju na jednoµclane skupove i cijeli skup 
:

Netrivijalni blokovni sustav nazivamo sustavom imprimitivnosti. Nje-

gove elemente nazivamo blokovima imprimitivnosti.

Propozicija 1.32 Neka je � : G � 
 ! 
 tranzitivno djelovanje grupe G

na skup 
 i neka je N E G normalna podgrupa grupe G: Tada skup svih

N-orbita na 
 tvori blokovni sustav.

8



Poglavlje 1. Uvod

Dokaz. Neka su g 2 G i ! 2 
 proizvoljni. Vrijedi gN! = Ng!, tj. g

preslikava N -orbitu toµcke ! u N -orbitu toµcke g!. Dakle, svaki g 2 G µcuva

skup N -orbita.

De�nicija 1.33 Vjerno tranzitivno djelovanje nazivamo primitivnim ako

dopu�ta samo trivijalne blokovne sustave. Inaµce ga nazivamo imprimi-

tivnim.

Propozicija 1.34 Svaka netrivijalna normalna podgrupa primitivne grupe

je tranzitivna.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije 1.32.

De�nicija 1.35 Neka je 
 konaµcan skup. Grupu svih bijekcija (permutacija)

f : 
! 
, obzirom na kompoziciju kao binarnu operaciju, nazivamo simetriµcnom

grupom na 
 i oznaµcavamo sa Sym(
): Podgrupu G � Sym(
) nazivamo

permutacijskom grupom na 
.

Propozicija 1.36 Neka permutacijska grupa G djeluje tranzitivno na skup


 koji ima barem dva elementa. Tada je G primitivna ako i samo ako je za

svaki ! 2 
 stabilizator G! maksimalna podgrupa od G:

Dokaz. Neka je H podgrupa od G koja sadrµzi G!: Prvo pokaµzimo da orbite

podgrupe H tvore blokovni sustav. Dovoljno je pokazati da za svaki g 2 G

iz gH! \H! 6= ; slijedi gH! = H!: Pretpostavimo da je gH! \H! 6= ;;

tj. da postoje h1,h2 2 H takvi da je gh1! = h2!. No tada je h�12 gh1 2 G!;

tj. g 2 h2G!h�11 pa je g 2 H, a onda je i gH! = H!:

Dakle, orbite od H tvore blokovni sustav koji je, po Propoziciji 1.30,

trivijalan ako i samo ako je H = G ili G! pa slijedi tvrdnja.

9
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Primjer 1.37 Neka grupa G djeluje tranzitivno na skup 
: Kaµzemo da je G

ranga r ako G! za neki ! 2 
 ima r orbita. Dokaµzimo da su grupe ranga

2 primitivne. Pretpostavimo da je � blok imprimitivnosti i ! 2 �: Budúci

da je � G!-skup, on je unija orbita od G!, a one su u na�em sluµcaju f!g i


 n f!g pa je mogúce konstruirati samo trivijalne blokovne sustave, tj. grupa

ranga 2 je primitivna.

Permutacijska grupa Sym(
) je grupa ranga 2 pa je primitivna. Na skup


(2) = f(!1; !2) j !1; !2 2 
; !1 6= !2g grupa Sym(
) djeluje imprimitivno

jer je skup svih

�! = f(!1; !) j !1 2 
; !1 6= !g za svaki ! 2 


netrivijalni blokovni sustav.

De�nicija 1.38 Neka je G grupa i Sym(
) simetriµcna grupa na 
: Svaki

homomor�zam p : G! Sym(
) nazivamo permutacijskom reprezentaci-

jom grupe G na skupu 
: Reprezentacija je vjerna ako je p monomor�zam,

tj. ako je Kerp = f1Gg:

Primijetimo da svako djelovanje � : G � 
 ! 
 inducira jednu per-

mutacijsku reprezentaciju p : G ! Sym(
) grupe G na skup 
, pravilom

p(g) = f : 
 ! 
; f(!) = �(g; !); za sve g 2 G i ! 2 
: I obratno, svaka

reprezentacija p : G ! Sym(
) inducira jedno djelovanje � : G � 
 ! 
,

pravilom �(g; !) = p(g)(!), za sve g 2 G i ! 2 
:

Primjer 1.39 Neka je G grupa. Preslikavanje p : G! Sym(G) dano prav-

ilom p(g) = f : G! G; f(x) = gx; inducirano djelovanjem iz Primjera 1.16,

je vjerna reprezentacija grupe G na samu sebe, pa je G �= fp(g) j g 2 Gg �

Sym(G) tj. svaka grupa je izomorfna nekoj permutacijskoj grupi.

10
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1.3 Linearne reprezentacije

Sljedéce de�nicije i rezultate moµzemo pronáci u [1, 20, 21].

De�nicija 1.40 Neka je G grupa i V konaµcnodimenzionalni vektorski pros-

tor nad poljem F: Linearna reprezentacija grupe G nad poljem F je ho-

momor�zam iz G u GL(V ): Tada V zovemo G-modulom, a dimenziju od

V nad F nazivamo stupnjem linearne reprezentacije.

Dakle, linearna reprezentacija grupe G nad F je svako preslikavanje �

koje zadovoljava sljedéca svojstva:

i) za svaki x 2 G; �(x) je linearni regularni operator na V ;

ii) �(xy) = �(x)�(y) za sve x; y 2 G.

Iz de�nicije je oµcito da je linearna reprezentacija ujedno i permutacijska

reprezentacija jer je GL(V ) < Sym(V ):

De�nicija 1.41 Neka je � : G ! GL(V ) linearna reprezentacija. Za pot-

prostor W � V kaµzemo da je G-podmodul ako je �(g)W = W za svaki

g 2 G:

De�nicija 1.42 Neka je � : G ! GL(V ) linearna reprezentacija. Ako V

ne sadrµzi netrivijalne G-podmodule, kaµzemo da je � ireducibilna linearna

reprezentacija, a V ireducibilan G-modul. U suprotnom, kaµzemo da je �

reducibilna linearna reprezentacija, a V reducibilan G-modul.

Propozicija 1.43 Neka je � : G! GL(V ) linearna reprezentacija i W � V

G-podmodul. Tada je �W : G ! GL(V�W ) linearna reprezentacija de�ni-

rana s �W (g)(v+W ) = �(g)v+W: G-modul V�W nazivamo kvocijentnim

G-modulom od V po W:

11
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De�nicija 1.44 Kompozicijski niz G-modula V je niz V0; V1; :::; Vm G-

podmodula od V za koje vrijedi

f0g = V0 < V1 < ::: < Vm = V

i za svaki i = 1; :::;m kvocijentni G-moduli Vi�Vi�1 su ireducibilni.

Svaki G-modul V ima kompozicijski niz. Ako odaberemo bazu od V1

fv1; :::; vdimV1g, bazu od V2 odaberemo tako da pro�irimo bazu od V1 do

fv1; :::; vdimV2 g te konaµcno odaberemo bazu od V kao pro�irenje baze od

Vm�1, onda je matriµcni zapis od �(g) gornje trokutasta blok-matrica pri µcemu

su blokovi na dijagonali matriµcni zapisi Ri (g) linearnih operatora �i(g) na

kvocijentima Vi�Vi�1. Prikaz �(g) moµzemo vidjeti u sljedécoj matrici pri

µcemu su Ai;j matrice tipa (dimVi; dimVj).26666664
R1(g) A1;2 � � � A1;m

0 R2(g) � � � A2;m
...

...
. . .

...

0 0 � � � Rm(g)

37777775
Linearne reprezentacije ćemo upotrebljavati na sljedéci naµcin.

Neka je N E G normalna podgrupa grupe G i neka je � : N ! F np

izomor�zam grupa. Tada je s

�(g)(v) = �(g��1(v)g�1),

za svaki v 2 F np i za svaki g 2 G, de�nirana linearna reprezentacija � : G!

GL(F np ) grupe G nad poljem Fp:

12
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Za jezgru od � vrijedi:

Ker� =
�
g 2 G j �(g)(v) = v za svaki v 2 F np

	
=
�
g 2 G j �(g��1(v)g�1) = v za svaki v 2 F np

	
=
�
g 2 G j g��1(v)g�1 = ��1(v) za svaki v 2 F np

	
=
�
g 2 G j ghg�1 = h za svaki h 2 N

	
= CG(N):

Napomena 1.45 Neka su '1; :::; 's sve, do na izomor�zam, razliµcite ire-

ducibilne reprezentacije grupe G stupnja manjeg od n i neka su Ji = Ker('i),

za svaki i 2 f1; :::; sg : Pretpostavimo da postoji element x 2 G takav da je

x 2 Ji za svaki i = 1; :::; s i neka p ne dijeli red od x. Matriµcni zapis 'i(x)

je jediniµcna matrica za svaki i = 1; :::; s pa je matriµcni zapis �(x) gornje

trokutasta matrica s jedinicama na dijagonali. U teoriji grupa se pokazuje da

je Sylowljeva p-podgrupa grupe GL(n; p) �= GL(F np ) grupa svih gornje troku-

tastih matrica s jedinicama na dijagonali (vidi [20]) pa je �(x) u Sylowljevoj

p-podgrupi tj. �(x) je identiteta odnosno x 2 CG(N). Ovo je razmatranje na

koje ćemo se u kasnijim dokazima pozivati.

1.4 A�ne grupe

De�nicije i rezultati iz a�nih grupa mogu se pronáci u [10].

De�nicija 1.46 Generalna a�na grupa AGL(n; q) je skup svih (x;A) pri

µcemu je x 2 F nq ; A 2 GL(n; q), a mnoµzenje je dano s

(x;A)(y;B) = (x+ Ay;AB) za sve x; y 2 F nq i sve A;B 2 GL(n; q):

Skup T = f(x; I) j x 2 F nq g je normalna podgrupa grupe AGL(n; q)

i nazivamo ga podgrupom translacija. Pokaµze se da vrijedi AGL(n; q) =

F nq oGL(n; q), pri µcemu je o oznaka za poludirektni produkt grupa:

13
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Prirodno djelovanje a�ne grupe na F nq dano je sa:

(x;A)y = x+ Ay za svaki (x;A) 2 AGL(n; q) i svaki y 2 F nq :

De�nicija 1.47 Za svaku grupu H takvu da je T � H � AGL(n; q) kaµzemo

da je grupa a�nog tipa.

Propozicija 1.48 Za svaku grupu a�nog tipa H postoji H0 � GL(n; q) takva

da je H = F nq oH0: Pri tome je H0 = fA 2 GL(n; q) j 9x 2 F nq (x;A) 2 Hg:

Propozicija 1.49 Neka je H = F nq o H0 grupa a�nog tipa. Grupa H je

primitivna grupa ako i samo ako je H0 ireducibilna podgrupa od GL(n; q):

Propozicija 1.50 Neka je H primitivna grupa a�nog tipa. Tada je T jedin-

stvena minimalna normalna podgrupa od H.

1.5 Incidencijske strukture

De�nicija 1.51 Neka su P i B neprazni disjunktni skupovi i I � P � B:

Ure�enu trojku � = (P;B; I) nazivamo incidencijskom strukturom. Ele-

mente od P nazivamo toµckama, elemente od B blokovima, a elemente od

I incidencijama (eng. �ag).

De�nicija 1.52 Za incidencijske strukture �1 = (P1;B1; I1) i �2 = (P2;B2; I2)

kaµzemo da su izomorfne ako postoji bijekcija ' : P1 [B1 ! P2 [B2 za koju

vrijedi '(P1) = P2; '(B1) = B2 i ako za svaku toµcku p 2 P1 i svaki blok

B 2 B1 vrijedi:

(p;B) 2 I1 , ('(p); '(B)) 2 I2:

Funkciju ' nazivamo izomor�zmom incidencijskih struktura. Skup svih

izomor�zama incidencijske strukture � u samu sebe nazivamo punom grupom

14
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automor�zama incidencijske strukture � i oznaµcavamo s Aut�. Grupa

automor�zama incidencijske strukture je svaka podgrupa pune grupe auto-

mor�zama.

Za incidencijsku strukturu � = (P;B; I); toµcku p 2 P i blok B 2 B

uvodimo oznake:

�(p) = fB 2 B : (p;B) 2 Ig;

�(B) = fp 2 P : (p;B) 2 Ig:

De�nicija 1.53 Za incidencijsku strukturu � = (P;B; I); toµcku p 2 P (blok

B 2 B) broj j�(p)j (j�(B)j) nazivamo stupnjem toµcke p (bloka B).

De�nicija 1.54 Za toµcku (blok) p 2 P (B 2 B) incidencijske strukture

� = (P;B; I) kaµzemo da je izolirana toµcka (blok) ako je stupanj toµcke

(bloka) jednak nuli.

De�nicija 1.55 Kaµzemo da grupa G djeluje na incidencijsku struk-

turu � = (P;B; I) ako G djeluje na P i B te za svaki g 2 G vrijedi

gI = I,

pri µcemu je djelovanje na I de�nirano na prirodan naµcin s g(p;B) = (gp; gB)

za svaki (p;B) 2 I:

De�nicija 1.56 Neka G djeluje na incidencijsku strukturu � koja nema

izoliranih toµcaka ni blokova. Kaµzemo da je incidencijska struktura � G-

tranzitivna po toµckama (blokovima, incidencijama) ako G djeluje

tranzitivno na skup toµcaka (blokova, incidencija).

Alternativno kaµzemo da je � toµckovno tranzitivna (blokovno tranz-

itivna, �ag-tranzitivna) incidencijska struktura s obzirom na grupu G:

15
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De�nicija 1.57 Kaµzemo da je incidencijska struktura � tranzitivna po

toµckama (blokovima, incidencijama) ako postoji grupa automor�zama G

incidencijske strukture � takva da je � G-tranzitivna po toµckama (blokovima,

incidencijama).

Ako neka grupa djeluje tranzitivno na neki skup, onda i svaka njena

nadgrupa djeluje tranzitivno na isti skup pa bi bilo ekvivalentno réci da

je � tranzitivna po toµckama (blokovima, incidencijama) ako Aut� djeluje

tranzitivno na skup toµcaka (blokova, incidencija).

De�nicija 1.58 Neka G djeluje na incidencijsku strukturu � koja nema

izoliranih toµcaka ni blokova. Kaµzemo da je incidencijska struktura � G-

primitivna (G-imprimitivna) po toµckama ako G djeluje primitivno (im-

primitivno) na skup toµcaka.

De�nicija 1.59 Kaµzemo da je incidencijska struktura � primitivna (im-

primitivna) po toµckama ako postoji podgrupa G � Aut� takva da je �

G-primitivna (G-imprimitivna) po toµckama.

Primijetimo da incidencijska struktura moµze istovremeno biti i primitivna

i imprimitivna.

Primjer 1.60 Promotrimo jednostavnu incidencijsku strukturu � = (P;B)

s P = f1; 2; 3; 4g B = fPg. Dana incidencijska struktura prikazana je na

Slici 1.1 bipartitnim grafom.

Na ovu incidencijsku strukturu simetriµcna grupa S4 djeluje primitivno

po toµckama, dakle dana incidencijska struktura je S4-primitivna, a samim

time i primitivna. S druge strane, na ovu incidencijsku strukturu djeluje i

grupa C22 = h(1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4)i generirana dvjema permutacijama i to

imprimitivno. Primijetimo da djelovanje te grupe µcuva svaku od particija
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Slika 1.1: Incidencijska struktura

ff1; 2g; f3; 4gg; ff1; 3g; f2; 4gg; ff1; 4g; f2; 3gg (na slici je prikazana prva

particija). Dakle, te su particije sustavi imprimitivnosti te je dana inciden-

cijska struktura C22 -imprimitivna, a samim time i imprimitivna.
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Poglavlje 2

Incidencijske strukture

tranzitivne po incidencijama

Propozicija 2.1 Neka grupa G djeluje na incidencijsku strukturu � = (P;B; I)

bez izoliranih toµcaka i blokova i neka je p 2 P; B 2 B: Tada su sljedéce tvrdnje

ekvivalentne:

i) Grupa G je tranzitivna po incidencijama na �:

ii) Grupa G je tranzitivna po toµckama i Gp je tranzitivna na �(p):

iii) Grupa G je tranzitivna po blokovima i GB je tranzitivna na �(B):

Dokaz.

i)) ii)

Neka su p1; p2 2 P: Kako su svi stupnjevi toµcaka pozitivni brojevi, postoje

B1; B2 2 B takvi da je (p1; B1); (p2; B2) 2 I: Sada, zbog tranzitivnosti po

incidencijama, postoji g 2 G takav da je g(p1; B1) = (p2; B2), to jest gp1 = p2,

pa je G tranzitivna po toµckama. Nadalje, neka su B1; B2 2 �(p): Tada je

(p;B1); (p;B2) 2 I: Zbog tranzitivnosti po incidencijama, postoji g 2 G

takav da je g(p;B1) = (p;B2), to jest gp = p i gB1 = B2, pa je g 2 Gp te je
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dokazana tranzitivnost na �(p).

ii)) iii)

Neka su B1; B2 2 B: Kako su svi stupnjevi blokova pozitivni brojevi,

postoje p1; p2 2 P takvi da je (p1; B1); (p2; B2) 2 I: Zbog tranzitivnosti

po toµckama, postoje h1; h2 2 G takvi da je h1p1 = p i h2p2 = p: Sada je

h1(p1; B1) = (p; h1B1) te h2(p2; B2) = (p; h2B2): Kako su h1B1; h2B2 2 �(p),

zbog tranzitivnosti Gp na �(p), postoji g 2 Gp takav da je gh1B1 = h2B2:

Konaµcno, h�12 gh1B1 = B2, µcime je dokazana tranzitivnost po blokovima.

Nadalje, neka su p1; p2 2 �(B). Tada je (p1; B); (p2; B) 2 I: Zbog tranzi-

tivnosti po toµckama, postoje h1; h2 2 G takvi da je h1p1 = p i h2p2 = p: Sada

je h1(p1; B) = (p; h1B) te h2(p2; B) = (p; h2B): Kako su h1B; h2B 2 �(p),

zbog tranzitivnosti Gp na �(p), postoji g 2 Gp takav da je gh1B = h2B, to

jest h�12 gh1B = B, pa je h
�1
2 gh1 2 GB. Konaµcno h�12 gh1p1 = h�12 gp = h�12 p

= p2:

iii)) i)

Neka su (p1; B1); (p2; B2) 2 I: Zbog tranzitivnosti po blokovima, postoje

h1; h2 2 G takvi da je h1B1 = B i h2B2 = B: Sada je h1(p1; B1) = (h1p1; B)

te h2(p2; B2) = (h2p2; B): Kako su h1p1; h2p2 2 �(B), zbog tranzitivnosti GB
na �(B), postoji g 2 GB takav da je gh1p1 = h2p2, to jest h�12 gh1p1 = p2:

Tako�er, h�12 gh1B1 = h�12 gB = h�12 B = B2: Konaµcno, h�12 gh1(p1; B1) =

(p2; B2) pa je dana incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama na

�.
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2.1 Incidencijska podstruktura i kvocijentna

incidencijska struktura

U ovom dijelu ćemo de�nirati incidencijske podstrukture i kvocijentne inci-

dencijske strukture. Takve konstrukcije za posebne incidencijske strukture

(dizajne) opisane su u [8, 22], a ovdje poopćavamo tu konstrukciju na sve inci-

dencijske strukture tranzitivne po incidencijama i imprimitivne po toµckama.

De�nicija 2.2 Neka je G grupa, � = (P;B; I) incidencijska struktura G-

tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po toµckama, � sustav im-

primitivnosti za G na skupu toµcaka i � 2 �: Incidencijsku strukturu �� =

(�;B�; I�), pri µcemu je B� = fB 2 B : �\�(B) 6= ;g, a I� = I \ (��B�)

nazivamo incidencijskom podstrukturom od � s obzirom na blok im-

primitivnosti �.

Primjer 2.3 Na Slici 2.1 je prikazana incidencijska struktura tranzitivna

po incidencijama bipartitnim grafom, pri µcemu se gore nalaze toµcke, dolje

blokovi, a skup incidencija je prikazan bridovima izme�u toµcaka i blokova koji

su me�usobno incidentni. Tako�er, grupa automor�zama ove incidencijske

strukture µcuva particiju toµcaka na tri bloka imprimitivnosti koji su naznaµceni

na slici.

Incidencijska podstruktura ove incidencijske strukture s obzirom na prvi

(s lijeva) blok imprimitivnosti je prikazana na Slici 2.2. Dakle, uzete su

samo toµcke iz prvog bloka imprimitivnosti i oni blokovi koji su incidentni s

bilo kojom od tih toµcaka. Incidencije su naslije�ene iz polazne incidencijske

strukture.
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Slika 2.1: Incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama

Slika 2.2: Incidencijska podstruktura

Propozicija 2.4 Neka je G grupa, � = (P;B; I) incidencijska struktura G-

tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po toµckama, � sustav imprim-

itivnosti za G na skupu toµcaka i � 2 �: Tada je �� incidencijska struktura

G�-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. Pokaµzimo da za svake dvije incidencije (p1; B1) i (p2; B2) iz I� postoji

g 2 G� takav da je g(p1; B1) = (p2; B2): Kako su (p1; B1) i (p2; B2) iz I�,

one su svakako incidencije i u I: Zbog G-tranzitivnosti po incidencijama od

�, postoji g 2 G takav da je g(p1; B1) = (p2; B2). Kako je gp1 = p2; a p1 i p2
su iz �, to je, zbog G-imprimitivnosti od �, g� = � pa je g 2 G�.
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De�nicija 2.5 Neka je G grupa, � = (P;B; I) incidencijska struktura G-

tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po toµckama, � sustav im-

primitivnosti za G na skupu toµcaka i � 2 �: Incidencijsku strukturu �=� =

(�;B; I�), pri µcemu je (�; B) 2 I� ako je�\�(B) 6= ;, nazivamo kvocijent-

nom incidencijskom strukturom od � po sustavu imprimitivnosti �:

Primjer 2.6 Za incidencijsku strukturu iz Primjera 2.3 prikaµzimo kvoci-

jentnu incidencijsku strukturu po danom sustavu imprimitivosti. Vizual-

izacije radi, moµzemo zamisliti da se sve toµcke unutar istog bloka imprim-

itivnosti �spajaju� u jednu �novu� toµcku, a blokovi su incidentni s onim

�novim� toµckama ako su bili incidentni s bilo kojom toµckom od onih koje

su se spojile u tu �novu� toµcku. Kvocijentna struktura prikazana je na Slici

2.3.

Slika 2.3: Kvocijentna incidencijska struktura

Propozicija 2.7 Neka je G grupa, � = (P;B; I) incidencijska struktura

G-tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po toµckama, � sustav im-

primitivnosti za G na skupu toµcaka. Tada je �=� incidencijska struktura

G-tranzitivna po incidencijama.
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Dokaz. Pokaµzimo da za svake dvije incidencije (�1; B1) i (�2; B2) iz I�

postoji g 2 G takav da je g(�1; B1) = (�2; B2): Kako su (�1; B1) i (�2; B2)

incidencije u I�, to znaµci da postoje p1 2 �1 i p2 2 �2 takvi da su (p1; B1)

i (p2; B2) incidencije u I. Kako je � G-tranzitivna po incidencijama, to

postoji g 2 G takav da je g(p1; B1) = (p2; B2) pa je gp1 = p2 �to, zbog G-

imprimitivnosti od �, povlaµci g�1 = �2 pa je sada g(�1; B1) = (�2; B2):

2.2 Pojednostavnjenje incidencijske strukture

De�nicija 2.8 Za incidencijsku strukturu � = (P;B; I) kaµzemo da je jed-

nostavna ako za sve B1; B2 2 B iz �(B1) = �(B2) slijedi B1 = B2:

Propozicija 2.9 Svaka jednostavna incidencijska struktura � = (P;B; I)

izomorfna je incidencijskoj strukturi �0 = (P;B0; I 0) gdje je B0 neprazna

familija poskupova od P , a I 0 incidencija dana sa:

(p;B) 2 I 0 , p 2 B, za svaki p 2 P i B 2 B0.

Nadalje ćemo jednostavne incidencijske strukture � = (P;B; I) u kojima

je B � 2P , a incidencija dana relacijom �biti element� oznaµcavati s � =

(P;B):

De�nicija 2.10 Neka je � = (P;B; I) incidencijska struktura. Incidenci-

jsku strukturu �S = (P; f�(B); B 2 Bg) nazivamo pojednostavnjenjem

incidencijske struktrure �:

Primjer 2.11 Na Slici 2.4 je prikazana incidencijska struktura tranzitivna

po incidencijama s tri toµcke i devet blokova. Blokovi koji su incidentni s istim

skupom toµcaka grupirani su na naµcin kako je prikazano na slici.
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Slika 2.4: Incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama

Pojednostavnjenje te incidencijske strukture prikazano je na Slici 2.5.

Primijetimo da smo pojednostavnjenje dobili tako �to smo od svakog skupa

blokova incidentnih s istim skupom toµcaka odabrali samo jednog predstavnika.

Slika 2.5: Pojednostavnjenje incidencijske strukture

Propozicija 2.12 Neka je G grupa i � = (P;B; I) incidencijska struktura

G-tranzitivna po blokovima. Tada vrijedi:

i) Za svaki B 2 B i g 2 G je g�(B) = �(gB):

ii) Za svaki B 2 B broj jfB0 2 Bj�(B) = �(B0)gj je konstanta i jednaka

je jG�(B)jjGB j : Ovaj broj nazivamo multiplicitetom incidencijske strukture �.

iii) Incidencijska struktura � = (P;B; I) izomorfna je incidencijskoj struk-

turi �0 = (P; f(�(B); B 2 Bg � f1; :::; jG�(B)jjGB j g; I
0) pri µcemu je (p; (�(B); i)) 2
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I 0 ako je (p;B) 2 I:

Dokaz.

i)

Neka su B 2 B i g 2 G proizvoljni i a 2 g�(B):

To znaµci da postoji toµcka p 2 P incidentna bloku B takva da je a = gp:

Kako je (p;B) 2 I, to je (gp; gB) 2 I, tj. (a; gB) 2 I, pa je a 2 �(gB):

Dakle, g�(B) � �(gB):

Neka su B 2 B i g 2 G proizvoljni i a 2 �(gB):

To znaµci da je (a; gB) 2 I pa je i (g�1a; g�1gB) = (g�1a;B) 2 I, tj.

g�1a 2 �(B), pa je a 2 g�(B): Dakle, �(gB) � g�(B) pa je �(gB) = g�(B):

ii)

Neka su B1 i B2 dva proizvoljna bloka iz B: Zbog tranzitivnosti po

blokovima od G postoji g 2 G takav da je gB1 = B2: Oznaµcimo s T (B1)

skup:

T (B1) = fB0 2 B : �(B1) = �(B0)g :

Sada je

gT (B1) = fgB0 j B0 2 B; �(B1) = �(B0)g

= fgB0 2 B j g�(B1) = g�(B0)g

= fgB0 2 B j �(gB1) = �(gB0)g

= fgB0 2 B j �(B2) = �(gB0)g

= T (B2):

Pokazali smo da su za svaki B 2 B skupovi T (B) ekvipotentni. Pokaµzimo

da je njihova kardinalnost jG�(B)jjGB j :
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Neka je B 2 B proizvoljan. Prvo pokaµzimo da je djelovanje grupe G�(B)
na T (B) dobro de�nirano.

Neka je g 2 G�(B) te neka je B0 2 T (B). Kako je B0 2 T (B), to je

�(B0) = �(B)

g�(B0) = g�(B)

�(gB0) = �(B),

pa je gB0 2 T (B):

Sada pokaµzimo da je djelovanje grupe G�(B) na T (B) tranzitivno. Neka

su B1 i B2 dva proizvoljna bloka iz T (B): Zbog blokovne tranzitivnosti od

G postoji g 2 G takav da je gB1 = B2: Onda je �(gB1) = �(B2) pa je

g�(B1) = �(B2); a kako je �(B1) = �(B2) = �(B), to je g�(B) = �(B) pa

je g 2 G�(B):

Jo�pokaµzimo da je GB � G�(B): Neka je g 2 GB tj. gB = B: Tada je

�(gB) = �(B), tj. g�(B) = �(B), pa je g 2 G�(B):

Sada vrijedi da je jT (B)j = [G�(B) : GB] =
jG�(B)j
jGB j :

iii)

De�nirajmo relaciju � na skupu B tako da za B1; B2 2 B vrijedi B1 �

B2 ako i samo ako je �(B1) = �(B2): � je oµcito relacija ekvivalencije i

particionira skup B na klase ekivalencije veliµcine jG�(B)jjGB j (zbog ii).

Oznaµcimo s B1; :::;Bk te klase ekvivalencije. Sada, za svaku klasu Bi
de�nirajmo funkciju �i : Bi ! f1; :::; jG�(B)jjGB j g tako da �i bude proizvoljna

bijekcija. To je mogúce jer su Bi i f1; :::;
jG�(B)j
jGB j g ekvipotentni.
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Sada je funkcija � : P[B!P[f(�(B); B 2 Bg � f1; :::; jG�(B)jjGB j g de�nirana

s

�(p) = p; za svaki p 2 P

�(B) = (�(B); �i(B)); za svaki B 2 Bi

izomor�zam danih struktura.

Pokaµzimo to. Takva funkcija je oµcito bijekcija. Nadalje, neka su p 2 P i

B 2 B takvi da je (p;B) 2 I: Neka se B nalazi u Bi: Tada je (�(p); �(B)) =

(p; (�(B); j)) za neki j 2 f1; :::; jG�(B)jjGB j g:A kako je (p;B) 2 I, to je (p; (�(B); j)) =

(�(p); �(B)) 2 I 0:

Propozicija 2.13 Neka je � = (P;B; I) incidencijska struktura G-tranzitivna

po incidencijama. Tada je �S G-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. Neka su (p1; B1) i (p2; B2) incidencije u �S tj. p1 2 B1 i p2 2 B2: To

znaµci da je postoje blokovi B01; B
0
2 2 B takvi da je B1 = �(B01) i B2 = �(B02)

i (p1; B01); (p2; B
0
2) 2 I: Sada zbog G-tranzitivnosti po incidencijama od �

postoji g 2 G takav da je g(p1; B01) = (p2; B02): No kako je gB1 = g�(B01), a po

Propoziciji 2.12 g�(B01) = �(gB
0
1) = �(B

0
2) = B2, to je g(p1; B1) = (p2; B2):

Propozicija 2.14 Neka je � = (P;B) incidencijska struktura G-tranzitivna

po incidencijama i �n = fP;B � f1; ::; ng; Ing pri µcemu je In = f(p; (B; i)) :

p 2 B; i 2 f1; ::; ngg. Tada je �n (G� Sn)-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. De�nirajmo djelovanje grupe G�Sn na toµcke i blokove incidencijske

strukture �n: Neka je (g; �) 2 G� Sn. Tada je (g; �) p = gp, za svaki p 2 P

i (g; �) (B; i) = (gB; �(i)), za svaki (B; i) 2 B � f1; ::; ng: Pokaµzimo prvo

da G � Sn djeluje na incidencijsku strukturu �n: Neka je (g; �) 2 G � Sn i
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(p; (B; i)) 2 In: Tada je (g; �) (p; (B; i)) = (gp; (gB; �(i))) ; a kako je gp 2 gB,

to je G� Sn grupa automor�zama od �n:

Neka su (p1; (B1; i1)),(p2; (B2; i2)) 2 In: Zbog p1 2 B1 i p2 2 B2 i G-

tranzitivnosti po incidencijama od � postoji g 2 G takav da je gp1 = p2

i gB1 = gB2: Tako�er, postoji � 2 Sn takav da je �(i1) = i2: Sada je

(g; �) (p1; (B1; i1)) = (p2; (B2; i2)) pa je tvrdnja dokazana.
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Poglavlje 3

Dizajni tranzitivni po

incidencijama

3.1 Dizajni

Sljedéce de�nicije i rezultati iz teorije dizajna mogu se pronáci u [2, 6, 9, 15].

De�nicija 3.1 Incidencijsku strukturu D = (P;B; I), jP j = v, nazivamo

t-(v; k; �) dizajnom ako vrijedi:

i) za svaki blok B je j�(B)j = k < v;

ii) za svakih t razliµcitih toµckaka p1; p2; :::; pt 2 P je

j�(p1) \ �(p2) \ ::: \ �(pt)j = �:

Nadalje ćemo broj blokova t-(v; k; �) dizajna D = (P;B; I) oznaµcavati s

b (jBj = b). Dizajn ćemo nazivati trivijalnim ako je broj blokova u pojed-

nostavnjenju tog dizajna jednak
�
v
k

�
. Inaµce ga nazivamo netrivijalnim.

Propozicija 3.2 Ako je D = (P;B; I) t-(v; k; �) dizajn, onda je D (t-1)-

(v; k; ��) dizajn pri µcemu je �� = � v�t+1k�t+1 :
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U daljnjem radu bavit ćemo se iskljuµcivo 2-(v; k; �) dizajnima.

Propozicija 3.3 Neka je D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn. Tada vrijedi:

i) Postoji r = �(v�1)
(k�1) 2 N takav da za svaku toµcku p 2 P vrijedi j�(p)j = r;

ii) bk = rv:

Propozicija 3.4 (Fisherova nejednakost) Neka jeD = (P;B; I) 2-(v; k; �)

dizajn. Tada je v � b:

De�nicija 3.5 2-(v; k; �) dizajn u kojem je broj toµcaka jednak broju blokova,

tj. v = b, nazivamo (v; k; �) simetriµcnim dizajnom.

Propozicija 3.6 Neka je G grupa i D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn G-

tranzitivan po blokovima i B 2 B. Tada
��GD(B)�� dijeli � jGBj i DS je jednos-

tavni 2-(v; k; �jGB j
jGD(B)j) dizajn G-tranzitivan po blokovima.

Dokaz. Po Propoziciji 2.12 (iii) vrijedi da je DS jednostavna incidenci-

jska struktura G-tranzitivna po blokovima. Tako�er, po Propoziciji 2.12 (ii)

za svaki B 2 B broj jGD(B)jjGB j = jfB0 2 B : D(B) = D(B0)gj je konstanta.

Kako za svake dvije razliµcite toµcke p; q 2 P vrijedi
��DS(p) \DS(q)

�� =
jD(p) \D(q)j jGB j

jGD(B)j = �
jGB j
jGD(B)j , slijedi

��GD(B)�� j � jGBj iDS je 2-(v; k; � jGB j
jGD(B)j)

dizajn.

Korolar 3.7 Neka je G grupa i D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn G-tranzitivan

po incidencijama. Tada je dizajn DS G-tranzitivan po incidencijama.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicija 2.13 i 3.6.

Propozicija 3.8 Neka je D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn i n 2 N: Inciden-

cijska struktura Dn = fP;B � f1; ::; ng; Ing, pri µcemu je In = f(p; (B; i)) :

(p;B) 2 I; i 2 f1; ::; ngg, je 2-(v; k; n�) dizajn.
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Propozicija 3.9 (Zieschang, [22]) Neka je � = (P;B; I) incidencijska struk-

tura G-tranzitivna po incidencijama, jP j = v, p 2 P , B 2 B, (p;B) 2 I i

j�(B)j = k: Tada je � 2-dizajn ako i samo ako vrijedi

j�(B) \Qj = (k � 1) jQj
v � 1 ; za svaku orbitu Q od Gp u Pnfpg:

Dokaz. Neka je Q orbita od Gp u Pnfpg i q 2 Q: Djelovanjem s Gp dobi-

vamo da je j�(p) \ �(q)j = j�(p) \ �(q0)j za sve q0 2 Q: Zbog tranzitivnosti

po incidencijama vrijedi j�(B) \Qj = j�(B0) \Qj za svaki B0 2 �(p) (jer

je Gp tranzitivna na �(p) po Propoziciji 2.1). Sada prebrojavanjem skupa

f(q0; B0) 2 I : q0 2 Q; B0 2 �(p)g na dva naµcina dobijemo

jQj j�(p) \ �(q)j = j�(p)j j�(B) \Qj :

Ako je � 2-dizajn, onda je j�(B) \Qj = jQjj�(p)\�(q)j
j�(p)j = �jQj

r
= (k�1)jQj

v�1 , za

svaku orbitu Q od Gp u Pnfpg:

Ako vrijedi j�(B) \Qj = (k�1)jQj
v�1 , onda je j�(p) \ �(q)j = j�(p)jj�(B)\Qj

jQj =

j�(p)j(k�1)
v�1 . Kako j�(p)j ne ovisi o izboru p zbog tranzitivnosti po incidenci-

jama, to je broj blokova koji je incidentan dvjema razliµcitim toµckama neovisan

o izboru tih toµcaka. Tako�er, j�(B)j iz istog razloga ne ovisi o izboru B pa

je � 2-dizajn.

Propozicija 3.10 Neka je D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn G-tranzitivan po

incidencijama i G-imprimitivan po toµckama te � sustav imprimitivnosti na

skupu toµcaka. Tada postoji � 2 N takav da je jD(B) \�j 2 f0; �g za sve

B 2 B i sve � 2 �.

Dokaz. Pokaµzimo da su svi neprazni presjeci toµcaka incidentnih nekom bloku

iz B i nekog bloka imprimitivnosti iz � ekvipotentni. Neka je D(B1)\�1 6= ;

i D(B2)\�2 6= ;. Neka su (p1; B1); (p2; B2) 2 I za neke dvije toµcke p1 2 �1 i
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p2 2 �2:Kako je dizajnD G-tranzitivan po incidencijama, postoji neki g 2 G

takav da je g(p1; B1) = (p2; B2): Pokaµzimo da je g(D(B1)\�1) � D(B2)\�2.

Neka je a 2 D(B1)\�1. Tada je a 2 D(B1) pa je ga 2 gD(B1) = D(gB1) =

D(B2): Tako�er, kako za p1 2 �1 vrijedi gp1 = p2 2 �2, a zbog toga �to je �

sustav imprimitivnosti na skupu toµcaka, mora biti g�1 = �2 pa je ga 2 �2:

Dakle,

jD(B1) \�1j = jg(D(B1) \�1)j � jD(B2) \�2j :

Analogno odabirom g�1 2 G pokaµzemo da je jD(B2) \�2j � jD(B1) \�1j

pa je konaµcno

jD(B1) \�1j = jD(B2) \�2j :

Nadalje ćemo za svaki blok B 2 B i svaki blok imprimitivnosti � 2 �,

takav da je D(B) \ � 6= ;, kardinalnost skupa D(B) \ � oznaµcavati s �:

Tako�er ćemo, za svaki blok B 2 B, broj blokova imprimitivnosti � 2 �

takvih da je D(B) \� 6= ;, oznaµcavati s �: Dakle,

� = jf� 2 � j D(B) \� 6= ;gj :

Lako se vidi da je tada k = ��. No kako ni k ni � ne ovise o izboru bloka

B 2 B, to ni � nije ovisan o takvom izboru.

Propozicija 3.11 Neka je D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn G-tranzitivan po

incidencijama i G-imprimitivan po toµckama, � sustav imprimitivnosti na

skupu toµcaka koji se sastoji od d blokova imprimitivnosti kardinalnosti c i � 2

�: Tada je D� 2-(c; �; �) dizajn G�-tranzitivan po incidencijama. Tako�er

vrijedi
v � 1
k � 1 =

c� 1
�� 1 :
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Dokaz. Ako su p; q 2 � dvije razliµcite toµcke, onda je

jD�(p) \D�(q)j = jfB 2 B� j (p;B); (q; B) 2 Igj

= jfB 2 B j (p;B); (q; B) 2 Igj

= jD(p) \D(q)j

= �:

Po prethodnoj propoziciji vrijedi da su svaka dva neprazna presjeka bloka

dizajna s blokom imprimitivnosti ekvipotentna pa su svi blokovi dizajna D�

ekvipotentni.

Jer su D i D� 2-dizajni vrijedi �(v� 1) = r(k� 1) i �(c� 1) = r(�� 1):

Ako bi bilo � = 1, onda iz �(c � 1) = 0 slijedi c = 1 �to je u kontradikciji s

µcinjenicom da je � sustav imprimitivnosti. Stoga imamo r
�
= v�1

k�1 =
c�1
��1 :

Dizajn D� nazivamo poddizajnom dizajna D s obzirom na blok

imprimitivnosti �:

Propozicija 3.12 Za dani 2-(v; k; �) dizajn D = (P;B; I) G-tranzitivan po

incidencijama i G-imprimitivan po toµckama, broj blokova b� njegovog pod-

dizajna D� jednak je cr
�
:

Dokaz. Prebrojimo na dva naµcina sve incidencije dizajna D�: On ima c

toµcaka od kojih je svaka incidentna s r blokova. S druge strane, svaki od

njegovih b� blokova je stupnja �: Dakle cr = b��, tj. b� = cr
�
:

Propozicija 3.13 Neka je D = (P;B; I) 2-(v; k; �) dizajn G-tranzitivan po

incidencijama i G-imprimitivan po toµckama, � sustav imprimitivnosti na

skupu toµcaka koji se sastoji od d blokova imprimitivnosti kardinalnosti c: Tada

je D=� 2-(d; �; c
2�
�2
) dizajn G-tranzitivan po incidencijama.
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Dokaz. Neka su �1 i �2 dva razliµcita bloka imprimitivnosti. Tada je

D=�(�1) \D=�(�2) = fB 2 B j �i \D(B) 6= ;; i = 1; 2g:

Skup � = f(p1; p2; B) j B 2 B; pi 2 �i \D(B); i = 1; 2g je kardinalnosti

c2�: Za funkciju � : �! D=�(�1) \D=�(�2) de�niranu s

�(p1; p2; B) = B, za svaki (p1; p2; B) 2 �,

vrijedi da je ��1(B) ekvipotentan skupu (�1 \D(B)) � (�2 \D(B)), a on

je kardinalnosti �2 za svaki B; pa je D=�(�1) \D=�(�2) kardinalnosti c
2�
�2
:

Tako�er, oznaµcimo s � broj blokova imprimitivnosti s kojima proizvoljni blok

B 2 B ima neprazan presjek u D tj. � = D=�(B). Tada za svaki blok B 2 B

vrijedi jBj = ��, tj. � = k
�
, pa je D=� 2-(d; �; c

2�
�2
) dizajn.

Dizajn D=� nazivamo kvocijentnim dizajnom dizajna D s obzirom

na sustav imprimitivnosti �:

Nadalje ćemo za dani sustav imprimitivnosti � koristiti oznake

c = j�j za svaki � 2 �;

d = j�j :

Konstrukcije poddizajna i kvocijentnog dizajna s obzirom na dani sustav

imprimitivnosti opisane su u [8, 22].

Dizajni D� i D=� općenito néce biti jednostavni dizajni pa ćemo nadalje

za njihove multiplicitete koristiti oznake �1 i �2 redom.

3.2 Neki primjeri dizajna tranzitivnih po in-

cidencijama

Navedimo nekoliko primjera dizajna tranzitivnih po incidencijama.
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Primjer 3.14 (A�na geometrija, [2]) Neka je V n-dimenzionalni vektorski

prostor nad poljem Fq i d prirodni broj strogo manji od n. A�na geometrija

AGd(n; q) je incidencijska struktura kojoj su toµcke svi vektori iz V , a blokovi

svi translati d-dimenzionalnih potprostora tj. x + W , pri µcemu je x 2 V ,

a W je d-dimenzionalni potprostor od V: Incidencija je dana relacijom �biti

element�.

A�na geometrija AGd(n; q) je 2-(v; k; �) dizajn pri µcemu je v = qn; k = qd;

� =
�
n�1
d�1
�
q
; r =

�
n
d

�
q
i b = qn�d

�
n
d

�
q
: Pritom je

�
n
i

�
q
broj svih i-dimenzionalnih

potprostora n-dimenzionalnog vektorskog prostora nad Fq poznat kao Gaussov

koe�cijent i vrijedi�
n

i

�
q

=
(qn � 1) (qn�1 � 1) ::: (qn�i+1 � 1)
(qi � 1) (qi�1 � 1) ::: (q � 1) :

Grupa automor�zama tog dizajna je AGL(n; q): Pokaµzimo da je a�na

geometrija tranzitivna po incidencijama. Neka su (x; y +W ) i (x0; y0 +W 0)

incidencije u AGd(n; q): Kako je x 2 y+W , to je x+W = y+W i analogno

x0+W 0 = y0+W 0: Sada odaberemo A 2 GL(n; q) koji bazu vektorskog prostora

W prevodi u bazu prostora W 0: Konaµcno imamo (x0 � Ax;A) 2 AGL(n; q)

za koji vrijedi:

(x0 � Ax;A)(x; y +W ) = ((x0 � Ax;A)x; (x0 � Ax;A)(x+W ))

= (x0 � Ax+ Ax; x0 � Ax+ Ax+ AW )

= (x0; x0 +W 0)

= (x0; y0 +W 0) :

Primjer 3.15 (Projektivna geometrija, [2]) Neka je V (n+1)-dimenzionalni

vektorski prostor nad poljem Fq pri µcemu je n prirodni broj strogo véci od 1.

Projektivna geometrija PGd(n; q) je incidencijska struktura kojoj su toµcke

svi jednodimenzionalni potprostori od V , a blokovi svi (d+ 1)-dimenzionalni
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potprostori od V , za d 2 f1; :::; n � 1g: Incidencija je dana relacijom �biti

potprostor�.

Projektivna geometrija PGd(n; q) je 2-(v; k; �) dizajn pri µcemu je v =�
n+1
1

�
q
; k =

�
d+1
1

�
q
; � =

�
n�1
d�1
�
q
; r =

�
n
d

�
q
i b =

�
n+1
d+1

�
q
: Primijetimo da za d =

n� 1 imamo b =
�
n+1
n

�
q
=
�
n+1
1

�
q
= v tj. projektivna geometrija PGn(n; q) je

simetriµcan dizajn.

Puna grupa automor�zama projektivne geometrije je P�L(n + 1; q) =

PGL(n + 1; q) o Aut(Fq): Pokaµzimo da je ona tranzitivna po incidenci-

jama. Neka su (hx1i ;W ) i (hx01i ;W 0) incidencije u PGd(n; q): Odaberimo

baze fx1; x2; :::xdg i fx01; x02; :::x0dg prostora W i W 0 redom. Sada odaberimo

A 2 PGL(n+ 1; q) takav da vrijedi A hxii = hx0ii : Konaµcno imamo:

A(hx1i ;W ) = (A hx1i ; AW ))

= (hx01i ;W 0) :

Primjer 3.16 (Cameron-Praeger, [7, 9]) Neka su c; d; �; � prirodni brojevi

za koje vrijedi 1 < � < c i 1 < � < d: Neka je P = f1; :::; cg�f1; :::; dg i �j =

f1; :::; cg � fjg, za svaki j 2 f1; :::; dg : Tako�er, neka je B skup svih B � P

takvih da je jB \�jj 2 f0; �g za svaki j 2 f1; :::; dg i jfj 2 f1; :::; dg j B \�j 6= ;gj =

�: D = (P;B) je 2-(v; k; �) dizajn pri µcemu je v = cd, k = ��, b =
�
d
�

��
c
�

�d
;

� =
(k2)
(v2)
b:

Puna grupa automor�zama ovog dizajna je wreath produkt grupa Sc i Sd

tj. G = Sc wr Sd: Elementi grupe G su funkcije na P oblika (�; �), pri µcemu

je � = (�1; :::; �d) 2 Sdc , i � 2 Sd de�nirane s (�; �) (i; j) =
�
��(j) (i) ; � (j)

�
:

Skupovi �j su blokovi imprimitivnosti grupe G po toµckama i D je po toµckama

imprimitivni dizajn tranzitivan po incidencijama.

U radu [7] Cameron i Praeger opisuju konstrukciju oṕcenitijih blokovno

tranzitivnih dizajna, ali mi navodimo samo primjer kad su takvi dizajni tranz-

itivni po incidencijama.
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Primjer 3.17 (Paley, [9]) Neka je Fq polje za koje je q � 3(mod 4) i F (2)q =�
x2 j x 2 F �q

	
: De�niramo jednostavnu incidencijsku strukturu Pq kojoj su

toµcke Fq, a blokovi svi x+F
(2)
q za svaki x 2 Fq: Incidencijska struktura Pq je

simetriµcni (q; q�12 ;
q�3
4
) dizajn.

Neka je G grupa svih fa;b : Fq ! Fq bijekcija danih sa fa;b (x) = ax + b

za svaki a 2 F (2)q i svaki b 2 Fq: Grupa G je grupa automor�zama dizajna

Pq: Pokaµzimo da djeluje tranzitivno po incidencijama. Neka je
�
a; b+ F

(2)
q

�
proizovljna incidencija. Tada je f1;�b

�
a; b+ F

(2)
q

�
=
�
a� b; F (2)q

�
, a kako

je a� b 2 F (2)q , to postoji (a� b)�1 2 F (2)q te vrijedi f(a�b)�1;0
�
a� b; F (2)q

�
=�

1; F
(2)
q

�
µcime je dokazana tranzitivnost po incidencijama.

Puna grupa automor�zama dizajna Pq; za q � 19, je skup svih fa;b;� :

Fq ! Fq bijekcija danih s fa;b;� (x) = a�(x) + b za svaki a 2 F (2)q i svaki

b 2 Fq i svaki � 2 Aut (Fq) : (vidi [13])

Primjer 3.18 (Sferna geometrija, [9]) Neka je q potencija prostog broja i


 = Fqn [ f1g. Neka je G = PGL(2; qn) grupa koja se sastoji od svih

bijekcija f : 
! 
 koje su za sve a; b; c; d 2 Fqn, za koje je ad� bc 6= 0 dane

pravilom

f(x) =
ax+ b

cx+ d
; za x 6=1 i cx+ d 6= 0;

f(1) =1; za c = 0;

f(1) = a

c
; za c 6= 0;

f(�d
c
) =1; za c 6= 0:

Incidencijsku strukturu kojoj je skup toµcaka 
, a skup blokova G (Fq [ f1g)

nazivamo sfernom geometrijom SG (n; q) : Ona je jednostavni 2-(qn + 1; q +

1; q
n�1
q�1 ) dizajn tranzitivan po incidencijama.
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Poglavlje 4

Primitivni dizajni tranzitivni

po incidencijama

µCesto nam se prilikom potrage za imprimitivnim dizajnima javlja potreba

za konstrukcijom odre�enog primitivnog dizajna ili dokazivanjem neposto-

janja primitivnog dizajna s odre�enim parametrima. U ovom poglavlju

opisat ćemo algoritam traµzenja dizajna s danim parametrima µcija grupa au-

tomor�zama djeluje primitivno uz pomoć raµcunala, konkretno raµcunalnog

programa MAGMA. Svi algoritmi mogu se pronáci u Dodatku.

Prvo ćemo konstruirati algoritam za provjeravanje tranzitivnosti po in-

cidencijama nekog jednostavnog dizajna. Pritom ćemo koristiti uvjet dan

u Propoziciji 3.9. Toµcnije, za dani dizajn odabrat ćemo proizvoljnu toµcku

p 2 P nekog bloka B 2 B te provjeriti je li omjer jO\BjjOj jednak k�1
v�1 za svaku

netrivijalnu orbitu O stabilizatora toµcke p.

Blokovno tranzitivni dizajn D = (P;B) je jednoznaµcno odre�en ure�enim

parom (G;B) gdje je G tranzitivna podgrupa od Sym (P ), a B proizvoljan

element iz B: Skup svih blokova B jednostavno moµzemo dobiti kao G-orbitu

bloka B: Sada moµzemo za une�eni par (G;B) odrediti je li D = (P;GB)
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dizajn tranzitivan po incidencijama. Algoritam 6.1 radi upravo to.

Sada opi�imo algoritam za traµzenje netrivijalnih dizajna tranzitivnih po

incidencijama s nekom primitivnom grupom automor�zama G. Prvo ko-

ri�tenjem Propozicije 3.9 odredimo mogúce parametre k takvog dizajna. To

radimo tako �to za stabilizator proizvoljne toµcke p odredimo netrivijalne or-

bite fO1; :::; Ong te za sve njih brojeve k za koje vrijedi da je k�1
v�1 jOij 2 N

za svaki i 2 f1; :::; ng : Za tako odre�ene k potraµzimo sve mogúce parametre

b. Pritom koristimo sljedéce uvjete: b j jGj, r = bk
v
2 N, � = bk(k�1)

v(v�1) 2 N i

b <
�
v
k

�
. Za sve ure�ene parove (k; b) odredimo sve podgrupe od G indeksa

b jer su one kandidati za grupu GB; a zatim odredimo njihove orbite kardi-

nalnosti k. Ako takve postoje, onda su one kandidati za neki blok B. Sada

koristéci Algoritam 6.1 provjerimo je li par (G;B) generira dizajn tranzi-

tivan po incidencijama. MAGMA sadrµzi biblioteku svih primitvnih grupa

danog stupnja v � 4095. Algoritam 6.3 za dani v raµcuna, do na izomor�zam,

sve mogúce primitivne dizajne tranzitivne po incidencijama kojima je broj

toµcaka kardinalnosti v .

Koristéci algoritam 6.3 konstruirali smo sve primitivne dizajne tranzitivne

po incidencijama stupnja v � 30: Popis takvih dizajna nalazi se u dodatku

u Tablici 10.

Sljedéci rezultat daje nam dovoljne uvjete za primitivnost po toµckama

dizajna tranzitivnog po incidencijama. Ovaj teorem ćemo posebno koris-

titi za dokazivanje primitivnosti po toµckama Steinerovih 2-dizajna (� = 1)

tranzitivnih po incidencijama.

Teorem 4.1 (Kantor, [14]) Grupa automor�zama G dizajnaD tranzitivnog

po incidencijama djeluje primitivno po toµckama ako vrijedi ne�to od sljedéceg:

i) r > �(k � 3);
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ii) � > M(r; �)(M(r; �)� 1);

iii) M(r; �) = 1;

iv) M(r; �) = 2 i � 6= 2;

v) M(r; �) = 2 i r 6= 2(k � 3);

vi) M(r � �; k) = 1;

vii) M(v; k) = 1; r = k + � i k nije kvadrat.
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Poglavlje 5

Simetriµcni imprimitivni dizajni

tranzitivni po incidencijama

Teorem 4.1 nam daje naslutiti da je vécina dizajna tranzitivnih po inciden-

cijama primitivna po toµckama. Naravno, simetriµcnost nam daje dodatnu re-

strikciju pa moµzemo pretpostaviti da ima jako malo simetriµcnih po toµckama

imprimitivnih dizajna tranzitivnih po incidencijama. U daljnjem radu bavit

ćemo se iskljuµcivo takvim dizajnima, a primjeri simetriµcnih po toµckama prim-

itivnih dizajna mogu se pronáci u [4].

U ovom poglavlju poku�at ćemo pronáci sve simetriµcne imprimitivne diza-

jne tranzitivne po incidencijama kojima je parametar � � 10. Pri �ltriranju

mogúcih parametara pomoći će nam i sljedéci teorem iz [9].

Teorem 5.1 Neka je D (v; k; �) simetriµcni dizajn i neka je g 2 Aut(D):

Tada automor�zam g ima jednak broj �ksnih toµcaka i �ksnih blokova.

Kori�tenjem Propozicije 1.25 i Teorema 5.1 lako dobijemo sljedéci rezul-

tat.



Poglavlje 5. Simetriµcni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

Teorem 5.2 Neka je D = (P;B; I) (v; k; �) simetriµcni dizajn i neka je G

grupa automor�zama dizajna D. Tada je broj G-orbita na skupovima P i B

jednak.

Vaµznu ulogu u �ltraciji dopustivih parametara potencijalnih dizajna ima

i sljedéci teorem.

Teorem 5.3 (Bruck-Ryser-Chowla, [9]) U (v; k; �) simetriµcnom dizajnu

vrijedi:

i) ako je v paran, onda je k � � kvadrat prirodnog broja;

ii) ako je v neparan, onda postoji ure�ena trojka (x; y; z) 2 Z3� f(0; 0; 0)g

takva da je

x2 = (k � �)y2 + (�1)
v�1
2 �z2:

Kljuµcan teorem u potrazi za simetriµcnim imprimitivnim dizajnima tranz-

itivnim po incidencijama s �malim�� dali su Praeger i Zhou. Teorem 5.4

daje nuµzne uvjete koje takvi potencijalni dizajni trebaju ispunjavati.

Teorem 5.4 (Praeger, Zhou, [18]) Neka je G grupa, D = (P;B) netriv-

ijalni (v; k; �) simetriµcni dizajn G-tranzitivan po incidencijama, � sustav

imprimitivnosti za G na skupu toµcaka koji se sastoji od d blokova imprimi-

tivnosti kardinalnosti c: Tada postoji � 2 N takav da je jB \�j 2 f0; �g za

sve B 2 B i � 2 � i tako�er vrijedi jedna od sljedécih tvrdnji:

(a) k � �(��3)
2
;

(b) (v; k; �) = (�2(�+ 2); �(�+ 1); �) i (c; �) 2 f(�2; �); (�+ 2; 2)g;

(c) (v; k; �; c; �) = ( (�+2)(�
2�2�+2)
4

; �
2

2
; �; �+2

2
; 2) i vrijedi � � 0(mod 4) ili

� = 2u2; u neparan, u � 3 i 2(u2 � 1) kvadrat prirodnog broja;

(d) (v; k; �; c; �) = ( (�+6)(�
2+4��1)
4

; �(�+5)
2
; �; �+6; 3) i vrijedi � � 1(mod 6)

ili � � 3(mod 6):
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Propozicija 3.13 nam omogúcava pobolj�anje prethodnog rezultata.

Propozicija 5.5 U Teoremu 5.4 u sluµcaju (b), za c = � + 2 vrijedi da je �

paran, a u sluµcaju (d) � � 3(mod 6).

Dokaz. Pretpostavimo da je c = � + 2 i da je � neparan. Tada je D=�

2-(d; �; c
2�
�2
) dizajn �to je kontradikcija jer (�+2)

2�
4

=2 N:

Nadalje, u sluµcaju (d) pretpostavimo da je � � 1(mod 6). Onda postoji

u 2 N0 takav da je � = 6u + 1: Tada je D=� 2-(d; �; c
2�
�2
) dizajn, �to je

kontradikcija jer c
2�
�2
= (6u+7)2(6u+1)

9
= 24u3 + 60u2 + 42u+ 49

9
=2 N:

Sada ćemo kori�tenjem pobolj�anog prethodnog teorema popisati sve mogúce

petorke parametara (v; k; �; c; �) simetriµcnih dizajna tranzitivnih po inciden-

cijama i imprimitivnih po toµckama za koje je � � 10.

Teorem 5.6 Neka je G grupa i � � 10, D = (P;B) netrivijalni (v; k; �)

simetriµcni dizajn G-tranzitivan po incidencijama, � netrivijalni sustav im-

primitivnosti za G na skupu toµcaka, koji se sastoji od d blokova imprimi-

tivnosti kardinalnosti c i neka je � 2 N takav da je jB \�j 2 f0; �g za sve

B 2 B i sve � 2 �: Tada takav dizajn ima jednu od petorki parametara danih
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u Tablici 1:

Tablica 1

br. retka v k � c � sluµcaj iz Teorema 5.4

1 16 6 2 4 2 (b)

2 45 12 3 9 3 (b) i (d)

3 96 20 4 16 4 (b)

4 96 20 4 6 2 (b)

5 15 8 4 3 2 (c)

6 175 30 5 25 5 (b)

7 288 42 6 36 6 (b)

8 288 42 6 8 2 (b)

9 27 14 7 3 2 (a)

10 441 56 7 49 7 (b)

11 640 72 8 64 8 (b)

12 640 72 8 10 2 (b)

13 125 32 8 5 2 (c)

14 35 18 9 5 3 (a)

15 891 90 9 81 9 (b)

16 435 63 9 15 3 (d)

17 39 20 10 3 2 (a)

18 120 35 10 15 5 (a)

19 1200 110 10 100 10 (b)

20 1200 110 10 12 2 (b)

Dokaz. Prvo po Teoremu 4.1 imamo da za dizajn koji je tranzitivan po

incidencijama iz (r; �) = 1 slijedi da je primitivan po toµckama, pa za � = 1

nemamo simetriµcnih dizajna imprimitivnih po toµckama. Sada potraµzimo

mogúce parametre za dizajne s � 2 f2; :::; 10g:
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Sluµcaj b) Teorema 5.4 će nam za svaki � 2 f2; 4; 6; 8; 10g dati po dvije

mogúce petorke parametara takvog potencijalnog dizajna, posebno će za � =

2 te dvije petorke biti jednake, dok će za svaki � 2 f3; 5; 7; 9g dati po jednu

mogúcu petorku parametara. Tih trinaest sluµcajeva se nalaze u retcima 1,

2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 15, 19 i 20 Tablice 1.

Sluµcaj c) zbog uvjeta � � 0(mod 4) ili � = 2u2; u � 3 daje parametre

samo za � 2 f4; 8g, dok sluµcaj d) zbog uvjeta � � 3(mod 6) daje parametre

za � 2 f3; 9g: Pritom za � = 3 dobijemo istu petorku parametara kao i u

sluµcaju b) za � = 3: Sluµcajevi c) i d) se nalaze u retcima 2, 5, 13 i 16 Tablice

1.

Analizirajmo jo�mogúce petorke parametara koje proizlaze iz sluµcaja a)

Teorema 5.4.

Za dani � moµzemo odrediti gornju granicu za parametar k takvog poten-

cijalnog dizajna. Za � = 2; 3 vrijedi k � 0 �to je nemogúce. U Tablici 2

navedimo gornje granice za parametar k za svaki � 2 f4; :::; 10g:

Tablica 2

� gornja granica parametra k (�(��3)
2
)

4 2

5 5

6 9

7 14

8 20

9 27

10 35

Kako za sve dizajne vrijedi �(v � 1) = r(k � 1), a posebno za simetriµcne

dizajne imamo r = k, to je v = k(k�1)
�

+ 1: Kako broj toµcaka mora biti

prirodan broj, to nam reducira broj mogúcih kandidata za k: Tako�er, zbog
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k < v, vrijedi r = k > �: U Tablici 3 navedimo kandidate za parametar k za

svaki � 2 f4; :::; 10g uzimajúci u obzir gornje granice dane u Tablici 2.

Tablica 3

� kandidati za parametar k

4 nema

5 nema

6 7, 9

7 8, 14

8 9, 16, 17

9 10, 18, 19, 27

10 11, 15, 16, 20, 21, 25, 26, 30, 31, 35

U svakom imprimitivnom dizajnu vrijedi � 6= 1. Naime kad bi � bio

jednak 1 onda bi zbog k = �� vrijedilo k = � pa bi zbog v�1
k�1 =

c�1
��1 vrijedilo

v = c, a to je u kontradikciji s µcinjenicom da je dizajn imprimitivan. Kako

smo véc prije pokazali da je i � 6= 1, to znaµci da u imprimitivnom dizajnu k

ne moµze biti prost broj. Izraµcunajmo sada pripadne parametre v za svaki od

mogúcih parova parametara (�; k): Rezultati su dani u Tablici 4.

Tablica 4

(�; k) v (�; k) v

(6,9) 13 (10,15) 22

(7,8) 9 (10,16) 25

(7,14) 27 (10,20) 39

(8,9) 10 (10,21) 43

(8,16) 31 (10,25) 61

(9,10) 11 (10,26) 66

(9,18) 35 (10,30) 88

(9,27) 79 (10,35) 120
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Budúci da u imprimitivnom dizajnu vrijedi v = cd pri µcemu su i c i d

razliµciti od 1 to v ne moµze biti prost broj. Tako�er, kako traµzimo iskljuµcivo

netrivijalne dizajne, mora vrijediti k < v � 1: Dakle, jedini mogúce trojke

parametara (v; k; �) proiza�lih iz sluµcaja a) su sljedéce: (27,14,7), (35,18,9),

(22,15,10), (25,16,10), (39,20,10), (66,26,10), (88,30,10), (120,35,10).

Odmah vidimo da zbog sluµcaja i) Teorema 5.3 trojke parametara (22,15,10),

(88,30,10) nisu dopustive.

Razmotrimo mogúce parametre c i � za preostalih 6 trojki parametara.

1. U sluµcaju (v; k; �) = (27; 14; 7) parametar c mora biti element skupa

f3; 9g. Po Propoziciji 3.11 vrijedi c�1
��1 = 2 tj. za c = 3 imamo � = 2, a za

c = 9 imamo � = 5, a kako 5 - 14, to mora biti (v; k; �; c; �) = (27; 14; 7; 3; 2):

2. U sluµcaju (v; k; �) = (35; 18; 9) parametar c mora biti element skupa

f5; 7g: Sada iz c�1
��1 = 2 slijedi da za c = 5 imamo � = 3, a za c = 7 imamo

� = 4, a kako 4 - 18, to mora biti (v; k; �; c; �) = (35; 18; 9; 5; 3):

3. U sluµcaju (v; k; �) = (25; 16; 10) parametar c mora biti 5, ali onda bi

po Propoziciji 3.11 � morao biti 7
2
�to je nemogúce pa je time ovaj sluµcaj

eliminiran.

4. U sluµcaju (v; k; �) = (39; 20; 10) parametar c mora biti element skupa

f3; 13g: Sada iz c�1
��1 = 2 slijedi da za c = 3 imamo � = 2, a za c = 13 imamo

� = 7, a kako 7 - 20, to mora biti (v; k; �; c; �) = (39; 20; 10; 3; 2):

5. U sluµcaju (v; k; �) = (66; 26; 10) parametar � mora biti element skupa

f2; 13g: Sada iz c�1
��1 =

13
5
slijedi da za � = 2 imamo c = 18

5
, a za � = 13

imamo c = 161
5
: Kako nijedan od ova dva c nije prirodan broj, ovaj je sluµcaj

eliminiran.

6. U sluµcaju (v; k; �) = (120; 35; 10) parametar � mora biti element skupa

f5; 7g: Sada iz c�1
��1 =

7
2
slijedi da za � = 5 imamo c = 15, a za � = 7 imamo

c = 22: Kako 22 - 120, to mora biti (v; k; �; c; �) = (120; 35; 10; 15; 5):
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µCetiri dopustive petorke parametara iz sluµcaja a) nalaze se u retcima 9,

14, 17 i 18 Tablice 1.

Time smo ispitali sve mogúcnosti za parametre (v; k; �; c; �) potencijalnog

dizajna iz teorema.

Sada ćemo potraµziti dizajne s danim petorkama parametara iz Tablice 1

ili poku�ati dokazati njihovu neegzistenciju.

Prvo ćemo navesti poznate rezultate za sluµcajeve iz prvih pet redaka

Tablice 1.

Q.M. Husein je u [12] dokazao sljedéci rezultat:

Teorem 5.7 Postoje toµcno tri do na izomor�zam razliµcita simetriµcna (16,6,2)

dizajna.

Napomena 5.8 Regueiro je u [19] pokazala da su toµcno dva od tri simetriµcna

(16,6,2)-dizajna tranzitivni po incidencijama i imprimitivni po toµckama.

Napomena 5.9 Praeger je u [17] opisala konstrukciju i dokazala da postoji

samo jedan simetriµcni imprimitivni po toµckama (45,12,3)-dizajn tranzitivan

po incidencijama.

Napomena 5.10 Law, Praeger i Reichard su u [16] dokazali da postoje µce-

tiri do na izomor�zam simetriµcna imprimitivna po toµckama (96,20,4)-dizajna

tranzitivna po incidencijama.

Napomena 5.11 Praeger i Zhou su u [18] dokazali da postoji toµcno jedan

simetriµcni imprimitivni po toµckama (15,8,4)-dizajn tranzitivan po incidenci-

jama.

Primjer 5.12 Neka je D = (P;B; I) 2�(v; k; �) dizajn. Incidencijska struk-

turaDc = (P;B; Ic), pri µcemu je Ic = (P � B)�I, je 2�(v; v � k; b� 2r + �)
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dizajn. Nazivamo ga komplementom dizajna D: Oṕcenito vrijedi AutD =

AutDc: Tranzitivnost po incidencijama dizajna D ne povlaµci nuµzno i tranz-

itivnost po incidencijama dizajna Dc. U napomeni 5.11 (15,8,4)-dizajn je

izomorfan komplementu projektivne geometrije PG3 (3; 2). Puna grupa au-

tomor�zama dizajna PG3 (3; 2) i PG3 (3; 2)
c djeluje tranzitivno po inciden-

cijama i primitivno po toµckama na oba dizajna. Me�utim, dizajn PG3 (3; 2)
c

ima grupu automor�zama koja djeluje tranzitivno po incidencijama i imprim-

itivno po toµckama, dok dizajn PG3 (3; 2) nema takvu grupu.

Propozicija 5.13 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz redaka 13 i 16 Tablice

1.

Dokaz. (Sluµcaj 13) Pretpostavimo da postoji (v; k; �) simetriµcni dizajn

tranzitivan po incidencijama i imprimitivan po toµckama s danim parametrima.

Kako je v = 125 neparan broj, to po Teoremu 5.3 postoji ure�ena tro-

jka (x; y; z) 2 Z3� f(0; 0; 0)g takva da je x2 = 24y2 + 8z2: Ako trojka

(x; y; z) zadovoljava jednadµzbu x2 = 24y2+8z2, onda ju zadovoljava i trojka

(px; py; pz) i obratno za svaki p 2 Z pa moµzemo odabrati trojku (x; y; z),

koja zadovoljava danu jednadµzbu, takvu da je M(x; y; z) = 1: Sada je x2 �

2z2(mod 3). Pretpostavimo da je z 6� 0(mod 3): Tada je
�
x
z

�2 � 2(mod 3),

�to je nemogúce, pa je z � 0(mod 3) tj. z = 3z0 za neki z0 2 N0: Sada je

x2 = 24y2 + 72z20 pa iz 3 j x2 slijedi i 3 j x pa je x = 3x0 za neki x0 2 N0:

Slijedi 3x20 = 8y2 + 24z20 pa iz 3 j y2 slijedi i 3 j y te je y = 3y0 za neki

y0 2 N0: Sada je M(x; y; z) = M(3x0; 3y0; 3z0) 6= 1 �to je kontradikcija s

odabirom trojke (x; y; z):

(Sluµcaj 16) Pretpostavimo da postoji (v; k; �) simetriµcni dizajn tranzi-

tivan po incidencijama i imprimitivan po toµckama s danim parametrima.
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Kako je v = 435 neparan broj, to po Teoremu 5.3 postoji ure�ena trojka

(x; y; z) 2 Z3� f(0; 0; 0)g takva da je x2 = 54y2�9z2: Opet moµzemo odabrati

trojku (x; y; z), koja zadovoljava danu jednadµzbu, takvu da jeM(x; y; z) = 1:

Sada je x2 � 0(mod 3) pa iz 3 j x2 slijedi i 3 j x pa je x = 3x0 za neki x0 2 N0:

Sada je x20 = 6y
2 � z2: Sada je x20 � 2z2(mod 3). Pretpostavimo da je z 6�

0(mod 3): Tada je
�
x0
z

�2 � 2(mod 3) �to je nemogúce pa je z � 0(mod 3) tj.
z = 3z0 za neki z0 2 N0:Tada slijedi da je x20 = 6y2 � 9z20 : tj. 3 j x0 pa

imamo i 3 j y2; a onda slijedi i 3 j y pa je y = 3y0 za neki y0 2 N0: Sada

je M(x; y; z) = M(3x0; 3y0; 3z0) 6= 1 �to je kontradikcija s odabirom trojke

(x; y; z):

Propozicija 5.14 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz redaka 9 i 17 Tablice

1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje simetriµcni dizajni tranzitivni po inciden-

cijama i imprimitivni po toµckama kojima je petorka parametara (v; k; �; c; �)

jednaka (27; 14; 7; 3; 2) ili (39; 20; 10; 3; 2): No tada je po Propoziciji 3.13 para-

metar �D=� njihovog kvocijentnog dizajna jednak c2�
�2
, odnosno redom 63

4
ili

45
2
, �to je nemogúce.

5.1 Eliminacije uz pomóc MAGME

Za daljnje eliminacije bit će nam potrebno de�nirati jo�neke pojmove.

De�nicija 5.15 Neka su � = f�i � 
 j i 2 f1; ::; dgg i �0 = f�0
i � 
 j i 2

f1; ::; d0gg sustavi imprimitivnosti djelovanja grupe G na skup 
: Kaµzemo da

je sustav imprimitivnosti � podsustav od �0 i pi�emo � � �0 ako za svaki

�i 2 � postoji j 2 f1; ::; d0g takav da je �i � �0
j:
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De�nicija 5.16 Neka je � sustav imprimitivnosti djelovanja grupe G na

skup 
: Kaµzemo da je �minimalni sustav imprimitivnosti tog djelovanja

ako za svaki sustav imprimitivnosti �0 tog djelovanja iz �0 � � slijedi �0 = �:

De�nicija 5.17 Neka je � sustav imprimitivnosti djelovanja grupe G na

skup 
: Kaµzemo da je � maksimalni sustav imprimitivnosti tog djelo-

vanja ako za svaki sustav imprimitivnosti �0 tog djelovanja iz � � �0 slijedi

�0 = �:

Propozicija 5.18 Neka su � i �0 sustavi imprimitivnosti djelovanja grupe

G na skup 
: Ako je � � �0, onda j�j j j�0j za sve � 2 � i sve �0 2 �0:

Dokaz. Kako je svaki � 2 � sadrµzan u nekom �0 2 �0, to je svaki �0 unija

nekih � 2 � koji su me�usobno ekvipotentni pa postoji n 2 N takav da je

j�0j = n � j�j tj. j�j j j�0j :

Neka je � = f�i � P j i 2 f1; ::; dgg sustav imprimitivnosti grupe

G automor�zama dizajna D = (P;B; I) G-tranzitivnog po incidencijama i

G-imprimitivnog po toµckama. De�nirajmo djelovanje grupe G na skup �:

g�i = �j , (9x 2 �i)(9y 2 �j) gx = y:

Neka je '� : G ! Sym(�) permutacijska reprezentacija grupe G na

skupu �: Oznaµcimo s K = G(�) jezgru i s G� sliku tog homomor�zma.

Tada je po Teoremu 1.1 G=K �= G�: Jasno, ako je � maksimalni sustav

imprimitivnosti, onda je G� primitivna na �:

Neka je '� : G� ! Sym(�) permutacijska reprezentacija grupe G�

na proizvoljnom skupu � 2 �: Jezgra tog homomor�zma je G(�); a sliku

oznaµcimo s (G�)�: Jasno, ako je � minimalni sustav imprimitivnosti, onda

je (G�)� primitivna na �:

Sada pogledajmo dosad neeliminirane sluµcajeve prikazane u Tablici 5:
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Tablica 5

v k � c �

6 175 30 5 25 5

7 288 42 6 36 6

8 288 42 6 8 2

10 441 56 7 49 7

11 640 72 8 64 8

12 640 72 8 10 2

14 35 18 9 5 3

15 891 90 9 81 9

18 120 35 10 15 5

19 1200 110 10 100 10

20 1200 110 10 12 2

Primijetimo da je po Propoziciji 5.18 u svim preostalim sluµcajevima sus-

tav imprimitivnosti � istovremeno i minimalan i maksimalan. Samim time

u svim preostalim sluµcajevima su grupe G� i (G�)� primitivne.

Daljnju teorijsku analizu provodimo iskljuµcivo za sluµcaj kad su G� i

(G�)
� primitivne.

Sljedécu eliminaciju provest ćemo uz pomoć programskog paketaMAGMA:

Propozicija 5.19 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz redaka 18, 19 i 20

Tablice 1.

Dokaz. (Sluµcaj 18). Pretpostavimo da postoji takav dizajn. Tada za broj

blokova b1 njegovog poddizajna vrijedi b1 = c�
�1
= 105

�1
. Sada iz �1j� i b1 � c sli-

jedi b1 2 f21; 105g: Kako su parametri poddizajna (15; 5; 10), to su parametri

pojednostavnjenja tog dizajna (15; 5; 10
�1
); a lako se vidi da takav primitivan

52



Poglavlje 5. Simetriµcni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

dizajn tranzitivan po incidencijama s traµzenim brojem blokova ne postoji

(vidi Algoritam 6.4).

(Sluµcaj 19). Analognim zakljuµcivanjem dobijemo b1 2 f110; 220; 550; 1100g,

a 2-(100; 10; 10
�1
) primitivan dizajn tranzitivan po incidencijama s takvim bro-

jem blokova ne postoji (vidi Algoritam 6.4).

(Sluµcaj 20). Pretpostavimo da postoji takav dizajn. Tada za broj blokova

b2 njegovog kvocijentnog dizajna vrijedi b2 = v
�2
= 1200

�2
: Sada iz b2 � d sli-

jedi b2 2 f100; 120; 200; 240; 300; 400; 600; 1200g, a 2-(100; 55; 360�2 ) primitivan

dizajn tranzitivan po incidencijama s takvim brojem blokova ne postoji (vidi

Algoritam 6.4).

Za daljnje eliminacije promotrimo dva bitno razliµcita sluµcaja u ovisnosti

o K, tj. kada je K trivijalna i kada nije.

Ako je K trivijalna, onda je G izomorfna primitivnoj grupi stupnja d

(G �= G�K �= G�). KakoG djeluje tranzitivno na skup incidencija kojih ima

bk (u simetriµcnim dizajnima isto �to i vk), to kardinalnost skupa incidencija

mora dijeliti red grupe G koja je podgrupa od Sd: Dakle, mora biti ispunjen

uvjet

vk j d!:

Dani uvjet nije ispunjen u sluµcajevima iz redaka 6, 7, 10, 11 i 15 pa znamo

da sigurno ne postoje dizajni tranzitivni po incidencijama s tim parametrima

kojima bi K bila trivijalna. Eventualne dizajne tranzitivne po incidencijama

iz sluµcajeva 8, 12, i 14 potraµzimo uz pomoć MAGME.

U ovim sluµcajevima prvo uzmemo sve primitivne grupe stupnja d koje su

kandidati za grupu G� i u svakoj od njih odredimo stabilizator proizvoljne

toµcke. On je kandidat za grupu G�. U takvoj grupi potraµzimo sve maksi-

malne podgrupe indeksa c koje su kandidati za stabilizator toµcke Gp: Traµzimo

iskljuµcivo maksimalne podgrupe jer su sustavi imprimitivnosti traµzenih diza-
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jna minimalni. Konstruiramo permutacijsku grupu G stupnja v = cd koja je

izomorfna grupi G� kojoj je stabilizator toµcke Gp: Kako traµzimo simetriµcne

dizajne, imamo v = b pa potraµzimo podgrupe grupe G indeksa v koje su

kandidati za grupu GB, a zatim u takvim grupama potraµzimo orbite kar-

dinalnosti k koje su kandidati za blokove B traµzenog dizajna. Konaµcno,

provjerimo da li je D = (P;GB) dizajn tranzitivan po incidencijama. U

sluµcajevima 8, 12 i 14 nema takvog dizajna za K = 1. (vidi: Algoritam 6.5).

Razmotrimo sada sluµcaj kada je K netrivijalna. Tada vrijede sljedéci

rezultati.

Napomena 5.20 U svim sljedécim teoremima pretpostavljamo da je D =

(P;B; I) (v; k; �) simetriµcni dizajn G-tranzitivan po incidencijama i G-imprimitivan

po toµckama pri µcemu G djeluje vjerno i µcuva particiju � na d blokova imprim-

itivnosti kardinalnosti c: Tako�er, pretpostavljamo da je kardinalnost svakog

nepraznog presjeka nekog bloka i bloka imprimitivnosti jednaka � kao i da je

za svaki B 2 B broj blokova imprimitivnosti s kojima blok B ima neprazni

presjek jednak �:

Promotrimo djelovanje grupe K na proizvoljni blok imprimitivnosti � tj.

homomor�zam f : K ! Sym (�) : Oznaµcimo s K� sliku tog homomor�zma.

Lema 5.21 Neka je K 6= 1. Tada je K� 6= 1 za svaki � 2 �:

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji � 2 � takav da je K� = 1:

Promotrimo djelovanje K na skup toµcaka P . Neka je k 2 K proizvoljan

i p 2 P proizvoljna toµcka. Oznaµcimo s �0 blok imprimitivnosti u kojem

se nalazi p: Neka je g 2 G takav da je g� = �0: Kako je p 2 �0, to je

g�1p 2 �. Sada je gkg�1p = gg�1p = p: Pa vidimo da za svaki k 2 K; gkg�1

djeluje trivijalno na svaku toµcku p0 2 �0 tj. gKg�1 djeluje trivijalno na �0,
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a kako je K E G, to je gKg�1 = K. Sada imamo da K djeluje trivijalno

na �0; a kako je p0 odabran proizvoljno, to K djeluje trivijalno na svaki blok

imprimitivnosti, tj. K = 1 �to je u kontradikciji s poµcetnom pretpostavkom.

Lema 5.22 Neka je K 6= 1: Tada K� djeluje tranzitivno na �:

Dokaz. Prvo uoµcimo da jeK� netrivijalna normalna podgrupa grupe (G�)�:

Sada tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije 1.34.

Za proizvoljni blok B 2 B promotrimo restrikciju homomor�zma f : K !

Sym (�) na stabilizator bloka KB: Oznaµcimo s K�
B sliku tog homomor�zma.

Lema 5.23 Neka je K 6= 1: Za svaki B 2 B vrijedi [K : KB] = c:

Dokaz. Kako K� djeluje tranzitivno na �, to i K djeluje tranzitivno na � i

to vrijedi za svaki � 2 �: Dakle, K pri djelovanju na P ima d orbita duljine

c: Po Teoremu 5.2 K pri djelovanju na B tako�er ima d orbita koje su, zbog

K E G, jednake duljine, a kako zbog simetriµcnog dizajna imamo jBj = jP j,
to one moraju biti duljine c: Sada po Propoziciji 1.23 vrijedi [K : KB] = c za

svaki B 2 B:

Propozicija 5.24 Neka je K 6= 1: Tada je �2 = c:

Dokaz. Prvo uoµcimo da je S = fB0 2 B j D��(B0) = D��(B)g K-skup

za svaki B 2 B: Za proizvoljni k 2 K vrijedi D��(kB0) = k(D��(B0)),

a kako je k 2 K = G(�), on djeluje trivijalno na svaku toµcku kvocijentnog

dizajna pa je k(D��(B0)) = D��(B0) tj. kB0 2 S: Sada je S unija orbita

od K, a kako je jSj = �2 i sve orbite od K po blokovima su duljine c, to

postoji n 2 N takav da je �2 = nc: Sada koristéci Fisherovu nejednakost na

pojednostavnjenju kvocijentnog dizajna dobijemo:

d � b

�2
=
v

�2
=
cd

�2
,
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tj. �2 � c: Konaµcno, mora biti n = 1 tj. �2 = c:

Propozicija 5.25 Neka je K 6= 1: Tada je D��S simetriµcni dizajn.

Dokaz. Kako je �2 = c, to je broj blokova dizajna D��S jednak b
�2
= v

c
=

cd
c
= d, �to je jednako broju toµcaka tog dizajna.

Propozicija 5.26 Neka je K 6= 1: Indeks grupe K� po podgrupi K�
B dijeli

c.

Dokaz. Vrijedi [K : KB] =
jKj
jKB j =

jK�jjK(�)j
jK�

B jjKB;(�)j =
�
K� : K�

B

� �
K(�) : KB;(�)

�
:

Kako je [K : KB] = c, to
�
K� : K�

B

�
j c:

Propozicija 5.27 Neka je K 6= 1: Postoje orbite od K�
B µcija je unija kardi-

nalnosti �:

Dokaz. Skup B \� je K�
B -skup i kardinalnosti je �:

Propozicija 5.28 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po in-

cidencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz redaka 7, 12 i 14

Tablice 1.

Dokaz. (Sluµcaj 7.) Prvo izraµcunajmo broj blokova pojednostavnjenja pod-

dizajnaDS
�: On je jednak

c�
�1
, a kako je �1 j �, to je b 2 f42; 84; 126; 252g: Sada

uz pomoć MAGME potraµzimo mogúce kandidate za grupu (G�)�. Takva

grupa za b 2 f42; 126g ne postoji. Za b 2 f84; 252g jedini kandidati za te

grupe su PSL(2; 8) i P�L(2; 8): Sada potraµzimo kandidate za grupu K�.

Jedina normalna netrivijalna podgrupa grupe PSL(2; 8) je ona sama, dok je

u P�L(2; 8) osim nje same normalna i grupa PSL(2; 8): Koristéci Propozi-

ciju 5.26 potraµzimo kandidate za K�
B tj. grupama PSL(2; 8) i P�L(2; 8)
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potraµzimo sve podgrupe takve da indeks tih podgrupa dijeli c. Svi kandi-

dati na skupu od 36 toµcaka imaju jednu od sljedéce µcetiri orbitne strukture:

f11; 141; 211g, f11; 73; 141g, f81; 281g i f361g (orbitne strukture zapisujemo

kao multiskupove). Kako po Propoziciji 5.27 u traµzenom dizajnu mora pos-

tojati unija orbita grupe K�
B kardinalnosti 6, vidimo da takav dizajn ne

postoji.

(Sluµcaj 12.) Raµcunajúci kao i u sluµcaju 7 broj blokova pojednostavnjenja

poddizajna DS
� mora biti iz skupa f45; 90; 180; 360g, no kako je c = 10 i

� = 2, to je maksimalan broj blokova jednostavnog dizajna
�
10
2

�
pa mora biti

b = 45:

Dalje postupak ponavljamo kao u dokazu sluµcaja 7. Svi kandidati za

grupu K�
B imaju jednu od sljedéce dvije orbitne strukture: f11; 91g i f101g.

Kako po Propoziciji 5.27 u traµzenom dizajnu mora postojati unija orbita

grupe K�
B kardinalnosti 2, vidimo da takav dizajn ne postoji.

(Sluµcaj 14.) Broj blokova pojednostavnjenja poddizajna DS
� mora biti

iz skupa f10; 30g, no kako je c = 5 i � = 3, to je maksimalan broj blokova

jednostavnog dizajna
�
5
3

�
pa mora biti b = 10:Orbitne strukture potencijalnih

grupaK�
B su f11; 41g i f51g pa vidimo da ne postoji unija orbita kardinalnosti

3, a samim time ni traµzeni dizajn.

Lema 5.29 Za svaki � 2 � grupa K� je izomorfna grupi KG(�)�G(�):

Dokaz. Po Teoremu 1.1 je K� �= K�K(�): Kako se u K(�) nalaze svi

elementi iz K koji �ksiraju cijeli �, oµcito je K(�) = K \G(�): Sada imamo

K�K(�) = K�(K \ G(�)), a kako je G(�) E G po Teoremu 1.2 vrijedi

K�(K \G(�)) �= KG(�)�G(�): Konaµcno imamo K� �= KG(�)�G(�):

Propozicija 5.30 Postoji normalna podgrupa N grupe
�
G�
�
�
izomorfna

grupi G(�)�K(�) takva da je
�
G�
�
�
�N �= (G�)��K�:
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Dokaz. Neka je N = KG(�)�K: Prvo pokaµzimo da je N �= G(�)�K(�):

Dakle, po Teoremu 1.2 KG(�)�K �= G(�)�(G(�) \ K) = G(�)�K(�) pa

je prva tvrdnja dokazana. Sada dokaµzimo da je
�
G�
�
�
�N �= (G�)��K�:

Prvo uoµcimo da je po Teoremu 1.1
�
G�
�
�
�= G��K: Sada je

�
G�
�
�
�N �=

(G��K)�(KG(�)�K), a ta grupa je po Teoremu 1.3 izomorfna grupiG��KG(�):

S druge strane grupa (G�)��K� je po Teoremu 1.1 i Lemi 5.29 izomorfna

grupi
�
G��G(�)

�
�
�
KG(�)�G(�)

�
koja je po Teoremu 1.3 tako�er izomorfna

G��KG(�) µcime je propozicija dokazana.

Primjenom Propozicija 5.26, 5.27 i 5.30 moµzemo ograniµciti izbor mogúcih

kandidata za grupe (G�)�; K� i G�, a u nekim sluµcajevima ih µcak i u

potpunosti eliminirati: U sluµcaju iz retka 11 ne postoji kombinacija tih grupa

koja bi zadovoljila sve tri propozicije.

Propozicija 5.31 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz retka 11 Tablice 1.

Dokaz. Prvo uz pomoć MAGME odredimo sve mogúce kandidate za grupu�
G�
�
�
; a zatim odredimo sve njihove normalne podgrupe i njihove indekse.

U ovom sluµcaju indeks takve normalne podgrupe mora biti u skupu {1, 2, 4, 8,

16, 36, 72, 144, 181440, 362880}. Sada potraµzimo kandidate za grupu (G�)�

i njihove normalne podgrupeK� µciji je indeks iz prethodno navedenog skupa.

U svimK� potraµzimo kandidate zaK�
B :Orbitne strukture takvih potencijal-

nih grupa K�
B su sljedéce: f11; 321; 211g; f11; 97g; f11; 94; 271g; f11; 91; 272g;

f11; 182; 271g; f11; 271; 361g; f11; 631g; f41; 125g; f161; 481g; f281; 361g; f641g

pa vidimo da ne postoji unija orbita kardinalnosti 8, a samim time ni traµzeni

dizajn.

Pogledajmo koje kombinacije grupa (G�)�; K� iG� zadovoljavaju Propozi-

cije 5.26, 5.27 i 5.30 u preostala µcetiri sluµcaja (Tablice 6-9)
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Napomena 5.32 U prikazima grupa koristimo notaciju iz programskog paketa

MAGMA. Oznaka pr(X,Y) oznaµcava primitivnu grupu koja se u MAGMINOJ

biblioteci primitivnih grupa stupnja X nalazi pod identi�kacijom Y. Oznaka

(X,Y) oznaµcava grupu iz MAGMINE biblioteke grupa reda X pod identi�kaci-

jom Y.

Tablica 6

Sluµcaj 6: (v; k; �; c; �) = (175; 30; 5; 25; 5)

Grupa (G�)
� K� G�

pr(25; 13) (100; 11) pr(7; 4)

pr(25; 14) (100; 11) pr(7; 5)

pr(25; 19) (100; 11) pr(7; 5)

Tablica 7

Sluµcaj 8: (v; k; �; c; �) = (288; 42; 6; 8; 2)

Grupa (G�)
� K� G�

pr(8; 3) (8; 5) pr(36; 14)

Tablica 8

Sluµcaj 10: (v; k; �; c; �) = (441; 56; 7; 49; 7)

Grupa (G�)
� K� G�

pr(49; 9) (98; 4) pr(9; 5)

pr(49; 10) (98; 4) pr(9; 2)

pr(49; 22) (98; 4) pr(9; 7)

pr(49; 23) (294; 13) pr(9; 5)

pr(49; 24) (294; 13) pr(9; 2)

pr(49; 29) (294; 13) pr(9; 7)
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Tablica 9

Sluµcaj 15: (v; k; �; c; �) = (891; 90; 9; 81; 9)

Grupa (G�)
� K� G�

pr(81; 45) (648; 711) pr(11; 4)

pr(81; 110) (162; 54) pr(11; 5)

pr(81; 115) (324; 164) pr(11; 5)

pr(81; 120) (648; 711) pr(11; 5)

pr(81; 133) (324; 164) pr(11; 6)

pr(81; 138) (648; 711) pr(11; 6)

U svim mogúcim sluµcajevima kandidati za grupu (G�)� i K� su grupe

a�nog tipa.

Nadalje pretpostavljamo da je (G�)� primitivna grupa a�nog tipa stup-

nja c = p�. Primijetimo da K� ne mora nuµzno biti primitivna.

Sada za grupuX, s [X]p oznaµcimo skup fN E X j jN j = pa za neki a 2 N0g :

Oznaµcimo s Op(X) maksimalnu grupu u skupu [X]p : Kako iz N1; N2 2 [X]p
slijedi N1N2 2 [X]p, vidimo da je Op(X) dobro de�nirana, tj. postoji jedin-

stvena takva grupa u [X]p :

Podgrupu translacija od (G�)� oznaµcit ćemo s T (�): Moµze se pokazati

da je Op((G�)�) = T (�) (vidi [16]).

µCesto ćemo toµcke iz skupa� poistovjetiti s elementima iz T (�) budúci da

T (�) djeluje regularno na �: Tako�er, skup 
 poistovjécujemo s
d[
i=1

T (�i), a

K će biti podgrupa skupa

 
dY
i=1

T (�i)

!
oGL(n; p)d koja djeluje na

d[
i=1

T (�i)

s

(x;A)v = xi + Aiv,

za sve (x;A) 2
 

dY
i=1

T (�i)

!
oGL(n; p)d; v 2 T (�i):
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Propozicija 5.33 Ako je N E G, onda je gN(�)g�1 = N(g�) za sve � 2 � i
sve g 2 G: Tako�er, tada su svi N(�) = 1 ili su svi N(�) me�usobno razliµciti.

Dokaz. Neka su � 2 � i g 2 G proizvoljni.

Neka je x 2 gN(�)g�1: Tada postoji h 2 N(�) takav da je x = ghg�1:

Neka je g� 2 g� proizvoljan. Sada je

xg� = ghg�1g� = gh� = g�;

pa je x 2 G(g�). Kako je N E G, to je ghg�1 2 N pa je konaµcno

x 2 N(g�): Dakle, gN(�)g�1 � N(g�):

Obratno, neka je x 2 N(g�): Neka je � 2 � proizvoljan. Tada je g� 2 g�

za svaki g 2 G pa je xg� = g� tj. g�1xg� = �: Sada je g�1xg 2 G(�): Tako�er,

zbog normalnosti od N je g�1xg 2 N pa je g�1xg 2 N(�) tj. x 2 gN(�)g�1:

Pokaµzimo sada drugu tvrdnju. Na skupu � de�nirajmo relaciju ekviva-

lencije sa � � �0 ako i samo ako N(�) = N(�0): Kako iz � � �0 za svaki

g 2 G slijedi N(g�) = gN(�)g�1 = gN(�0)g�1 = N(g�0) tj. g� � g�0, vidimo

da je ovo G-relacija, odnosno G µcuva particiju induciranu ovom relacijom pa

ta particija tvori blokovni sustav s obzirom na G. No kako K djeluje trivi-

jalno na ovaj blokovni sustav, to je ova particija blokovni sustav s obzirom

na G�: Sada, kako je G� primitivna grupa, slijedi da ili imamo d blokova

imprimitivnosti kardinalnosti 1 ili jedan blok imprimitivnosti kardinalnosti

d. U prvom sluµcaju za svaka dva razliµcita �;�0 2 � vrijedi � 6� �0 tj.

N(�) 6= N(�0): U drugom sluµcaju imamo da su svi N(�) jednaki no onda

iz \
�2�

G(�) = 1 slijedi \
�2�

N(�) = 1, a zbog jednakosti svih N(�) imamo

N(�) = 1.

Propozicija 5.34 Za svaki � 2 � vrijedi da je Op(K)� �= F�p i postoji � �

� takav da je Op(K) �= F �p : Tako�er, Op(K) E G i CG(Op(K))\K = Op(K):

61



Poglavlje 5. Simetriµcni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

Dokaz. Iz Op(K) char K E G slijedi da je Op(K) E G i Op(K)� E (G�)�

pa je Op(K)� � Op((G�)�) = T (�) za svaki � 2 � i Op(K)� = T (�) �= F�p
(vidi [16]). Budúci da je Op(K) �

Y
�2�

T (�); a iz de�nicije od Op(K) slijedi

Op(K) = G\
Y
�2�

T (�) i Op(K) je elementarna abelova p-grupa dakle postoji

� � � takav da je Op(K) �= F �p :

Budúci da je Op(K) abelova grupa vrijedi da je Op(K) � CG(Op(K))\K:

Neka je sada x 2 CG(Op(K))\K: Tada je xs = sx za svaki s 2 Op(K): Sada

je '�(x)'�(s) = '�(s)'�(x) pa je '�(x) 2 C(G�)�(Op(K)
�) = Op(K)

� pa

je x 2 Op(K) (u teoriji primitivnih grupa se pokaµze da je C(G�)�(T (�)) =

T (�); vidi [10]).

Propozicija 5.35 Ako je Op(K)(�) 6= 1 za neki� 2 �, onda je CG(Op(K)) =

Op(K).

Dokaz. Pretpostavimo da je CG(Op(K)) 6= Op(K). Onda po Propoziciji

5.34 postoji element x iz CG(Op(K)) koji nije u K. Kako je centralizator

normalne podgrupe normalna podgrupa, to je CG(Op(K))K�K netrivijalna

normalna podgrupa od G� pa djeluje tranzitivno na �: Onda i CG(Op(K))

djeluje tranzitivno na �. To znaµci da za � i �0 iz � postoji g 2 CG(Op(K))

takav da je g� = �0: Po Propoziciji 5.33 vrijedi Op(K)(�) = gOp(K)(�)g�1 =

Op(K)(g�) = Op(K)(�0) pa su svi Op(K)(�) = 1, �to je u kontradikciji s

poµcetnom pretpostavkom. Dakle, CG(Op(K)) = Op(K).

Za dokazivanje Propozicije 5.37 koristit ćemo sljedéci poznat rezultat iz

teorije simetriµcnih dizajna dan u [9]:

Teorem 5.36 Ako je f broj �ksnih toµcaka netrivijalnog automor�zma simetriµcnog

(v; k; �) dizajna, onda je f � k +
p
k � �:

62



Poglavlje 5. Simetriµcni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

Propozicija 5.37 Ako je k+
p
k � � < 2c, onda je K(�) \K(�0) = 1 za sve

razliµcite blokove imprimitivnosti �;�0 2 � te jKj �
��K�

��2 i jOp (K)j � c2:
Dokaz. Neka su � i �0 razliµciti elementi iz �: Ako je K(�) \K(�0) netrivi-

jalan, onda postoji nejediniµcni element u G koji ima barem 2c �ksnih toµcaka

�to je u kontradikciji s brojem �ksnih toµcaka netrivijalnog automor�zma

simetriµcnog dizajna pa mora biti K(�) \K(�0) = 1: Kako je K(�)K(�0) � K;

a iz Propozicije 5.33 vrijedi da
��K(�)

�� ne ovisi o izboru �; to imamo
jKj �

��K(�)K(�0)

�� = ��K(�)

�� ��K(�0)

�� = ��K(�)

��2 = jKj2

jK�j2
,

tj. jKj �
��K�

��2 : Analogno dobijemo i jOp (K)j � ���Op (K)����2 ; a kako je���Op (K)���� = jT (�)j = ��F�p �� = p� = c; imamo traµzeni rezultat.
Napomena 5.38 Primijetimo da je uvjet k+

p
k � � < 2c ispunjen u tri od

preostala µcetiri sluµcaja: 6, 10 i 15. Za te sluµcajeve nam Propozicija 5.37 pri

konstrukciji potencijalnog dizajna daje ogradu za redove grupa K i Op (K) :

Propozicija 5.39 Neka je � 2 �, Y1 � F �p i K� = T (�)o Y , pri µcemu je

Y = fyI j y 2 Y1g �= Y1. Tada vrijedi:

i) Grupa K je izomorfna podgrupi od

 
dY
i=1

T (�i)

!
o Y d, i Op (K) je

izomorfna podgrupi od
dY
i=1

T (�i):

ii) Postoji K0 � K takva da je K = Op (K) o K0, i K0 je izomorfna

podgrupi od Y d:

iii) Ako je Op (K)(�i)\Op (K)(�j) trivijalna grupa za sve razliµcite �i;�j 2

� i jY j < d, onda je K0
�= Y:

Dokaz. i) Budúci da je K E G djelovanja od K na svim� 2 � su izomorfna

pa slijedi prvi dio tvrdnje. Kako je Op (K) = G\
dY
i=1

T (�) �
dY
i=1

T (�i); slijedi

druga tvrdnja.
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ii) Neka je N =

 
dY
i=1

T (�i)

!
o Y d: Budúci da je

dY
i=1

T (�i) E N rje�iva

i N�
dY
i=1

T (�i) �= Y d rje�iva slijedi da je N rje�iva grupa. K je podgrupa

rje�ive grupe pa je i sama rje�iva. Kako je Y1 � F �p i
��F �p �� = p � 1, slijedi

da p - jY jd pa je
dY
i=1

T (�i) p-Sylowljeva podgrupa grupe N: Budúci da je

Op (K) �
dY
i=1

T (�i) slijedi da je Op (K) p-Sylowljeva podgrupa grupe K:

Kako je K rje�iva podgrupa, po Propoziciji 1.13 postoji p0-Hallova podgrupa

K0 te vrijedi K = Op (K)oK0:

iii) Neka je s 2 Op (K)(�i) : To znaµci da je si = 0 pa iz trivijalnosti od

Op (K)(�i) \Op (K)(�j) slijedi da za svaki s 2 Op (K) za koje je si = sj = 0,

za neke i 6= j, vrijedi da su svi si = 0. Iz jY j < d slijedi da za svaki

A = (a1I; :::; adI) 2 K0; pri µcemu su ai 2 Y1; postoje razliµciti i, j takvi da je

ai = aj: Sada uoµcimo da za svaki s 2 Op (K) vrijedi:

(0; A)(s; I)(0; A)�1(s; I)�ai = (As;A)(0; A�1)(�ais; I)

= (As; I)(�ais; I)

= (As� ais; I):

Kako je s 2 Op (K) E K, to je As�ais element iz Op (K) kojemu su i-ta
i j-ta koordinata jednake 0 pa su mu sve koordinate jednake 0, tj. As = ais:

Sada je a1 = a2 = ::: = ad pa je svaki A 2 K0 oblika (a1I; :::; a1I) tj. K0
�= Y:

Propozicija 5.40 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama imprimitivni po toµckama s parametrima iz retka 6 Tablice 1.

Dokaz. Prvo navedimo sve mogúce kombinacije grupa (G�)�, K� i G� za

sluµcaj 6.
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(G�)
� K� G�

pr(25; 13) (100; 11) pr(7; 4)

pr(25; 14) (100; 11) pr(7; 5)

pr(25; 19) (100; 11) pr(7; 5)

Kako je G tranzitivna po incidencijama, mora vrijediti vk j jGj. Kako je

vk = 2 � 3 � 53 � 7 i jGj =
��G��� jKj, mora vrijediti 53 j ��G��� jKj : S obzirom da

su jedine mogúce grupe G� pr(7,4) i pr(7,5) redova 42 i 168 redom, vidimo

da 5 -
��G��� pa mora vrijediti 53 j jKj :

Pokazuje se (u MAGMI) da je K� = T (�)o h2Ii pa iz Propozicije 5.39

slijedi K = O5 (K)o h2Ii :

U grupi G postoji element x reda 7 koji nije element iz O5 (K). Neka

je grupa H = O5 (K) hxi : Grupa hxi je 7-Sylowljeva podgrupa od H: Broj

7-Sylovljevih podgrupa syl7 dijeli red od O5 (K) te je syl7 � 1(mod 7): Kako

je zbog Propozicije 5.37 jO5 (K)j � 252, slijedi da je syl7 = 1: Sve Sy-

lowljeve podgrupe od H su normalne pa element x komutira s O5 (K) po

elementima: Sada je x 2 CG(O5(K)) 6= O5(K) pa po Propoziciji 5.35 vrijedi

da je O5(K)(�) = 1, odnosno O5(K)� �= O5(K)�O5(K)(�) �= O5(K): Sada je

jO5(K)j = 25 pa vidimo da jKj = jO5 (K)j jh2Iij = 100 �to je u kontradikciji

s 53 j jKj :

Propozicija 5.41 Ne postoje (v; k; �) simetriµcni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i imprimitivni po toµckama s parametrima iz retka 10 Tablice 1.

Dokaz. Prvo navedimo sve mogúce kombinacije grupa (G�)�, K� i G� za

sluµcaj 10.
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(G�)
� K� G�

pr(49; 9) (98; 4) pr(9; 5)

pr(49; 10) (98; 4) pr(9; 2)

pr(49; 22) (98; 4) pr(9; 7)

pr(49; 23) (294; 13) pr(9; 5)

pr(49; 24) (294; 13) pr(9; 2)

pr(49; 29) (294; 13) pr(9; 7)

Kako je G tranzitivna po incidencijama, mora vrijediti vk j jGj. Kako

je vk = 23 � 32 � 73 i jGj =
��G��� jKj, mora vrijediti 73 j ��G��� jKj : S obzirom

da su jedine mogúce grupe G� pr(9,2), pr(9,5) i pr(9,7) redova 72, 144 i 432

redom, vidimo da 7 -
��G��� pa mora vrijediti 73 j jKj :

Pokazuje se (u MAGMI) da je za K� = (98; 4) = T (�) o h6Ii, a za

K� = (294; 13) = T (�)oh3Ii pa iz Propozicije 5.39 slijediK = O7 (K)ohaIi

pri µcemu je a 2 f3; 6g tj. K0 je cikliµcka grupa reda 6 ili 2.

Kako je zbog Propozicije 5.37 jO7 (K)j � 492, slijedi da je jO7 (K)j = 7�;

pri µcemu je � 2 f3; 4g : Tako�er, jer je jO7 (K)j 6= 49 =
���O7 (K)����, onda je

O7(K)(�) 6= 1 pa vrijedi CG(O7(K)) = O7(K).

Po Propoziciji 5.39 ii) vrijedi K0
�= K�Op(K); a kako imamo

(G�Op(K))�(K�Op(K)) �= G�K �= G�,

to je G�Op(K) pro�irenje K0:G
�:

Sada u MAGMI potraµzimo pro�irenja K0:G
� za sluµcaj K0 = C2 i G� =

pr(9; 2): Za ta pro�irenja se pokaµze da je presjek svih jezgri ireducibilnih

linearnih reprezentacija stupnja manjeg ili jednakog � = 4 kardinalnosti 9.

Pritom primijetimo da je C2 � C6 i pr(9; 2) � pr(9; 5) � pr(9; 7) pa su

pro�irenja C2:pr(9; 2) podgrupe pro�irenja K0:G
� za sve izbore K0 i G� pa
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je i njihov presjek svih jezgri ireducibilnih linearnih reprezentacija stupnja

manjeg ili jednakog � = 4 kardinalnosti djeljive sa 9. To znaµci da u svakom

sluµcaju prema Napomeni 1.45 mora vrijediti 9 j jCG(O7(K))j = jO7(K)j, �to

je kontradikcija jer je O7(K) 7-grupa.

Sva prethodna analiza iz ovog poglavlja dovodi nas do sljedéceg glavnog

rezultata:

Teorem 5.42 Neka je � � 10: Postoji toµcno osam do na izomor�zam netriv-

ijalnih simetriµcnih (v; k; �) - dizajnaD za koje je (v; k; �) razliµcit od (288; 42; 6)

i (891; 90; 9) te za koje postoji grupa automor�zama G takva da je dizajn D

G-tranzitivan po incidencijama i G-imprimitivan po toµckama. Posebno, pos-

toje takva

dva (16,6,2) dizajna,

jedan (45,12,3) dizajn,

jedan (15,8,4) dizajn i

µcetiri (96,20,4) dizajna.

Dokaz. Teorem 5.6 nam daje mogúce petorke parametara (v; k; �; c; �)

takvih dizajna. Eliminacijske Propozicije 5.13, 5.14, 5.19, 5.28, 5.31, 5.40

i 5.41 i uvjet teorema (v; k; �) =2 f(288; 42; 6); (891; 90; 9)g nam eliminiraju

sve osim prvih pet petorki parametara. Napomene 5.8, 5.9, 5.10 i 5.11 opisuju

broj dizajna s parametrima iz prvih pet redaka.
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Dodatak

6.1 Algoritmi

U ovom dijelu dat ćemo neke algoritme koje smo koristili pri konstrukciji

dizajna odnosno pokazivanju njihove neegzistencije. Kako su glavni fokus

ovog rada dizajni tranzitivni po incidencijama, prvi od njih je algoritam koji

za dani G i B provjerava je li incidencijska struktura D = (P;B) dizajn

tranzitivan po incidencijama, pri µcemu je G � Sym(P ), a B = GB.

Algoritam 6.1 FTD:=function(G,B);

p:=Representative(B);

orb:={Set(x):x in Orbits(Stabiliser(G,p))};

orb:={x:x in orbjx ne {p}};

k:=#B; v:=Degree(G);

ftd:=false;

if (#Orbit(Stabiliser(G,B),p) eq k) and (forall(u) {x:x in orbj#(B meet

x) eq ((k-1)*#x)/(v-1)}) then ftd:=true;

end if;

return ftd;
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end function;

Sljedéce ćemo dati pomoćni algoritam koji će nam listu dizajna �ltrirati

na naµcin da ukloni dizajne koji su me�usobno izomorfni.

Algoritam 6.2 IZO:=function(lista_dizajna);

dizajni:=[];

izo_dizajni:=[];

for x in lista_dizajna do

if x notin izo_dizajni then

dizajni:=dizajni cat [x];

izo_dizajni:=izo_dizajni cat [y:y in lista_dizajnajIsIsomorphic(x,y)];

end if;

end for;

return dizajni;

end function;

Sada ćemo dati algoritam koji smo koristili pri konstrukciji svih primi-

tivnih dizajna s v toµcaka. Sama konstrukcija algoritma je detaljno opisana

u 4. poglavlju. Primijetimo da brojaµc i broji do n � 2 jer su zadnje dvije

grupe u MAGMINOJ biblioteci uvijek Av i Sv, a takve nam daju trivijalne

dizajne.

Algoritam 6.3 PFTD:=function(v);

lista:=[];

n:=NumberOfPrimitiveGroups(v);

for i in {1..n-2} do

G:=PrimitiveGroup(v,i);
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S:=Stabiliser(G,1);

orb:=[#x:x in Orbits(S)j#x ne 1];

kk:={k:k in [3..v-3]jforall(u){x:x in orbjIsIntegral((k-1)*x/(v-1))}};

kk:=[x:x in kkj#G mod x eq 0];

for k in kk do

bb:={x:x in [2..#G-1]j#G mod x eq 0};

bb:={x:x in bbjIsIntegral(k*x/v)};

bb:={x:x in bbjIsIntegral(((k-1)*k*x)/((v-1)*v))};

bb:=[x:x in bbjx lt Binomial(v,k)];

redGB:=[Floor(#G/x):x in bb];

for i in {1..#redGB} do

GB:=[x�subgroup:x in Subgroups(G:OrderEqual:=redGB[i])];

for s in GB do

orbs:=[Set(x):x in Orbits(s)j#x eq k];

orbs:=[x:x in orbsjFTD(G,x)];

for o in orbs do

lista:=lista cat [IncidenceStructure<vjOrbit(G,o)>];

end for;

end for;

end for;

end for;

end for;

return IZO(lista);

end function;

Algoritam 6.3 nije pogodan za v > 30 pa ćemo dati i algoritam koji

tako�er traµzi dizajne tranzitivne po incidencijama s v toµcaka, ali za toµcno
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odre�eni k i b: Ovo preciziranje parametara k i b nam daje mogúcnost za

traµzenje dizajna s ne�to vécim parametrima v. Tako�er, kao i u Algoritmu

6.3 ne traµzimo dizajne s grupom automor�zama Av ili Sv jer za takve znamo

da su trivijalni.

Algoritam 6.4 PFTD:=function(v,k,b);

lista:=[];

n:=NumberOfPrimitiveGroups(v);

for i in {1..n-2} do

G:=PrimitiveGroup(v,i);

if (#G mod b eq 0) then

GB:=Subgroups(G:OrderEqual:=Floor(#G/b));

GB:=[x�subgroup:x in GB];

for s in GB do

orbs:=[Set(x):x in Orbits(s)j#x eq k];

orbs:=[x:x in orbsjFTD(G,x)];

for o in orbs do

lista:=lista cat [IncidenceStructure<vjOrbit(G,o)>];

end for;

end for;

end if;

end for;

return IZO(lista);

end function;

Sada navedimo algoritam za traµzenje simetriµcnih po toµckama imprimi-

tivnih dizajna tranzitivnih po incidencijama kojima je jezgra djelovanja na

sustav imprimitivnosti trivijalna.
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Algoritam 6.5 SVFTD:=function(d,c,k);

Gsigma:=[PrimitiveGroup(d,x):x in [1..NumberOfPrimitiveGroups(d)]];

lista:=[];

for G in Gsigma do

Gdelta:=Stabilizer(G,1);

MS:=[x�subgroup:x in MaximalSubgroups(Gdelta)j#Gdelta/#x eq c];

for mms in MS do

gg:=CosetImage(G,mms);

GB:=[x�subgroup:x in Subgroups(gg:OrderEqual:=#mms)];

for ba in [1..#GB] do

orb:={Set(x): x in Orbits(GB[ba])j#x eq k};

orb:=[x:x in orbjFTD(gg,x)];

lista:=lista cat [IncidenceStructure< GSet(gg) jOrbit(gg,x)>:x

in orb];

end for;

end for;

end for;

return IZO(D);

end function;

6.2 Primitivni dizajni tranzitivni po inciden-

cijama za v � 30

Popis parametara svih 2-(v; k; �) dizajna tranzitivnih po incidencijama i

primitivnih po toµckama za koje je � � 30 dan je u Tablici 10. Uz para-

metre dizajna navedena je i njihova puna grupa automor�zama G.
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Tablica 10

(v; k; �) G (v; k; �) G

v = 6 (6; 3; 2) PSL(2; 5) (10; 4; 4) P�L(2; 9)

v = 7 (7; 3; 1) L(3; 2) (10; 4; 24) P�L(2; 9)

(7; 3; 2) AGL(1; 7) (10; 5; 8) M(10)

(7; 3; 4) L(3; 2) (10; 5; 16) P�L(2; 9)

(7; 4; 2) L(3; 2) (10; 6; 5) S(6)

v = 8 (8; 4; 3) ASL(3; 2) (10; 6; 10) P�L(2; 9)

(8; 4; 6) PGL(2; 7) v = 11 (11; 3; 3) L(2; 11)

(8; 4; 9) PGL(2; 7) (11; 3; 6) L(2; 11)

(8; 4; 12) ASL(3; 2) (11; 4; 6) L(2; 11)

v = 9 (9; 3; 1) AGL(2; 3) (11; 5; 2) L(2; 11)

(9; 3; 6) AGL(2; 3) (11; 5; 4) AGL(1; 11)

(9; 4; 3) A�L(1; 9) (11; 5; 12) L(2; 11)

(9; 4; 6) A�L(1; 9) (11; 5; 12) M(11)

(9; 4; 9) AGL(2; 3) (11; 5; 72) M(11)

(9; 6; 5) AGL(2; 3) (11; 6; 3) L(2; 11)

v = 10 (10; 3; 4) S(6) (11; 6; 15) L(2; 11)

(10; 4; 2) S(6) (11; 6; 18) M(11)
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(v; k; �) G (v; k; �) G

v = 12 (12; 4; 15) PGL(2; 11) v = 14 (14; 3; 6) PSL(2; 13)

(12; 4; 15) M(11) (14; 4; 6) PSL(2; 13)

(12; 4; 30) PGL(2; 11) (14; 4; 12) PGL(2; 13)

(12; 4; 30) M(11) (14; 4; 18) PGL(2; 13)

(12; 5; 20) PGL(2; 11) (14; 4; 36) PGL(2; 13)

(12; 5; 20) M(11) (14; 6; 15) PSL(2; 13)

(12; 6; 5) M(11) (14; 6; 15) PGL(2; 13)

(12; 6; 25) PSL(2; 11) (14; 6; 30) PGL(2; 13)

(12; 6; 25) PGL(2; 11) (14; 7; 18) PSL(2; 13)

(12; 6; 25) M(11) (14; 7; 36) PGL(2; 13)

(12; 6; 30) M(12) (14; 8; 28) PGL(2; 13)

(12; 6; 50) PGL(2; 11) v = 15 (15; 3; 1) PSL(4; 2)

(12; 6; 180) M(12) (15; 3; 12) PSL(4; 2)

(12; 8; 70) PGL(2; 11) (15; 4; 6) PSL(4; 2)

(12; 8; 70) M(11) (15; 4; 12) A(7)

v = 13 (13; 3; 2) AGL(1; 13) (15; 4; 36) A(7)

(13; 3; 2) L(3; 3) (15; 4; 48) PSL(4; 2)

(13; 3; 9) L(3; 3) (15; 5; 4) A(7)

(13; 4; 1) L(3; 3) (15; 5; 12) A(7)

(13; 4; 3) AGL(1; 13) (15; 5; 16) PSL(4; 2)

(13; 4; 18) L(3; 3) (15; 6; 10) A(7)

(13; 6; 5) AGL(1; 13) (15; 6; 15) PSL(4; 2)

(13; 6; 15) L(3; 3) (15; 6; 30) A(7)

(13; 6; 45) L(3; 3) (15; 6; 40) PSL(4; 2)

(13; 8; 42) L(3; 3) (15; 6; 60) PSL(4; 2)

(13; 9; 6) L(3; 3) (15; 7; 3) PSL(4; 2)
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(v; k; �) G (v; k; �) G

(15; 7; 24) PSL(4; 2) (16; 5; 16) ASL(2; 4) : 2

(15; 8; 4) PSL(4; 2) (16; 5; 24) A�L(2; 4)

(15; 9; 24) A(7) (16; 5; 48) 24:A(6)

(15; 9; 96) PSL(4; 2) (16; 5; 56) 24:A(7)

(15; 10; 18) A(7) (16; 5; 96) 24:S(6)

(15; 10; 54) A(7) (16; 5; 168) 24:A(7)

(15; 10; 72) PSL(4; 2) (16; 5; 224) 24:PSL(4; 2)

(15; 12; 22) PSL(4; 2) (16; 6; 2) 24:S(6)

v = 16 (16; 3; 2) A�L(2; 4) (16; 6; 4) ASL(2; 4) : 2

(16; 3; 4) ASL(2; 4) : 2 (16; 6; 6) A�L(2; 4)

(16; 3; 6) 24:S(6) (16; 6; 10) AGL(1; 16) : 2

(16; 3; 8) 24:S(6) (16; 6; 10) ASL(2; 4) : 2

(16; 3; 12) A�L(2; 4) (16; 6; 12) (S(4)xS(4)) : 2

(16; 4; 1) A�L(2; 4) (16; 6; 12) 24:A(6)

(16; 4; 2) ASL(2; 4) : 2 (16; 6; 14) 24:A(7)

(16; 4; 3) 24:S(6) (16; 6; 15) 24:S(6)

(16; 4; 3) AGL(1; 16) : 2 (16; 6; 20) A�L(2; 4)

(16; 4; 4) 24:S(6) (16; 6; 20) ASL(2; 4) : 2

(16; 4; 6) A�L(2; 4) (16; 6; 24) 24:S(6)

(16; 4; 7) 24:PSL(4; 2) (16; 6; 30) 24:S(6)

(16; 4; 12) 24:S(6) (16; 6; 30) A�L(2; 4)

(16; 4; 12) A�L(1; 16) (16; 6; 42) 24:A(7)

(16; 4; 36) A�L(2; 4) (16; 6; 56) 24:PSL(4; 2)

(16; 4; 84) 24:PSL(4; 2) (16; 6; 60) A�L(2; 4)

(16; 5; 4) A�L(1; 16) (16; 6; 105) 24:PSL(4; 2)

(16; 5; 8) 24:S(6) (16; 7; 42) 24:PSL(4; 2)
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(v; k; �) G (v; k; �) G

(16; 8; 7) 24:PSL(4; 2) (17; 5; 5) P�L(2; 24)

(16; 8; 28) A�L(2; 4) (17; 6; 150) P�L(2; 24)

(16; 8; 84) 24:S(6) (17; 6; 75) L(2; 24) : 2

(16; 8; 196) 24:PSL(4; 2) (17; 8; 7) AGL(1; 17)

(16; 9; 48) A�L(2; 4) (17; 8; 105) P�L(2; 24)

(16; 9; 48) 24:S(6) (17; 8; 420) P�L(2; 24)

(16; 9; 336) 24:A(7) (17; 10; 135) P�L(2; 24)

(16; 9; 1344) 24:PSL(4; 2) (17; 12; 33) P�L(2; 24)

(16; 10; 6) 24:S(6) v = 18 (18; 3; 8) PSL(2; 17)

(16; 10; 12) ASL(2; 4) : 2 (18; 4; 12) PSL(2; 17)

(16; 10; 18) A�L(2; 4) (18; 4; 24) PGL(2; 17)

(16; 10; 36) 24:A(6) (18; 4; 48) PGL(2; 17)

(16; 10; 42) 24:A(7) (18; 4; 48) PGL(2; 17)

(16; 10; 72) 24:S(6) (18; 6; 10) PSL(2; 17)

(16; 10; 126) 24:A(7) (18; 6; 20) PGL(2; 17)

(16; 10; 168) 24:PSL(4; 2) (18; 6; 40) PGL(2; 17)

(16; 12; 11) A�L(2; 4) (18; 6; 80) PGL(2; 17)

(16; 12; 22) ASL(2; 4) : 2 (18; 8; 28) PSL(2; 17)

(16; 12; 33) 24:S(6) (18; 8; 56) PGL(2; 17)

(16; 12; 44) 24:S(6) (18; 8; 112) PGL(2; 17)

(16; 12; 66) A�L(2; 4) (18; 9; 32) PSL(2; 17)

(16; 12; 77) 24:PSL(4; 2) (18; 9; 64) PGL(2; 17)

v = 17 (17; 4; 3) AGL(1; 17) (18; 12; 44) PSL(2; 17)

(17; 4; 15) P�L(2; 24) (18; 12; 88) PGL(2; 17)

(17; 4; 45) L(2; 24) : 2 (18; 12; 176) PGL(2; 17)

(17; 4; 90) P�L(2; 24) v = 19 (19; 3; 1) 19 : 9
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(v; k; �) G (v; k; �) G

(19; 3; 2) AGL(1; 19) (21; 4; 48) P�L(3; 4)

(19; 6; 5) AGL(1; 19) (21; 4; 72) P�L(3; 4)

(19; 9; 4) 19 : 9 (21; 5; 1) P�L(3; 4)

(19; 9; 8) AGL(1; 19) (21; 5; 12) S(7)

v = 20 (20; 4; 9) PSL(2; 19) (21; 5; 16) P�L(3; 4)

(20; 4; 18) PGL(2; 19) (21; 5; 32) P�L(3; 4)

(20; 4; 27) PGL(2; 19) (21; 5; 48) P�L(3; 4)

(20; 4; 54) PGL(2; 19) (21; 6; 4) P�L(3; 4)

(20; 4; 54) PGL(2; 19) (21; 6; 8) P�L(3; 4)

(20; 5; 36) PGL(2; 19) (21; 6; 12) P�L(3; 4)

(20; 6; 45) PGL(2; 19) (21; 6; 60) P�L(3; 4)

(20; 6; 45) PSL(2; 19) (21; 6; 120) P�L(3; 4)

(20; 6; 90) PGL(2; 19) (21; 6; 180) P�L(3; 4)

(20; 6; 90) PGL(2; 19) (21; 6; 240) P�L(3; 4)

(20; 8; 42) PGL(2; 19) (21; 7; 12) P�L(3; 4)

(20; 8; 126) PGL(2; 19) (21; 7; 24) P�L(3; 4)

(20; 9; 72) PGL(2; 19) (21; 7; 36) P�L(3; 4)

(20; 10; 81) PGL(2; 19) (21; 8; 28) P�L(3; 4)

(20; 10; 81) PSL(2; 19) (21; 8; 336) P�L(3; 4)

(20; 10; 162) PGL(2; 19) (21; 9; 12) S(7)

(20; 12; 99) PGL(2; 19) (21; 9; 48) P�L(3; 4)

(20; 12; 198) PGL(2; 19) (21; 9; 192) P�L(3; 4)

v = 21 (21; 3; 3) P�L(3; 4) (21; 10; 72) P�L(3; 4)

(21; 3; 16) P�L(3; 4) (21; 10; 144) P�L(3; 4)

(21; 4; 3) P�L(3; 4) (21; 10; 216) P�L(3; 4)

(21; 4; 24) P�L(3; 4) (21; 12; 66) P�L(3; 4)

77



Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(21; 12; 88) P�L(3; 4) (22; 9; 960) M(22) : 2

(21; 12; 264) P�L(3; 4) (22; 10; 120) M(22) : 2

(21; 12; 528) P�L(3; 4) (22; 10; 1440) M(22)

(21; 12; 792) P�L(3; 4) (22; 10; 2880) M(22) : 2

(21; 14; 52) P�L(3; 4) (22; 10; 4320) M(22) : 2

(21; 14; 104) P�L(3; 4) (22; 11; 160) M(22)

(21; 14; 156) P�L(3; 4) (22; 11; 320) M(22) : 2

(21; 15; 28) P�L(3; 4) (22; 12; 176) M(22) : 2

(21; 15; 56) P�L(3; 4) (22; 12; 660) M(22) : 2

(21; 15; 84) P�L(3; 4) (22; 12; 1760) M(22) : 2

(21; 15; 168) P�L(3; 4) (22; 14; 130) M(22) : 2

(21; 16; 12) P�L(3; 4) (22; 14; 1040) M(22)

v = 22 (22; 4; 30) M(22) : 2 (22; 14; 2080) M(22) : 2

(22; 4; 160) M(22) : 2 (22; 15; 80) M(22)

(22; 5; 20) M(22) : 2 (22; 15; 160) M(22) : 2

(22; 5; 160) M(22) (22; 15; 560) M(22) : 2

(22; 5; 320) M(22) : 2 (22; 16; 40) M(22) : 2

(22; 6; 5) M(22) : 2 v = 23 (23; 5; 210) M(23)

(22; 6; 80) M(22) (23; 5; 1120) M(23)

(22; 6; 160) M(22) : 2 (23; 6; 105) M(23)

(22; 6; 600) M(22) : 2 (23; 6; 840) M(23)

(22; 7; 16) M(22) (23; 7; 21) M(23)

(22; 7; 32) M(22) : 2 (23; 7; 336) M(23)

(22; 7; 240) M(22) : 2 (23; 8; 56) M(23)

(22; 8; 40) M(22) : 2 (23; 8; 23520) M(23)

(22; 8; 3360) M(22) : 2 (23; 9; 10080) M(23)
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(v; k; �) G (v; k; �) G

(23; 10; 2520) M(23) (24; 7; 462) M(24)

(23; 10; 15120) M(23) (24; 8; 77) PGL(2; 23)

(23; 11; 5) 23 : 11 (24; 8; 77) M(24)

(23; 11; 10) AGL(1; 23) (24; 8; 154) PGL(2; 23)

(23; 11; 280) M(23) (24; 8; 154) PGL(2; 23)

(23; 11; 3360) M(23) (24; 8; 64680) M(24)

(23; 12; 336) M(23) (24; 9; 73920) M(24)

(23; 12; 4620) M(23) (24; 10; 27720) M(24)

(23; 14; 2730) M(23) (24; 11; 110) PGL(2; 23)

(23; 14; 10920) M(23) (24; 11; 6160) M(24)

(23; 15; 210) M(23) (24; 12; 121) PSL(2; 23)

(23; 15; 1680) M(23) (24; 12; 121) PGL(2; 23)

(23; 16; 120) M(23) (24; 12; 121) PSL(2; 23)

v = 24 (24; 4; 33) PGL(2; 23) (24; 12; 242) PGL(2; 23)

(24; 4; 33) PSL(2; 23) (24; 12; 242) PGL(2; 23)

(24; 4; 66) PGL(2; 23) (24; 12; 616) M(24)

(24; 4; 66) PGL(2; 23) (24; 12; 8470) M(24)

(24; 4; 66) PGL(2; 23) (24; 12; 243936) M(24)

(24; 6; 55) PGL(2; 23) (24; 14; 30030) M(24)

(24; 6; 55) PSL(2; 23) (24; 15; 4620) M(24)

(24; 6; 55) PSL(2; 23) (24; 16; 330) PGL(2; 23)

(24; 6; 110) PGL(2; 23) (24; 16; 330) M(24)

(24; 6; 110) PGL(2; 23) (24; 18; 62832) M(24)

(24; 6; 110) PGL(2; 23) v = 25 (25; 3; 20) AGL(2; 5)

(24; 6; 1155) M(24) (25; 4; 12) (S(5)� S(5)) : 2

(24; 6; 6160) M(24) (25; 4; 18) (S(5)� S(5)) : 2
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Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(25; 4; 30) AGL(2; 5) (26; 8; 56) P�L(2; 25)

(25; 4; 60) AGL(2; 5) (26; 8; 84) P�L(2; 25)

(25; 6; 50) AGL(2; 5) (26; 8; 168) P�L(2; 25)

(25; 8; 140) AGL(2; 5) (26; 8; 336) P�L(2; 25)

(25; 10; 90) AGL(2; 5) (26; 8; 336) P�L(2; 25)

(25; 10; 90) AGL(2; 5) (26; 10; 108) P�L(2; 25)

(25; 12; 55) ASL(2; 5) : 2 (26; 10; 216) P�L(2; 25)

(25; 12; 110) AGL(2; 5) (26; 12; 66) P�L(2; 25)

(25; 16; 150) AGL(2; 5) (26; 12; 66) P�L(2; 25)

v = 26 (26; 3; 12) P�L(2; 25) (26; 12; 132) P�L(2; 25)

(26; 4; 12) P�L(2; 25) (26; 12; 132) P�L(2; 25)

(26; 4; 18) P�L(2; 25) (26; 12; 264) P�L(2; 25)

(26; 4; 24) P�L(2; 25) (26; 13; 72) P�L(2; 25)

(26; 4; 36) P�L(2; 25) (26; 13; 144) P�L(2; 25)

(26; 4; 72) PGL(2; 25) (26; 16; 360) P�L(2; 25)

(26; 4; 72) P�L(2; 25) (26; 20; 38) P�L(2; 25)

(26; 4; 144) P�L(2; 25) (26; 20; 76) P�L(2; 25)

(26; 5; 12) P�L(2; 25) v = 27 (27; 3; 1) AGL(3; 3)

(26; 5; 24) P�L(2; 25) (27; 3; 3) 33 : 13:3

(26; 6; 3) P�L(2; 25) (27; 3; 6) A�L(1; 27)

(26; 6; 6) P�L(2; 25) (27; 3; 24) AGL(3; 3)

(26; 6; 60) P�L(2; 25) (27; 4; 36) AGL(3; 3)

(26; 6; 120) PGL(2; 25) (27; 4; 216) AGL(3; 3)

(26; 6; 120) P�L(2; 25) (27; 6; 5) AGL(1; 27)

(26; 6; 240) P�L(2; 25) (27; 6; 5) A�L(1; 27)

(26; 8; 28) P�L(2; 25) (27; 6; 15) A�L(1; 27)
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Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(27; 6; 15) A�L(1; 27) (27; 18; 1836) AGL(3; 3)

(27; 6; 15) A�L(1; 27) (27; 24; 92) AGL(3; 3)

(27; 6; 15) A�L(1; 27) v = 28 (28; 3; 2) P�L(2; 8)

(27; 6; 20) AGL(3; 3) (28; 3; 2) P�L(2; 8)

(27; 6; 180) AGL(3; 3) (28; 3; 2) P�U(3; 3)

(27; 6; 270) AGL(3; 3) (28; 3; 4) P�L(2; 8)

(27; 6; 1080) AGL(3; 3) (28; 3; 8) P�U(3; 3)

(27; 8; 28) AGL(3; 3) (28; 3; 10) PSp(6; 2)

(27; 8; 504) AGL(3; 3) (28; 3; 16) PSp(6; 2)

(27; 8; 1512) AGL(3; 3) (28; 4; 1) P�L(2; 8)

(27; 9; 4) AGL(3; 3) (28; 4; 1) P�U(3; 3)

(27; 9; 12) 33 : 13:3 (28; 4; 4) P�U(3; 3)

(27; 9; 24) A�L(1; 27) (28; 4; 5) PSp(6; 2)

(27; 9; 96) AGL(3; 3) (28; 4; 13) P�L(2; 27)

(27; 9; 216) AGL(3; 3) (28; 4; 39) PSL(2; 27) : 3

(27; 9; 432) AGL(3; 3) (28; 4; 48) P�U(3; 3)

(27; 12; 132) AGL(3; 3) (28; 4; 78) PGL(2; 27)

(27; 12; 792) AGL(3; 3) (28; 4; 78) P�L(2; 27)

(27; 12; 1188) AGL(3; 3) (28; 4; 80) PSp(6; 2)

(27; 13; 6) 33 : 13:3 (28; 4; 234) P�L(2; 27)

(27; 13; 12) A�L(1; 27) (28; 5; 160) PSp(6; 2)

(27; 13; 864) ASL(3; 3) (28; 5; 640) PSp(6; 2)

(27; 13; 1728) AGL(3; 3) (28; 6; 5) P�L(2; 8)

(27; 16; 1080) AGL(3; 3) (28; 6; 10) P�L(2; 8)

(27; 18; 17) AGL(3; 3) (28; 6; 10) P�L(2; 8)

(27; 18; 918) AGL(3; 3) (28; 6; 10) P�L(2; 8)
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Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(28; 6; 10) P�L(2; 8) (28; 8; 182) PGL(2; 27)

(28; 6; 10) P�L(2; 8) (28; 8; 546) P�L(2; 27)

(28; 6; 20) P�U(3; 3) (28; 8; 1680) PSp(6; 2)

(28; 6; 40) P�U(3; 3) (28; 9; 8) P�L(2; 8)

(28; 6; 40) PSp(6; 2) (28; 9; 8) P�L(2; 8)

(28; 6; 40) P�U(3; 3) (28; 9; 16) P�L(2; 8)

(28; 6; 50) PSp(6; 2) (28; 9; 32) P�U(3; 3)

(28; 6; 80) PSp(6; 2) (28; 9; 104) P�L(2; 27)

(28; 6; 130) PGL(2; 27) (28; 9; 312) PSL(2; 27) : 3

(28; 6; 130) P�L(2; 27) (28; 9; 320) PSp(6; 2)

(28; 6; 195) PSL(2; 27) : 3 (28; 9; 624) P�L(2; 27)

(28; 6; 200) PSp(6; 2) (28; 9; 7680) PSp(6; 2)

(28; 6; 390) P�L(2; 27) (28; 10; 40) PSp(6; 2)

(28; 6; 390) P�L(2; 27) (28; 10; 45) PSp(6; 2)

(28; 6; 390) P�L(2; 27) (28; 10; 1440) PSp(6; 2)

(28; 6; 480) PSp(6; 2) (28; 12; 11) PSp(6; 2)

(28; 7; 2) P�L(2; 8) (28; 12; 11) P�L(2; 8)

(28; 7; 6) P�L(2; 8) (28; 12; 44) P�U(3; 3)

(28; 7; 16) PSp(6; 2) (28; 12; 88) P�U(3; 3)

(28; 7; 48) P�U(3; 3) (28; 12; 143) PSL(2; 27) : 3

(28; 7; 78) P�L(2; 27) (28; 12; 176) P�U(3; 3)

(28; 7; 5760) PSp(6; 2) (28; 12; 286) P�L(2; 27)

(28; 8; 14) P�U(3; 3) (28; 12; 660) PSp(6; 2)

(28; 8; 56) P�U(3; 3) (28; 12; 858) P�L(2; 27)

(28; 8; 56) P�U(3; 3) (28; 12; 858) P�L(2; 27)

(28; 8; 70) PSp(6; 2) (28; 12; 880) PSp(6; 2)
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Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(28; 12; 2640) PSp(6; 2) (30; 5; 28) PSL(2; 29)

(28; 13; 156) P�L(2; 27) (30; 5; 56) PGL(2; 29)

(28; 14; 169) P�L(2; 27) (30; 6; 35) PGL(2; 29)

(28; 14; 169) PSL(2; 27) : 3 (30; 6; 70) PSL(2; 29)

(28; 14; 338) P�L(2; 27) (30; 6; 70) PSL(2; 29)

(28; 15; 280) PSp(6; 2) (30; 6; 70) PGL(2; 29)

(28; 15; 560) PSp(6; 2) (30; 6; 140) PGL(2; 29)

(28; 16; 20) PSp(6; 2) (30; 6; 140) PGL(2; 29)

(28; 18; 34) P�L(2; 8) (30; 6; 140) PGL(2; 29)

(28; 18; 136) PSp(6; 2) (30; 7; 42) PSL(2; 29)

(28; 18; 442) P�L(2; 27) (30; 7; 84) PGL(2; 29)

(28; 21; 20) P�L(2; 8) (30; 8; 196) PGL(2; 29)

(28; 21; 160) PSp(6; 2) (30; 8; 196) PGL(2; 29)

(28; 24; 46) P�U(3; 3) (30; 8; 196) PGL(2; 29)

(28; 24; 230) PSp(6; 2) (30; 10; 126) PGL(2; 29)

(28; 24; 598) P�L(2; 27) (30; 10; 126) PSL(2; 29)

v = 29 (29; 4; 3) AGL(1; 29) (30; 10; 252) PGL(2; 29)

(29; 7; 6) AGL(1; 29) (30; 10; 252) PGL(2; 29)

(29; 14; 13) AGL(1; 29) (30; 12; 154) PSL(2; 29)

v = 30 (30; 3; 14) PSL(2; 29) (30; 12; 308) PGL(2; 29)

(30; 4; 42) PSL(2; 29) (30; 12; 308) PGL(2; 29)

(30; 4; 42) PGL(2; 29) (30; 12; 308) PGL(2; 29)

(30; 4; 84) PGL(2; 29) (30; 14; 91) PSL(2; 29)

(30; 4; 84) PGL(2; 29) (30; 14; 182) PGL(2; 29)

(30; 4; 84) PGL(2; 29) (30; 14; 364) PGL(2; 29)

(30; 4; 84) PGL(2; 29) (30; 15; 98) PSL(2; 29)
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Poglavlje 6. Dodatak

(v; k; �) G (v; k; �) G

(30; 15; 196) PGL(2; 29) (30; 24; 644) PGL(2; 29)

(30; 20; 532) PGL(2; 29)
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Journal of Statistics (1945): 204-208.

[13] Kantor, William M. �2-transitive symmetric designs.�Transactions of

the American Mathematical Society 146 (1969): 1-28.

[14] Kantor, William M. �Automorphism groups of designs.�Mathematische

Zeitschrift 109.3 (1969): 246-252.

[15] Lander, Eric S. Symmetric designs: an algebraic approach. Vol. 74. Cam-

bridge University Press, 1983.

[16] Law, Maska, Cheryl E. Praeger i Sven Reichard. �Flag-transitive sym-

metric 2-(96, 20, 4)-designs.�Journal of Combinatorial Theory, Series

A 116.5 (2009): 1009-1022.

[17] Praeger, Cheryl E. �The �ag-transitive symmetric designs with 45

points, blocks of size 12, and 3 blocks on every point pair.�Designs,

Codes and Cryptography 44.1 (2007): 115-132.

86



Bibliogra�ja

[18] Praeger, Cheryl E. i Shenglin Zhou. �Imprimitive �ag-transitive sym-

metric designs.� Journal of Combinatorial Theory, Series A 113.7

(2006): 1381-1395.

[19] Regueiro, Eugenia O�Reilly. �On primitivity and reduction for �ag-

transitive symmetric designs.�Journal of Combinatorial Theory, Series

A 109.1 (2005): 135-148.

[20] Serre, Jean-Pierre. Linear representations of �nite groups. Vol. 42.

Springer Science & Business Media, 2012.

[21] Suzuki, Michio. Group theory. New York: Springer, 1986.

[22] Zieschang, Paul-Hermann. �Point regular normal subgroups of �ag tran-

sitive automorphism groups of 2-designs.� Advances in mathematics

121.1 (1996): 102-123.

87



µZivotopis

Aljo�a �uba�íc ro�en je 10.11.1985. u Splitu gdje je 2004. godine zavr�io

Prirodoslovno - matematiµcku gimnaziju. Godine 2010. diplomirao je na

Prirodoslovno - matematiµckom fakultetu Sveuµcili�ta u Splitu i stekao zvanje

profesor matematike i informatike.

Od 2011./12. je doktorski student Sveuµcili�nog poslijediplomskog studija

matematike Sveuµcili�ta J.J. Strossmayera u Osijeku, Sveuµcili�ta u Rijeci,

Sveuµcili�ta u Splitu i Sveuµcili�ta u Zagrebu. Aktivan je µclan Seminara za

diskretnu matematiku u Splitu. Od veljaµce 2011. zaposlen je kao asistent na

Prirodoslovno - matematiµckom fakultetu Sveuµcili�ta u Splitu.

Kontakt

Aljo�a �uba�íc

Lovretska 2, 21000 Split

mobitel: 095/869-3135

mail: aljsub@pmfst.hr


	Sazetak
	Abstract
	Sadrzaj
	Uvod
	Grupe
	Djelovanja grupa
	Linearne reprezentacije
	Afine grupe
	Incidencijske strukture

	Incidencijske strukture tranzitivne po incidencijama
	Incidencijska podstruktura i kvocijentna incidencijska struktura
	Pojednostavnjenje incidencijske strukture

	Dizajni tranzitivni po incidencijama
	Dizajni
	Neki primjeri dizajna tranzitivnih po incidencijama

	Primitivni dizajni tranzitivni po incidencijama
	Simetricni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama
	Eliminacije uz pomoc MAGME

	Dodatak
	Algoritmi
	Primitivni dizajni tranzitivni po incidencijama za v30

	Bibliografija
	Zivotopis

