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Uvod

U okviru matematike neZivotnog osiguranja, teorija rizika bavi se modeliranjem i izraCunom
Steta i rizika, njihove distribucije te vjerojatnosti propasti odnosno gubitka u portfelju po-
lica osiguranja. Svako osiguravajuce druStvo nastoji predvidjeti visine Steta u buducnosti
koje Ce trebati podmiriti osiguranicima te u skladu s tim odrediti visine premija. Teorija
rizika u aktuarstvu bavi se izradom matematickih modela s ciljem sprjeCavanja nastajanja
situacija da osiguravatelj nema dovoljno sredstava za naknadu Steta. U tom slucaju, kada
razina zahtjeva za isplatom prijede kapital, osiguravatelju prijeti propast. Zato je potrebno
minimizirati vjerojatnost da ukupni zahtjev za isplatom postane veci od kapitala tj. vjero-
jatnost propasti. Tema ovog rada su funkcije propasti procesa rizika. S aktuarovim ciljem
da ¢im bolje predvidi ponaSanje vjerojatnosne funkcije propasti razvijeni su mnogi ma-
tematicki modeli. Lévyjevi procesi, nazvani po Francuskom matemati¢aru Paulu Lévyju,
koriste se kao matematicki model u modeliranju prihoda osiguravajuéeg drustva. Stoga su
Lévyjevi procesi tema prvog dijela ovog rada. Neki poznati Lévyjevi osiguravajuéi modeli
kronoloski su nastali ovako: 1930. Cramér i Lundberg objavljuju klasi¢ni model, 1991.
Dufresne 1 Gerber Brownovo gibanje te zatim Dufresne, Gerber 1 Shiu Gamma procese,
1998. Furrer a— stabilni proces, a iste godine Gerber i Shiu predstavljaju EDPF funk-
cije propasti (Expected Discounted Penalty Function), 2004. Huzak, Vondra¢ek, Sikié i
Perman Generalizirane rizicne procese, 2007. Morales i Garrido EDPF za perturbirane
subordinatore 1 2010. Morales, Biffis 1 Kyprianou generalizirane EDPF. U drugom dijelu
rada promatramo funkcije propasti Cramér-Lundbergovog modela i Furerrovog a— stabil-
nog spektralno negativnog modela. Bavimo se brojem sjeciSta dviju funkcija propasti te
razmatramo slucajeve u kojima a— stabilni spektralno negativni procesi imaju jedno, dva
ili n sjecista.



Poglavlje 1

Lévyjevi procesi

1.1 Definicija

Uredenu trojku (€2, ¥, P) zovemo vjerojatnosni prostor ako:

(1) Q je neprazan skup, a njegove elemente zovemo elementarnim dogadajima

(i1) ¥ je o - algebra dogadaja na Q t.j. neprazna familija podskupova od Q koja sadrzi Q
te je zatvorena na komplementiranje i prebrojive unije

(i) P: # — [0,1] je o- aditivna funkcija na F takva da je P(Q2) = 1 koju zovemo
vjerojatnost.

Definicija 1.1.1. Slucajna varijabla na (Q,F) je funkcija X : Q — R izmjeriva u paru o
- algebri (F,BR)), tji. X Y(B) € F, VB € B(R) gdje je B(R) Borelova o-algebra na R.
Funkcija X : Q — R" izmjeriva u paru o - algebri (¥, B(R")), gdje je B(R") Borelova
o-algebra na R" naziva se slucajni vektor.

Definicija 1.1.2. Distribucija u slucajne varijable X je funkcija u : B(R) — [0, 1] defini-
rana s u(B) = P(X € B), VB € B(R). Funkcija F : R — [0, 1] definirana s F(x) = P(X <
x), x € R naziva se funkcija distribucije slucajne varijable X. Funkcija F : R" — [0, 1]
definirana s F(x) = F(x1,x2,...,%,) = P(X; < x,X2 < x2,...,X, < x,), x € R" na-
ziva se funkcija distribucije slucajnog vektora X = (X1, Xa, ..., X,). Distribucija i funkcija
distribucije su u 1-1 korespondenciji.

Definicija 1.1.3. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor, te neka je T C R skup indeksa koji se
interpretiraju kao vremenski trenuci i YVt € T, X, slucajna varijabla na (Q,F). Ako je T
diskretan skup, T = N, familiju slucajnih varijabli {X, : t € T} zovemo sluc¢ajni proces s
diskretnim vremenom, dok ako je T = R, familiju slucajnih varijabli {X, : t € T} zovemo
slucajni proces s kontinuiranim vremenom.



POGLAVLIJE 1. LEVYJEVI PROCESI 3

Definicija 1.1.4. Neka je T C R skup indeksa koji se interpretiraju kao vremenski trenuci.
Funkciju koja za fiksirani w € Q svakom elementu t € T pridruiuje realizaciju X,(w)
nazivamo trajektorijom slucajnog procesa {X, : t € T}.

Definicija 1.1.5. Slucajni proces {X, : t > 0} ima stacionarne priraste ako vrijedi
X, =Xy & X = Xoun VOS5 <8, 120

gdje je 2 Jednakost po distribuciji.

Definicija 1.1.6. Slucajni proces {X; : t > 0} ima nezavisne priraste ako vrijedi X, — X; je
nezavisan s {X,, . u < s}.

Definicija 1.1.7. Slucajni proces N = {N, : t > 0} definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, 7, P) se naziva Poissonov proces s parametrom A > 0 ako zadovoljava sljedece:
i)P(Ng=0)=1

ii) N ima stacionarne priraste

iii) N ima nezavisne priraste

iv) za svaki t > 0, N, je Poissonova slucajna varijabla s parametrom At.

Definicija 1.1.8. Slucajni proces B = {B, : t > 0} definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F, P) se naziva Brownovo gibanje ako zadovoljava sljedeca svojstva:

i)P(Bp=0) =1

ii) B ima stacionarne priraste

iii) B ima nezavisne priraste

iv) gotovo sve trajektorije od B = {B, : t > 0} su neprekidne funkcije

v) za svaki t > 0, B, je po distribuciji jednako normalnoj slucajnoj varijabli s varijancom t.

Definirajmo sada pojam jedne klase stohastickih procesa koja obuhvaca Poissonov proces
1 Brownovo gibanje.

Definicija 1.1.9. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Proces X = {X, : t > 0} se naziva
Lévyjev proces ako ima sljedecéa svojstva:

DPXy=0)=1

ii) X ima stacionarne priraste

iii) X ima nezavisne priraste

iv) Trajektorije od X su P-g.s. neprekidne s desna te imaju limes s lijeva.
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1.2 Beskonacno djeljive distribucije, Lévy-Khintchinova
formula

U ovom potpoglavlju razmatramo vazno svojstvo karakteristicno za Lévyjeve procese, be-
skonacnu djeljivost distribucije. Zatim promatramo Lévyjevu mjeru te dajemo iskaz Lévy-
Khintchinove formule koja beskona¢no djeljivoj distribuciji pridruzuje Lévyjev proces.

Definicija 1.2.1. Neka je B(R") skup svih konacnih Borelovih mjera na R". Karakteristicna
funkcija vjerojatnosne mjere u na B(R") je funkcija ¢ : R" — C definirana s

() = f "™ p(dx)

gdje je (0,x) = 61x1 + - + O,x,.
Neka je F' vjerojatnosna funkcija distribucije na R.

Definicija 1.2.2. Karakteristicna funkcija od F je funkcija ¢ definirana s

90(9) — foo eindF(x) — foo COS(@X)dF(x) + lfoo Sll/l(g.X)dF(X)

o0 —00

Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije Fx . Tada karakteristicnu funkciju od
Fx zovemo 1 karakteristicnom funkcijom od X 1 oznaCavamo s ¢x. Vrijedi:

ox(0) = E(e™), 6 e R. (1.1)
Ako je X diskretna slucajna varijabla sa zakonom razdiobe P(X = x;) = py, k = 1,2, ...
onda iz (I.1) slijedi

ox(0) = Z é™pi, O €R, keN.
k

Ako je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om fyx onda iz (1.1)) slijedi

ox(0) = f ) e fy(x)dx, 0 € R.

Definicija 1.2.3. Neka je X = (Xy,...,X,) n-dimenzionalni slucajni vektor s funkcijom
distribucije Fx. Karakteristicna funkcija ¢x od X je karakteristicna funkcija od F i dana
jes:

ox(0) = f e OVdF(x), 6 = (6,,...,6,) € R".
Rn



POGLAVLIJE 1. LEVYJEVI PROCESI 5

Teorem 1.2.4. Neka je (X, ..., X,) vektor nezavisnih sluc¢ajnih varijabli. Tada je

x50, 5,01, 00, 0,0 = | ] ex(80, ¥61,....6, € R.

1<k<n

Dokaz. Zasve0y,...,0, € R vrijedi:

x50, (01, O, O) = Ble T 05 = B( [ | %) = [ | Be™ ) = [ ] ex0.

1<k<n 1<k<n 1<k<n

O

Definicija 1.2.5. KazZemo da slucajna varijabla X ima beskonacno djeljivu distribuciju ako
Vn € N postoji niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli X, ,, ..., X,, , takvih
da vrijedi

d
X=Xi,+Xou+ ...+ Xy,

Alternativno, u terminima mjere, neka slucajna varijabla X ima distribuciju u, onda je u
beskonacno djeljiva ako Vn € N postoje distribucije u, takve da vrijedi yu = u".
Ako pogledamo karakteristicnu funkciju ¢,(0) = fR e du(x) pridruZenu toj distribuciji,
onda vrijedi ¢,(6) = ¢, (0), gdje su ¢, karakteristicne funkcije pridruzene distribucijama
Hn.
Teorem 1.2.6. (Lévy-Khintchinova formula)

Vjerojatnosna distribucija i na R je beskonacno djeljiva ako i samo ako ¢,(6) = e,
gdje je

1 .
W,(0) = iab + 50292 + f (1 — €™ + i6x1 <1 )dTI(x)
R

za® € R, a € R, 0% > 0illje Borelova mjera koncentrirana na R \ {0}, za koju vrijedi
fR(l A x*)dI(x) < co. Nadalje, a, o i Il su jedinstveni.

Definicija 1.2.7. Trojka (a,o?,11) se naziva Lévyjeva trojka, a parametar drifta, o difu-
zijski parametar, I1 Lévyjeva mjera te yr,, karakteristicni eksponent.

Lévyjeva mjera Il na R je mjera koja zadovoljava

f (1 A X*)dI(x) < co. (1.2)
R

Intuitivno, Lévyjeva mjera opisuje ocekivani broj skokova odredene visine u intervalu du-
ljine 1. Ako je Il konac¢na, A = II(R) = fR dI1(x) < oo onda definiramo vjerojatnosnu mjeru

sdF(x) = dnﬂ(x), gdje je A ocekivani broj skokova, a dF(x) distribucija skoka visine x. Za



POGLAVLIJE 1. LEVYJEVI PROCESI 6

II(R) = oo oekujemo beskonacno mnogo malih skokova. Vrijede sljedece dvije tvrdnje o
konacnosti Lévyjeve mjere:

f Ix*TI(dx) < oo, (1.3)
[x|]<1

f T(dx) < oo. (1.4)
Ix>1

Ako je visina skoka veéa od 1 (Jx| > 1) onda poprima oblik (T.4), §to govori da
Lévyjeva mjera ima konacan ocekivani broj velikih skokova u jedinici vremena. Ako je
visina skoka manja od 1 (|x| < 1) poprima oblik pa zakljuCujemo da Lévyjeva
mjera ne mora imati konacan broj malih skokova po jedinici vremena. Lévyjeva mjera
nosi 1 informaciju o kona¢nosti momenata Lévyjevih procesa. Neka je X Lévyjev proces s
trojkom (a, o2, IT). Vrijedi: X; ima konacan p-ti moment, p > 0,

E[|X,|’] < 0o &= Ix|PdTI(x) < oo. (1.5)

[x[>1

Za svaki Lévyjev proces s konaénim momentima, E[X/] := f,(¢) p-ti moment je polinom i
zadovoljava binomni identitet,

)4
fp(t +5) = kzz(; (i)fk(t)fp—k(s)-
Takoder vrijedi (za dokaz [3]], teorem 3.6.)

E[e®] < o0, VI > 0 = ™ dII(x) < o0, € R. (1.6)

[x>1

Pogledajmo sada detaljnije vezu izmedu beskonacno djeljivih distribucija i Lévyjevih pro-
cesa. Neka je X = {X; : t > 0} Lévyjev proces. Iz definicije Lévyjevih procesa vidimo
da ¥Vt > 0, X, je sluCajna varijabla koja pripada klasi beskonac¢no djeljivih distribucija. To
slijedi iz sljedeceg: VYn € N vrijedi

X; =X£ + (X —X£)+...+(Xw —XM)+(X% — X@-1x)

te ¢injenice da X ima stacionarne i nezavisne priraste.
Neka je ¢, karakteristicni eksponent od X;.

e O — ]E(eiext)
Sada za m € N vrijedi:

e~ ® = F(¥Xn) = F(eX1 X X0+ X —X)y
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Zbog nezavisnosti prirasta slijedi

E(ei9(X1 +(X2_Xl)+"‘+(Xm_mel))) — E(eiHXl) . E(eiG(Xz—Xl)) ,,,,, E(eie(Xm_X(mfl))).

Iz stacionarnosti prirasta slijedi
E(eiGXl) ) E(eiO(XZ—Xl)) _____ E(eiﬁ(xm—X(m,l))) — E(eiexl )m — (e_,pl(g))m.
Slijedi da za sve m,n € N

m - 01(0) = Yn(6) = 1 - Yu(6).

Takoder, za bilo koji ¢+ > 0 iracionalan postoji padajuéi niz racionalnih brojeva {z, : n €
N}, #, | t kad n — oo. Za t racionalan broj, neprekidnost zdesna procesa X povlaci
neprekidnost zdesna od e ¥ pa za svaki ¢ > 1 vrijedi

Yi(0) = 11 (6)

te svaki Lévyjev proces ima svojstvo da V¢ > 0

E(eiexl) — e—l‘ll/(@) (17)

gdje je ¥(0) = ¥1(0) karakteristi¢ni eksponent od slucajne varijable X, koja je beskonacno
djeljive distribucije. Sada je jasno da svaki Lévyjev proces moZemo povezati s beskonacno
djeljivim distribucijama. Medutim, nije jasno moZemo li za danu beskonacno djeljivu
distribuciju konstruirati Lévyjev proces X, takav da X; ima tu distribuciju. Odgovor na
to pitanje daje iduéi teorem.

Teorem 1.2.8. (Lévy-Khintchinova formula za Lévyjev proces) Neka je u beskonacno dje-
ljiva distribucija. Postoji Lévyjev proces takav da vrijedi J, = Yy,

1 .
U1 (6) = iab + 5(7292 + f (1 — €™ + i0x1 1 )dTI(x)
R

zaa € R, 0 > 0 i1l je Borelova mjera koja zadovoljava fR(l A x2)dII(x) < co. Nadalje, a,
o2 i 11 su jedinstveni.

Za dva Lévyjeva procesa opcéenito vrijedi: suma dva nezavisna Lévyjeva procesa je
Lévyjev proces. Neka su XV = (X" : 1> 0} i X® = (X : 1 > 0} dva nezavisna Lévyjeva
procesa i X = (X + X® : 1 > 0}. Kako su X i X® Lévyjevi, njihove distribucije
1 i, su beskonacno djeljive i 3 ¥, ¢, takvi da za njihove karakteristine funkcije vrijedi
01(0) = e O p,(0) = e¥2®_ Za karakteristi¢nu funkciju od X vrijedi:

‘;OX(H) — E[eiH(X(l)+X(2))] — 901(9)902(0) — e—(l//1(6)+w2(f))).

Kako je zbroj dva nezavisna karakteristi¢na eksponenta karakteristi¢ni eksponent po (1.2.8)
postoji Lévyjev proces Cija je karakteristicna funkcija ¢y.
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1.3 Primjeri Lévyjevih procesa

Deterministicki Lévyjev proces

Najjednostavniji Lévyjev proces je linearni drift. Slucajni proces {X; : ¢t > 0} je linearni
drift ako ima oblik:
X;=at, aeR.

Neka je 0 € R, . '
‘,0(9) — E(elﬁal) — el()at

pa je karakteristi¢ni eksponent po (1.7) oblika:
Y(0) = —ifa

te je po Lévy- Khintchinovoj formuli Lévyjeva trojka dana s a = —a,o = 0,I1 = 0.

Poissonov proces
Neka je A > 0. Vjerojatnosnu distribuciju y, definiranu na k € Ny s

/lk
k) = e ol (1.8)

nazivamo Poissonovom distribucijom.
Za pocetak, izratunajmo karakteristiénu funkciju Poissonove slu€ajne varijable. Neka X
ima Poissonovu razdiobu s parametrom A, X ~ P(1), A > 0. Tada vrijedi:

(o8]

i0 )\k
ox(6) = Z eiek NI B! Z (e /1) oA g1 — g1

k=0

Sada moZemo vidjeti da je
ex(0) = (V)" = (px, () Vn €N, G € R (1.9)

gdje je X, ~ P(ﬁ), n € N. Slijedi da je Poissonova distribucija beskonacno djeljiva. Re-
zultat u (1.9) je karakteristi¢na funkcija sume n nezavisnih Poissonovih slu¢ajnih varijabli
S parametrom ﬁ Za ovaj slucaj, Lévy- Khintchinova dekompozicija danajesa =0 =01
IT = A6,, gdje je 6, Diracova delta mjera na skupu {1}.

Sada za Poissonov proces {N; : t > 0}, N; ~ P(At) u nekom vremenu ¢ > 0, vrijedi

g0(9) — E(eieN,) — e—/lt(l—ei")

pa je po (1.7) karakteristi¢ni eksponent dan s () = A(1 — €”). Na slici nalazi se
simulacija Poissonovog procesa za A = 1.
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10

Slika 1.1: Simulacija Poissonovog procesa

SloZeni Poissonov proces

Neka je N = {N; : t > 0} Poissonov proces s parametrom A > 0 te {£; : i > 0} niz nezavisnih
jednako distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom distribucije F (nezavisan s N).
Slucajni proces X = {X, : ¢t > 0} definiran s

N,
X, = ;& (1.10)

nazivamo sloZeni Poissonov proces. SloZeni Poissonov proces X, mozemo zapisati u

obliku: VO < s <t < o
Ny
X=X+ ) &

i=N,+1
Proces N je Poissonov pa ima stacionarne i nezavisne priraste. To uz nezavisnost i jednaku
distribuiranost slucajnih varijabli {&; : i > 1} povlaci da X; — X ima distribuciju kao i X,_;
te je nezavisan s {X, : u < s}. Iz desne neprekidnosti 1 postojanja limesa s lijeva procesa
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N slijedi desna neprekidnost 1 postojanje limesa s lijeva od X. Stoga je sloZeni Poissonov
proces Lévyjev proces.
Za karakteristi¢nu funkciju slozenog Poissonovog procesa vrijedi: V6 € R

¢x, (0) = E(e™)

N
= B4 = Y B([ [ PV = n)

n>0 i=1
N
= > | |BE™ v =n) = > B BN = n)
>0 i=1 =0
. A" A [ e%*dF(x))"e™*
= Z (f ¢ dF (x))'e ' — = Z fR
n=0 VE n! n20 n!

-4 [ (1-e0%)aF
Jr ¢ ¢ MFW

— o= Je€™dF(x) _ et Je (1=€™)dF(x) _ (e

Po (1.7) slijedi da je karakteristi¢ni eksponent dan s y(6) = A fR (1 = edF(x).

() =2 f (1 - e™)dF(x) = A f (1 — €")dF(x) + iA0 f xdF (x)
R R {x

€R:|x|=0}

=1 f (1 — e™)dF(x) + i16( X — f X)dF(x)
R {0<|x|<1} {0<|x|<1}

= —ilf f xdF(x) + A f (1 — €™ + i0xT y<1))dF (x)
{0<|x|<1} R

pa je po Lévy-Khintchinovoj formuli Lévyjeva trojka a = -4 f0<lxl<1 xF(dx), o = 01
[I(dx) = AF(dx).

Slucajna Setnja je proces s diskretnim vremenom oblika S = {S, : n > 0}, gdjeje Sy =01
Sp =25 & n>1te{& i > 0}niz nezavisnih, jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli
s funkcijom distribucije F. SloZeni Poissonov proces je slucajna Setnja Ciji skokovi su
razmaknuti u nezavisnim i eksponencijalno distribuiranim periodima. Na slici [I.2] nalazi
se simulacija slozenog Poissonovog procesa.
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Slika 1.2: Silmulacija sloZenog Poissonovog procesa

Brownovo gibanje

Vjerojatnosna funkcija distribucije Gaussove razdiobe definirana je s

* 1 2 2
F(x) = f e 1207 gy
- V2mo?

gdje je u € R ocekivanje i o > 0 standardna devijacija. Poznato je da
o(0) = fe’yxdF(x) — 6%0202+i9u — (e%‘(ﬁﬁezﬂeg)n
R
1z Cega slijedi da je distribucija beskonacno djeljiva. Karakteristi¢ni eksponent Brownovog
gibanja je
W(6) = c?6*/2 — i6u (1.11)

pa Lévy- Khintchinova formula daje Lévyjevu trojku a = —u, 0 = o i Il = 0. Jasno
je da IT = O jer su trajektorije Brownovog gibanja neprekidne gotovo sigurno. Neka je
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B = {B; : t > 0} standardno (linearno) Brownovo gibanje s parametrima oo = 1 i u = 0.
Proces {X = X, : t > 0}, X, := 0B, + ut, t > 0 nazivamo Brownovo gibanje s linearnim
driftom. Na slici[I.3|nalazi se dio trajektorije standardnog Brownovog gibanja.

40

20
I

10

-10

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

Slika 1.3: Simulacija Brownovog gibanja

Stabilni procesi

Stabilni procesi su klasa Lévyjevih procesa Cije marginalne slucajne varijable imaju sta-
bilnu distribuciju.

Definicija 1.3.1. Slucajna varijabla X (odnosno njezina funkcija distribucije Fyx odnosno
njezina karakteristicna funkcija ¢x) je stabilna ako vrijedi sljedece:

Vn € N postoje X1, ..., X, nezavisne, jednako distribuirane slucajne varijable s distribuci-
jom Fx i postoje a, > 01i b, € R takvi da je
X g Sp— bn
al’l

gdjejeS, =X+ -+ X,
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Slika 1.4: 0.4— stabilan proces
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Slika 1.6: 1.5— stabilan proces
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Slika 1.7: 1.8— stabilan proces

13
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PokaZimo da je stabilna distribucija beskonacno djeljiva. Imamo

Sn_bn

¢x(6) = E(e™) = Be"G i)
_ |03 gt _ighn 06X, -
= Bea Be " = e anE(D ¢™kar )
_ e—iGZ—Z(E(eiGXlﬁ))n _ (e—iG%E(eiGXli))n.
Stabilna slucajna varijabla ima karakteristi¢ni eksponent oblika
w(6) = clfl°(1 — iBtan %sgne) + ifn
gdjejefe[-1,1],7 € R, c > 0. Za a = 1 karakteristicni eksponent ima oblik
W(6) = clo|(1 + i8> — sgnb log|d]) + in

gdje je B € [-1,1], n € R, ¢ > 0. Funkcija sgn definirana je sa sgnf = lg.o — Lyo.
Lévyjeva trojka sastoji se od: o = 0,

cix7%dx, x€(0,00)

colx™'"%dx, x € (=00,0).

II(dx) = {

gdiejec=ci+cy, c1, c2201B8=(ci—c)/(ci+cx)zaa € (0,1)U(1,2)1c; =, za
« = 1, a a se onda odreduje jasno iz same reprezentacije. Na slikama nalaze se
simulacije a— stabilnog procesa za @ =0.4,1,1.511.8.

Cramér-Lundbergov proces

Ovaj proces modelira prihod osiguravajuce kuce. Osiguravajuc¢a kuéa od klijenata na-
placuje premije po konstantnoj stopi ¢ > 0. U jedinicnim vremenskim intervalima klijenti
traze isplate za naknadu Steta koje uzrokuju pad prihoda osiguranja. Neka Stete (zahtjevi za
isplatu) dolaze u nezavisnim vremenskim intervalima s iznosima (¢;,7 € N). Iznosi Steta su
nezavisni i jednako distribuirani. Poissonov proces promatramo kao model za brojeci pro-
ces Steta. Neka broj Steta u jedinicnom vremenskom intervalu ima Poissonovu distribuciju
s parametrom A > (. Kapital (viSak) osiguravajuce kuce, definiramo s

N
Xt:X+Ct—Z§,', t>0
i=1

gdje je x pocetni kapital, N = {N, : t > 0} Poissonov proces s parametrom A > 0 koji
modelira broj Steta pristiglih do trenutka 71 {&; : i > 1} niz pozitivnih, nezavisnih, jednako
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distribuiranih slucajnih varijabli, nezavisan s N.

Navedeni proces X = {X, : t > 0} je sloZeni Poissonov proces s driftom ¢ > 0 te se naziva
procesom rizika. Za X, = x > 0 je pocetni kapital. Propast modela nastaje ako kapital
X osiguravajuce kuée padne ispod nule. To ¢e se dogoditi s vjerojatnosti 1 ako vrijedi
P(liminf,,., X; = —c0) = 1. Vrijeme kada proces rizika prvi put poprimi vrijednost manju
od nule naziva se vrijeme propasti, 7 = inf{r > 0 : X; < 0} . U interesu nam je odrediti
vjerojatnost propasti uz dani pocetni kapital x > 0, ;.

A(x) = P({X, < 0, za nekit > 0}) = P(T < o) (1.12)

odnosno vjerojatnost preZivljenja y(x) = 1 — #(x).

50 75 10.0
time

0.0

=]
i

Slika 1.8: Simulacija Cramér-Lundbergovog procesa

Na slici 1.8 nalazi se simulacija Cramér-Lundbergovog procesa s pocetnim kapitalom x =
5. Graf raste kako se povecava kapital od premija. Padove uo€avamo u trenucima isplata
osiguranicima za naknadu Steta.

Pretpostavimo da distribucija od ¢ ima kona¢no ocekivanje, E&; := u > 0. [zraCunajmo
ocekivanje procesa Z?ﬁ] &, t > 0. Iskoristit ¢emo nezavisnost 1 jednaku distribuiranost
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sluc¢ajnih varijabli &; te ocekivanje Poissonovog procesa N, koje je Az, t > 0 (Definicija
1.1.6).

Ny k oo 00
EY &=BL) O &)yl = ) B+ +E)B(L—) = BE D KP(N, =) (1.13)
i=1 k=0 k=1

k>0 =1
= B&EN, = pdt

Akouzmemox=0itr=1
E(X)) = ¢ — Au. (1.14)

Propozicija 1.3.2. Neka je {X; : t > 0} Lévyjev proces. Tada je zadovoljena jedna od
sljedecih tvrdnji:

i) lim, ., X; = co g.5.

ii) lim,, X; = —00 g.s.

iii) limsup,_, ., X; = oo i liminf, ., X; = —oc0 g.s.

Dodatna pretpostavka na model je ¢ > Au, takozvani uvjet Cistog profita (net profit condi-
tion). Uz nju je iz E(X;) > 0 za bilo koji t > 0. Iz toga i prethodne propozicije slijedi
liminf,_,., X; = —oco g.s. ako i samo ako je ¢ — Au < 0 te je onda ¥(x) = 1. Kako nam uvjet
sigurne propasti nije interesantan, gledamo slucaj lim, ., X; = o0 g.s. tj. ¢ — Au > 0.

1.4 Lévy-Itova dekompozicija

Pogledajmo sada joS jedan vazan rezultat koji opisuje strukturu Lévyjevih procesa. Prema
Lévy-Itovoj dekompoziciji Lévyjev proces se sastoji od tri nezavisna Lévyjeva procesa
razlicitog tipa.

Neka su IT Lévyjeva mjera i u funkcija distribucije. ZapiSimo pripadni karakteristi¢ni
eksponent iz Lévy- Khintchinovog teorema na sljedeci nacin

1
W(0) = iad + 50—292

: [1(dx)
IR\ (-1, 1 | -y ———
+TI(R \ ( ) |M( e )H(R\(_Ll)) (1.15)

+ f (1 — ™ + i6x)II(dx),
0<lxi<1
VO € R gdje je a € R, o € R Il zadovoljava fR(l A x¥)dTI(x) < oo. Oznacimo odvo-

jene sumande iz izraza (1.15) redom s ' (6), ¥*(0) i y>(6). Lévy-Itdvom dekompozicijom
dokazuje se da su to karakteristi¢ni eksponenti triju tipova Lévyjevih procesa. Uocimo
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da je po (1.11) ¢'(0) karakteristi¢ni eksponent Brownovog gibanja X = (X" : ¢t > 0}
definiranog s
XY =0B —at, t>0 (1.16)

te *(#) karakteristi¢ni eksponent sloZenog Poissonovog procesa X® = {Xt(z) :t > 0}
definiranog s

N;
XD =& 120 (1.17)
i=1

gdje je N = {N, : t > 0} Poissonov proces s parametrom [I(R \ (-1, 1)) te {& : i > 0} niz
nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli s distribucijom % koncentrira-

nom na {x : |x| > 1} (osim za slu¢aj II(R \ (=1, 1)) u kojem je proces X® jednak nuli).

PokaZimo sada postojanje Lévyjevog procesa X© ¢iji je karakteristicni eksponent dan s
Y. Vrijedi:

f (1 — €™ + i0x) TI(dx)
0<|x|<1

) n>0 {/ln L‘"*‘)S|x|<2'l (1 - eigx) AFa(x) + ie/ln( ‘£<n+1>5|xl<2n * an(x))}

gdje A, = TI({x : 270D < |x] < 27" i dF,(x) = @ pa slijedi da se proces X® sastoji
od prebrojivo mnogo nezavisnih sloZenih Poissonovih procesa s razli¢itim vremenima do-
lazaka i dodatnim linearnim driftom. Zapis Lévyjevog procesa kao sume procesa XV, X®
i X® otkrili su Lévy 1954. godine i Itd 1942. te je predstavljen kao Lévy-Itdva dekompo-
zicija.

Teorem 1.4.1. (Lévy-Itova dekompozicija)

Neka su zadani a € R, o > 0 i mjera 11 koncentrirana na R \ {0} koja zadovoljava
fR(l AxH)dII(x) < oco. Postoji vjerojatnosni prostor na kojem postoje tri nezavisna Lévyjeva
procesa XV, X® i X® gdje je XV linearno Brownovo gibanje s linearnim driftom oblika

1.16)) s karakteristicnim eksponentom

1
w'(0) = iab + 50-292,
X® sloZeni Poissonov proces oblika s karakteristicnim eksponentom

‘ I1(dx)
2 o) = TI(R _1’1 1 - iOxy_ T\
rO=IR\CLD) | (1 -"gee—s

i X® kvadratno integrabilan martingal s gotovo sigurno prebrojivo mnogo skokova na
svakom konacnom vremenskom intervalu i s karakteristicnim eksponentom

ROE f (1 — €™ + i0x)dTI(x).
0<|x|<1
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Na tom vjerojatnosnom prostoru X = XV + X® + X je Lévyjev proces s karakteristicnim

eksponentom
1 .
Y(0) = iaf + 50292 + f (1 — € + i0xT <) )dII(x)
R

YO € R.



Poglavlje 2

Presjek vjerojatnosnih funkcija propasti

2.1 Dva Cramér-Lundbergova procesa

Pogledajmo funkcije propasti za Cramér-Lundbergov proces s razliitim parametrima te
eksponencijalno distribuiranim iznosima Steta. Neka je

N;(0)

X(]) — C] Zé:(ﬁ r>

i=1

gdje je ¢; > 0, N;(t) Poissonov proces s parametrom A; > 0, {fﬁj) : 1 > 1} niz po-
zitivnih, nezavisnih, eksponencijalno distribuiranih sluCajnih varijabli, nezavisan s N; te
£V ~ Exp(z)iviijediy; = ¢;= ;> 0, j = 1,2.

Izra¢unajmo formulu (I.12)) za vjerojatnost propasti s pocetnim kapitalom x. Koristimo
sljedeci teorem.

Teorem 2.1.1. Funkcija preZiviljenja y je neprekidna na R, s desnom derivacijom x, i
lijevom x_ te vrijedi:

ox, () = Ay (x) - fo x(x = Y)dF(y))

ox (%) = Ay (x) - f x(x = YdF()).
0
Za dokaz pogledati [1], str. 163. Jednadzbe iz teorema zadovoljava jednakost:
’ _X 1 * b
o' (0) = Ax(x) — e o f x)erdy). @.1)
0
Imamo y je diferencijabilna i
” ’ 1 _X 1 x Y 1 C ’
or (0) = A () + —eTi= | yerdy - —x(x) = (1= =)y (x).
Ho K Jo H H

19



POGLAVLIJE 2. PRESJEK VJEROJATNOSNIH FUNKCIJA PROPASTI 20

Za tu diferencijalnu jednadZzbu moguce rjesenje je:

xx)=c — cze_(/l‘_%)x, ci, ¢» €R. (2.2)
Iz lim, . x(x) = 1 slijedi ¢; = 1. UvrStavanjem 1} u lb slijedi ¢, = %“ Stoga je

formula za vjerojatnost propasti:

/l,u —(f—f)x

Hx) = (2.3)

te vrijedi sljedeci rezultat:

Propozicija 2.1.2. Neka su ¥; vjerojatnosne funkcije propasti za Xt(j), j=1, 2.
(i) Ako

onda ¥(x) < 9,(x) za x > 0.
(ii) Ako

C1 (6]

Hi Cq M2 C3

onda ¥,(x) < 92(x) za x < xo i H1(x) > P(x) za x > xo gdje xy predstavlja jedinstveno

e . Cq 1
sjeciste funkcija propasti 9 i 9, xo = — 1 log ATZ 2L
1 1,4 %

H2 KLl €2

Primijetimo da se funkcije propasti #; 1 ¢, ne sijeku ili imaju jednu tocku sjecista.

Primjer 2. 1 3. Neka su X(l) 4t — ZNI(I) f(l) X(z) 5t ZNN) fl(z), gdjesuly =2, 1, =4,
Uy = ,uz =3 zneka su X(3> 2t — ZNM 5(3) X(4) ZN““) 5(4) gdjesudy =2, A4 =1,

M3 =3 z,u4 =L
F unkcije propasti za navedene modele redom su:

1 2 1 1
#i(x) = ze B By(x) = 5¢° 3 05(x) = me 7, Py(x) = 3¢ 3

te su na slici prikazane 9(x) plavom bojom i 9,(x) crvenom bojom, a na P5(x)
plavom bojom i ¥4(x) crvenom bojom.
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vjerojatnost propasti
0.15 0.20 0.25
! ! !

0.10
|

0.05
|

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Slika 2.1: Prikaz funkcija 9 (x) i ¥,(x)

vjerojatnost propasti
0.2 0.4 0.5

0.1

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Slika 2.2: Prikaz funkcija 9¥3(x) i ¥4(x)

21
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2.2 Spektralno negativni Lévyjevi procesi

Sada ¢emo promatrati klasu Lévyjevih procesa bez pozitivnih skokova. Lévyjev proces
X = {X, : t > 0} za koji vrijedi [1(0, c0) = 0, gdje je I1 Lévyjeva mjera zovemo spektralno
negativan proces.

Definicija 2.2.1. Funkcija V¥ : [0, c0) — R definirana s
E[e”™] = ", Vo >0 (2.4)
zove se Laplaceov eksponent od X.

Y je beskonacno diferencijabilna na [0, o), strogo konveksna te W(0) = 01 lim,_,., ¥(x) =
oo . Ako dovedemo u vezu karakteristi¢ni i Laplaceov eksponent, iz formula i
slijedi W(0) = —y(-i6) pa uvrStavanjem u Lévy-Khintchinovu formulu Laplaceov ekspo-
nent spektralno negativnog procesa postiZe oblik:

202
W) = —ab + <

+ f (€™ = 1 = OxTpy)dTI(x) , a > 0. (2.5)
(=20,0)

Iz (I.6) i definicije spektralno negativnih procesa za Laplaceov eksponent vrijedi ¥(6) <
o0, V¥l € R.

Definicija 2.2.2. Neka je u mjera na [0, o0). Laplaceova transformacija Lu od u je defini-
rana s

Lu@) = f e "u(dx), za 0 > o
[0,00)

gdje je oy = infl0 e R : e %u(dx) < oo}.

[0,00)

Napomena 2.2.3. i) Ako je u konacna mjera, onda je oy < 0.
ii) Neka je Lu(a) < oo za neki a € R. Tada

—ax

e
v(dx) = u(dx)
Lu(a)
definira vjerojatnosnu mjeru na [0, o) s Laplaceovom transformacijom

- 1 _ Lud + a)
Ox dx) = (6+a)x dx) = )
f[;),w)e Y Lu(a) [o,oo)e u(d) Lu(a)

iii) Za u(dx) = f(x)dx vrijedi

Lu0) = LF(O) = f " e (.
0
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iv) Neka je X nenegativna slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q,F,P) i u
distribucija od X. Vrijedi:

Lu®) = E[e ], za 0 > 0.

Sljedeci bitan pojam je funkcija skale. Za svaki spektralno negativan Lévyjev proces
{X, : t > 0} postoji funkcija W : R — [0, o) za koju vrijedi: jedinstvena je, W(x) = 0 za
x < 0, rastuca i neprekidna na [0, o) i njena Laplaceova transformacija dana je s:

" _ L
fo W= G 6> 0. (2.6)

Veza izmedu funkcije propasti @ i funkcije skale je sljedeca:

(2.7)

{1 —WOHW(x) P(0+) >0
H(x) =
1 Y(0+) < 0.

Za « - stabilan spektralno negativan Lévyjev proces Z* s pozitivnim pomakom ¢ > 0,
X; = Z7 + ct, gdje je @ € (1, 2] funkcija skale je dana s:

1
Wix) = —(1 - Eq-i(—cx*1) (2.8)
gdje je
Ey1(2) = kZ; SETCENn (2.9)

Mittag-Lefflerova funkcija s indeksom o — 11 I'(x) = fow t~le7'dt, x > 0 Gamma funkcija
zakojuvrijediI'(n) = (n - 1)!, n e N.
Navedimo dva bitna teorema koja ¢emo koristiti u dokazima: Tauberovski i teorem
f _

monotone gustoCe. Za funkcije f i g notacija f ~ g znaci da je lim,_, @ = 1.

Teorem 2.2.4. Neka su L > 0, p > 0 pozitivne konstante i U mjera na [0, o) s Laplace-
ovom transformacijom

AO) = f ) e dU(x), 6 > 0.
0

a) (Tauberovski)

Ekvivalentno je:
(i)
A@) ~ LO", kad 6 — 0
(ii)
Ux) ~ X, kad x — oo, gdje U(x) = U([O, x]).

T(1 +p)
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b) (Teorem monotone gustoce)
Neka je p > 0 i za mjeru U vrijedi U([0, x]) = fox u(t)dt, t > 0, gdje je u : [0, 00] — [0, 0]
monotona funkcija. Ekvivalentno je:
(i)
AO) ~ LO", kad 6 — 0
(i)
L
u(x) ~ —x7', kad x — .

['(p)
Neka je X = {X, : t > 0}, X, = oY, + ct spektralno negativan Lévyjev proces s driftom
¢ > 01 Yy vjerojatnosna funkcija propasti za proces X.

Lema 2.2.5. Za funkciju propasti procesa X vrijedi:

X
Ix(x) = ﬂxm(;) (2.10)
Dokaz.
Ix(x) = P(X, <0, zanekit > 0)
=P(x+ct <0, zanekit > 0)
:P(£+£t<0, za nekit > 0)
o o
X
= ﬁX/o-(_)
o
O
H‘.‘__‘—x__ 3 "M'/’-/
Slika 2.3: 1.4— stabilan spektralno Slika 2.4: 1.8— stabilan spektralno

negativan proces negativan proces s driftom ¢ = 2
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Dva a-stabilna spektralno negativna procesa

Nekaje X = {X, : t > O}, X, = Z' + ct, ¢ > 0 pozitivan drift i Z* a-stabilan spektralno
negativan Lévyjev proces s parametrom stabilnosti @ € (1,2]. Laplaceov eksponent za

proces X dan je s:
Y(O) = 6” + c6. (2.11)

Iz 2.7), 2.8), 2.9) i (2.11) slijedi da je vjerojatnosna funkcija propasti za proces X

_ o o ckx(a/—l)k B e
ﬁ(x)—Z( 1 SESCENIn = E, (—cx®). 2.12)

k=0

cX

U slucaju Brownovog gibanja, @ = 2, funkcija propasti je oblika #(x) = E{(—cx) = e™“".
Neka je sada X, = oZ! + ct, Z* a-stabilan spektralno negativan proces s driftom ¢ > 0,
skalarom o > 0 1 parametrom stabilnosti @ € (1, 2]. Njegovu funkciju propasti raCunamo

uvrstavanjem (2.12)) u (2.10):

(L)kx(a—l)k

B0 = dxio(5) = ;(—l)kr(l"i T = Ee ) (2.13)
Iz vrijedi
FEefXi = 00 Zi+E0 _ H00)
pa je Laplaceov eksponent za proces X
Yx(0) = Yx/,(60) = (60)" + cb. (2.14)

Lema 2.2.6. Funkcija propasti § za proces X zadovoljava:
O.ax—(a—l)

Td-(@a-1)y "%

Hx) ~ (2.15)
Dokaz. 1z (2.6), 2.7) i (2.14)

L90) = f ) e d9(x) = f ) e (1 = cW(x))dx
0 0

3 1 c 1 c
0 Wx) 0 (08 +ch
okl ad g2

= orgatl 4 92 - gae-1 4 ﬁ

Zbog LI(O) ~ ‘77,00"‘2 po teoremu monotone gustoce vrijedip = (2 —-a)iL = “7’ pa slijedi

@.15).

O
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Lema 2.2.7. Vjerojatnosna funkcija doZivljenja y = 1 — 9 za proces X postiZe sljedeci
oblik:

Cxa—l

, X =
ogT'(a)

x(x) ~ (2.16)

Dokaz. 1z (2.13)) izraCunamo funkciju doZivljenja za proces X;:

(o%)kx(a—l)k

L1+ (a— k)

X =1-0(x) = ) ()¢
=1
Racunamo Laplaceovu transformaciju za mjeru dy(6):

Lx () = f e " dy(x)
0

- (S -Dk
-1 (k=1) _ o —0x (a—l)k—ld
2D TM+@-D J, ¢ ° o

e (&)@ - Dk T((a- D)
T(1+(a— k) 6@k

1

k

8

(=1)f
1

=~
Il

I
gk

(L)k+1 o
(DT = S ()
Qla-Dk+1) — gage-1 o2ga-1
= k=0
c 9! c

C ool gegel 4 o gege-l 4o

gdje je 0 > L(£)77 i koristimo [~ e xdx = T2, Slijedi da Ly(6) ~ <67 kad

ol+p
6 — oo. Tvrdnja (2.16) slijedi iz Tauberovskog teorema. O

Neka su dani procesi {Xfl) =0 Z" +cit:t >0} {Xt(z) = 0,72 + ¢t 1 t > 0}, gdje su Z*
1 Z* spektralno negativni Lévyjevi procesi s parametrima a4, a; € (1,2], oy, 05 > 01 ¢y,
Ccy > 0.

Propozicija 2.2.8. Pretpostavimo «; = a, = a i 1, ©» funkcije propasti za procese X1V,
X,
(a) Ako je S < =%, onda je ©1(x) > ¥,(x), Vx > 0
1 2
(b) Ako je = = =, onda je ¥1(x) = ¥»(x), Vx > 0.
1 2
Dokaz. Neka je X, = Z + t. Funkcija propasti za proces X je definirana s J(x) =
E,_1(—x*"") pazaprocese X'V i X® vrijedi: #(x) = Eooy (= 5x* ) i9(x) = Eqoy (= 5x*.
1 2
Tada imamo ¢
1
th(x) = ﬁ(ojx)

1
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9 (x) = ﬁ(%x).
2

(a) Pretpostavimo = < =%. Tada je vjerojatnosna funkcija propasti ¢ padajuca i
1 2

c c
91(x) = H(—x) > H—x) = $(x),¥ x > 0.
gy b
(b) U slucaju =+ = = procesi imaju istu funkciju propasti. |
1 2
Teorem 2.2.9. Pretpostavimo neka je a; # . Tada funkcije propasti za dane procese XV
i X imaju pozitivnu tocku sjecista.

Dokaz. Neka je a; < a,. Po prethodnoj lemi funkcije preZivljenja y i x» za procese XV i
X® zadovoljavaju:
cpx!

ar 0
a'I'(a) S

x1(x) ~

szaz— 1

o) "
ZakljuCujemo da je y;(x) > x2(x), kad je x > 0 dovoljno mali. Tada funkcije propasti za
procese XV i X® zadovoljavaju 9, (x) < $,(x), x > 0. Iz (2.15) slijedi

— 0.

x2(x) ~

O_(IYIx—(Yl+1

D1 (x) ~ cTC—ay * 7%

@2 x—a2+1
By(x) ~ —2— :
Q(X) CZF(Z — a/z)’ X — &0
Za dovoljno velik x > 0 vrijedi
F1(x) > Pa(x).

Vjerojatnosne funkcije propasti su neprekidne pa postoji sjeciste za x > 0.
Analogno se dokazuje slucaj a; > as. O

Znamo da je propast modela s inicijalnim viSkom O sigurna. Ako ¥#(x) oznacava vje-
rojatnost propasti procesa u tom modelu, onda je ¥(0) = 1 pa se vjerojatnosne funkcije
propasti bilo koja dva procesa sijeku u nuli. 1z do sad razmotrenog moZemo zakljuciti da
postojanje vise od jednog sjecista funkcija propasti ovisi o parametru a. Ako procesi XV
i X® imaju isti parametar @ funkcije propasti imaju jedinstveno sjeciste u nuli, a u suprot-
nom imaju 1 sjeciSte u tocki x > 0. Akojea; = @, = a1 ;—17 = = onda procesi imaju
zajednicku funkciju propasti (slijedi iz[2.13).

2



POGLAVLIJE 2. PRESJEK VJEROJATNOSNIH FUNKCIJA PROPASTI 28

Primjer 2.2.10. Neka su XV = {0.9Z° + 0.7t : t > 0} i X®® = {0.8Z!® + 0.5t : ¢t > 0}
dva procesa, gdje je Z'°® 1.6— stabilan spektralno negativan proces, a Z'® 1.8—stabilan
spektralno negativan proces. Njihove funkcije propasti su po (2.13) sljedece:

(o)

$x) =Y (=1

k=0

(o8]

a(x) = Y (=1)f

k=0

0.75Fx0-8%
I'(1 +0.8k)

0.83kx0'6k
I'(1 + 0.6k)’

te su prikazane na slici Neka je sada X = {X, = Z* + 0.5t : t > 0} dan a—stabilan

o |
-
o _|
o

=

%]

<

g 9 |

e o

S

-

%]

o

£

KR

o o

2

2

S
N
o
o |
o

Slika 2.5: Funkcije propasti procesa X'V = {0.9Z!° + 0.7t : t > 0} (plavo), X® = {0.8Z!% +
0.5t : t > 0} (crveno)

spektralno negativan proces s driftom ¢ = 0.5. Njegova funkcija propasti je (po :

S, 0.5k
ﬁ(x)‘;( D i+ @e-no

Slika 2.0] prikazuje funkcije propasti za sljedece vrijednosti od a : 1.01,1.3,1.5,1.8,2.
MozZemo vidjeti da se povecanjem parametra « vjerojatnost propasti smanjuje te da se
svake dvije funkcije medusobno sijeku u dvije tocke.
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Slika 2.6:  Funkcije propasti a-stabilnih spektralno negativnih procesa, @ =
1.01, 1.3, 1.5, 1.8 1 2 redom od najviSe prema najniZoj krivulji

Pogledajmo sada slucaj za koji imamo jednake a— stabilne spektralno negativne procese
Z% s razlicitim driftovima ¢ > 0 i skalarima o > 0. Neka su {X(i) = (J',Zl Syttt >0)
i=3,4,5 X% =072 +021, XY =715 +0.5:i X® = 0425 + 0.31. Funkcije propasti
danih procesa su sljedece:

) _ 0.34k05k i 05k 0.5k N0, 19RO
93(x) = Z(—) TosE M= Z( DT 055" 5<x>—/;< D 050"

Na slici mozvemo vidjeti da za funkcije propasti procesa X¥, X¥ i X vrijedi 93(x) <
P4(x) < 95(x),Yx > 0 §t0 je i dokazano u Propoziciji[2.2.8]
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1.0
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Slika 2.7: Funkcije propasti procesa X®® = {0.7Z!°+0.2¢ : t > 0}, X = {Z!°+0.5¢ : ¢t > 0}
i X® ={0.4Z!° + 0.3t : t > 0} redom od najvece

Zadamo li procese X© i X7 5 X© = {Z,l'5 +4t :t > 0i XD = {O.ZSZ}'5 + 0.57 :
t > 0} moZemo primijetiti da oni imaju zajednicku funkciju propasti 9¢(x) = 97(x) =

) k 4kx0.5k
Zk:o(— 1) I (1+0.5k)"

Dva klasicna rizi¢na procesa perturbirana - stabilnim spektralno
negativnim procesom

Neka je Cramér-Lundbergov proces perturbiran s a-stabilnim spektralno negativnim Lévyjevim

procesom dan s:
N()

X =Z +ct- ) &
i=1

gdje je Z“ spektralno negativan Lévyjev proces s parametrom « € (1,2), ¢ > 0 pozitivni
drift, N(¢) Poissonov proces s parametrom A > 01 &;,&,... nezavisne, jednako distribu-
irane varijable sa zajedni¢kom distribucijom F, E(¢;) = u. Neka je zadovoljen uvjet net
profitay = ¢ — Au > 0.
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Lema 2.2.11. Vjerojatnost preZivijenja x za proces X zadovoljava
a—1

T "

x(x) ~ — 0. (2.17)

Dokaz. Laplaceov eksponent za proces X dan je s
PO) = 6%+ ch — A f (1 — e dF (1)
0

te je ¥'(0+) = y > 0. Koriste¢i (2.6) i (2.7) ra¢unamo Laplaceovu transformaciju za
funkciju prezivljenja y = yW:
Ly(x) =y f T Wt = )
0 P(x)
Y

Cxvdex—A [T(1+ e dF(D)

Tada Ly(x) ~ yx %, x — oo te (2.17)) slijedi iz teorema o monotonoj gustoci. O

Sljedeci teorem pokazuje da dva klasi¢na riziCna procesa perturbirana @-stabilnim Lévyjevim
gibanjem s razli¢itim parametrima o imaju pozitivno sjeciste. Neka su procesi XV = {x" :
1>0}iX? ={X?:¢>0) danis:

Ni(®)

XV =7 4oyt - Zél) (2.18)
i=1

N (1)
X =7 v oot = Y &Y (2.19)
i=1
gdje je t > 0, Z* 1 Z** spektralno negativni Lévyjevi procesi s parametrima a;, @, €
(1,2), @y # as, ¢; > 0 pozitivni driftovi, N;(t) Poissonovi procesi s parametrima A; >
0, .f(i), g> ,... hezavisne, jednako distribuirane varijable sa zajednickom distribucijom F;,
E(fii)) = u; 1 neka je zadovoljen uvjet net profitay; = ¢; — u; > 0,i = 1,2.

Teorem 2.2.12. Presjek funkcija propsti za procese X'V i X® dane s i ima
pozitivnu tocku presjeka.

Dokaz. Neka je @) < a,. Po prethodnoj lemi imamo sljedece funkcije prezivljenja za
procese XV i X®@:

lxm—l

, x—0
['(ay)

x1(x) ~
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x(lz—l
, X

Ia)
ZakljuCujemo da one zadovoljavaju yi(x) > x»(x) odnosno za funkcije propasti vrijedi

P1(x) < P(x) za x > 0 dovoljno mali. H. Furrer je u [6] dokazao da za vjerojatnosti
propasti vrijedi:

— 0.

Xx2(x) ~

—a+1

—, x

'@ —-a))
—an+1

_— X

Y2l'(2 - @)

Iz toga slijedi ¥ (x) > ¥,(x) za x > 0 dovoljno veliki. Kako su funkcije propasti nepre-

kidne, mozemo zakljuciti da postoji pozitivna tocka sjecista.

— 0

D1 (x) ~

h(x) ~

— 00,

O

Presjek funkcija propasti s n sjecista

Sada ¢emo pokazati primjer da postoje dvije funkcije propasti koje imaju n sjeciSta. Navo-
dimo kljucne rezultate ¢iji se dokazi nalaze u [3]].

Lema 2.2.13. Neka je u vjerojatnosna mjera na [0, oo) takva da u({0}) = 0. Tada je
9(x) = f e"u(dt) = Lu(x)
[0,00)

funkcija propasti spektralno negativnog Lévyjevog procesa koji teZi prema +co.

Teorem 2.2.14. Za svaki n € N postoje dva razlicita spektralno negativna Lévyjeva pro-
cesa koji teze u +oo i Cije funkcije propasti ¥, i ¥, imaju n sjecista.

Pomocu njih moZzemo konstruirati funkcije propasti s n € N sjecista, a skicu toga dajemo
u sljedecem primjeru.

Primjer 2.2.15. Neka je € = %, u = %l, | Lebesgueova mjera na [0, 1], u vjerojatnosna
mjera na [%, 19—0] te u = 0na (0, %) U (%, 1). Definirajmo funkciju propasti s

1 5 % 5 9+l ] yxl
H(x) = f stu(ds) = é_lf stds = —(10) (%) ,x>0.
0 €1

4 x+1

10
Za preslikavanje s = —1Int mjera u na (0, 1] je slika mjere ji(dt) na [0, 00) te je #(x) =

fooo e (dr). Po Lemi|2.2.13|19 je funkcija propasti spektralno negativnog Lévyjevog pro-

cesa. Neka je v mjera na (0, 1], v = 0 na (0, 1—10) U (%, 1). Definiramo sada

1
Ph(x) = f s*v(ds).
0
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TraZimo mjeru v na (0, 1] za koju su nulti, prvi i drugi momenti za p i v jednaki. Vrijedi:

1 1 91 ! 41
1 - _ —
fo s'u(ds) = 3. fo Su(ds) = 355 - f uds) = 55

Pretpostavimo v = @103 + a0 1+ @30 1L @y, @, @3 > 0. Iz jednakosti momenata dobivamo
sljedece jednadZbe:

3 1 1 ! 1
-+ -y + —a3 = f s'v(ds) =—
0

4 2 4
9 1 1 ! 91
Ea1+ a2+Ea3—f; sv(ds)—300

81 .\ 1 .\ 1 f (ds) = 41
— — — Q3 = svas) =
64 ' 16 2 64 0 200°

Njihovo rjeSenje je sljedece: ay = % a, = %, a3 = % Preslikavanjem t = —In s mjera v
je slika mjere v na [0, o) pa je
32 11 32

On2 + =Z0n4-
§ ¥ 750m2 T 750

Sada za funkciju propasti 0,(x) vrijedi:

! o 32/4\F 11 32
- x = a3, + =27 4 47,
22 fo sds) fo ) = 75(3) 757 75

Po Lemi2.2.13|to je funkcija propasti spektralno negativnog Lévyjevog procesa koji tezi u
co. Funkcije propasti konstruirali smo tako da smo dobili barem 3 tocke presjeka, vrijedi:

(1) = Hh() =5, HQR) = HhQ2) = 300, $Q3) = 3HQAB) = 200 Navedene funkcije propasti
prikazane su na sllcz
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Slika 2.8: Funkcije propasti 9 (x) (crno) i 9,(x) (crveno)
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Sazetak

U ovom radu promatramo vjerojatnosne funkcije propasti. U prvom dijelu definirani su
Lévyjevi procesi, razmotrena njihova osnovna svojstva te primjeri. Definirani su sljedeci
klju¢ni pojmovi: karakteristi¢na funkcija funkcije distribucije, beskonacno djeljive i sta-
bilne distribucije, karakteristi¢ni eksponent i Lévyjeva mjera beskonacno djeljive distribu-
cije. Zatim su navedeni primjeri Lévyjevih procesa te izracunate njihove karakteristicne
funkcije i Lévyjeve trojke. U drugom dijelu rada bavimo se presjecima funkcija propasti.
Definirani su pojmovi koji su nam bitni u ra¢unanju funkcija propasti: Laplaceov ekspo-
nent, Laplaceova transformacija, funkcija skale. IzraCunate su funkcije propasti klasi¢nog
Cramer-Lundbergovog procesa i a—stabilnog spektralno negativnog procesa te razmotren
broj sjeciSta dvije funkcije propasti. Zatim je promatran klasi¢ni model perturbiran a—
stabilnim spektralno negativnim procesom te je na kraju iskazan rezultat koji daje uvjete
za proizvoljan broj sjecista dviju funkcija propasti.



Summary

In this thesis, we study ruin probability functions. In the first part, we define the notion of a
Levy process. Also, we discuss certain properties and provide examples of these processes.
In particular, we discuss the notion of characteristic function of a distribution function, infi-
nitely divisible and stable distribution functions, characteristic exponent and Lévy measure
of a infinitely divisible distribution function. At the end we provide several classical exam-
ples of Levy processes, and compute their Levy characteristics. In the second part of the
thesis, we deal with intersections of ruin probability functions. We discuss the notion of
Laplace exponent, Laplace transform and scale function. In particular, we explicitly com-
pute ruin probability of the classical risk process and spectrally negative a-stable process
and discuss intersections between two ruin probability functions. Then we discuss a cla-
ssical risk model perturbed by a @— stable spectrally negative Lévy processes. In the end,
we state a result which gives sufficient conditions for arbitrary number of intersections of
two ruin probability functions.
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