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Sazetak

Polazedi sa stajaliSta funkcionalne analize, valne funkcije obi¢no shva¢amo kao
vektore u Hilbertovom prostoru kvantnih stanja. Kad je broj identi¢nih cestica veci
od jedan, pojavi se specificna algebarska struktura, tako da je isti Hilbertov prostor
graduirana algebra nad prstenom simetri¢nih polinoma (bozonskih pobudenja).

Generatori algebre (vakuumi) su od prije poznati u Kartezijevoj bazi, a u ovom
radu ih prevodimo u bazu dobrog zakretnog impulsa za poseban slucaj dvije Cestice.
Tada tri generatora (¥, ¥,, ¥3) Cine vektor osnovnog stanja, a cetvrti U, = U, WyW5
je pseudoskalar i nalazi se medu dvostruko pobudenim stanjima, kojih ima 28.

Kad se sva ta stanja napisu u obliku bozonskih pobudenja vakuuma i u bazi do-
brog zakretnog impulsa, otkrije se da je ¥, komponenta odredenog pobudenog stanja
zakretnog impulsa 1=3 i projekcije m = +2. Time se to stanje identificira kao glava
vrpce pobudenih stanja drugacije simetrije od vrpce koja nastaje pobudivanjem os-

novnog stanja.

Kljucne rijeci: harmonicki oscilator, dvocesti¢na stanja, algebra Hilbertovog pros-

tora



Two-body wave functions of the harmonic
oscilator

Abstract

From the point of view of functional analysis, wave functions are understood as
vector in Hilbert’s space of quantum states. When the number of identical particles
is greater than one, there appears a specific algebraic structure, where the same
Hilbert space is a graded algebra over the ring of symmetric polynomials (bosonic
excitations).

Generators of the algebra (vacuums) are known in the Cartesian basis. In this
work we translate them to the basis of good angular momentum for the specific case
of two particles. Then three generators (¥, ¥y, ¥3) make up the ground-state vector
and the fourth ¥, = ¥, ¥,¥; is a pseudoscalar found among doubly excited states,
of which there are 28.

When all those states are written in the form of bosonic excitations of the vacuums
and in the basis of good angular momentum, it is revealed that ¥, is a component of
a specific excited state of angular momentum 1=3 and projection m = +2. Therefore
this state is identified as a band head of excited states with different symmetry then

the band which is generated by excitations of the ground state.

Keywords: harmonic oscillator, two-particle states, Hilbert space
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1 Uvod

Kvantna fizika grana je fizike koja objasnjava pojave u svijetu atomskih dimenzija.
Zajedno s teorijom relativnosti ¢ini modernu fiziku. Najjednostavniji kvantni sustav
je kvantni harmonicki oscilator koji je kvantnomehanicka Cestica kojoj je potencijalna
energija razmjerna masi, kvadratu kruzne frekvencije i kvadratu udaljenosti od rav-
noteznog polozaja. Ako u takvom sustavu promatramo dvije Cestice bez interakcije,
onda promatramo najjednostavniji mnogocesti¢ni sustav.

Do sada je sustav dva fermiona u oscilatorskom potencijalu bez interakcije puno
puta opisan, prema tome je iznenadenje da se njihove valne funkcije mogu napisati

na novi nacin. Novi nacin zapisivanja valne funkcije je
D
Z D,V,, D= (N!)Qu tri dimenzije (1.1)
=1

gdje su ®; simetricne funkcije, a antisimetri¢ne funkcije V; generatori algebre Hilber-
tovog prostora koje zovemo oblici ili vakuumi. Detaljno o tome kako uvesti i koristiti
novi zapis opisano je u literaturi [2]. Kako su tema diplomskog rada dvolestitne
valne funkcije, prema navedenoj literaturi postoje Cetiri oblika, naime D = (2!)2 =4.

Simetri¢ne funkcije zajedno s generatorima algebre Cine novi zapis kvantnih sta-
nja. Valne funkcije se u njemu prikazuju faktorizirano, dakle kao umnozak funkcija.
Zbog toga ¢e nam biti koristan prikaz valnih funkcija u Bargmannovom prostoru, jer
se u njemu kvantni brojevi oscilatorskih pobudenja pojavljuju u eksponentu. Tako se
mnoZenje valnih funkcija svodi na zbrajnje kvantnih brojeva, t"t"™ = ¢"*™, slicno kao
kod ravnih valova. Tada se struktura 1.1 ocituje na najjednostavniji moguéi nacin,
kao faktorizacija polinoma. U nasem ce slucaju ti polinomi biti najviSe treceg stupnja,

jer necemo i¢i dalje od drugog pobudenog dvocesticnog stanja.



2 Valna funkcija

U ovom poglavlju objasnjeni su neki od osnovnih principa i ideja iz koje prozlazi sam
diplomski rad. U pocetku je opisana valna jednadzba te kvantni harmonicki oscilator
kao temeljna ideja. Uz to, cijeli rad oslanja se na svojstva zakretnog impulsa.

Valna funkcija je veli¢ina kojom potpuno opisujemo stanja i vremenske promjene
kvantnog fizikalnog sustava. Danas je prihvacena statistiCka interpretacija po kojoj
umnozak valne funkcije v i njene kompleksno konjugirane funkcije v* daje vjerojat-
nost nalaZenja Cestice na nekom poloZaju (z,y, z), P(z,y,2) = ¥(z,y, 2)V*(z,y,2) =
Y (z,y, 2)|*

Napisana valna funkcija mora zadovoljiti rubne uvjete, biti jednoznacna i neprekidna,
njena prva derivacija nuzno je neprekidna dok druga konac¢na te integral vjerojatnosti

mora biti konacan.

2.1 Kvantni harmonijski oscilator

Polazeci sa stajalista klasicne fizike, konfiguracija harmonickog oscilatora u jednodi-

menzionalnom slucaju prikazana je na slici 2.1.

Slika 2.1: Jednodimenzionalni harmonicki oscilator te harmonicki oscilator pomak-
nut iz ravnoteznog stanja za udaljenost x

Jednadzba gibanja Cestice mase m dana je Hookeovim zakonom

d*x
gdje K oznacava konstantu opruge koja je vezana uz prirodnu frekvenciju danog

oscilatora w¢ = £. Poznavaju¢i jednadzbu gibanja Cestice, na jednostavan nacin



dolazimo do izraza za energiju koji se sastoji od kinetickog i potencijalnog dijela.

1 K
E = §mj32 + 3:152 (2.2)
yK V(x)
1/
i E

|
I
I
|
I
!
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N

Forbidden domain ‘P\ | Forbidden domain
|

=X +xp
Slika 2.2: Tocke okretiSta harmonickog oscilatora x = +x

Kad graficki prikazemo energiju, slika 2.2, vidimo klasi¢no dozvoljeno i nedozvoljeno
podrugje. Klasi¢no nedozvoljeno podrucje otvorilo je nova pitanja koja imaju odgovor
unutar kvantne fizike.

U okvirima kvantne fizike postavljamo Schrodingerovu jednadzbu
— ——L 4+ —a%y = E. (2.3)
Kad se uvrsti uvjet klasi¢nog nedozvoljenog podrudja, x? > x2, dobiju se dva rjeSenja

2 2.2
1/J~Aexp<:i:%> :Aexp<j:k2x> (2.4)

gdje je k karakteristi¢ni valni broj. Rastuce rjeSenje (+) krsi uvjet normalizacije

valne jednadzbe:

/_: Y pdr < oo

te preostaje jedno padajuca valna funkcija. Predznak valne funkcije mijenja se od
oscilirajuce za x? < x3 do padajuce za 2> > x2 pa su tocke okretiSta x = +xz fizikalno
relevantne u kvantnoj fizici. Izraz 2.3 rjeSava se algebarskom metodom koja ukljucuje
operatore. Za valnu funkciju ¢ = w<r>, operator polozaja je sam vektor poloZzaja.

Operator impulsa izrazava se kao p = —i:iV i njegova je = komponenta

. .0
Dy = —zh% (2.5)



Komponente y i z su jednake uz promjenu parcijalne derivacije zadane komponente.

Komutator operatora polozaja i impulsa je po komponentama
[:z, ﬁm} —ih (2.6)

Normirane vlastite funkcije harmonijskog oscilatora su

VA
Un(n) = \/ﬁe 2 Hn(ﬁ),UZ\/E,)\Z % 2.7)

gdje su H,, Hermiteovi polinomi. Alternativno se Hamiltonijan moZze zapisati pomocu

R k[ ip ot k[ . ip
a=—|[z+ s a'=—|2— 2.8
\/§< mw0> \/§< mw0> (2:8)

Komutator operatora a i a' jednak je [&, &T] = 11 tada je Hamiltonijan

operatora

H = hw(a'a+ 3) (2.9)

Ovdje su ukratko opisani pojmovi i jednadzbe kvantnog harmonickog oscilatora, a

detaljnije je to opisano u literaturi [6].

2.2 Zakretni impuls u kvantnoj fizici

U klasi¢noj mehanici, zakretni impuls L, definiran je : L = 7 x § gdje je 7 poloZaj
Cestice i p koli¢ina gibanja cestice. Zakretni impuls aditivan je kao i koli¢ina gibanja

te je ukupni zakretni impuls definiran kao suma svih zakretnih impulsa
Z_jtotal = Z Ea (210)
a=1

Prosirujemo definiciju zakretnog impulsa na kvantnu mehaniku tako da interpreti-
ramo simbole kao operatore. Definiramo zakretni impuls éestice kao operator L —

A

L = 7 X p. Koristedi izraz 2.6 slijedi



gdje je
+1, za (i, j, k) parne permutacije od (1, 2, 3)
¢ijk = 4 —1, za (i, j, k) neparne permutacije od (1, 2, 3) (2.12)

0, inace.

Vektorski gledano, rezultat ima oblik: L x L = ihL.

Pretpostavimo sada uobicajeni kvantno-mehanicki zapis koji ukljuc¢uje Hilbertov
prostor preko kompleksih brojeva sa promatranim Hermiteovim linearnim operato-
rima. Vektore Hilbertovog prostora oznacavamo sa |¢) , a vektore dualnog prostora
sa (¢| te unutarnji produkt kao (¢)|¢) € C .

Mozemo traziti komutacijske relacije za L tako da pretvaramo problem u konac¢no
dimenzionalni matri¢ni svojstveno vrijednosni problem. Prvo promatramo operator
L? gdje je

L*=13+ 15+ L3 (2.13)

te komutira s L na na¢in: |L?2, Lll = 0. To znati da su L? i jedna od komponenti

istovremeno dijagonalni, recimo L“ i Ls.

! !

L?|L% | Ly) = L¥|L%, Ly) (2.14)

’ I

Ls|L? | Ly) = Ly|L?, Ly) (2.15)

gdje je L* realan nenegativan broj te L, realan broj.

Definiramo nehermitske operatore
Li=1Ly+ily,, LI =1_ (2.16)
gdje je kriz oznaka za Hermitsku konjugaciju te oni zadovoljavaju pravila:
[L?, L] =0, [Ls,Ly]==+Ly, [Ly, L] =2Ls (2.17)

Zbog 2.14 i 2.15 vrijedi

!/

Ly|L? L) = |L% Ly + 1) (2.18)

Koriste¢i komutacijska pravila, 2.17, nalazimo da vektor-stupac ("ket”) |L? Ly + 1),



ukoliko nije nula ima svojstvenu vrijednost:

L*|L% Ly + 1) = L¥|L?, Ly + 1)
, / , (2.19)
Ls|L? Ly +1) = (L3 + 1)|L* Ly + 1)

Sli¢no |L* Ly — 1), ako nije nula, ima svojstvene vrijednosti L% i L, — 1. Ovakvo
ponasanje operatora naziva se u slucaju + operator podizanja i oznac¢ava s L, , a
operator spustanja L_ u slucaju —.

Proces se moze ponavljati. Jedan ocigledno stvara svojstvene “ket” dijelove koji pri-
padaju svojstvenoj vrijednosti L?, a drugi Lj svojstvene vrijednosti L, + k gdje je
ke Z.

Proces dizanja mora biti konacan, a to vidimo iz

’

(L2, Lyt 1|2, Ly 1) = (L7, Lyl L Lo |17 L) = |2 =1 (L) [ (27 LG22 L) > 0
(2.20)
Kad bi se L, mogao podizati beskona¢éno puta to bi bilo kontradiktorno ¢injenici

da je norma vektora u Hilbertovom prostoru nenegativna. Dakle, za neki L

=0,|L%, L

3,maz

=Lte [? =

! ! !

3,mazx

mora vrijediti L, |L?, L
L(L+1).

Isto tako, proces spustanja mora biti kona¢an. Norma |L?, L; — 1) dana je

3,max> 3,max 7é 0 stoga je ocito L

(L%, Ly = 1|L2 Ly — 1) = (L(L + 1), Ly| Ly L |L(L + 1), L)

— |L(L+1) = L5(Ly = D(E(L+1), LIL(L+ 1), L5) > 0 (2.21)

! ’

Iz istog razloga kao i kod procesa podizanja, postoji L takavda L_|L?, L

0,|L%, Ly in # 0 stoga L = Ly . (L

3,min

3,min> -

- L.

3,min
smin (L. min — 1) $to je konzistentno sa Ly ;.

Usporedivanjem 2.20 i 2.21 moZemo zakljuciti da kad operator spustanja djeluje na

normiranu valnu funkciju |LM), on je mnozi faktorom \/ (L+M)(L—M+1),a

operator podizanja faktorom \/ (L—M)(L+ M +1). Naime,
L(L+1)=M(M=+1)=(LFM)(L+M+1) (2.22)

U nasem slucaju, gdje ¢emo raditi s nenormiranim funkcijama, pojavljuje se jednos-

tavno (L + M) za operator spustanja, a (L — M) za operator podizanja.



3 Bargmannov prostor

Ideja prelaska u Bargmannov prostor iz prostora L, (R) je zasnovana na tome da je

algebarska struktura problema lakse uocljiva. Bargmannov transformat ima oblik:

B[f] (1) = - /Z e TE VI (1) da (3.1)

V&L

gdje ako uvrstimo
1 —a?

NeTINCa

Hermiteova funkcija 1, ()ovim transformatom prelazi u potenciju kompleksne va-

f(@) =tn(z) = (3.2)

rijable ¢. f(z) je Hermiteova funkcija gdje je H, Hermiteov polinom. Ta funkcija
pripada Hilbertovom prostoru.

Bitno je lakse raditi uzmemo li nenormiranu Hermiteovu funkciju jer norma nema
lijepa svojstva kod mnozenja, n!m! # (n + m) I. Uvrsti li se nenormiranu funkciju u

Bargmannov transformat dobije se:

BIH(2)e T ] (1) = -

/OO 6_#.’_,1%\/5}[’” (m)e_Tdel‘ = ¢TL (t) (3.3)

VAL

Racunanje transformata je najlakse putem funkcije izvodnice koja ima oblik:

Glt2) =Y ®ult) (3.4)

m=0

Svodenjem potencija na potpuni kvadrat te rjeSavanjem integrala, funkcija izvodnica

G(t,2) = V/me"*V? razvija se u red
G(t,2) = Vr Y (V2t)'= (3.5)

Iz toga Bargmannov transformat ima rjeSenje oblika B[H, (m)e_TJQ} (t) = (V2t)" x.

Ako to rjeSenje proucavamo za sluc¢aj normalizirane funkcije, transformat glasi:

g2 n
Blga](t) = BINuHn (v)e ] (1) = — (3.6)
gdje je N = L no tu norma kvari lijepo svojstvo t"¢"™ = ¢"*™,

\//m2nn!’

Kao sto smo vec rekli, Bargmannov prostor ujedno je i Hilbertov prostor s pripa-



dajué¢im operatorima, na primjer Hamiltonijan harmonickog oscilatora je

H = (10, + ) 3.7)

¢ije su svojstvene funkcije monomi u ¢.
Bargmannov transformat se prirodno prosiruje na sve tri dimenzije pa za svaki smjer
(z,y,7) uvodimo redom varijablu (¢,u,v). Kad se Bargmannovim transformatom

djeluje na = i 0z dobije se

B 1 B 1
r— —(t+0), Op — —(—t+0 3.8
koji se prirodno nasljedujeiu yi .
Operator zakretnog impulsa je:
L =—il(Fx V) = —ihL (3.9)
i
L LY =11+ 1)Yim (3.10)

gdje su Y, sferni harmonici. Sferni harmonici definirani su

21+ 1 (I — |m])!

A (l + |m|)' (3.11)

Yim = NimPim(cosf)e™?, normalizacija N, = \/

Sferni harmonici mogu se proucavati iz kartezijevog sustava i u slucaju m = I

(-1)" [21+1

rYi(r) = "5 Ar

(z + iy)’ (3.12)

rlY}m odgovara prostornom harmoniku (eng. solid harmonic). Opcenito se norma

moze izluciti,

le;m(e’ ¢) = Nlmplm(x7 Y, Z)’

N D! 2 + 1 (3.13)
o\ am (L m) (1 — m)!

gdje onda polinom py, ima najjednostavniji oblik "bez norme”, npr. p;; = —x — iy.

Zbog toga Sto operator zakretnog impulsa u Bargmannovom prostoru ima isti oblik

8



kao u laboratorijskom sustavu, prostorni harmonik laboratorijskog i Bargmannovog
prostora izgleda jednako samo $to trebamo (z,y, z) zamijeniti s (¢, u, v), $to se moZe
zapisati:

Dim (ZL’, v, z) B, Pim (t, u, v) = Dim (t, u, v) (3.14)
Analogno je 72 = t* + u® + v? rotaciona invarijanta kao i r.
Iz istog razloga, svi prostorni harmonici Bargmannovog prostora mogu se dobiti od

m = [ homogeniziranih polinoma koriste¢i formu operatora podizanja i spustanja u

Bargmannovom prostoru:

L, =8, +i8, = (uFit)d, — v(d, Fidy) (3.15)
podsjecajuci se da je p;,,, svojstveno stanje operatora zakretnog impulsa —ihg:

— 128 L (t, 1w, 0) = 214 1) pp (£, 1, 0) (3.16)
Na primjer

—ih&iv=—ih(u—it) =h(—t—i
(4 +U 1 (u 1 ) ( w) (317)
—ih€_v = —ih(u+it) = h(t — iu)

Upravo to odgovara Condon-Shortley faznoj konvenciji Fx — iy za prostorne harmo-
nike rY;*!.

Rjesenje za trodimenzionalni oscilator moguce je napisati

2

—r

Wi (x, Y, z) = NklrlYlmL:Tl (rz)e 2 (3.18)

gdje je L,Z:Tl (r?) generalizirani Laguerreov polinom. Glavni kvantni broj je n = 2k + 1
pa za slucaj kad nam je £ = 0 ve¢ gore imamo rjeSenje, tj. Laguerreov polinom
je konstanta, a prostorni harmonik prelazi u Bargmannov prostor po ve¢ opisanom
principu.

U slucaju kada k£ # 0 zanemarujudi normalizaciju dobivamo:

wklm (m7y72) £> TQkplm (tauyv) (319)



4 Hilbertov prostor mnostva Cestica

Primjena Hilbertovih prostora temeljni je element matematickih jednadzbi kvantne
fizike. U takvom prostoru definiran je skalarni produkt vektora (a, b). Iz toga slijedi
norma vektora |a| = 1/ (a,a).

Takoder, dva su vektora ortogonalna ako im je skalarni produkt jednak nuli.
(a, b) =0 4.1)

Polozaji, brzine i ostale fizikalne veli¢ine su operatori ¢iju je srednju vrijednost moguce
izraCunati iz vektora stanja. Vektori u Hilbertovom prostoru koji se razlikuju samo za
konstantni kompleksni broj ne predstavljaju razlicita stanja.

Operatorske funkcije f (A) mogu se definirati kao redovi potencija ako se funkcije
f(z) mogu razviti na sljedeéi na¢in f(z) = Y .- c,2", onda je operatorska funkcija

definirana s:

[e.9]

fA) =) c,A" (4.2)

n=0

Hilbertov prostor u kvantnoj mehanici detaljno je objasnjen u literaturi 6.

10



5 Sustav dvije Cestice

Jedna od karakteristika kvantne mehanike je neraspoznatljivost identi¢nih Cestica.
Identi¢nim Cesticama nazivamo one Cestice koje imaju istu masu, naboj, spin itd. Ako
promatramo sistem identi¢nih Cestica, ne mozemo pripisati dano stanje v,, odredenoj
(i-toj) Cestici n. MozZemo odrediti samo koja su stanja zauzeta, a koja nisu.

Postoje dvije vrste sistema Cestica: sistemi s valnim funkcijama koje mijenjaju
predznak uslijed izmjene dvije Cestice te sistemi gdje valne funkcije ostaju nepromi-
jenjene. Stoga vrijedi:

Pype =1, ili  Pjthy = —1h, (5.1)

gdje je P;; operator izmjene dvije Cestice. Valna funkcija ¢ ¢ija je vlastita vrijednost
+1 naziva se simetricnom valnom funkcijom, a ona s vlastitom vrijednosti —1 na-
ziva se antisimetricnom. Hocemo li Cestice opisati simetricnom ili antisimetricnom
valnom funkcijom ovisi o samoj prirodi Cestice. Obje vrste Cestica pojavljuju se u
prirodi. Cestice opisane antisimetri¢nom funkcijom nazivamo fermionima, a one opi-
sane simetricnom funkcijom bozonima. Kriterij razlikovanja tih Cestica je njihov spin.
Antisimetri¢nost fermionske valne funkcije je ekvivalentna Paulijevom principu is-
kljucivosti jer povlaci da se u odredenom kvantno-mehani¢kom stanju moze nalaziti
samo jedan elektron.
Znamo da elektron ima Cetiri stupnja slobode (uzima se i spin) tako da je stanje ka-
rakterizirano sa Cetiri nezavisna broja. Uobicajeno je da se za te veli¢ine uzima ener-
gija, moment koli¢ine gibanja, z komponenta momenta koli¢ine gibanja te z kompo-
nenta spina elektrona. Ovdje se bavimo Cesticama iste orijentacije spina (polarizirane

su), te orbitalni dio mora biti antisimetrican na sebe. Zbog nerazlikovanja Cestica, ne

N!
nilna!...

mozemo reci koja je Cestica u kojem stanju Sto znaci da postoji kombinacija

valnih funkcija pojedinacnih Cestica koje daju istu vlastitu vrijednost energije E.
Antisimetri¢nu valnu funkciju najbolje je predstaviti u formi determinante. Deter-

minantu N x N koja se sastoji od produkta jednocesti¢nih valnih fukcija nazivamo
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Slaterova determinanta te ona izgleda:

Pis (7“1,81) Pis (7“1,31) SDZ'N(TLSl)
y o L iy (”‘2, 32) Piy (7'2752) o Py (""2, 32) (5.2)
fermioni — \/ﬁ . . . . )
ei (rnssn) @i (PN sn) 0 @iy (TN, sw)

Predstavljanje fermionske valne funkcije u obliku determinante je elegantan nacin da
ta funkcija ima trazene osobine. Ukoliko zamijenimo dva reda determinante zapravo
smo izmijenili dvije Cestice te se mijenja predznak valne funkcije. Ako nam se dvije
Cestice nalaze u istom stanju , tj. ako su dva stupca determinante jednaka tada ce

funkcija biti jednaka nuli Sto je upavo Paulijev princip.

5.1 Bargmannov prostor dvije Cestice

U poglavlju o Bargmannovom prostoru izveden je prijelaz iz laboratorijskog sustava
u Bargmannov prostor na slucaju jedne cestice. Nama je od interesa sustav dvije
Cestice koji je izravno prosirenje slucaja jedne Cestice. Posebno nas zanima kako se
opisuje slucaj dvije Cestice na rotaciono invarijantan nacin.
U slucaju dvije cestice, kako je navedeno u uvodu, valne funkcije mozemo zapisati
u obliku ®,¥; gdje su ®; simetricne funkcije, a ¥, generatori algebre. U radu [2]
pokazano je da u tom slucaju postoje Cetiri generatora algebre . Ti generatori su:

Uy =t — ty, Uy =up — uy

(5.3)
Vs = v — 02, Uy =W, 0,0,

Simetri¢ne funkcije piSemo u bazi elementarnih simetri¢nih funkcija, koje zovemo

Eulerovi bozoni:

€1 (t) = tl + tg, €9 (t) = tltz
el(u) = Uy + Uo, €9 (u) = UjUs (5.4)

el (v) = U1 + V9, €9 (v) = V1V9
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Uvodimo notaciju za Slaterovu determinantu rotaciono invarijantnih rjeSenja za tro-

dimenzionalni harmonic¢ki oscilator:

Vum (1) ram (2)
(P (1) Vit ! (2)

[k, K Tm'] = [t (1), Yy (2)] = (5.5)
Brojevi unutar zagrade sluze nam da razlikujemo prvu i drugu cesticu u racunu. Sla-
terove determinante rjeSenja trodimenzionalnog harmonickog oscilatora se grade od
Yiim = T Dim, (t, u, v). Isto tako moze se napisati i Slaterova determinanta Hermite-
ovih funkcija:
’ A (Dnm 1 (I)nm 2
k'K ] = [@o(1), 0,00 )] = | ) ) s )
(I)nlm/kl (1) q)n/mlk/ (2)

gdje je @i () = Un(2)¥m(y)1u(z) te je normalizacija izostavljena radi jednos-
tavnosti. Ako pretpostavimo da ta rjesenja obitavaju u & = 0 podprostoru, to ¢e
ograniciti moguce determinante.

Sad moZemo povezati valne funkcije osnovnog stanja u jednom i drugom zapisu:

[01+1, ooo]w =FU — iV, =¥
(5.7)
010, ooo}w = Uy =,

Vidimo da je osnovno stanje vektor, koji je ovdje zapisan u sfernoj bazi po Condon-
Shortley konvenciji.
Umnozak tri komponente osnovnog stanja daje Cetvrti generator ¥V, = ¥, W, W3, koji

se moze raspisati u determinante
(t1—t2) (w1 —uz) (v1—v2) = [111,000] , —[110,001] , —[101,010] ,—[011,100] , (5.8)

Promotrimo strukturu izraza 5.8. Prvi ¢lan je tjujv; — tousve dok ostali mijenjanju
tocno jedan indeks od ¢, u, v u redoslijedu, npr. drugi izraz izgleda: —t,u;vy + tausv;.

Slicnim racunom pronadeno je da je u bazi dobrog zakretnog impulsa izraz nesto
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jasniji,

40, = [032,000] , — [03 —2,000] , — [022,010] , + [02 —2,010] ,

+2([021,011]  — [02—1,01 - 1] )} (5.9)

To je struktura realnog prostornog harmonika sinusne vrste (razlika stanja m i —m).

Nas je glavni zadatak nacdi koja stanja dobrog zakretnog impulsa sadrze ovo stanje.

5.2 Prvo pobudeno stanje

Osnovno stanje ili stanje najniZze energije postoji samo jedno, a svako viSe stanje
naziva se pobudenim stanjem. Prvo pobudeno stanje dvije Cestice sastoji se od devet

(9) stanja i prikazana su na slici 5.1.

m
A
4 A
=2 210 -1 -2
=1 1 0 -1
=0 0

Slika 5.1: Graficki prikaz mogucéih stanja dvije Cestice u prvom pobudenom stanju

Na primjer:

[022,000], = voz(1) o (2)] [—ei(t) —ier(w)] [~ U1 — i) ~ U15p (5.10)

Yooo (1) oo (2)
gdje vidimo da se m = +2 stanje dobiva mnozenjem m = +1 Eulerovog bozona
(e) sa m = +1 generatorom (V). Ovdje smo povezali novu strukturu, umnozak
Eulerovog bozona i generatora, sa starom strukturom. Od ovog trenutka visSe ne¢emo
pisati determinante nego ¢emo koristiti novu strukturu. Podrazumijevamo da je valna
funkcija oznacena sa tri kvantna broja k, [, m (k je broj pobudenja) normirana, samo
normu ne piSemo. Nove funkcije oznacavamo s ¥y,,,,.

Kada znamo stanje £ = 0, [ = 2, m = +2 napisano u obliku eV, najjednostavije
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kako mozemo do¢i do ostalih stanja istoga [, a razli¢itog m = +1,0,—1,—2 je tako
da koristimo operator spustanja.

Podsjetimo se da operator spustanja u laboratorijskom sustavu izgleda
L_=—il,—L,= (z—iy)0, + z(— 0, + 10,) (5.11)

te da je prelazak iz labaratorijskog sustava u Bargmannov prostor jednostavan. Sve
Sto je potrebno je promijeniti varijable po principu (z,y, z) N (t,u,v), stoga opera-

tor spustanja u Bargmannovom prostoru ima oblik
L= (t—iu)d, +v(— 0 +i0,) (5.12)

Uzmimo na primjer izraz 5.10 i odredimo stanje [ = 2, m = 1 odnosno Zelimo spustiti

indeks m. Na izraz 5.10 primijenimo operator 5.12.

€1 (U) [ — \Ijl — 7/‘1/2j| + [ — €1 (t) — iel (U)}\Ijg ~ \11121 (513)
1] = —Qy — 10y
aio = Gy

A1_1 = Qp — 10y

Tablica 5.1: Tablica komponenti vektora u sfernoj bazi.

Ovdje se pojavljuju vektori u sfernoj bazi, kako je prikazano u tablici 5.1, koja se
koristi i za Eulerove bozone (e, €19, €1_1) i za osnovno stanje (¥, V1o, ¥;_1). U toj

bazi nas rezultat 5.13 glasi:

Wigp ~ e +enVio (5.14)

Isto tako mozemo zapisati i 5.10

Wigg ~ e ¥y (5.15)

Ako usporedimo izraze 5.15 i 5.14 vidi se da operator spustanja djeluje kao derivacija

15



do na konstantu (I + m) prilikom svake derivacije. Odnosno
e [611\1111} = (1+ D)Wy + (14 1)eq Ty = 2 [610\1111 FenWy (5.16)

Stoga jednostavno mozemo Koristiti pravila za deriviranje produkta na eV obliku uz
dodavanje faktora (l + m) od operatora spustanja. Ako koristimo operator spustanja
lan¢ano, dobivamo svih pet stanja [ = 2. Pojavljuje se pitanje kako dobiti tri stanja [ =
1. Kako stanja razlicitih / i m moraju biti ortogonalna, moramo prvo pronaci stanje
U1, te zatim traziti ortogonalno stanje na to kako bismo dobili ¥;;. Stanju ¥y =
e1oV11 + e11 ¥y trazimo ortogonalno stanje uvjetom ortogonalnosti (\11121, \Ifm) =0.

Pretpostavimo da trazeni vektor stanja ima oblik
U1 ~ aeWPir + BernWio (5.17)

Rjesavanjem dobijemo koeficijente o i 5 te uvrStavanjem tih koeficijenata u pret-
postavljeni oblik dobijemo Wy, ~ e;g¥; — €11 V9. Stanje je odredeno zakretnim
impulsom [ = 1 i projekcijom m = 1. Kako bi se izbjegle pogreske u racunu kod
odredivanja nepoznatih koeficijenata preporucuje se koristenje racunala. U tu svrhu
napravljen je u Sage [8] okruzenju radni list u kojem se ra¢unaju koeficijenti. Na-
kon Sto smo dobili ortogonalizirano stanje mozemo Koristiti operator spustanja kako
bismo pronasli projekcije m = 0, —1.

Sva ta stanja moguce je napisati u obliku e; (¢, u,v) ¥ 55 te ih grupirati u vektor
stanja (p), tenzor stanja (d) te skalar. Tenzor stanja obuhvaca pet stanja oblika ¥,,,,,
m = +2, 41,0, dok vektor stanja tri stanja ¥y;,, gdje je m = +1, 0. Preostali skalar je

jednostavno skalarni produkt & - 0.

5.3 Drugo pobudeno stanje

Pri rjeSavanju prvog pobudenog stanja dvije Cestice uocili smo da nam se u svakom
stanju od njih 9 pojavljuje umnozak Eulerovih bozona i oblika ¥, Wy, U5, Takve
kombinacije zovemo trivijalne. Ranije smo spomenuli da postoji jo$ jedan oblik koji
je umozak ova tri, kojeg smo oznacili ¥, i on je pseudoskalar. Glavna ideja je pronaci

netrivijalna stanja u kojima se nalazi ovaj generator. S obzirom da se radi o polinomu
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treCeg stupnja, trazimo ga unutar drugog pobudenog stanja. Takoder u jednadzbi 5.9
smo vidjeli da bi ¥, morao imati ukupni zakretni impuls [ = 3, a prvo mjesto gdje se
pojavljuje takav [/ je upravo drugo pobudeno stanje. Jednako kao i ranije cilj nam je
pronaci sva moguca stanja i zapisati ih u obliku produkata oblika (e¥).

U drugom pobudenom stanju nalazi se 28 razli¢itih stanja rasporedenih po za-
kretnim momentima [ = 3,2, 1. Do toga ¢emo do¢i brojanjem "na prste” kakvim smo
se sluzili u slucaju prvog pobudenog stanja.

Koriste¢i novu strukturu, jedno od 28 stanja mozemo zapisati ugledajuéi se na
5.15

Uhoy ~ [ex () + ey (u) P[0y +i0s] = €20y, (5.18)

Za razliku od prvog pobudenog stanja gdje smo imali samo jedno stanje najveceg
zakretnog impulsa, u sluc¢aju drugog pobudenog stanja pojavljuju se dva. Drugo
takvo stanje mora biti ortogonalno na 5.18 te smo ga dobili raspisivanjem preko

Slaterovih determinanti i ortogonalizacijom, no moglo bi ga se i pogoditi:
U~ [ =y —iW,] = 03 (5.19)

Obzirom da znamo kako nam projekcija m moze imati sve vrijednosti m od —/ do [
te da postoje dva stanja najveceg zakretnog momenta, zakljucujemo da ¢emo mije-
njajudi projekciju tih stanja ukupno dobiti 14 stanja. Preostalih 12 stanja (od tih 14)
dobivamo koriStenjem operatora spustanja tj. derivacijama.

Lan¢anim kori$tenjem operatora spu$tanja na stanje W1,, = ¢ ¥;; dobivamo ostale

projekcije. Svih 7 stanja prikazano je u tablici 5.2 u nenormiranom obliku.

I 2
Woss ~en ¥V

I 2
\11232 ~ 2611610\1111 + 611\1’10

I 2 2
Uoay ~4defo Wi + 2ep1e1-1¥q1 +ef Wi 4+ 8enenVio

I 2 2
Wos 1 | ~defoWi1 + 2epier 1 W1 +ef Wi +8eper—1Wig

I 2
Uos o | ~2ep0e1-1W11 +e7 Wi

I 2
Wasg | ~ eroei—1Vi1 + 2e5yWio + er1e1—1Wio + erreo¥ig ‘

I 2
Wos 3| ~ef_ Vi

Tablica 5.2: Tablica nenormiranih stanja U1, = m = 43, 42 41,0.

Isti postupak primijenimo za WiL,. Tablica 5.3 prikazuje dobivena stanja.
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‘Ij%s ~ \Ijil))l ‘
‘11%2 ~ U Wy ‘
Wigy | ~ AT+ U3 0 |
Wiy |~ 208 + 30 W0y |
Wiy | ~ AU + U 0T ‘
‘11%72 ~ \PIO‘I’%A ‘

II 3
‘1123—3 ~ Uy, ‘

Tablica 5.3: Tablica nenormiranih stanja W1l ~m = £3, 42 +1,0.

Ovom metodom pronadeno je 14 od ukupno 28 stanja koliko smo izbrojali da ih
ima. Zagledamo li se u tablice stanja mozemo uociti kako postoji odredena sime-
trija izmedu stanja projekcije +m. Kao svojevrsnu provjeru odgovaraju li pojedine
relacije pojedinom stanju zbrajamo projekcije svakog ¢lana. Svaki ¢lan mora imati
ukupnu projekciju zadanog m. Tom provjerom, ovih Cetrnaest stanja smatramo do-
bro opisanim. Da bismo pronasli ostala stanja, moramo pronaci koja su stanja na
njih ortogonalna. Prvo takvo stanje koje trazimo je stanje ortogonalno na stanje W1,
koje ¢emo nazvati Wy9. Uvjet za ortogonalnost vektora dan je s (\If§32, \Ifm) = 0.

Pretpostavimo da trazeni vektor stanja ima oblik
Wooo = aeriegW¥i + 5631\1110 (5.20)

Rjesavanjem dobijemo koeficijente o i 3 te dobijemo Wyyy ~ lejieqWy; — led; ¥yg.
Stanje je odredeno sa zakretnim momentom [ = 2 i projekcije mm = 2. Nakon Sto
smo dobili ortogonalizirano stanje mozemo koristiti operator spustanja kako bismo
pronasli sve projekcije. U ovom slucaju dobit ¢emo 5 stanja jer projekcija moze imati

vrijednosti m = +2, +1, 0. Operatorom spustanja dobijemo stanja u tablici 5.4.

2
Wago ~enep¥i — 611‘1110

2 2
Waor ~ 2610‘1111 +epe1Vy — 611‘111—1 — 2eq1e10¥10

2 2
Wog_1 | ~e7 ;W11 + 2e10e1-1W10 — 2e7V1-1 — e11e1-101 1

2
Wog_o | ~ 61_1‘1’10 —epe1-1Vi

Wago ~ eppe1-1Vi1 — enerpWig ‘

Tablica 5.4: Tablica nenormiranih stanja Ws,,,, m = +2,+1,0.

Nedostaje jo$ devet stanja. Iduca tri stanja dobijemo ortogonalizacijom na Wil .
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Takvo ortogonalno stanje sastoji se od istih vektora kao i stanje W1 s drugim koefi-
cijentima i ima oblik W1!, ~ —W,; U2, + U2 ¥, ,, zakretni moment [ = 1 i projekciju
m = 1 §to znaci da ¢emo uporabom operatora spustanja dobiti jos dva stanja. Sva

stanja oblika W1/ ~m = 41,0 nalaze se u tablici 5.5 .

Uil |~ = U+ U 0y
Uiy |~ =P 4+ U1 W00y ‘
U~ =Wy 4 U U

Tablica 5.5: Tablica nenormiranih stanja U/ ~m = +1,0.

21m>

Preostala stanja moramo traziti paralelno kako bismo mogli odrediti koeficijente.
Imamo naime dva nepoznata vektora u Cetverodimenzionalnom prostoru. Oba su

nova stanja ortogonalna i na poznata stanja Way; i W1, i medusobno. Trazimo ih u

obliku

I 2 2
Vo ~ag-ejgWir +ag-ene— 1V +az-eppegWio + ay - e Wiy (5.21)

\Ijéﬁ ~ 51 : 6%0\1’11 + 52 cener—1 Vi + 53 ~enewVi + 54 : 6%1\1’1—1 (5.22)

Koeficijente «; te 5; za i = 1,2,3,4 mozemo odrediti Gaussovom eliminacijom. U
matricu upisujemo skalarne produkte te je svodimo na gornju trokutastu matricu
elementarnim operacijama na retcima. Paralelno na jedini¢noj matrici obavljamo
jednake operacije. Jedini¢na matrica "pamti” korake te ¢emo na kraju iz nje isCitati
linearne kombinacije koje nam trebaju. Matricu punimo s dva ve¢ dobivena stanja te

dva proizvoljna bazna vektora (od Cetiri) tih stanja. Po¢etna matrica izgleda:

| (\115317 \11531) (‘%317 \I’%{) (‘I’ésp 6%0\1111) (lpéfﬂv 61161—1\1’11)
(W35, Uhsy) (W35, Uas1) (W35, edo¥n) (351, ener1 )
(6%0‘1/11, \Pégl) (6%0‘1’11, ‘I’%{) ((3%0‘1’11, 6%0‘1111) ((3%0‘1’11, 61161—1‘1’11)
_(61161—1‘1111, \1’%{) (6’116’1—111111, ‘1’521) (61161—1‘1111, 6%0\1’11) (61161—1‘11117 61161—1‘1’11)_
(5.23)

Kad u matricu 5.23 unesemo skalarne produkte paze¢i da je (t",t™) = nld,,, te para-
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lelno napiSemo jedini¢nu matricu dobivamo navedenim postupkom:

1920 0 128 128

1000
0 384 64 64 | 0 1 0 0
128 64 32 0 | 00 10
128 64 0 64 | 00 0 1

1920 0 128 128 1 0 0

|

0 384 64 64 | 0 10
|
|

0
0
~ (5.24)
0 0 64/5 —96/5 | —1/15 —1/6 1 0
0 0 0 16 ~1/6 —5/12 3/2 1
Istaknuti elementi su nepoznanice pomoc¢u kojih odredujemo «; te j3; za
i =1,2,3,4 iz jednadzbi 5.21 i 5.22. Nacin na koji dobivamo «; te j; je:
—1 1 —1 117 2
C=—10 Y+ Vo +1eln+0-enei¥n 5
-1 o1 =0 o1 S 2 (5-25)
D = F . \11231 -+ E . \11221 + 5 . 610\1111 + 1- 61161_1\1111

Uvrstavanjem izraza za poznate valne funkcije dobivamo nove vektore stanja:

C = 26%0‘1’11 —3ener—1¥i — 2epe0¥io + 6%1‘1’1—1
(5.26)
D = epe—1Vi — 2ep1e10¥i0 + 631‘11171

Vidljivo je da se C' i D ne sastoje od istog broja vektora stoga ¢emo od njih napraviti
dvije linearne kombinacije kako bismo dobili dva stanja s jednakim brojem vektora.
To radimo iz estetskih razloga iako bi i ovako zapisan rezultat bio valjan. Jedna od
linearnih kombinacija je Wi,, ~ 2¢2 Wy, — ejye; 1V — 2eq1e10¥10 + €2, ¥ 1. Na nju

mozemo djelovati operatorom spustanja, stanja su prikazana u tablici 5.6.

I 2 2
\11211 ~ 2610\1111 —enei—1¥n — 2ee10W¥io + 611‘111—1

I 2 2
Vo g | ~er (Vi —2e0e1-1VWi0 —enrer—1 Wi + 2e7qWi

I
W10 ~ ejpe1-1W11 — 2e11€1-1Vi0 + en1e10¥11 ‘

Tablica 5.6: Tablica nenormiranih stanja W1, . m = +1,0.

Druga linearna kombinacija je Wi ~ —e2 Wy + 2e1161 111 — 2eq110W10 + €301 5.

Kad na nju djelujemo operatorom spustanja dobijemo posljednja tri stanja koja su
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nam nedostajala od njih 28. U tablici 5.7 se nalaze stanja Wl 'm = +1,0.

21m>

IIT 2 2
‘11211 ~ —610‘1’11 + 2er1e1-1¥11 — 2ere10Wio + 611‘1’1—1

11 2
Uoro | ~ ewe1-1W1 — 3e1gWio + erner-1Wio + ene1oWig ‘

II1 2 2
‘1121_1 ~ 61_1‘1111 — 2ej0e1-1¥10 + 2e11611Vi-1 — 610\1’1—1

Tablica 5.7: Tablica nenormiranih stanja od W4/ ~m = +1,0.

Sad kad znamo svih 28 stanja dvije Cestice u drugom pobudenom stanju i dalje
je otvoreno pitanje gdje je smjeSten pseudoskalar ¥,, jedini novi generator algebre
(vakuum) u drugom pobudenom stanju. Jo$ u jednadzbi 5.9 otkrili smo da se skriva
u stanju angularnog momenta [ = 3 i projekcije m = +2. Takvih stanja ima ukupno
6. U, ¢emo pronaci tako da gledamo razlike istih valnih funcija sa projekcijama
suprotnih iznosa.

Prve funkcije koje ¢emo gledati su oblika W1, ,. Njihova razlika izgleda:
\I/§32 — \11£3_2 ~ 43 [61 (t) ey (v) U, — e (u) €1 (v) U+ e (t) e1 (u) \Ilg)] (5.27)

Iz jednadZzbe 5.27 vidimo da je ona u formi "eW” gdje se pojavljuju samo ¥, , ;. Zato
gledamo sljedecu razliku dva stanja danu funkcijama oblika W1 ,. Da bismo mogli
lakse odrediti, odnosno pronaci ¢etvrti oblik, trebamo funkcije W1, raspisati u formi

eV. Tako su raspisane funckije:
Wiis ~ [e1(t) —dea(t) — €f (u) + dea(u) + 200, W)Wy (5.28)

Wiy~ [el(t) — dea(t) — €F(u) + dea(u) — 200, W)Wy (5.29)
Njihovom razlikom dobivamo:

Wity — Wit~ 4l Uy Uy = 40, (5.30)

Iz jednadzbe 5.30 vidimo da smo pronasli trazeni netrivijalni generator ¥,. Iako nam
se ¢ini da je naSe pitanje pronalaska tog generatora zavrSeno, trebamo provjeriti i
zadnja dva stanja odnosno njihovu razliku kako bismo bili sigurni da se u njima ne

nalazi takoder komponenta pseudoskalara V.
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Zadnje dvije funkcije koje provjeravamo su Vi, ,,. Njihova razlika je:

W, — Wl o~ 7[61 (t)el (v)\lfl — e (u) e (v) Uy — €2 (t) Uy —e2 (U) \1’3} +

i [361 (t)el (v) Wy + 3¢y (u) €1 (v)\111 — 11eq (t)el (u) \113)]

(5.31)

Iz jednadZbe 5.31 vidimo da nam se generator ¥, nalazi samo u stanjima Wi, i UZ ,

te smo time odgovorili na pitanje gdje je smjeSten pseudoskalar.
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6 Zakljucak

Tema ovog diplomskog rada je bila prevesti od prije poznate generatore algebre Hil-
bertovog prostora za dvije Cestice u tri dimenzije iz Kartezijeve baze u bazu dobrog
zakretnog impulsa. Generatori (¥, ¥», U3) ¢ine vektor osnovnog stanja. Njihov
umnozak U, je Cetvrti generator i pronaden je u drugom pobudenom stanju kao
razlika dva specifi¢na stanja zakretnog impulsa | = 3 i projekcije m = +2. Ukupno
postoji 28 stanja dvostrukog pobudenja i u ovom radu su sva raspisana u obliku gene-
ratora ("vakuuma”)i njihovih bozonskih pobudenja. Time smo identificirali U1 kao
glavu vrpce pobudenih stanja drugacije simetrije od vrpce koja nastaje pobudivanjem
osnovnog stanja.

Ovim je radom zakljuceno pitanje rotaciono invarijantne algebarske strukture sus-
tava dva identi¢na fermiona jer se sva viSa pobudena stanja mogu dobiti mnozenjem

Eulerovim bozonima, odnosno, ne pojavljuju se novi generatori.

23



Dodaci

Dodatak A Metodicki dio

Nastavna priprema iz fizike za nastavnu jedinicu:

Jednadzba i graf elongacije harmonijskog titranja.

Sama tema tiranja u srednjoskolskom kurikulumu smjestena je u tre¢i razred gim-
nazijskog programa te kao takva od ucenika ocekuje specificna znanja matematike.
Vrsta nastave koja se preporucuje kurikulumom je interaktivna istrazivac¢i usmjerena
nastava kako bi ucenici bili angazirani tijekom nastave. Sve viSe se napustaju tra-
dicionalni oblici nastave gdje je ucenik pasivan, a inzistira na tome da ucenici sa-
mostalno istrazuju, analiziraju i donose zakljucke. Takvu nastavu moguce je provesti
koriste¢i nastavne metode poput metode razgovora- usmjerena rasprava, kooperativ-
nog rjeSavanja zadataka u skupinama, ucenickog izvodenja pokusa/mjerenja u skupi-
nama te samom demonstracijom pokusa. Upravo te metode preporucujem prilikom
izvodenja nastave na gore navedenu temu.

Obrazovni ishodi odnosno ocekivana ucenicka postignuc¢a za nastavnu jedinicu
Jednadzba i graf elongacije harmonijskog titranja su povezivanje harmonijskog titranja
s jednolikim gibanjem po kruznici odnosno projekcijom takvog gibanja. Osim toga
od ucenika se ocekuje da objasni i izratuna period harmonijskog titranja, navede
jedandzbu elongacije te analizira graf elongacije harmonijskog titranja.

Odgojni ishodi koje ocekujemo su razvoj znanstveno-istrazivackog pristupa i za-
klju¢ivanja, formuliranje istrazivackih pitanja i hipoteza, razvoj formalnog kriticki-
logickog i sustavnog razmisljanja, razvoj komunikacijskih vjestina.

Nastavni sat mozemo podijeliti na tri dijela: uvodni dio, sredis$nji dio te zavrsni
dio. Svaki od tih dijelova je bitan segment u zaokruzivanju teme. Nastavna priprema
zamisljena je za provedbu u dva skolska sata.

Uvodni dio: otvaranje problema, prikupljanje ideja te upoznavanje s pojavom.
Kao uvodni problem ove nastavne jedinice je titranje kao projekcija jednolikog kruznog
gibanja s obzirom da pretpostavljam da su prethodni sat obradili uvod u harmonij-
skog gibanje. Motivacija proizlazi iz ideje da su vidjeli sliku ili video London eyea.

Kako bih bila sigurna da razmisljamo o istoj stvari pokazala bih sliku preko projek-
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tora. Zanima nas kako se pojedine kucice na kotacu gibaju u odnosu na promatraca
na Zemlji. Ucenici ve¢ prije steCenim znanjem zakljucuju da se radi o gibanju po
kruznici. Zatim ih metodom razgovora navodimo da kruzno gibanje prikazu u x-y

ravnini (slika A.1).

Slika A.1: Kruzno gibanje u x-y ravnini

Da bi se ucenici uvjerili da smo dobro postavili osi x i y prikazemo im online simula-
ciju: https://scratch.mit.edu/projects/107138360/. Ovim smo zavr$ili uvodni dio te

slijedi sredisnji dio.

Sredisnji dio: konstrukcija modela- fizikalni i matematicki opis pojave. U ovom

trenutku postavljamo istrazivacka na koja moramo pronaci odgovor.

1. Kako glasi jednadzba elongacije harmonijskog titranja?
2. Kako izgleda graf elongacije harmonijskog titranja?

Promatrat ¢emo titranje po vertikalnom pravcu (os y, plava os na slici A.1) koji pro-
lazi sredistem kruznice i u smjeru obrnutom od kazaljke na satu. Titranje kao kompo-
nenta kruznog gibanja u vertikalnom smjeru ima svoj uzrok. Od ucenika trazimo da
pronadu uzrok. Uzrok je sila, vektor, stoga mora imati iznos i smjer. Zanima nas od
kuda je ta sila u sustavu i dolazimo do odgovora da je ona komponenta centripetalne
sile. Zatim od ucenika trazimo da nacrtaju te sile, oznace radijus kruznice te elogaciju
u tom trenutku. Za to vrijeme potrebno je prolaziti razredom i gledati Sto crtaju kako
bi mogli intervenirati. Kad zavrse svoje skice, putem projektora prikazemo kona¢nu
sliku (A.2)

Nakon prikaza sila slijedi interaktivni izvod perioda titranja. Ucenici samostalno rade

uz male intervencije i navode nastavnika. Za pocetak trazimo da iz sli¢nih trokuta
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Slika A.2: Prikaz sila i elongacije u nekom trenutku kruznog gibanja

odrede omijer sile i centripetalne sile. FF = —%. Zatim uvrStavaju izraz za centripe-
cp

talnu silu (£, = mw?r) i odrede iznos sile (F' = —mw?y). Kako su kutna brzina i
masa stalne to mozemo prozvati konstantom c pa sila izgleda: F' = —cy. Nakon toga
treba ucenike pustiti da zakljuce kako se radi o harmonijskoj sili pa je i gibanje har-
monijsko. Kako harmonijska sila ima oblika F;, = —ky, jednostavno nasu konstantu
¢ zamijenimo s k. Podsjetimo ucCenke da znaju izraz koji povezuje kruznu frekven-
ciju i period (w = #7). U taj izraz uvrstimo w kojeg smo izrazili preko konstante F,
T = 277\/% te dolazimo do zakljucka kako period ne ovisi o amplitudi.

Sa slike A.2 mozemo ocitati elongaciju koja je y = rsin ¢. Taj kut mozemo izraziti
preko kutne brzine i vremena ¢ = wit, te sa slike vidimo da je amplituda, maksimalna
elongacija, jednaka polumjeru kruznice y, = r. Sad mozemo napisati jednadzbu
elongacije: y = y, sin wt. Graf elongacije ucenici ¢e izvesti u grupama. Podjelimo ih u

4 grupe. Po dvije grupe imaju isti zadatak kako bismo mogli medusobno raspravljati.

e Grupa A i C: na stalak ovjesimo uteg i za uteg zalijepimo flomaster. Okomito
na flomaster stavimo papir i zatitramo uteg. Flomaster ¢e na papiru ostavljati

sinusoidalan trag. (slika A.3)

e Grupa B i D: za krajeve stola pricvrstimo opruge, sa svake stane po jednu i
izmedu njih stavimo ljevak. U ljevak usipamo pijesak te zatitramo sustav i pa-
ralelno pomicemo papir ispod ljevka. Na papiru ¢e ostajati sinusoidalan trag

(slika A.4)
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Slika A.3: Prikaz postava pokusa za grupe Ai C

Slika A.4: Prikaz postava pokusa za grupe Bi D

Zavrsni dio: primjena modela-koriStenje novostetenog znanja u novim situacijama,

provjera ostvarenosti obrazovnih ishoda. Posve¢ujemo se vjezbanju zadataka.

1. Kada o elasti¢nu oprugu ovjesimo uteg, ona se produlji za 10 cm. Kolikim ¢e
periodom titrati uteg ako ga povucemo iz ravnoteznog poloZaja prema dolje i

pustimo? (Rj: 0,63s)

2. Uteg mase m ovjeSen je o oprugu konstante k titra periodom T. Kojim ¢e peri-

odom titrati uteg mase 4m ovjeSen o istu oprugu? (Rj: dvostruko veéi period)

3. Uteg je ovje$en na elasti¢nu oprugu.Sto ¢e se dogoditi s periodom titranja ako

na oprugu ovjesimo jos jedan uteg? Obrazlozi. (Rj: povecat Ce se)

4. Tijelo titra harmonijski kruznom frekvencijom 0,5 rad/s. Amplituda titranja je
80 cm. Napisi ovisnost elongacije tijela o vremenu ako se u trenutku t=0 tijelo

nalazilo u ravnoteznom polozaju. (Rj: y = 0, 8sin 0, 5¢)

Na slici A.5 je prikazan plan ploce.
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Jednadzba i graf elongacije harmonijskog titranja
Kako glasi jednadZba elongacije harmonijskog titranja?

Kako izgleda graf elongacije harmonijskog titranja?

= y=yysin(wr)

Slika A.5: Plan ploce
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