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Uvod

Na pocetku ovog diplomskog rada prvo ¢emo se podsjetiti dvaju osnovnih modela rasta,
a to su eksponencijalni model i logisticki model. Logisticki model rasta temelji se na mo-
difikaciji eksponencijalnog modela rasta. Ljudi odavno nastoje modelirati rast populacije.
Tako je npr. Leonardo od Pise, poznat jo§ kao Fibonacci, u svom radu “Liber abaci” iz
1202. g. postavio tzv. problem razmnoZzavanja zeCeva. Svi matematicki modeli rasta
populacije mogu se podijeliti u diskretne i kontinuirane. Matemati¢ki modeli populacija
mogu se Koristiti za precizno opisivanje promjena u populaciji i, najvaznije, za predvidanje
buducih promjena.
U tre¢em poglavlju opisat ¢u logisticki rast s konstantnom imigracijom (useljavanjem) pri
¢emu Cu navesti diferencijalnu jednadZzbu koja ju opisuje te sva njezina svojstva. Kroz kon-
kretne brojeve, na grafovima ¢emo uociti kako se logisti¢ka funkcija mijenja.
Nakon logistickog rasta s konstantnom imigracijom opisat ¢u logisticki rast s konstantnom
emigracijom (iseljavanjem) te logisticki rast s promjenjivom emigracijom.
U zadnjem poglavlju navest ¢u nekoliko primjera kroz koje ¢e nam cijela prica o lo-
gistickom modelu biti puno jasnija.

Iako se kroz nastavno i akademsko obrazovanje logisti¢ka funkcija, odnosno logisticki
model ne spominje, njegovu primjenu moZemo naci u raznim podrucjima kao $to su ne-
uronske mreze, biologija, demografija, ekonomija, kemija, medicina, matematicka psiho-
logija, vjerojatnost, sociologija, politicke znanosti i statistika. Logisticka funkcija je Cesto
koriStena u neuronskim mreZama za prikazivanje nelinearnosti u modelu i za ograni€avanje
signala na unaprijed zadani raspon. Element neuronske mreze pretvara linearni ulazni sig-
nal u izlazni signal u obliku logisticke funkcije s ograni¢enjima. Logisticke funkcije se ko-
riste u statistici za logisticku regresiju u cilju prikazivanja kako vjerojatnost nekog dogadaja
P moze biti pod utjecajem jedne ili viSe ulaznih varijabli. U medicini se logisticka funkcija
koristi pri modeliranju rasta tumora po slicnom principu kao modeliranje rasta u ekologiji.
U kemiji se logisticka funkcija moZe primjeniti za pracenje udjela reaktanata i produkata u
vremenu u kemijskoj reakciji drugog reda. U lingvistici se logisticka funkcija primjenjuje
pri modeliranju razvoja jezika. Inovacija u jeziku je u pocetku marginalna, ali s viemenom
sve viSe zahvaca populaciju, te na kraju tog procesa ostaje vrlo mali postotak populacije
koji nije usvojio tu promjenu jezika.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Na pocetku upoznajmo dvije osnovne jednadzbe koje su nam temelj za daljne razumijeva-
nje ovog rada.

1.1 Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija je najosnovnija, najjednostavnija, a 1 najstarija funkcija. Defini-
rana je na sljedeci nacin

dN

dr
gdje je N veli¢ina rasta, ¢ je vrijeme i k je stopa rasta ili koeficijent rasta za koji pretpostav-
ljamo da je konstantan. Ova jednadzba nam govori da je promjena koli¢ine N u vremenu
t proporcionalna s koli¢inom N u istom trenutku. RjeSenje jednadzbe je oblika N = N(¢).
Kako bismo dobili konacno rjeSenje potrebno je postaviti pocetni uvjet. KaZzemo da je
N = N, kada je t = 0, odnosno kad vrijedi N(0) = N,. U skladu s tim rjesenje jednadzbe
(1.1) je

kN (1.1)

N = Nyé. (1.2)

Ovaj izraz ¢emo jednostavno zvati ekponencijalnom funkcijom ili eksponencijalnom
jednadZzbom. MoZe biti prikazana kao beskonacan red koji je dan ovim izrazom:
1 1 1
z _ _ 2 3.
e —1+1!z+2!z TR (1.3)
Uvrstavanjem z = 1 dobijemo vrijednost e ~ 2.71828. Logaritmiranjem obje strane
jednadzbe dobijemo

log(N) = log(Ny) + kt. (1.4)
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Derivacija izraza (1.2) po vremenu ¢ daje nagib eksponencijalne funkcije. Druga deri-
vacija pokazuje zakrivljenost funkcije, a integral mjeri povrSinu ispod krivulje od trenutka
—oo do trenutka ¢. Spomenute veze prikazane su ispod:

dN

E = kN()ekt
ﬁ =k Noe !

! 1
Idel‘ = %ekt

Geometrijske interpretacije prikazane su na grafu:

i - dM
Zakrivlijenost, —
dt=

Lt
Fovrsina, | Mdt

T T T T
o 5 10 15

Slika 1.1: [5] k =0.15, Ny =10

Rast kod kojeg se individualna stopa fekunditeta (radanja) ne mijenja s veli¢inom po-
pulacije, a populacija raste to brze $to je stopa veca (veéi se broj jedinki reproducira) naziva
se eksponencijalni rast.
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1.2 Logisticka distribucija

Logisticka distribucija potjeCe iz ranog doba te je iznimno vazna u kolekciji rastunih funk-
cija i temeljni je pojam u ovom radu.
Njena definicija glasi

AN N
—:kNl——) 15
dt 0 ( K (1.5)

pri ¢emu je K ono Sto ¢emo mi zvati noseci kapacitet.
Stavimo li da je a = ko tada je a  koeficijent rasta, a b = % je tzv.koeficijent guSenja
(eng.”’crowding koefficijent”) pa nasa jednadzba (1.5) glasi

—— =aN - bN>.
ar

Uocimo, kada K tezi u beskonacno, logisticka distribucija postaje eksponencijalna. Isto
tako moZemo uociti, zbog N? ova jednadZba je nelinearna diferencijalna jednadzba. RjeSenje
ove diferencijalne jednadzbe lako se dobije na nekoliko nacina, a ono glasi

K

N() =
1+ (KIII_ONO) e~ ko(t—to)

Logisticki model rasta temelji se na ideji da je stopa rasta populacija ovisna o njihovoj
gustoci.

1.3 Vrijeme udvostrucavanja populacije

Ako veli¢ina eksponencijalno raste, lako moZemo odrediti parametar nazvan vrijeme udvos-
trucavanja (eng. “doubling time”’). Pitamo se koliko je dugo potrebno da se vrijednost neke
tocke koja raste eksponencijalno dvostruko povec¢a? Oznacimo li to vrijeme s f,, uvrstimo
N = 2N, u jednadzbu (1.2) te rjeSavamo li jednadzbu po ¢,, dobit ¢emo sljedece rjesenje

1 1
—In2 =, ~ —(0.693 1.6
P2 =n~( ) (1.6)
Jos ceSce se koristi sljedece pravilo

(100k)t, =~ 70

koje stopu rasta izraZzenu u postocima 100k veZe s vremenom udvostrucenja ;.
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Osnovni modeli rasta

2.1 Diskretni modeli rasta populacije

Diskretni oblik Malthusovog modela

Populacija je skupina jedinki iste vrste koje Zive na odredenom prostoru i u odredenom
vremenu, te koje aktivno izmjenjuju geneticki materijal dajuci plodno potomstvo. To moze
biti skupina ljudi, Zivotinja, biljaka ili nekih drugih organizama.

U ovom modelu pretpostavlja se da populacija raste diskreno u vremenskim trenucima.
Eksponencijalni rast populacija koje se reproduciraju periodicki (u odjeljenim vremenskim
intervalima) obi¢no se naziva geometrijski rast. Neka je t = O trenutak od koga pocinjemo
pratiti populaciju ¢iji se rast deSava u vremenskim trenutcima ¢ = 1, 2,.... Nadalje, neka
nam N,,n = 0, 1,2, ... oznaCava broj ¢lanova promatrane populacije u n-toj generaciji (tj.
u trenutku ¢ = n). Diskretizacijom diferencijalne jednadzbe (1.1) dobivamo

N, = Nu_i = kN,
S§to uz oznaku A := 1 + k mozemo zapisati kao
Nn = /an—l.

Ova diferencijska jednadzba (rekurzivna relacija) zove se diskretni Malthusov model rasta
populacije. Njeno rjeSenje glasi

N, =A"Ny, n=0,1,2,...

pri ¢emu je Ny pocetna veli¢ina populacije, a A geometrijska stopa rasta koja u sebi kom-
binira radanje + preZivljavanje, odnosno, moze se definirati kao broj jedinki u narednoj
generaciji po jedinki u sadasnjoj (tekucoj) generaciji, tj.

A=1+r—-u,

5
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pri Cemu je r - stopa fekunditeta, a u stopa mortaliteta. Ako je 4 > 1 populacija raste, ako
je 4 < 1 populacija opada, a ako je A = 1 populacija je konstantna.

Diskretni oblik Verhulstova modela

Diskretizacijom jednadzbe (1.5) dobiva se diferencijska jednadzba

N, = N,y [1 +k0(1 - NI”;)] @.1)

za koju se kaze da je diskretni oblik Verhulstova modela.
Napomena: Za populaciju bakalara kadanski znanstvenik Wiliam Ricker (1958) nasSao
je da vrijedi diskretni oblik Verhulstova zakona.

2.2 Kontinuirani modeli rasta populacije

Kontinuirani oblik Malthusovog modela

Velic¢ina populacije, koju oznacavamo s N(¢), je funkcija po vremenu ¢. Promjena veliCine
populacije od trenutka 7 do trenutka ¢ + dt iznosi

dN =dR - dU +dM (2.2)

gdje su:

- dR — broj rodenih ¢lanova te populacije u vremenskom intervalu [z,  + dt]
- dU — broj umrlih ¢lanova te populacije u vremenskom intervalu [z, 7 + dt],
- dM - broj ¢lanova migriranih jedinki u vremenskom intervalu [z, t + dt].

Ako je dM > 0, govorimo o imigraciji, a ako je dM < 0 radi se o emigraciji. Glavni
razlozi za migracije su hrana, razmnoZavanje i nepovoljni uvjeti u okoliSu. Jednadzba (2.2)
poznata je pod nazivom jednadzba konzervacije ili sacuvanja populacije. U matematickoj
biologiji veli¢inu
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zovemo stopa rasta populacije. Dakle, stopa rasta populacije je prirast te populacije
1 dR 14N

(u jedinici vremena) po “glavi”. Sli¢no, Nt je stopa radanja (fekunditeta), ;- je stopa
smrtnosti (umiranja, mortaliteta),a %‘% J€ stopa migriranja.

Thomas Malthus (1766-1834, engleski demograf) je 1798. g. modelirao rast populacije bez
migracija (dM = 0). On je pretpostavio da su dR 1 dU proporcionalni trenutnoj veli¢ini
populacije N 1 duljini vremenskog intervala dt:

dR = rNdt, dU = uNdt.

Konstante proporcionalnosti » i u su stopa radanja i stopa smrtnosti, dok je njihova
razlika, k = r—u, stopa rasta populacije. Uz navedene pretpostavke jednadZbu konzervacije
(2.2) moZemo zapisati u obliku

dN
dr

Dakle, u tom najjednostavnijem modelu vrijedi:

kN (2.3)

dN =dR - dU = (r —u)Ndt = kNdt,

Sto znaci da populacija veli¢ine N u vremenskom intervalu duljine df naraste do populacije
veli¢ine N + dN = N(1 + kdt). Krenemo li od populacije Ny, u trenutku # = 0, ona ¢e se do
trenutka ¢t = ndt transformirati na sljedeci nacin:

Ny No(1 + kdr)
dt

No(1 + kdt)  No(1 + kdr)*
dt

No(1 + kdt)"™"  No(1 + kdp)"
dt

Dakle, u trenutku ¢ = ndt populacija ¢e imati veli¢inu:
N = No(1 + kdt)# = No[(1 + kdr)® ]¥,

Ako rast populacije pratimo kroz sve manje vremenske intervale dt, onda ¢e broj u
uglatoj zagradi teziti broju e ~ 2.71828, npr. za kdtr = 0.1;0.01;0.001; - --; u uglatoj
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zagradi dobivamo sljedeée brojeve: 1.1'%;1.01';1.001'%, ... 5to znadi da za populaciju
N koja raste kontinuirano vrijedi:

EKS PONENCIJALNI RAST
N = Nye' (e ~2.71828)

Dakle, u ovom najjednostavnijem matematickom modelu rast populacije je opisan eks-
ponencijalnom funkcijom. Ako je £ > O radi se o rastu, dok se za k < 0 radi o padu
populacije. Ako je k = 0, populacija se nalazi u ravnoteZnom stanju (ne mijenja se). Sto je
k po apsolutnom iznosu veci, to je rast, odnosno pad, brzi. Sve to ilustrirano je na sljedecoj
slici.

k 0003034

0 20 40 £l ED 100
Vinjeme (6}

Slika 2.1: [6] Graf eksponencijalne funkcije N(f) = NyeX’, za Ny = 100 i razli¢ite vrijed-
nosti od k

U sljedecoj tablici prikazani su stopa rasta k 1 vrijeme udvostrucenja 7, za neke kon-
kretne populacije, pri ¢emu vrijedi da je (100k) t, = 70.

MoZemo uociti da se prema Malthusovu modelu populacije udvostrucuju bitno razli¢itim
brzinama. No, i,,sporo rastuée‘ populacije ¢e narasti do proizvoljno velike vrijednosti (vidi
tablicu (2.1)). Na primjer, stado goveda koje se pri eksponencijalnom rastu udvostrucuje
svake dvije godine, doseze sljedeée veliCine (vidi tablicu (2.2)):
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Vrsta Uobicajeno ime k[ jedinke/(jedinke - dan)| 163
T fag Virus 300.0 3.3 minuta
Escherichia coli Bakterija 58.7 17 minuta
Paramecium caudatum Papucica 1.59 10.5 sati
Hydra Hidra 0.34 2 dana
Tribolium casteneum Mali crveni brasnar 0.101 6.9 dana
Rattus norvegicus Sivi Stakor 0.0148 46.8 dana
Bos taurus Europsko kraktorogo govedo 0.001 1.9 godina
Avicennia marina Mangrovo drvo 0.00055 3.5 godina
Nothofagus fusca Novozelandska crvena bukva 0.000075 25.3 godine

Tablica 2.1: [6]

Broj proteklih godina 0 2 5 10 50 150 200
Veli¢ina stada 50 104 310 1925 4.2-10° 3-10®° 2.5-10%

Tablica 2.2: [6]

Dakle, za 200 godina eksponencijalni model predvida stado od 6.33-10*' goveda. To bi
stado bilo teZe od cijele Zemlje (6 - 10**kg), pa je ocito da model eksponencijalnog rasta u
ovom sluc¢aju nije dobar. Malthusov model nije dobar iz viSe razloga, no najvazniji razlog
je taj Sto se pretpostavlja da su stopa rasta r i stopa smrtnosti u konstantne, odakle slijedi
da je i stopa rasta k takoder konstantna $to implicira neograniceni rast populacije. To je
mogucée samo uz neogranicene resurse: neograniceni prostor, neogranic¢ene izvore hrane,
neogranicene izvore vode itd. Ako su resursi ograniceni ili se ¢ak smanjuju s vremenom,
stopa radanja ¢e se smanjivati, a stopa umiranja Ce rasti i viSe ne¢emo imati eksponencijalni
rast. Zasigurno si opravdano moZemo postaviti pitanje koja je uopée korist od eksponenci-
jalnog modela uz sva ova ogranicenja. Primjetimo da populacija ipak raste eksponencijalno
dok resursi joS$ nisu iscrpljeni. To se jasno vidi na sljede¢im usporednim prikazima eks-
ponencijalnog rasta i stvarnog empirijski utvrdenog rasta populacije od pocetnih 8 fazana
koji su 1937. doneseni na jedan otok uz pacificku obalu SAD-a.
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Slika 2.2: [6] Rast populacije fazana (Phasianus colcdicus torquatus) uvedene na spome-
nuti pacificki otok. Tanka crta je krivulja pretpostavljenog eksponencijalnog rasta,a debela
prikazuje opazenu populaciju.

Osim toga, ljudi mnoge svoje resurse, dok su im joS na raspolaganju, troSe ekspo-
nencijalnom brzinom. Naime, potro$nja tih resursa (hrane, vode, energenata, itd.) ima
konstantnu ili ¢ak rastucu godiS$nju stopu rasta, tj. potroSnja raste barem eksponencijalno.
Eksponencijalni model predvida kontinuirani rast populacije. Medutim, mnoge populacije
rastu diskretno, npr. tako da se razmnoZavaju 1 umiru samo u odredeno doba godine ili tako
da se razmnoZavaju samo u odredeno doba godine, a umiru kontinuirano, itd. Eksponenci-
jalni rast je tada samo prva aproksimacija stvarnog rasta populacije. Dakle, vec je vrlo rano
prepoznato da veli¢ina prirodnih populacija mora nec¢im biti regulirana (ogranicena).Pri
tome su uocena tri fundamentalna principa:

1. Postoji jaka tendencija populacija za rastom.

2. Postoji tendencija da rast bude zaustavljen odredenim ogranic¢avaju¢im faktorima
koji djeluju na stope fekunditeta i mortaliteta.

3. Na populacijske procese snazno djeluje veli¢ina populacije (postoji efekt gustoce).
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Kontinuirani Verhulstov model

Najjednostavniji model smanjenja stope radanja i povecanja stope umiranja predloZio je
1838. godine Pierre-Francois Verhulst koji ukljucuje stopu radanja te stopu umiranja.

Neka su ry 1 uy poCetne stope radanja 1 umiranja u nekom trenutku #,, a njihova razlika
ko = ro — up pocetna stopa rasta (koja se joS zove 1 bioticki potencijal). Gusto€a populacija
u prirodi rezultat je ravnoteZze izmedu biotiCkog potencijala jedinki koji je u pravilu golem
1 otpora okoliSa koji se manifestira kroz nedostatak hrane i prostora, te utjecaj kompeti-
tora, predatora, parazita i bolesti. Verhulst je pretpostavio da stopa radanja pada propor-
cionalno napucenosti (tj. veliini populacije N) te da stopa umiranja raste proporcionalno
napucenosti:

1 dR N
yr= —— =yn —

Nar 074

1dU
Y
“ENar T

Konstante a > 015 > 0 su stope po kojima stopa radanja pada, odnosno stopa umiranja
raste. Pomocu njih definira se nova konstanta

ro — Ug
a+b

koju zovemo nosivi kapacitet.
Sada iz (2.2) slijedi

dN =dR —dU = [(ro —aN) — (up + bN)]Ndt = [(r¢g — ug) — (a + b)N[ Ndt =

b
= (r —uo)[l —( at )N]th,
ro — U
odnosno
AN = ky (1 - %)th. (2.4)

Jednadzba (2.4) je poznata pod nazivom Verhulstov ili logisticki model.
Lako je zakljuciti da nosivi kapacitet K predstavlja maksimalnu veli¢inu koju popula-
cija moZe doseci. Zaista, pretpostavimo da je ky > 0. Tada iz (2.4) slijedi da je dN > 0
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samo za N < K. Prema tome, za N < K populacija raste prema K i prestaje rasti tek kada
je dN = 0, tj. kada je N = K. Sto je populacija bliZa nosivom kapacitetu, to je njezin rast
sporiji. Izraz 1 — % mozemo interpretirati kao slobodni dio nosivog kapaciteta, odnosno
neupotrebljeni dio nosivog kapaciteta.

Na primjer, za K = 100 1 dosta udaljeni N = 1 imamo

1
dN = k()(l - m)Ndl’ = 0.99k,Ndt,

1 to je rast po stopi 0.99k,.
No, za N = 99, §to je dosta blizu nosivom kapacitetu K = 100, imamo

99
= 1 _— = U. 1
dN ko( 100)th 0.01koNdt,

1 to je rast po bitno manjoj stopi 0.01%.

§ T Eksponencijalna

funkcija
Np= 200 i Ne=1n

Slika 2.3: [5] K = 100,ky = 1.0

Sve se to vidi na S — grafu (graf u obliku izduzenog slova S) koji pregledno prikazuje
ovaj tip rasta (vidi sliku 2.3)

Za populaciju koja ima konstantnu stopu rasta k, tj. za koju je dN = kNdt, nasli smo
i egzaktnu formulu rasta, N = Nye"'. Takvu egzaktnu formulu rasta moZzemo nadi i za
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populaciju ¢ija stopa opada po Verhulstovom nacelu, tj. za koju je dN = ko (1 - %) Ndt.
Tu formulu zovemo logistickom, a njoj odgovarajuci rast logistickim rastom.
Diferencijalnu jednadzbu (2.4) moZemo rijeSiti separacijom varijabli:

dN
(1= %N

Integriranjem lijeve strane dobivamo (bez konstante interacije)

dN 1 1 N
fm:f(N'Fm)dN:lnN—ln(K—N):ln(K_N)

dok integral desne strane glasi:

= k()d[

fk()dt =ko— InC,

gdje je —InC, C > 0, konstanta interacije. Dakle,

N
ln( ):kot—lnC,
K—N

odakle antilogaritmiranjem dobivamo

— _ekot
K-N C
Sada rjeSavanjem po N dobivamo
B K
1+ Ceht’

Konstantu C ¢emo odrediti iz pocetnog uvjeta: N(#y) = Ny. Lako je provjeriti da se dobiva

K_NO kot
C = 00
( No )e

Dakle,

K

N(@) =
1+ (KI—V_;%) e—kol—10)

(2.5)

To je dobro znana logisticka funkcija.
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3 R

Slika 2.4: Graf logisticke funkcije N(t)

U ovoj analizi pretpostavljamo da je koeficijent rasta ky pozitivan. Primjetimo da ako ¢
u jednadzbi (2.5) tezi u beskonacnost, N tezi prema K. Pocetni uvjet Ny moZze biti veci ili
manji od K, no u oba slucaja N tezi prema K kako ¢ teZi prema beskonacnom. Logisticka
funkcija (2.5) ima tocku infleksije

No

ko

u kojoj postize vrijednost N(#;) = % Zat < t; funkcija je konveksna i u tom intervalu
rast je progresivan. Zat > t; funkcija je konkavna i na tom intervalu rast je degresivan. Zato
je interesantno u intervalu progresivnog rasta pronaci tocku maksimuma 74, a u intervalu
degresivnog rasta to¢ku minimuma ¢z druge derivacije N” () :

in|(2- V3)(“5*)]

l]:

th = %
] V3]
B = ko

Interval (—o0, 74] predstavlja fazu formiranja rasta, u intervalu [#4, 3] je prisutan inten-
zivni rast, a interval [zp, co) predstavlja fazu usporenog rasta.
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N
K
_________ e
1 1
I (P
I
LN
I A
PR TH
| I
| ]
4/ I
r I
] I

-

Slika 2.5: [9] Faze rasta logisticke funkcije

Logisticki je rast vrlo dobar matemati¢ki model za mnoge prirodne fenomene. Na
primjer, ako pratimo rast suncokreta od mladice do zrele biljke, vidjet ¢emo da je on lo-
gisticki. Na sljedecoj slici tockama su prikazani rezultati konkretnih mjerenja visine sun-
cokreta tijekom prva tri mjeseca njegova rasta. MozZemo uociti da se rezultati mjerenja
gotovo savrSeno poklapaju s logistiCkim rastom. Na slici je prikazan i eksponencijalni rast

kojim bi suncokret rastao da je zadrZao svoju pocetnu stopu rasta.

Visina huem

‘I)(Ii —— { —

' h
Eksponencijalni | P )
rast |.

| /

totka infleksije

60 8D 100
Vrjeme ¢ u danima

Rast suncokreta

Slika 2.6: [6] Rast suncokreta
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Naravno, logisti¢ki model rasta ima svoja ograniCenja, tj. on vrijedi samo uz neke
pretpostavke. Njegova osnovna pretpostavka je konstantan nosivi kapacitet K. Medutim,
nosivi kapacitet Cesto ima slucajne fluktuacije, Sto rezultira slu¢ajnim fluktuacijama popu-
lacije u blizini nosivog kapaciteta (a ne njenom stabilizacijom na nosivom kapacitetu, kako
predvida logisticki model). Dva takva slucaja prikazana su na sljedecoj slici.

k=050

1201 /

110§

Veli¢ina populacije (P)
£

80 -
70}
L L 1 1 L 1 ]
%9 10 2 30 40 S0 60 70 80 90 100
Vrijeme (1)

Slika 2.7: [6] Logisticki rast populacija sa slu¢ajnim fluktuacijama nosivog kapaciteta

U oba slucaja fluktuacije od K su iste, no uocite da su fluktuacije populacije s veCom
pocetnom stopom k ipak bitno vece. Nosivi kapacitet moZe imati i periodicke promjene,
koje su npr. tipi¢ne reakcije mnogih populacija na izmjene godi$njih doba u umjerenom
pojasu. Dva takva slu€aja prikazana su na sljede¢im dvijema slikama.

- Nosivi
£ %= pamaciiet Fl
! % kay

Veligina populacije (P)

Vnjeme (1)

Slika 2.8: [6]
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- Nosivi -
% 1 .
F) \\ kapacitet ’ \

& \
w A
T \
3 \
= A
E \ ]
- 02 \ i
i - ——
T: L} I
- \ !
L1 '
%\ F

Yrjeme (r)

Slika 2.9: [6]

U oba slucaja nosivi se kapacitet periodicki mijenja na isti nacin, no uo¢imo da reakcija
populacije na tu periodicku promjenu bitno ovisi 0 pocetnoj stopi rasta ky. Ako je ona
velika (vidi sliku (2.8)) populacija vjerno prati periodic¢ke promjene nosivog kapaciteta,
ali ako nije (kao na slici (2.9)), onda ona gotovo uopée ne reagira na periodicke promjene
nosivog kapaciteta. Vazna pretpostavka logistickog i eksponencijalnog modela rasta jest
da na prirast populacije u danom trenutku utjece veli¢ina populacije u tom istom trenutku;
dakle

dN,' = kN,'dt

dN; = k0(1 - %)Nidt.
K

Medutim, prirast populacije u danom trenutku cesto je odreden njenom veli¢inom u nekom
prethodnom trenutku. Na primjer, mnoge biljke u trenutku ¢ klijaju iz sjemenki koje su
stvorene u nekom ranijem trenutku ¢ — 7, a u meduvremenu su na neki nacin mirovale;
dakle

dN; = kN,_.dt

N,
AN, :ko(l _ )Nt_fdt.
K

Ekolozi su s 1 oznacili maksimalni broj jedinki neke vrste koji moZe Zivjeti na odredenom
podrucju. Nanesimo na os apscisu redni broj generacije, a na os ordinatu broj jedinki
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u postocima od moguéeg maksimalnog broja te napravimo grafikone za vrijednosti para-
metra ko od 2.2,3,3.8224 1 3.8368. 1z priloZenih grafikona moZemo zakljuditi: u slucaju
da umnoZzak kot ima mali iznos (slika (2.10) lijevo) ,logisticki‘ rast ovog tipa gotovo je
identian pravom logistickom rastu. U slucaju vece vrijednosti umnoska ky7, populacija ¢e
oscilirati oko svojeg nosivog kapaciteta prije nego Sto se na njemu stabilizira (slika (2.10)
desno). U slucaju izrazito velikih vrijednosti umnoska ko7, populacija se nikada nece sta-
bilizirati na svojem nosivom kapacitetu, nego ¢e oko njega stalno oscilirati (slika (2.11)).

08 08

0.6 0,6

04 | 04 |

0,2 0.2

0 0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Slika 2.10: [8]

1, 1
08 | 0.8 -
06 | 06 -
04 | 04
02 | 02
0. 0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Slika 2.11: [8]

O eksponencijalnom i logistickom rastu uspjeli smo mnogo toga zakljuciti i bez njiho-
vih egzaktnih formulacija u obliku N = Ny i N = W Naime, ve¢ iz poznavanja
+ TO e 0!

prirasta populacije u prvom, odnosno drugom slucaju:
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EKSPONENCIJALNI RAST
dN = kNdt

LOGISTICKI RAST

dN = ko(l - E)th
X

lako smo zakljucili da u prvom sluc¢aju populacija raste za k > 0 i1 pada za k < 0, dok u
drugom slucaju (za ko > 0) populacija raste za N < K, pada za N > K, a stabilizirana je
na nosivom kapacitetu K za N = K. Da bismo to zakljudili, ne trebamo znati diferenci-
jalni 1 integralni racun, dovoljno je analizirati vrijednosti linearne 1 kvadratne funkcije koje
opisuju kako prirasti populacije (u jedinici vremena) ovise o trenutnom iznosu populacije
(usporedi sliku (2.12) i sliku (2.13)).

dr
dt

i

Slika 2.12: [6]
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ar
d

kP(1 - P/K)

Slika 2.13: [6]

Jo$ jednostavniji sazetak eksponencijalnoga i logistickoga rasta daju njihove stope.
Stopa rasta neke populacije jest prirast te populacije (u jedinici vremena) po ,glavi“.

U prvom slucaju stopa je % (%) = k, dok je u drugom stopa izraZzena (Verhulstovom)

padajucom linearnom funkcijom, 4% (%) = ko (1 - %)th, (usporedi sliku (2.14) i sliku
(2.15)).

Slika 2.14: [6]
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Slika 2.15: [6]

Uocimo da je nosivi kapacitet populacije ona vrijednost K u kojoj je stopa rasta popu-
lacije jednaka nuli. Sada ¢emo na konkretnom primjeru vidjeti kako je za razumijevanje
logistickog rasta neke populacije Cesto vaznije razumjeti kvadratnu funkciju njezinog pri-
rasta, nego logisti¢ku S — funkciju samoga rasta. Pretpostavimo da smo eksperimentalno
utvrdili kako populacija riba u nekom moru raste logisticki 1 da ima nosivi kapacitet K.
Ako ribolovom umjetno mijenjamo veli¢inu te populacije, koji je izlov ribe u tom moru
optimalan? OCito je to onaj izlov uz koji je prirast populacije riba najveci, tj. uz koji je %’

najvece. No, ‘%’ je jednostavna kvadratna funkcija od N, Ciji je graf parabola (slika (2.16)):

4P
ot

Slika 2.16: [6]

Ona najvecu vrijednost postiZze u tjemenu, na pola puta izmedu nulto¢aka 0 1 K, dakle
u % To znaci da je optimalni izlov onaj koji populaciju riba odrZava na polovici njezinog
nosivog kapaciteta. Uo¢imo, s druge strane, da su najlosiji oni izlovi koji daju najmanji
prirast, a to su oni koji populaciju riba dovode na N = 0 ili N = K. To su oni izlovi
u kojima izlovimo ili gotovo sve ili lovimo toliko malo da populaciji riba dopustimo da
dosegne svoj nosivi kapacitet.
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Primjer: Brzina v kojom se mijenja broj Stuka u Dravi zadana je sa
N
v=rN (1 - —)
K

gdje su r i K dvije konstante, a N je broj Stuka. Konstanta r se zove bioticki potencijal, a
K je nosivi kapacitet Drave za Stuke (K je maksimalan broj Stuka koje podrZavaju izvori
hrane u Dravi).

a) Koliki mora biti broj Stuka u Dravi (N =?) da bi populacija Stuka najbrzZe rasla, odnosno
da v bude najveci? Koliki je taj v?

b) Ako je brzina v promjene populacije Stuke jednaka nuli kaZzemo da je broj Stuka u rav-
noteZi. Nadite sve ravnotezne vrijednosti broja Stuka u Dravi.

RjesSenje: a) Iz prethodne analize mozemo uociti da je u ovom primjeru v = ‘Z—[;’. Kako
se radi o paraboli s nultockamau N = 01 N = K znamo da ¢e v odnosno ‘% biti najveéi za
N = £ pa ée u tom slucaju v iznositi

2
K ) K 1 /K
e K)]-2 2" 4"

b) Lako je zakljuciti da su sve ravnotezne vrijednosti broja Stuka u Dravi ili za N = 0
illizaN =K.



Poglavlje 3

LogistiCki rast s migracijama

3.1 Logisticki rast s konstantnom imigracijom

U nastavku se bavimo logistickim rastom s konstantnom imigracijom (useljavanjem) ili
emigracijom (iseljavanjem). Primjeri useljavanja su sadnja drve¢a u Sumi i kretanje ljudi na
odredeno zemljopisno podrucje tijekom odredenog vremenskog razdoblja. Primjeri emi-
gracije su izvlacenje riba iz oceana i1 berba poljoprivrednih proizvoda. Predmet logisti¢kog
rasta s migracijama ispitali su brojni istrazivaci, ukljucujuc¢i Brauer i Sanchey (1975.),
Clark (1976., 1981.) i Hallman (1986.) [1]. Imigracija ili kolonizacija, kako se spomi-
nje u metapopulacijskoj literaturi, moze se pojaviti nizom razli¢itth mehanizama ovisno
o organizmu koji se razmatra. Sisavci 1 druga ne-leteca bi¢a udu u novo staniste te su s
tim ograniceni, dok ptice i lete¢i insekti nisu slicno ogranic¢eni i mogu u¢i bilo gdje. Sjeme
biljke, pelud i spore su sloZenije jer mogu Koristiti oba ova mehanizma. (Napomena: Spora
je posebna tvorba, koju tvore pojedini organizmi, kako bi preZivjeli nepovoljne Zivotne
uvjete, koje uzrokuju razliciti abiotski ¢imbenici, kao Sto su: pomanjkanje hrane i/ili vode,
previsoka ili preniska temperatura i sl. Spore imaju bakterije, alge, neke gljive, prazivotinje
1 neke necvijetajuce biljke poput paprati.)

Napomena: U nastavku rada koristit ¢u sljedece oznake zbog lakSeg pracenja i ljepSeg
zapisa:

ko = a, % =b, K =N, = {(nosivi kapacitet), k= a.=koeficijent (stopa)

Diferencijalna jednadZba za logisticki rast s konstantnom imigracijom glasi

dN
— =aN — bN* + s (3.1)

pri ¢emu je s stopa imigracije izraZena preko varijable N po jedinici ¢. Lako je zakljuciti

23

rasta
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da se radi o jednadzbi

dN N
T = @ =Ny +aN( = 1)

koja opisuje linearnu kombinaciju logistickog i ograni¢enog eksponencijalnog rasta. Ozna¢imo
iU ={,T=at,iS = 2~ dimenzionarni oblik jednadzbe (3.1) glasi

dU
e =U(-U)+5, (32)

uz pocetne uvjete U(0) = U,. Dobivamo sljedeca rjeSenja koriste¢i hiperbolni tangens
umjesto eksponencijalne funkcije.
Uo - (1 - 2Up - 2?) tanh ()

T e () Y

pri cemu je 4 = V1 +4S. Ako stavimo da je f’i—’Tj = 0 u jednadzbi (3.2) utvrdili smo da je
vrijednost od U kada ona tezi u beskonacno jednaka

Us = %(1 +A4) (3.4)

Druga derivacija jednadzbe (3.3) daje tocku infleksije

T,' = 2—¢
A
1 dUu A2
V=3 \ar) = o :2)
pri cemu
1-2
o= arctanh( UO). (3.6)

ZapisSimo da je U; = % bez obzira na vrijednost 4. Maksimalne tocke zakrivljenosti dobi-
vaju se iz treCe derivacije jednadZzbe (3.3).

TC:%(qSiL); UC:%(lii); (3.7

dU A2 d*U A3
(ﬁ)c G (W)C - G5
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Primjer s konkretnim brojevima prikazan je na sljedecoj slici. Vrijednost varijable S
krece se od S = 0do § = 2.0; pri Cemu je pocetna vrijednost jednaka U, = 0.1. Kao §to
smo mogli oCekivati, vrijednosti od U poveéavaju se s T za sve vrijednosti varijable S.

Slika 3.1: [1] Krivulje logisti¢kog rasta s razlicitim stopama imigracije (S) 1 malom stopom
emigracije (H)

3.2 Logisticki rast s konstantnom emigracijom

Umyjesto logistikog rasta sa stalnim useljavanjem (imigracijom) sada promotrimo logisticki
rast s emigracijom (iseljavanjem). U ovom slucaju, diferencijalna jednadzba glasi

dN

— =aN - bN*> - h 3.9

= a (3.9)
pri Cemu je h stopa iseljavanja. U terminima dimenzija ova jednadzba glasi

dU

—=U1-U)-H 3.10

o7 = UC ) (3.10)

pri Cemu je H = % U ovom sluc€aju dobivamo isti odgovor kao u jednadzbi (3.3)

Vo~ (1-2U - 2?) tanh ()
1 (12%) tanh () 3.11)

pri ¢emu je sad 4 = V1 —4H.
Predznak minus u ovoj definiciji ¢ini fenomen emigracije neSto kompliciraniji, iako
zanimljiviji od fenomena imigracije. Postoji nekoliko sluc¢ajeva koje treba razmotriti.
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Sluéaj1: H < §

Ako promatramo sliku (3.1), iako su u pitanju imigracije, u ovom sluéaju kad je H < 1,
vrijednosti od U se ipak mogu povecavati s poveanjem vrijednosti 7" i time se pribliZiti
asimptotskoj vrijednosti U = 1%/1, kao $to je bio slucaj kod emigracija. Razlog za nastavak
povecCanja U jasan je ukoliko pogledamo jednadzbu (3.10). Vrijednost od Z—;’ je pozitivna
sve dok je ucinak eksponencijalnog rasta (u oznaci U) ve¢i od kombiniranih uc¢inaka gomi-
lanja (oznaka U?) i emigracija (u oznaci H). Jasno je, kada H dostigne odredenu kriti¢nu
vrijednost, veli¢ina j—? postaje nula, a nakon toga, s poveéanjem H, postaje negativna. Da
bi bila specifi¢nija, nagib krivulje rastaza 7' = 0 je

dU
(dT )O =Uy(1-Uy-H (3.12)
Ako je H < Uy(1-U,), onda je poCetni nagib nenegativan i ostaje tako s pove¢anjem 7. Taj
slucaj je opisan na slici (3.1) za H = 0.05. Ako je H = Uy(1 — U,), onda je nagib krivulje
rasta jednak 0. Taj slucaj je opisan na slici (3.1) za H = 0.09. Ako je H > Uy(1 — U,), onda
je pocetni nagib negativan 1 ostaje tako. Taj slucaj je opisan na slici (3.1) za H = 0.10 do
H = 0.40.

0.l

ot

Slika 3.2: [1]Krivulje logistickog rasta s velikim stopama emigracije

U ova tri slucaja za koje je H < i, za racunanje rasta koristimo jednadzbu (3.11). Kad
je H > Uy(l — Uy), postoji vrijeme izumiranja u oznaci 7,, ¢ija se vrijednost utvrduje
postavljanjem U = 0. To se odreduje izjednacavanjem brojnika jednadZbe (3.11) na nulu.
Rezultat je

(3.13)

2 2UpA
T, = ;arctanh (m) .
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Slu¢aj 2: H = }P Ako je bezdimenzionalna stopa emigracija H = }—P diferencijalna
jednadzba (3.10) ima rjeSenje
1 1 -2U
U=-|1- L (3.14)
2 1-(1-2Up) -5
U ovom slucaju vrijeme izumiranja je jednostavno
4U,
= 3.15
1 -2U, (3.15)

Krivulja za H = 0.25 na slici (3.1) odgovara ovoj posebnoj situaciji. Sluéaj 3: H > 1 U

4
ovom slucaju
_ 1—2Uo—#2) (ﬂ_T)
Uy ( o tan (=

1-2U, T
- () an (%)

pri ¢emu je ¢ = V4H — 1. UocCimo, umjesto da ponovo rjeSavamo diferencijalnu jed-
nadzbu, jednadZbu (3.16) moZemo dobiti izravno iz jednadzbe (3.11). Imajuci na umu
da je A2 = —u?, u jednadzbu (3.11) uvrStavamo A = iy (pri ¢emu je i = V—1). Uzimajuéi u
obzir pravila za pretvaranje hiperbolicke funkcije s imaginarnim argumentom u trigonome-

trijsku funkciju s realnim argumentom dobivamo jednadzbu (3.16). U tom smislu, imamo
odnos tanh(iz) = itan(z). Vrijeme izumiranja 7, kad je H > i je

U =

(3.16)

2 2U,
T, = —arctanh( ok )
u

T2t (3.17)

Taj slucaj je ilustriran krivuljom na slici (3.2) pri ¢emu je H = 0.40.

3.3 Logisticki rast s promjenjivom emigracijom

U prethodnom poglavlju utvrdili smo stopu useljavanja 4. Sada mozZemo poopditi jed-
nadzbu (3.9) zapisujudi je na sljedeci nacin:

dN

—- =aN - bN? — h(N) (3.18)
U ovom slucaju bi vrijednost A(N) ovisila o trenutnoj vrijednosti N. Funkcija hA(N) moze
biti u bilo kojem obliku. Pretpostavimo da je u obliku

W(N) = hy + N + hyN? (3.19)
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U tom slucaju jednadzba (3.18) postaje

dN

= (@ —h))N = (b + hy))N? — h. (3.20)

Oznagimo li s T = (a — h)t, No = 58, H = 2-N,, U = 4 jednadzbu (3.20) svest
¢emo na jednadzbu (3.10). Slijedom toga, rjeSenje izrazito komplicirane paraboli¢ne funk-
cije emigracije (3.19) dano je jednadzbom (3.11) ili (3.16) s naznacenom modifikacijom
u definicijama koeficijenta rasta, koeficijenta ,,praznjenja‘““ (crowding coefficient) i nosivog
kapaciteta.

Paraboli¢na funkcija emigracije (3.19) dopusta stalnu brzinu (h; = h, = 0), linearnu
brzinu emigracije (h, = 0) ili paraboli¢nu brzinu emigracije bez ikakvih dodatnih mate-

matic¢kih komplikacija.



Poglavlje 4
Primjeri migracija

1. Emigriranje (iseljavanje) riba

Kao ilustraciju prethodno navedene analize, pretpostavimo da imamo vrlo velik ribnjak
koji namjeravamo Koristiti za uzgoj riba 1 emigriranje (iseljavanje). Utvrdujemo da koefi-
cijent rasta riba iznosi a = 0.25/tjedno, a nosivost ribnjaka je N, = 25000. Koeficijent
~praznjenja” (eng. crowding coeflicient) je b = 3 = 0.000010/7jedno. Ribnjak je u
pocetku opskrbljen s Ny = 1000 riba. Za ¢t = 0 zapocinje obi¢ni logistic¢ki rast kao Sto
je prikazan niZe na slici.

Tocka infleksije javlja se u#; = Llog, |5 — 1| = 12.71 tjednima, a N; = % = 12500.

[

K=

[=3

(=3

(=]
T

Policy 1

1 | 1 1 1 1 1 1 1 1
4 10 20 30 40 50
t, weeks

Slika 4.1: [1] Obicni logisticki rast nakon Cega slijedi konstantno iseljavanje (Graf 1) i
paraboli¢no iseljavanje (Graf 2)

29
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Proucavamo sljedece grafove emigracija.
Graf 1: Kada naS N dostigne vrijednost od N = 0.95N,. = 23750 riba, koje se pojavljuju
nakon #, = 25,50 tjedana, zapocinjemo s neprekidnim iseljavanjem od 2500 riba tjedno
dok ne dodemo do N = 1000. U to vrijeme prestaje iseljavanje i obicni logisticki rast po-
novno nastavlja za drugi ciklus uzgoja. Prema tome, imamo sljedece podatke za raCunanje
iseljavanja (emigriranja):

ho = 2500; a=025,=1.0-107;
fo = 24.50; N, = 23750; N, = 25000

Bududi da je H = 0.40 koristimo jednadzbu (3.16) za izraCunavanje krivulje oznacene kao
Graf 1 na slici (4.1).

Iz jednadzbe (3.17) vrijeme izumiranja je ¢, = 42.79 tjedana §to je izmjereno od izvornog
pocetka. Iseljavanje riba prestaje kada je N = 1000 za t = 42, 37 tjedana nakon vremena is-
eljavanja od 17, 87 tjedana. Ukupan broj iseljenih riba je M = 17,872500 = 44675 prema
ovom grafu (slika (4.1)).

Graf 2: Kao na grafu 1, kada je N = 0.95N, = 23750 za t, = 24.50 tjedna zapocCinje
emigriranje (iseljavanje). Medutim, prema grafu 2 koristimo paraboli¢nu brzinu iseljavanja
opisanu jednadzbom (3.19). Upotrebljavaju se sljedece brojcane vrijednosti

ho = 2500; h; =0.050; hy, =2.0-1075;

to =24.50; Ny, =23750; a =a-h; =0.20;
’ 5. ,_ 4 hy
b=b+h,=12-10"; N, = bl
Ponovo koristimo jednadzbu (3.16) za izracunavanje krivulje Sto je prikazano kao graf
2 na slici (4.1). Vrijeme izumiranja nastupa nakon 7, = 35.33 tjedna. Kao i prije, emi-
griranje (iseljavanje) riba prestaje kada je N = 1000 Sto Ce se desiti za t = 34,92. Nije
teSko pokazati, koriste¢i jednadzbu (3.19), da je prosjecna stopa iseljavanja u ovom slucaju
h,, = 3510 riba u tjednu. Sukladno tome, prema grafu 2, ukupan broj iseljenih riba tijekom
ciklusa je M = 10.42 - 3510 = 36575. Ovo se usporeduje s M = 44675 iz prethodnog
primjera.
Medutim, s obzirom na trajanje ukupnog ciklusa, ukljucujuéi uzgoj i iseljavanje, pro-
sje¢na tjedna proizvodnja prema grafu 1 je m = 32 = 1054. Prema grafu 2 ona iznosi
m = % = 1047. Napominjemo da je, u ovom slucaju, prosjecni tjedni prinos otprilike
jednak kao u oba slu€aju koja su opisana grafovima 1 i1 2. Ostali numericki rezultati dobit
¢e se koriStenjem drugih vrijednosti u jednadzbi (3.19). Ovaj primjer sluzi kao uvod u
mnoge vrste pitanja koja uklju¢uju ekonomiju, a koja su povezana sa uzgojem i emigraci-
jom (iseljavanjem) riba. Ove probleme u ,,bioekonomiji” ispitivali su Clark (1976, 1981),
Conrad (1986), te Conrad i Clark (1987).

= 16667.
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2. Emigriranje (iseljavanje) zdralova

Sada razmotrimo problem koji nije bitno razli¢it od primjera iseljavanja (emigriranja) riba,
a tice se, prema Milleru i Botkinu (1974.), ugrozZene vrste zdralova. Ovi istrazivaci ukazuju
da je razina ravnoteZe ili nosivost Zdralova u SAD-u oko 194600. Oni takoder pokazuju da
je koeficijent rasta ove vrste oko 0, 087 godiSnje. Pocevsi od pocetne vrijednosti Ny = N, =
194600, Miller i Botkin izracunavaju u kojoj mjeri bi se lovom ukupna populacija Zdralova
smanjila kao rezultat razliCitih stopa emigriranja. Oni koriste vrijednosti od / u rasponu od
2000 do 12000 idralova dobivenih godiénje kroz emigracije.

Slucaj 1: H < ; SJetlmo sedaje H = . U ovom sad problemu pri ¢emu je Ny = N,
imamo da je Uo = 1. Prema tome ]ednadzbu (3.11) skrac¢eno zapisujemo

1+(”’1 )tanh( )

U= 4.1)
1+ % tanh (%)
pri ¢emu je 4 = V1 —4H. Iz ove jednadZbe dobijemo
1
Us = 5(1+2) (4.2)

kada T tezi k nuli. U ovom slucaju, populacija Zdralova svodi se na novu i niZzu ravhotezZnu
vrijednost, ali ptice nastavljaju prezivljavati.
Slucaj 2: H = i Za ovaj specijalan slucaj, uzimajuci Uy = 1, jednadzba (3.14) jednaka je

:1(4+T) 43)

2\2+T
pri emu je
1
Us = =
2
kada T — oo.
Slucaj 3: H;1; Za ovaj zadnji sluCaj kad je Uy = 1, jednadzba (3.16) postaje jednaka
jednadzbi
1- ( )tan (”T)

1+ llltan(T)

U= (4.4)

U tom rasponu po H pojavljuje se tocka infleksije

2 1 | (dU\ u
T,=Z Niv= oS = 2K 4.
; ﬂarctan(ﬂ),U, 2’(a’T) 1 4.5)
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Ono §to je najvaZznije, postoji vrijeme izumiranja. Iz jednadzbe (3.17) dobivamo

2 2
T, = —arctan H (4.6)
U w =1

200,000
h = 2,000
3,000
N 00
4,233
L
100,000
5,000
6,000
12,000
00 20 40 60 80

t, years

Slika 4.2: [1] Smanjenje broja zZdralova zbog emigracije lovom (Miller 1 Botkin, 1974.)

Koristeci gore prikazane jednadzbe, nacrtane su krivulje prikazane na slici (4.2). Kri-
vulja oznaCena s h = 4233 odgovara vrijednosti H = i. Ove krivulje, gotovo identi¢ne
onima od Millera 1 Botkina, pokazuju populaciju zdralova za razli¢ite stope emigriranja.
Na slici je takoder prikazano, da bi trajna godiSnja koli¢ina emigracije od 12000 smanjila
populaciju Zdralova na polovicu njezine pocetne vrijednosti od 194600 u 10, 8 godina, a
izumiranje Zdralova bi nastupilo nakon 21, 6 godina.

Jos primjera

Kao $to smo na pocetku rekli, logisticki model rasta temelji se na ideji da je stopa rasta
populacija ovisna o njihovoj gustoéi. U nastavku pogledajmo nekoliko primjera gdje je
stopa rasta ovisila upravo o gustoci populacije.

1. Eksperimenti koje je proveo Pearl (1927) na vinskoj musici bili su prvi eksperimen-
talni radovi koji su pokazali kako gustoca populacije djeluje na stope fekunditeta i
mortaliteta.
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Slika 4.3: [7] Vinska musSica

2. Crombie (1944) je pokazao da je udio liinki Zitnog moljca koji je bio ubijen ili koji
je napustio zrno pSenice bio to veci Sto je gustoca liCinaka na zrnu bila veca.

é[lniigrdted
‘M killed i
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z : 3 : . ;
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= _ i
5] i 5 5
%}D 20 3 I N i Y | RS
b LI
=]
3 o
S: 10 ........ ..... O DR R !

1 2 3 4 5 8

Larvae per grain

Slika 4.4: [7] Li¢inke Zitnog moljca

3. Fekunditet Zenki vodene buhe Daphnia pulex opada s njthovom gusto¢om dok se
mortalitet s gustoéom povecava.
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Progeny per female per day

Survival probability

- number per cm?
o1 e3
sy AR

‘o4 w32

10 20 30 40 50
Age of females (days)

Slika 4.5: [7] Zenke vodene buhe

0 10 20 30 40 50
Age of females (days)

Slika 4.6: [7] Zenke vodene buhe

4. Porastom broja muZjaka vrabaca spremnih za parenje u populaciji u Britanskoj Ko-
lumbiji povecao se broj teritorijalnih muzjaka dok se broj izleglih pti¢a smanjio kao
i njihovo prezivljavanje.
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postotak trudnica zametci po Zeni “Corpora lutea” po jajniku

1939. - 1943. (prije lova) 57 0.7 0.60

1947. (poslije lova) 100 1.78 1.86

Tablica 4.1: [7] Reproduktivni parametri bijelorepog jelena odocoileus virginianus u pla-
ninskom podru¢ju New Yorka prije i poslije lova

Proportion of

20 40 60 &0
Number of territorial males

ap Nt :
.
=,
1 .
E .
.
)
o
.

0 40 60 &0
Number of breeding females

10 a0 120 160

Number of adults in autumn

(c)

Slika 4.7: [7] Muzjaci vrabaca

5. Nakon razdoblja intezivnog lova na bijelorepog jelena, stopa fekunditeta je u popu-
laciji dramati¢no porasla.

6. Prosjecna teZina jedinki u populaciji lana opadala je s gusto¢om populacije.
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Slika 4.8: [7] Lan
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7. Stopa rasta biljaka bila je obrnuto proporcionalna s gusto¢om posijanih sjemenki.

108 In monoculture: B -Herbicide

107 -

Rate of increase

N

In winter wheat: [ -Herbicide, C + Herbicide

B O— -0

1 1 1
102 108 104 10
Seeds in the soil (m2)

Slika 4.9: [7]Rast biljaka

I
108

8. Utjecaj gustoce sijanja na reprodukciju i rast trputca (Plantago major) mozemo vi-
djeti na sljedecoj tablici te uociti da se povecanjem gustoce sijanja smanjuje klijanje,
ali povecava smrtnost Sto je upravo ono Sto logisticki model opisuje. Prirodno je
ocekivati da ¢e se suha teZina po loncu povecavati s gustoom sijanja. No, zanim-
ljivo je kako drasti¢no opada broj sjemenki po biljci $to je gustoca sijanja veca, a isto

tako opada i broj sjemenki po loncu.
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Gustoca sijanja

PARAMETAR 1 5 50 100 200
Klijanje (%) 100 100 93 91 90
Smrtnost (%) 0 7 6 10 24
Suha teZina po loncu (g) 8.05 | 11.09 | 13.06 | 13.74 | 12.57
Broj sjemenki po biljci 11980 | 2733 | 228 126 65
Broj sjemenki po loncu 11980 | 12760 | 8208 | 6552 | 4420

Tablica 4.2: [7] Rast trupca

37

9. Nakon gustog sijanja hudoljetnice (Erigeron) broj prezivjelih biljaka s vremenom
opada, prosjeCna biomasa prezZivjelih biljaka se povecava, te kao rezultat raste i
ukupna biomasa populacije.

2
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Slika 4.10: [7]Hudoljetnice
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10. Kvasac, mikroskopska gljivica koja se koristi za izradu kruha i alkoholnih pi¢a, moze
proizvesti klasi¢nu krivulju S-a kade se uzgaja u epruvetama. Na grafikonu prika-
zanom u nastavku, razina kvasca raste kada stanovniStvo dosegne granicu dostupnih
hranjivih tvari.
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Slika 4.11: [7] Kvasac

Na temelju podataka iz Medunarodne baze podataka Americkog popisa stanovnistva,
ovaj graf pokazuje rast ljudskog stanovniStva u Keniji i Japanu od 1950. do 2025.
godine. Ljudska populacija u Keniji raste eksponencijalno, ali ljudska populacija u
Japanu usporila je, a mozda ¢ak 1 pada.
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y N
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/
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122030
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Slika 4.12: [11] Rast stanovniStva u Keniji i Japanu od 1950. do 2025.

Na sljedecem grafu moZemo vidjeti logisticki pad ukupne stope plodnosti u Finskoj
(prva slika), od 1776. do 1983. Graf opisuje pad od stabilne vrijednosti 1776. od
4,95 rodenih po Zeni do trenutne vrijednosti od 1,55 rodenih po Zeni u 1983. Ova
slika prikazuje 1 rast plodnosti (dio podataka koji se ucrtava kvadratima umjesto
krugova). Na drugoj slici vidimo logisticki rast plodnosti tijekom logisti¢kog pada
od 1930. do 1983. Teoretska logisti¢ka krivulja odbijena je iz ovog “zvonolikog”
dijela podataka, a kumulativni zbroj je zatim ucrtan 1 prilagoden logisti¢koj krivulji
kako bi se prikazao oblik “babyboom’ procesa.
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Logistic Decline of Total Fertility Rate, Finland, 1776-1983
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Slika 4.13: [12] Logistic¢ki pad ukupne stope plodnosti, Finska, 1776.-1983. (prva slika)
Logisticki puls plodnosti tijekom logistickog pada od 1930. do 1983. (druga slika)

13. Na sljedecoj slici vidjet cemo malo detaljniju analizu stope plodnosti prema dobi
u Finskoj od 1776. do 1976.. U prvom redu podaci su prikazani histogramima na
kojima mozZemo uociti da je plodnost na vrhuncu izmedu 25. i 35. godine, no od
1926. nadalje taj se trend smanjuje.
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Slika 4.14: [12] Logisti¢ka analiza stope plodnosti prema dobi, Finska, 1776.-1976. (A)
histogrami stope plodnosti odredene dobi u intervalima od 25 godina. (B) Integralni (ku-
mulativni zbroj) zvonolikih podataka histograma, Sto rezultira krivuljom u obliku slova S.
Kumulativni zbroj ASFR-a podijeljen s 200 jednak je ukupnoj stopi plodnosti (TFR). (C)
Fisher-Pry transformira odgovarajucu logisti¢ku krivulju u linearni pravac.

14. Na slican nacin analizirana je stopa plodnosti u Egiptu 1982. godine te se moZe uociti
nagli porast broja porodilja izmedu 20. 1 40. godine, a nakon toga stopa plodnosti
opada.
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Slika 4.15: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Egipat, 1982.

PRIMJERI MIGRACIJA

Legistic Analysis of Age Specific Fertility Rate, Egypt, 1982
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15. Opet na analogan nacin imamo analizu stope plodnosti 1977. u Malawiju. Visoka

stopa plodnosti vidljiva je u periodu izmedu 20. i 40. godine Zivota Zena.
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Slika 4.16: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Malawi, 1977.

Leogistic Analysis of Age Specific Fertility Rate, Malawi, 1977
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16. Sljedeci primjer nam prikazuje logisticki rast stope plodnosti u Japanu, 1990.-1995..
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U ovom primjeru moZemo vidjeti dosta nisku stopu plodnosti u Japanu u odnosu na
prethodne primjere. Najveca stopa plodnosti zabiljezZena je izmedu 25. 1 30. godine,
a nakon toga stopa naglo pada.

Slika 4.17: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Japan, 1990.-1995.

Logistic Analysis of Age Specific Fertility Rate, Japan, 1990-1995
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17. Logisticka analiza specificne dobne plodnosti u Finskoj, 1891.(lijjevo) 1 1921.(desno).

Moze se uociti znatni pad stop plodnosti 1921..
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Slika 4.18: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Finska, 1891. 1 1921.
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18. Na sljedecem primjeru imamo usporedbu dobno specifi¢nih podataka o stopi fertili-
teta u Tajlandu (1988.). Lijevo su prikazani podaci iz demografskih i zdravstvenih
istrazivanja (DHS), dok su desno koriSteni UN podaci prijavljeni za istu godinu.

DHS-11988 UN 1989
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Slika 4.19: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Tajland, 1988.

19. Jo§ jedan primjer usporedbe dobno specifi¢nih podataka o stopi fertiliteta u Tu-
nisu (1987.). Lijevo su prikazani podaci iz demografskih i zdravstvenih istraZivanja
(DHS), dok su desno koristeni UN podaci prijavljeni za istu godinu.
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Slika 4.20: [12] Logisticki rast stope fertiliteta, Tunis, 1987.

20. Logisticki pad mortaliteta dojencadi u Norveskoj izmedu 1850. i 1990. prikazan
je na sljedecem grafu. Pad od 121 smrtnih slucajeva na 1000 rodenih dojencadi na
10 dojencadi dramatic¢no je i1 redovito. Logistika je bila prikladna ako pretpostavlja
konacni cilj nulte smrti, gdje bi teorijska granica mogla iznositi oko 3 do 4, ovisno o
napredovanju medicinske tehnologije i postupcima probira.
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Logistic Decline of Infant Mortality, Norway, 1850-1990
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Slika 4.21: [12] Logisticki pad mortaliteta dojencadi, Norveska, 1850-1990.
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Sazetak

Logisticka funkcija opisana je formulom

e

te je za njen logisticki model znacajno da stopa rasta opada. Glavninu ovog rada predstavlja
logisticki rast u migracijama, tj. logisticki rast s konstantnom emigracijom ili imigracijom.
Diferencijalna jednadZba za logisticki rast s konstantnom imigracijom glasi

dN
—— =aN - bN? + s,
dt

pri ¢emu je s stopa useljavanja, dok logisticki rast s konstantnom emigracijom zapisujemo

dN
— =aN -bN* - h
dt

pri ¢emu je h stopa iseljavanja. Kroz razli¢ite primjere i grafove uo¢avamo logisticki rast.



Summary

The logistic function is described by the formula

e

and for its logistic model it is significant that the rate of growth declines. The main goal
of this work is to present logistic growth in migration - logistics growth with constant
emigration or immigration. The differential equation for logistic growth with constant
imigration is

dN

— =aN - bN? + s,
dr a S

where s is the immigration rate, while logistical growth with constant emigration we write

dN
— =aN-bN*—h
dt
where £ is the harvesting rate. Through various examples and graphs, we see a logistic

growth.



Zivotopis

Rodena sam 17.05.1991. u Ljubljani. Osnovnu Skolu zavr§avam odli¢nim uspjehom u
malom gradi¢u Moravce u Sloveniji. Tijekom osnovnoskolskog obrazovanja aktivno sam
se bavila sportom, odbojkom i rukometom, sudjelovana na natjecanjima iz matematike,
slovenskog jezika, povijesti 1 geografije, a isto tako sam bila odli¢na pijanistica. Glaz-
benu Skolu sam pohadala 5 godina. Nakon osnovne Skole Zelja mi je bila upisati medresu
(srednju teolosku Skolu), a najbliza medresa bila je u Zagrebu, stoga svoje srednjeskolsko
obrazovanje i zivot provodim u sklopu Islamskog centra u Zagrebu. Odlazak od kuce bio je
veliki izazov, ali 1 velika Skola koja mi je pomogla da se osamostalim. Na Europskom na-
tjecanju u u¢enju Kur’ana na arapskom jeziku osvajam 2.mjesto. Srednju Skolu zavrSavam
kao najbolja u€enica generacije te stjeCem zvanje vjerouciteljice. Tijekom osnovne i sred-
nje Skole matematika mi je bila omiljeni predmet, stoga nije bilo teSko odluciti se studirati
upravo matematiku (inZinjerski smjer). Nakon tri godine studiranja stupam u bra¢nu vezu,
a tijekom diplomskog studija na matematici (nastavnicki smjer) postajem i majka dvojice
djecaka. Kroz cijelo svoje obrazovanje voljela sam poducavati i pomo¢i drugima, stoga
sam se nakon inZinjerskog smjera lako odlucila za nastavnicki smjer. Uz sve obiteljske
obveze i obveze vezane za studij, volim boraviti u prirodi, volim putovanja i upoznavanje
novih ljudi i kultura. Uz maternji bosanski jezik, te¢no govorim hrvatski i slovenski.



