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Uvod

Istrazivanje particioniranja grafova zapocelo je u ranim 70-im godinama prosloga stoljeca.
Cilj je za dani graf pronadi particiju skupa vrhova odredenog kardinaliteta takvu da je
zadovoljen neki uvjet optimalnosti. Mnogi se problemi iz stvarnog svijeta mogu svesti
na problem pronalazenja optimalne particije grafa. Neki su primjeri transportne mreZze,
segmentiranje slika i redukcija dimenzije prilikom dizajna integriranih krugova. Takoder,
danas se sve viSe 1 viSe govori o istraZzivanju druStvenih navika, posebno putem druStvenih
mreZza. Kako su ljudi na druStvenim mreZama povezani relacijama prijateljstva (Facebook),
pracenja (Instagram) 1 sli¢no, moguce je za takvu mreZu modelirati graf u kojima su ljudi
¢vorovi, a relacije medu njima bridovi. Particioniranjem takvog grafa moguce je detektirati
1 okarakterizirati neke skupine. Zato je ovo podrucje vrlo interesantno i neprestano se
razvija.

S druge strane, radi se o sve ve¢im i ve¢im grafovima pa razvoj metoda za particioni-
ranje traZi sve vise poboljSanja u odnosu na standardno koristene metode. U ovom ¢emo
radu opisati matematicku stranu problema particioniranja grafa. Na pocetku ¢emo dati sve
potrebne definicije i definirati sam problem, a nakon toga ¢emo promotriti neke poznate
metode rjeSavanja, spektralno particioniranje i viSerazinsku metodu. Vidjet éemo kako jo$
postoje brojni problemi i nedostaci u opisanim algoritmima, Sto ¢e najbolje prikazati po-
trebu za daljnjim istrazivanjem. Na kraju ¢emo implementirati neke od opisanih algoritama
1 usporediti dobivene rezultate.



Poglavlje 1

Pojmovi i oznake

RjeSavanje problema particioniranja grafova spaja nekoliko matematickih podrucja. U radu
¢e nam biti potrebni pojmovi iz teorije grafova, neki pojmovi iz podrucja diskretne mate-
matike te optimizacije. Zato poc¢injemo definiranjem pojmova koje ¢emo koristiti. Poglav-
lje je podijeljeno na dva dijela. U prvom je dijelu dana teorija koja se ti¢e grafova, a u
drugom se nalaze ostali pojmovi s kojima ¢emo se Cesto susretati, npr. pojam particije.

1.1 Grafovi

Definicija 1.1.1. (Graf) Neka je V neprazan skup i E skup koji sadri uredene parove iz
V X V. Graf G jest uredeni par (V, E). Elemente skupa V nazivamo vrhovima grafa G,
a elemente multiskupa E nazivamo bridovima grafa G. Graf G je konacan ako su 'V i E
konacni, a inace je beskonacan.

U ovom ¢emo se radu susretati samo s konacnim grafovima pa odsad to ne¢emo po-
sebno napominjati. Sljedeca definicija daje vrlo vaznu podjelu grafova.

Definicija 1.1.2. (Usmjeren i neusmjeren graf) Neka je G = (V, E) graf. Ukoliko za svaki
brid (vi,v,) € E vrijedi (v,,v) € E, kaZzemo da je graf G neusmjeren. U suprotnom kaZemo
da je graf G usmjeren.

Neusmjerenim bismo grafovima mogli prikazati mreZu prijatelja na Facebooku. Na-
ime, ako jedna osoba ima drugu za prijatelja, tada je relacija prijateljstva simetricna, tj.
1 druga osoba ima prvu na listi prijatelja. U nekim drugim slucajevima nije isto. Na
druStvenoj mreZi Instagram moguce je da jedna osoba prati drugu, ali da suprotan smjer ne
vrijedi. Tada bismo za prikaz mreZe trebali usmjereni graf. U ovom ¢emo se radu susretati
samo s neusmjerenim konacnim grafovima.
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Definicija 1.1.3. Neka je G = (V, E) graf te neka je e = (vi,v,) € E. KaZemo da su vrhovi
vy 1 v, krajevi od e, da su medusobno susjedni te da su incidentni s e. Za dva brida e, i e,
kaZemo da su susjedni ako imaju zajednicki kraj, tj. e; = (v,vi) i e; = (v, ;).

Pocevsi od sljedece definicije, u radu ¢e se Cesto koristiti pojam kardinaliteta skupa.
Ako je S neki skup, njegov ¢emo kardinalitet oznaciti s |S|.

Definicija 1.1.4. (Stupanj vrha) Neka je G = (V,E) graf. Stupanj vrha v € V jest broj
bridova kojima je on kraj:

deg(v) = {(v,v') € E,v' € V}|. (1.1)
Definicija 1.1.5. (Petlje) Brid ¢iji se krajevi podudaraju naziva se petlja.
Definicija 1.1.6. (Jednostavan graf) Neusmjereni je graf jednostavan ako nema petlji.

Definicija 1.1.7. (Regularan graf) Za neusmjereni graf kaZemo da je regularan stupnja R
ako svi vrhovi imaju isti stupanj R.

U radu ¢emo se baviti jednostavnim i regularnim grafovima. Jos jedno svojstvo grafa
koje ¢emo spominjati jest povezanost.

Definicija 1.1.8. (Put i povezan graf) Neka je G = (V,E) grafin € N, n < |V| — 1. Put
na grafu G jest niz bridova (vo, vy), V1, V2), cooy Vo1, V), vi € V, takav da za svaki par i i j
takav da je i # jvrijedi v; # v;. Za graf G kaZemo da je povezan ako za svaki par vrhova
postoji put izmedu njih.

Definicija 1.1.9. (Potpuno povezan graf) Za graf G kaZemo da je potpuno povezan ili
potpun ako je svaki par vrhova spojen bridom.

Nastavljamo s definicijama sparivanja, koje ¢e biti vrlo vazne u opisu viSerazinske
metode u Cetvrtom poglavlju.

Definicija 1.1.10. (Sparivanje na grafu) Sparivanje (engl. matching) na grafu G = (V, E)
Jjest skup bridova M C E u kojemu nijedan par bridova nema zajednickih vrhova, odnosno
u kojemu ne postoje susjedni bridovi. KaZemo da su vrhovi u i v spareni u M ako su u i v
krajevi nekog brida u M.

Definicija 1.1.11. (Najvece sparivanje) Sparivanje M na grafu G je najvece (engl. maxi-
mum matching) ako ne postoji sparivanje s vecim brojem bridova.

Definicija 1.1.12. (Maksimalno sparivanje) Sparivanje M na grafu G je maksimalno (engl.
maximal matching) ako se ne moZe prosiriti jos nekim bridom.
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Primijetimo da je svako najvece sparivanje ujedno i maksimalno. Obratno ne mora
vrijediti. Nadalje, graf moZe imati viSe najvecih sparivanja, a time i viSe maksimalnih
sparivanja.

Slika 1.1: Razlika izmedu maksimalnog (lijevi graf: M = {e,}) 1 najveceg (desni graf:
M = {ey, e3}) sparivanja, preuzeto iz [2].

Bridovi u grafu oznaCavaju povezanost vrhova, a u primjenama Cesto tu povezanost
Zelimo dodatno oznaciti dodavanjem odredenih vrijednosti, teZina.

Definicija 1.1.13. (7eZinski graf) Za graf G = (V, E) kaZemo da je teZinski ako je svakom
bridu e € E pridruZena realna vrijednost w(e), koju nazivamo teZina brida e. Paru vrhova
(v1,v2) € V? za koji vrijedi (v, v,) ¢ E pridruZujemo teZinu w(vi, v,) = 0.

TeZina podskupa X skupa bridova E jest suma teZina elemenata od X:

w(X) = Yeex wie).
Napomena: TeZinu brida e = (v;,v;) oznacavamo s w(e), w(v;, v;) ili wjj.

Takoder, postoje problemi u kojima je potrebno vrhovima dodijeliti teZine, no ovdje
uzimamo da su vrhovi teZine jedan, a bridovima dodjeljujemo razli¢ite vrijednosti, koje su
u literaturi najcesée, a u ovom radu uvijek, strogo pozitivne cjelobrojne.

Ukoliko se radi o tezinskom grafu, redefiniramo stupanj vrha v € V kao sumu teZina
svih njemu incidentnih bridova:

deg(v) = Z w, V). (1.2)

(v,V)eE

NeteZinske grafove moZemo promatrati kao teZinske u kojima svi vrhovi i bridovi imaju
tezinu jednaku jedan. Nadalje, grafovima pridruZujemo matrice u kojima su zapisana neka
njihova svojstva poput stupnjeva vrhova i teZina bridova. Iz tih matrica moZemo procitati
mnoge korisne informacije, Sto ¢emo kasnije vidjeti, posebno u primjeru spektralnog par-
ticioniranja grafa.

Definicija 1.1.14. (Matrica susjedstva) Neka je G = (V, E) jednostavan graf. Matricu
A € RV"WVtakyu da za sve (i, j) € (1,2, ..., |VI}* vrijedi
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A= {0, ako i = j,

wij, inace,
nazivamo matrica susjedstva grafa G.

Definicija 1.1.15. (Matrica stupnjeva) Neka je G = (V, E) graf. Matricu D € RV™V! takvu
da za sve (i, j) € {1,2, ..., |VI}* vrijedi

D.. = deg(i) = Z\kv=|1 Wik, akoi=],
h 0, inace,

nazivamo matrica stupnjeva vrhova grafa G.

Definicija 1.1.16. (Laplaceova matrica) Neka je graf G = (V, E) jednostavan graf, a ma-
trice A i D redom pripadajuce matrice susjedstva i stupnjeva vrhova grafa G. Matricu

L=D-A

nazivamo Laplaceova matrica grafa G.

5
3 <
2 N "
1
2 7
&
4
30 0 0 0 00 201 3 0 -2 0 -1
016 0 0 O 00 3 6 7 0O 16 -3 -6 -7
D=10 0 9 0 0 |,A=]23 04 0|,L=]-2 -3 9 -4 0
0O 0 015 O 0 6 405 0O -6 -4 15 -5
0O 0 0 0 13 17 0 50 -1 -7 0 -5 13

Slika 1.2: Primjer neusmjerenog tezZinskog grafa i njemu pripadajuce matrice stupnjeva,
matrice susjedstva te Laplaceove matrice.
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1.2 Ostali pojmovi

Definicija 1.2.1. (Particija skupa) Neka je X # 0. KaZemo da je familija skupova {X; : i €
1} particija skupa X ako vrijedi:

zasvei€ljeX; CX,
zasvei€ljeX; # 0,
zasvei,je€l,i# jvrijedi X; N X; =0,
Uit X; = X.

AN~

Broj elemenata particije, odnosno kardinalitet particije, oznacavamo s k.

Broj particija skupa nazivamo Bellov broj. S B, ¢emo oznacavati n-ti Bellov broj,
odnosno broj particija skupa kardinaliteta n. Po definiciji je By = 1, a Bellovi brojevi dalje
zadovoljavaju rekurziju:

" (n-1
B, = ; (k_ 1) B, ..neN. (1.3)

Ako neki skup ima n elemenata, onda broj njegovih particija koje se sastoje od to¢no k
skupova nazivamo Stirlingov broj druge vrste 1 oznacavamo sa S ,,x. Vrijedi:

l)n
Sk = 11 1.4
‘ Z( )i- ,(k_l), (1.4)
Takoder, vrijedi:
By= ) S (1.5)
i=1

Definicija 1.2.2. (Kombinatorni optimizacijski problem) Kombinatorni optimizacijski pro-
blem jest uredena trojka (S, p, f) takva da:

o S je diskretan skup koji nazivamo prostor rjesenja,

e p je predikat na S, odnosno funkcija koja elemente skupa S preslikava na skup {true,
false},

o f: § — R je funkcija koja svakom elementu x skupa S pridruzuje neku teZinu f{x).

Funkciju f nazivamo ciljnom funkcijom problema. Predikat p generira skup S, ={x € § :
P(x) = true} koji nazivamo skupom dopustivih rjesenja problema. Svaki element skupa S
naziva se rjesenje problema, a svaki element skupa S , dopustivo rjeSenje problema.
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RjeSavanje kombinatornog optimizacijskog problema svodi se na traZenje elementa X €
S . 1li podskupa skupa S , koji minimizira ciljnu funkciju f:

f(X) = minyes, f(x). (1.6)

U ovom su poglavlju dane osnovne definicije i oznake koje ¢e biti potrebne u nastavku
rada. Prije nego Sto prijedemo na algoritme, potrebno je pobliZe opisati problem partici-
oniranja grafova i s njime povezane pojmove, poput ravnoteze, reza i drugih.



Poglavlje 2

Problem particioniranja grafa

U definiciji dana je definicija particije nekog skupa. No, u definiciji graf smo
definirali kao par skupa vrhova i skupa bridova pa nije odmah jasno na koji se od tih sku-
pova problem particioniranja grafa odnosi. U ovom ¢emo radu promatrati particioniranje
skupa vrhova.

Particija skupa vrhova grafa definira se kao u definiciji [I.2.1}, uz X = V. Neka je
P, = {Vi, ..., Vi} neka takva particija skupa V. Broj k je kardinalnost particije 1 u ostatku
rada ¢emo, ukoliko trazimo particiju kardinalnosti k, govoriti o k-particioniranju. Skupove
Vi,i € I, zovemo dijelovima particije.

< A
= A Pa

\« 2
AL

Slika 2.1: Prikazane su dvije razliCite particije istog grafa. Vrhovi koji pripadaju istom
dijelu particije oznaceni su istom bojom.

2.1 Ravnoteza particije
Bellov broj za n = 6 iznosi 203 (vidi (I.3))). Dakle, graf na slici[2.Tjmogli smo particionirati

na 203 nacina. Prikazan je primjer particije u kojoj je jedan vrh odvojen te primjer u kojem
oba dijela particije imaju jednak broj vrhova. Kako je smisao particioniranja grafa cesto bas

8
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one vrhove koji su medusobno povezaniji svrstati u iste skupove, to bi i situacija s prvog
dijela slike mogla biti Cesta pojava. Naime, odvojeni je vrh povezan samo jo§ s jednim
vrhom dok ostali imaju barem dva susjeda. Jedna je od primjena particioniranja grafova
istrazivanje druStvenih mreza pa uzmimo sli¢an primjer. Vikendom se Cesto odrZavaju
sportska natjecanja pa se roditelji angaZiraju i svojim osobnim automobilima prevoze grupu
djece, npr. neku kadetsku nogometnu ekipu. Kao i u svakoj skupini, neka su djeca vise
medusobno povezana, neka manje. Zelimo ih grupirati po automobilima tako da bolji
prijatelji budu zajedno, no ne Zelimo da neki automobil bude pretrpan, a neki drugi gotovo
prazan. Tada algoritmu za particioniranje grafova, osim toga da zajedno stavi onu djecu
koja su medusobno u boljim odnosima, dajemo 1 uvjet da grupe budu podjednako velike
(1, u slucaju podjele po automobilima, ne vece od Cetiri elementa). Opisano se u problemu
particioniranja grafova ostvaruje pojmom ravnoteze particije.

Definicija 2.1.1. (RavnoteZa particije) Neka je G = (V,E) graf i P, = {Vy,..., Vi} k-
particija grafa G. Prosjecna teZina dijela pri k-particiji P, od 'V jest

=[]

RavnoteZa bal(Py) particije Py jest kvocijent dijela particije Py najvece teZine i prosjecne
teZine particije:

max; w(V;)

bal(Py) = 2.1)

avg

Particija je savrSeno uravnotezena kada joj je ravnoteZa jednaka 1. Ranije smo rekli
kako ¢emo uzimati da su tezine vrhova grafa jednake jedan pa je vrijednost w(V) zapravo
jednaka kardinalitetu skupa V, |V|. Dakle, wg,, = [%'l. Ukoliko je |V| djeljivo s k, vrijed-
nost ravnoteze k-particije bit ¢e 1 ako i samo ako su svi dijelovi particije tezine '—‘kll Ako
pak pri dijeljenju |V| s k dobivamo ostatak koji nije nula, vrijednost ravnoteze 1 postize
se ako |V| mod k dijelova ima [%] elemenata, a ostali jedan manje. Znaci, pojmovi pro-
sjeCne tezine i ravnoteZe particije pomazu pri konstrukciji k-particije s dijelovima gotovo
identi¢nih tezZina/kardinaliteta.

2.2 Funkcije particioniranja
Prema (2], ciljne funkcije particioniranja grafa opisuju razlike izmedu dijelova particije ili

sli¢nosti unutar dijelova particije. U teZinskom ¢e grafu veca slicnost dvaju vrhova biti
oznacena ve¢om tezinom brida izmedu njih.
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Definicija 2.2.1. (Funkcija reza) Neka je G = (V,E) grafi V, i V}, neka dva podskupa od
V. Definiramo rez izmedu skupova V, i V,:

rex(Va, Vo) = . > i, v). 2.2)
ueV, veVy
Neka je P, = {Vi, ..., Vi} neka particija skupa V na k dijelova. Najjednostavnija funk-
cija u problemima particioniranja grafova jest rez particije, koji oznaCava ukupnu teZinu
bridova koji spajaju vrhove razlicitih dijelova particije Py.

Definicija 2.2.2. (Rez particije)

rez(Py) = Z rez(Vi, V;)
i<j

L& (2.3)
=3 Z rez(V, V\ V)
i=1

Funkcija koja opisuje omjer izmedu reza i teZine za svaki dio particije zove se razmjerni
rez. U literaturi postoji viSe definicija ove funkcije, no ovdje se drzimo definicije kao u [2].

Definicija 2.2.3. (Razmjerni rez particije)

k
rez(V,,V\ V)
Rrez(Py) = y ——L2 - 70 (2.4)
‘ Z w(V;)

Jos jedna funkcija koja se Cesto pojavljuje u particioniranju grafova jest normalizirani
rez, koji za svaki dio particije opisuje omjer izmedu reza i1 sume tezina svih bridova s
kojima je incidentan barem jedan vrh iz tog dijela. Drugim rijeCima, opisuje omjer izmedu
tezine bridova koji povezuju vrh iz dijela particije s vrhom koji nije u tom dijelu i svih
bridova koji izlaze iz vrhova tog dijela. Ako su vrhovi razvrstani po particiji po sli¢nosti,
onda je u svakom dijelu viSe onih bridova ¢ija su oba vrha u tom dijelu, a manje je onih
bridova koji spajaju razlicite dijelove particije. Dakle, normalizirani rez je manji.

Definicija 2.2.4. (Normalizirani rez particije)

a Vi, V\V,
Nrez(Py) = Z rei(ez(v. :/) )

(2.5)
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Napomena: Ako su teZine u grafu pozitivne, S$to je najceséi slucaj u problemima
particioniranja grafova, onda su i gornje funkcije pozitivne.

2.3 Formalna definicija i podjela

Ranije je definiran kombinatorni optimizacijski problem (definicija[l.2.2). U ovom ¢emo
odjeljku formalno definirati problem particioniranja grafa kao kombinatorni optimizacijski
problem i uvest ¢emo podjelu s obzirom na to postoji li uvjet na ravnotezu particije ili ne
postoji. Osvrnut ¢emo se 1 na ranije definirane funkcije reza, razmjernog reza i normalizi-
ranog reza u razli¢itim vrstama problema.

Definicija 2.3.1. (Generalizirani optimizacijski problem k-particioniranja grafa)
Neka je G = (V,E) graf i k € N, k > 2. Definiramo trojku (S, p, f) koja karakterizira
generalizirani optimizacijski problem k-particioniranja grafa:

e prostor rjeSenja S je skup svih mogucih particija od V, kardinaliteta od 1 do |V,

e neka je p’ predikat takav da za P € S vrijedi p’(P) = true ako i samo ako |P| = k;
predikat p generaliziranog problema definiramo tako da p(P) = true — p’(P) =
true,

e f:S — R je ciljna funkcija.
Skup dopustivih rjesenja problema definiran je sljedecim:
S,={P €S : p(P)=true}.

Generalizirani optimizacijski problem svodi se na pronalazak particije Py € S , koja mini-
mizira ciljnu funkciju f:

f(PY) = minpes, f(PY). (2.6)

Primijetimo da se u definiciji spominju dva predikata. Predikat p’ zahtijeva samo da je
kardinalitet particije u skupu dopustivih rjesenja jednak k. Predikat p moze biti restriktiv-
niji. Upravo se to dogada kada uvedemo uvjet na ravnotezu particije. Predikat p’ napravit
¢e skup k-particija, a predikat p iz tog e skupa izbaciti sve one particije koje ne poStuju
uvjet ravnoteZze. Tako se dobiva skup dopustivih rjeSenja na kojemu se onda trazi mini-
mum neke ciljne funkcije, npr. reza. Kao $to je ve¢ napomenuto na pocetku ovog odjeljka,
postojanje/nepostojanje uvjeta na ravnotezu probleme particioniranja grafa dijeli na dvije
velike skupine.
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Problem particioniranja grafa s uvjetom na ravnotezu

RavnoteZza particije definirana je u definiciji[2.1.1] Da bi neka k-particija bila rjeSenje ovak-
vog problema, nije dovoljno samo da minimizira ciljnu funkciju, ve¢ mora postivati dani
uvjet na ravnotezu. NajceS€e je uvjet dan kao maksimalna dozvoljena ravnoteza 1, prema
[2]], iznosi izmedu 1.00 1 1.05. Naime, ukoliko nije nuzno da je particija doista savrSeno
uravnoteZena, nekad se malim odstupanjem moZe dobiti poboljSanje na minimizaciji ciljne
funkcije.

Sto se ciljnih funkcija ti¢e, u ovom se tipu problema najée$ée minimizira funkcija reza.
U [2] je pokazano da je za probleme u kojima su dijelovi particije jednakih kardinaliteta
rez jednak razmjernom rezu, do na multiplikativnu konstantu. Dakle, minimizacija reza
u ovom je slu€aju ekvivalentna minimizaciji razmjernog reza. Normalizirani rez se, opet
prema [2]], u ovim problemima ne susree. Naime, funkcija normaliziranog reza izolira
medusobno povezane vrhove od ostalih, Sto je esto u kontradikciji s nalaZzenjem jednakih
dijelova. Slijedi formalna definicija problema.

Definicija 2.3.2. (Particioniranje grafa s uvjetom na ravnoteZu)

Neka je G = (V, E) graf, k kardinalitet particije i bal_max maksimalna ravnoteZa particije.
Neka je S prostor rjeSenja definiran generaliziranim problemom particioniranja. Skup
dopustivih rjeSenja S , dan je sljedecim:

S,=1{P; €S :|P]|=kibal(P;) < bal_max}.

Problem particioniranja grafa s uvjetom na ravnotezZu svodi se na pronalaZenje X € S , koji
minimizira ciljnu funkciju f:

f(X) = min,es, f(x). (2.7)

Problem particioniranja grafa bez uvjeta na ravnotezu

Definicija 2.3.3. (Particioniranje grafa bez uvjeta na ravnoteZu)
Neka je G = (V,E) graf i k kardinalitet particije. Neka je S prostor rjeSenja definiran
generaliziranim problemom particioniranja. Skup dopustivih rjesenja S , dan je sljedecim:

Sa:{P[ESIlpilzk}.

Problem particioniranja grafa bez uvjeta na ravnoteZu svodi se na pronalaZenje particije
X € S, koja minimizira ciljnu funkciju f:

S(X) = minyes, f(x). (2.8)

Slijedi nekoliko primjera primjene particioniranja grafa na razli¢itim podruc¢jima.
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2.4 Primjene particioniranja grafova

Primjer 1. Segmentiranje slika

Segmentiranje slike jest podjela slike na neki konacan broj regija. Regije su obi¢no
razliCiti objekti na slici ili pozadina 1 ostatak slike. Cilj segmentiranja je najceSce izdva-
janje nekog objekta od ostatka slike. Slike moZemo promatrati kao neusmjerene grafove
kojima su pikseli ¢vorovi, a bridovi povezuju svaki piksel s njemu susjednim pikselima.
Segmentiranje slike moguce je provesti particioniranjem grafa piksela. Svaki je piksel opi-
san vektorom koji sadrZzi tri vrijednosti: razinu crvene, razinu zelene te razinu plave boje
(RGB vrijednosti piksela). Tako se za svaki par vrhova moZe izracunati sli¢nost po bojama.
Pikseli koji tvore isti objekt vjerojatno Ce biti slicni po bojama. Takoder, za svaki se piksel
iz RGB vrijednosti moZe izraCunati razina sive boje. Nadalje, pikseli koji pripadaju istom
objektu uglavnom ¢e biti na susjednim mjestima. Particioniranjem grafa piksela slicni se
pikseli, dakle oni koji vjerojatno pripadaju istom objektu, svrstavaju u isti dio particije.
Tezina bridova treba oznaciti slicnost medu pikselima. Jedna je mogucnost za dodjelu
tezina bridovima funkcija predloZena u [2] sljedece:

W = (let . Jl /3) Ve € E, (2.9)
gdje su @, B € N neki parametri, p; i p; su razine sive dvaju susjednih vrhova, odnosno pik-
sela, a dist(i, j) je neka mjera udaljenosti medu pikselima, npr. euklidska udaljenost. Kako
se radi o particioniranju bez uvjeta na ravnotezu (ne moZemo garantirati da npr. objekt
na slici zauzima jednak broj piksela kao pozadina), agoritam particioniranja minimizira
jednu od triju opisanih ciljnih funkcija. Najces€e je to funkcija normaliziranog reza, koja
je, prema [2] i kreirana kako bi u segmentiranju slika particioniranjem grafova zamijenila
razmjerni rez.

Primjer 2. 1zdvajanje interesnih skupina na temelju komentara na forumu

U [1] je opisana primjena particioniranja grafova na izdvajanje skupina na temelju ko-
mentara na forumu. Komunikacija se na forumu odvija tako da se na neciju poruku odgo-
vara referencom na njegovu poruku i zatim slijedi tekst odgovora. Tako su autori komentara
povezani u graf u kojem su oni ¢vorovi, a brid izmedu njih oznacava relaciju ,,odgovoriti
na poruku”. Dakle, u ovom se slu€aju radi o usmjerenom grafu. Karakteristika skupina od
koje autori rada polaze jest da ¢e osoba ceS€e odgovoriti na necije misljenje ako se s njime
ne slaZze. Zato ovdje imamo malo drugaciju situaciju nego dosad jer zapravo Zelimo raz-
dvojiti vrthove medu kojima postoji brid, Sto znaci da Zelimo da rez bude Sto veéi. Takoder,
nemamo uvjet na ravnotezu particije jer ne mozemo unaprijed reéi da ¢e polovina autora
biti jednog, a polovina drugog misljenja. Particioniranje grafova tako ¢e dati podjelu autora
na skupine za i protiv po temama abortusa, kontrole oruzja i imigracija. Kako su poruke na
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forumima Cesto kratke i iz kljucnih rijeci nije lako odrediti radi li se o slaganju ili protiv-
ljenju jer su kljucne rijeci uglavnom sli¢ne, ovaj je pristup dao bolje rezultate nego analiza
metodama za obradu teksta.

Primjer 3. Planiranje ruta

Particioniranje grafa u geografskom smislu opéenito moze posluziti za podjelu velike
1 komplicirane geografske mreZe na manje cjeline koje je lakSe analizirati. Planiranje ruta
problem je s kojim se svakodnevno susrecu brojne kompanije koje moraju prevesti neki
teret na razlicita odrediSta. U interesu im je teret prevesti u Sto kraCem roku sa $to manjim
troSkom. Ako odrediSta promatramo kao ¢vorove, a puteve izmedu njih kao bridove, cilj
je pronaci optimalan redoslijed dostave tereta. Bridovi dobivaju teZine koje ne oznaCavaju
samo udaljenosti izmedu vrhova, ve¢ 1 neke druge faktore, poput npr. kvalitete ceste, pos-
tojanje benzinske pumpe ili neSto drugo Sto je kompaniji vazno u njezinom poslovanju.
Particioniranjem takvog grafa i minimizacijom reza izmedu particija utvrduje se koja su
podrucja bolje povezana u opisanom smislu te se to dalje koristi u planiranju realizacije
dostave. Ukoliko kompanija ima viSe vozila, particioniranje grafa odrediSta moze i dati
podrucje dostave za svako od tih vozila. U prvom slu¢aju nema uvjeta na ravnotezu, cilj je
dobiti §to kvalitetnije particije, bez obzira na broj odredisSta u dijelovima. U drugom slucaju
uvjet moze postojati. Neka kompanija moZe zahtijevati da svaki vozac preveze jednak teret.

Na kraju ovog poglavlja napomenimo joS da je problem particioniranja grafa tipicno
NP-tezak. ObrazloZenje se moze naci u [2, poglavlje 1, sekcija 1.10] ili u [4) poglavlje,
sekcija 2.1]. Vjeruje se da za rjeSavanje problema iz te klase ne postoje polinomijalni
algoritmi pa im se pristupa heuristickim i aproksimacijskim algoritmima.



Poglavlje 3

Spektralno particioniranje grafa

U ovom poglavlju opisujemo metodu spektralnog particioniranja grafova. Prvo definiramo
pojmove iz linearne algebre potrebne za razumijevanje metode te navodimo nekoliko bit-
nih svojstava ranije definiranih matrica. Zatim na jednostavnom primjeru objaSnjavamo
osnovnu ideju. Nastavljamo s biparticioniranjem i k-particioniranjem s uvjetom na rav-
notezu particije. Na kraju dajemo pseudokod za opisani algoritam.

3.1 Osnovni pojmovi

Definicija 3.1.1. (Svojstvena vrijednost i svojstveni vektor)

H
Svojstveni vektor kvadratne matrice M € R™" jest svaki vektor v € R", v # 0, za koji
postoji skalar A € R takav da vrijedi

Mv = Av.

Pripadni skalar A zovemo svojstvena vrijednost matrice M. Skup svih svojstvenih vrijed-
nosti A matrice M zovemo spektar od M.

Definicija 3.1.2. (Pozitivno semidefinitna matrica)
Za realnu simetricnu matricu M reda n kaZemo da je pozitivno semidefinitna ako zadovo-
ljava jedno od sljedecih (ekvivalentnih) svojstava:

H
1. za svaki vektor-stupac v € R",v # 0, vrijedi v Mv > 0,
2. sve su svojstvene vrijednosti matrice M nenegativne.

Propozicija 3.1.3. Laplaceova matrica L neusmjerenog teZinskog grafa G = (V, E) s pozi-
tivnim teZinama bridova pozitivno je semidefinitna.

15
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Dokaz. (kaou [2])

Jednostavno je vidjeti da je Laplaceova matrica neusmjerenog grafa simetri¢na. Naime,
ﬁ
vrijedi L;; = —w;; = —wj; = L, za i # j. Uzmimo sada neki vektor x € R" \ {0}, gdje je

n =|V|. Zasvakii € {1,...,n} vrijedi:

M=

(x"L); = xideg(i) — XWij
=1
:X,'ZW,'J'— XiWij (31)
=1 =1

n
= Z(Xi - -xj)wij-
=1

Dakle,
x'Lx = Z z:(xi2 — XiXj)Wij. (3.2)
i=1 j=1
Zbog neusmjerenosti grafa vrijedi w;; = wj; te u sumi za svaki par indeksa (i, j) imamo
sljedece:
()Ciz - Xl'Xj) Wij + (X? - )iji) Wj,' = (X[ - Xj)z W,‘j. (33)

Budu¢i da je w;; = 0 ukoliko (v;,v;) ¢ E, izraz u (3.2) moZemo pisati ovako:

x'Lx = Z (x; — xj)2wl~j. (3.4)

(vi,v)eE

Kako su tezine bridova pozitivne, to je i gornji izraz nenegativan pa je matrica L pozitivno
semidefinitna. o

Propozicija 3.1.4. Najmanja svojstvena vrijednost Laplaceove matrice jest A; = 0, a pri-
padajuci je svojstveni vektor 1 = [1,...,1]7.

Dokaz. 1z prethodne propozicije znamo da je Laplaceova matrica pozitivno semidefinitna,
a tada, iz definicije pozitivno semidefinitnih matrica, slijedi da su joj sve svojstvene vrijed-
nosti nenegativne.

Nadalje, u i-tom retku na dijagonali Laplaceove matrice nalazi se stupanj i-tog vrha
grafa, a na ostalim mjestima istog retka nalaze se teZine bridova iz i-tog vrha pomnoZene
s —1. Kako je stupanj vrha zapravo zbroj svih teZina bridova koji izlaze iz tog vrha, to je
zbroj elemenata u retku jednak 0. No, zbrajanje svih elemenata retka jednako je mnoZenju
retka s vektorom 1. Dakle, vrijedi:
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Ll =0=41.
O

Sada dajemo teorem na kojemu se temelji algoritam spektralnog particioniranja grafa
1 po kojem je i dobio ime. Realna simetri¢na matrica u teoremu je Laplaceova matrica, a
rastav koji je dan teoremom kasnije koristimo u povezivanju funkcija particioniranja grafa
sa spektrom Laplaceove matrice. Na taj nacin problem particioniranja grafa svodimo na
rjeSavanje odgovarajuceg generaliziranog svojstvenog problema.

Teorem 3.1.5. (Spektralni teorem)
Matrica M € R™" je realna simetri¢na ako i samo ako postoje realna ortogonalna matrica
U € M, i realna dijagonalna matrica A € M,, takve da je M = UAU".

Sljedecu definiciju samo navodimo jer ¢emo definirani pojam koristiti pri minimizaciji
funkcije normaliziranog reza u particioniranju bez uvjeta na ravnotezu.

Definicija 3.1.6. (7eZinska normalizirana Laplaceova matrica)
Neka je D matrica stupnjeva. TeZinska normalizirana Laplaceova L,,,, matrica definira
-1 -1
se kao L, = D2 LD7?, odnosno:
- zai=j
J

(lnorm)ij =3 wi . zai ij-
did;
Primijetimo da je i matrica L,,,,, simetri¢na.

3.2 Osnovna ideja algoritma spektralnog particioniranja

U proSlom su odjeljku definirane matrice koje sadrze informacije o grafu. Sada svojstva tih

matrica Zelimo iskoristiti za particioniranje istog. Za prikaz ideje spektralnog particionira-

nja iskoristit ¢emo jedan od jednostavnijih slucajeva, biparticioniranje s ciljnom funkcijom

reza. Neka je, dakle, G = (V, E) graf sa skupom vrhova V i skupom bridova E. Zelimo ga

podijeliti na dva dijela V; 1 V>, i to tako da rez medu njima bude Sto je moguce manji.
Neka je x € R”", gdje je n = |V/|, takav da za svaki v; € V vrijedi:

1, kov; € Vi,
= akov f (3.5)
-1, akov; € V,.
Takoder, vrijedi:
1
F’@Z(Vl, Vz) = Z Wi = E Z (Xl' - Xj)ZWij. (36)

vi€Vy,viEV, (vi,v))EE
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Sada iz (3.4) slijedi:
1
rez(Vy, V,) = ExTLx. (3.7)

Dakle, minimizacija reza biparticije moZe se posti¢i pronalaZenjem vektora x s elemen-
tima iz skupa {—1, 1} koji minimizira izraz x” Lx. Matrica L ima n nenegativnih realnih
svojstvenih vrijednosti, a najmanja je, po propoziciji jednaka 0. Dakle, svojstvene
vrijednosti matrice L moZemo sortirati 1 zapisati ovako:

0= <4 <...<4,. (3.8)
Po spektralnom teoremu postoje ortogonalna matrica U € R™" i dijagonalna matrica A €
R™" A = diag(Ay, ..., A,) takve daje L = UAUT. Sada za svaki x € R" vrijedi:
" Lx = x"(UAU)x = (U"x)" AU x) = Z AU X)) (3.9)
i=1

Bududi da je svaki |(UT x),|*> nenegativan, slijedi:
D UTOP < X Lx = AU X (3.10)
i=1 i=1
Dakle, trivijalni svojstveni vektor minimizira trazeni izraz (jer je tada Lx = 4;x = 0 pa je

i x Lx = 0), no ne daje zadovoljavajuée rjeSenje. Medutim, kako je 1; = 0, jednakost s
desne strane izraza (3.10) moZemo zapisati 1 ovako:

¥ Lx = AU )P (3.11)
i=2
pa vrijedi
LY UL < Y MU0 = 5 L. (3.12)
i=2 i=2

Ovime je pocetni problem sveden na problem nalazenja drugog najmanjeg svojstvenog
vektora Laplaceove matrice grafa, poznatog i pod nazivom drugi Fiedlerov vektor. Ele-
menti tog vektora opcenito ne poprimaju vrijednosti iz skupa {—1,1}. Stoga particiju
odredujemo pronalaZzenjem medijana elemenata Fiedlerovog vektora te njihovom podje-
lom na one koji su manji i one koji su ve¢i od medijana. Na primjer, uzmimo Fiedlerov
vektor x nekog grafa G sa Sest vrhova takav da je:

x' =[-0.14 -0.15 -04 -0.06 0.87 —0.08].
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Medijan ovog vektora je —0.11 pa éemo x, odnosno x’ diskretizirati na skup {—1, 1} tako
da na one elemente na kojima je vrijednost manja od —0.11 stavimo —1, a na ostala 1.
Dobivamo sljedece:

xX=[-1-1-1111].

Ako je, dakle, skup vrhova grafa G V = {1,2,3,4,5, 6}, prva Ce tri vrha pripasti jednom
dijelu particije (jer je na prva tri mjesta u diskretiziranom Fiedlerovom vektoru vrijednost
—1), a druga Ce tri vrha pripasti drugom dijelu particije.

3.3 Spektralno biparticioniranje s uvjetom na ravnotezu

U slucaju da je pri particioniranju zadan uvjet na ravnotezu, postupak je vrlo slican onome
1z proSlog odjeljka. Razlika je samo u diskretizaciji vektora x. Po [2]], dovoljno je uzlazno
sortirati vrijednosti u x i odabrati grani¢ni indeks i tako da vrijedi: x; < 01 dio particije
postiZze maksimalnu teZinu dozvoljenu uvjetom na ravnoteZu ili x; > 01 dio particije postize
minimalnu teZinu dozvoljenu uvjetom na ravnoteZzu. Dakle, ako je zadano da vrijednost
ravnoteze particije ne smije biti veca od 1.05, iz izraza mozemo dobiti maksimalnu
dozvoljenu veli¢inu dijela particije. Vektor x sortiramo uzlazno i prvom dijelu particije
dodajemo vrhove po redu, onako kako su sortirani po pripadajuc¢im vrijednostima u vektoru
x, 1 tako sve dok ne postignemo maksimalnu teZinu, tj. kardinalitet takav da je zadani uvjet
na ravnotezu zadovoljen.

3.4 Spektralno k-particioniranje s uvjetom na ravnotezu

Prema [2]] postupak spektralnog biparticioniranja moguce je generalizirati i na 2'- partici-
oniranje grafa G. Za pronalaZenje 2'-particije potrebno je prvih i + 1 Fiedlerovih vektora.
Svaki se od njih diskretizira na skup {—1, 1}, kao 1 u slu€aju biparticioniranja, i iz takvih
se diskretiziranih vektora stvaraju odgovarajuce bisekcije. Medutim, kako nove bisekcije
trebaju Cuvati ravnotezu, u praksi se, opet prema [2l] pokazalo da je postupak mogu¢ za par-
ticioniranje na 2, 4 ili 8 dijelova. Za visSe od toga najcesce se koristi tehnika rekurzivnog
biparticioniranja.

3.5 Spektralno particioniranje bez uvjeta na ravnotezu
Ukoliko rjeSavamo problem particioniranja grafa bez uvjeta na ravnotezu, prema [2]] treba

razlikovati dva slucaja: ciljna je funkcija normalizirani rez i ciljna je funkcija razmjerni
rez.
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Normalizirani rez

U [3]] je pokazano kako je za nalazenje minimuma u slu¢aju normaliziranog reza potrebno
rijeSiti spektralni problem tezinske normalizirane Laplaceove matrice L,,,, definirane u

definiciji [3.1.6] koji glasi ovako:
LnormZ = Az.

Nadalje, pokazano je kako iz gornje formulacije, uz y = D7z, slijedi D™'Ly = Ay. Tako
dobivamo generalizirani spektralni problem za Laplaceovu matricu L:

(D—-A)y=ADy,y=D7 2. (3.13)

I u ovom se slu¢aju minimizacija postiZze drugim Fiedlerovim vektorom. Buduéi da nema
uvjeta na ravnotezu, projekcija x na bisekciju P, = {Vy, V»}, prema [2], vr$i se na sljedeci
nacin: ako je x; negativan, vrh v; stavljamo u prvi dio Vi, inace u V.

Razmjerni rez

Ako je ciljna funkcija razmjerni rez, minimizacijski se proces sastoji od rjeSavanja sljedeceg
generaliziranog svojstvenog problema:

Lx = AAx. (3.14)

Ostatak procesa izvrSava se analogno slucaju normaliziranog reza.

3.6 Algoritam spektralnog particioniranja

Slijedi pseudokod za algoritam spektralnog biparticioniranja. Ukoliko je traZeni broj par-
ticija veci od dva, problem moZemo rijeSiti rekurzivnim biparticioniranjem.

Algoritam spektralnog biparticioniranja
Ulaz: graf G = (V, E)
Izlaz: biparticija (Vi, V,)
1: Generiraj matrice D i A grafa G.
2: Iz matrica D 1 A generiraj Laplaceovu matricu L grafa G.
3: Rijesi odgovarajuéi generalizirani svojstveni problem i izracunaj drugi Fiedlerov vek-
tor x.
4: IzraCunaj medijan vektora dobivenog u proslom koraku.
5: Diskretiziraj vektor x na skup {—1, 1} s obzirom na postojanje uvjeta na ravnoteZzu.
6: Zasveie€ {l,...,n}, ukoliko je x; > 0, vrh v; svrstaj u Vi, inae u V,.




Poglavlje 4

ViSerazinsko particioniranje

Viserazinsko particioniranje (engl. multilevel method) jedna je od najkoriStenijih metoda
za rjeSavanje problema particioniranja grafa, posebno s uvjetom na ravnotezu. Naziv je
dobila po tome §to se provodi u tri razine: saZimanje (engl. coarsening), particioniranje i
profinjavanje (engl. refinement). U nastavku ¢emo detaljnije opisati svaku od navedenih
razina. Takoder, prikazat ¢emo neke algoritme unutar razina ove metode. Mnogi od njih
mogu se koristiti 1 samostalno.

Glavna ideja viSerazinske metode jest brze particioniranje velikih grafova, tj. grafova s
velikim brojem vrhova. Umjesto da se prolazi po svakom vrhu i da se za svaki vrh provodi
neki racun, u pocetku se skup vrhova sazme do Zeljenog broja, tada se particionira takav
sazeti graf i na kraju se vrhovi opet proSire do pocetnog oblika. Neka je G = (V, E) graf.

Sazimanje

Sazimanje se provodi iterativno, i to tako da se u svakoj iteraciji od vrhova grafa iz pret-
hodne iteracije formiraju grupe. Te su grupe vrhova onda vrhovi grafa nove iteracije.
Dakle, u ovoj se razini generira niz grafova {G, ...,G,}, G; = G, tako da u svakom grafu
G+ svaki vrh predstavlja grupu vrhova prethodnog grafa G;. Iteracije staju kada generirani
graf ima zadovoljavajuce mali broj vrhova ili kad razlika broja vrhova grafa iz prethodne
iteracije i novog grafa postane premala. Bitno je napomenuti da se vrhovi ne grupiraju
nasumicno, nego se nastoji $to je moguce vise zadrzati pocetni oblik grafa.

Particioniranje

U fazi particioniranja se, koriste¢i neku heuristiku (kasnije dajemo nekoliko primjera),
kreira particija P} grafa G, na k dijelova.

21
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Projekcija i profinjavanje

U zavrinoj fazi viSerazinske metode potrebno je dobivenu particiju P} projicirati na poCetni
graf G. Direktno proSirenje na pocetni skup vrhova uglavnom ne daje najbolje rezultate,
nego je potrebno nakon svakog proSirenja grupe vrhova na vrhove grafa prijasnje iteracije
profiniti particiju, zamijeniti neke vrhove u dijelovima particije. To nisu velike promjene,
particija Ce otprilike zadrZati svoj oblik, samo ne identi¢an, ve¢ poboljSan. Dakle, particija
P} grafa G, dobivenog u prvoj fazi projicira se na graf G,_;. Zatim se profinjavanjem
dobiva particija PZ“ grafa G,_;. Proces se ponavlja do zadnjeg profinjenja, kojim se dobiva
zavrsSno rjesenje, particija P,i grafa G; = G. Zavr$na je particija dobro rjesenje i globalno 1
lokalno.

Refined partition |
— —— S |
— ) Y < I
/‘ | ' o / |II
L “1 N
— - |I ) : _____:—:‘_‘: _i | I-'
A Projected partition — ] /
‘ — — /
\ — ) /'___'-/‘,-Tl D) /
(ia / ( Gy i / ;.f'
N i S
N —
T ) ____/—]"_ =,
Ny (o f
e T~ G~ - )
Coarsening ~ (—T P, - Refinement
T — -

Partitioning
Slika 4.1: Prikaz triju faza viSerazinske metode ([2]).
Prije upustanja u detaljno opisivanje faza ove metode, dajemo pseudokod za algoritam

particionirajna grafa njome. Algoritam je opcenit i nije navedena konkretna metoda ni za
jednu od faza te treba uzeti u obzir da ¢e ucinkovitost uvelike ovisiti o njihovom izboru.
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Algoritam particioniranja grafa viSerazinskom metodom
Ulaz: graf G = (V, E), broj particija k
Izlaz: particija P, grafa G
1: G, =G

i=1
: ponavljaj

i=i+1

G; = sazimanje(G;_)
dok G nije dovoljno malen i broj vrhova se dovoljno razlikuje od prethodne razine
P! = k-particija od G;
zaj=i—1dol

P = projekcija(P;"', G))

P/ = profinjenje(P)
. vrati P}

e A A i

—_ =
—_ O

Nastavljamo s detaljnijim opisima pojedinih razina ove metode. Buduci da se uglav-
nom koristi za rjeSavanje problema s uvjetom na ravnotezu, njezino ¢emo djelovanje pri-
kazivati na takvim problemima.

4.1 SaZimanje grafa

Cilj pocetne razine viSerazinske metode jest smanjenje broja vrhova pocetnog grafa kako
bi particioniranje u drugoj fazi bilo Sto brze i u€inkovitije. Od kljucne je vaznosti da graf sa
smanjenim brojem vrhova zadrZi globalne karakteristike pocetnog grafa, inae ne moZemo
ocekivati da particija koja je dobra za jedan graf bude dobra i za drugi.

Ranije je navedeno da se se u ovoj fazi generira niz grafova {Gy, ...,G,}, uz G| = G.
Vrhovi grafa G;,; dobivaju se grupiranjem vrhova grafa G;. Ako je v vrh u G;,, ozna¢imo
se V! podskup skupa vrhova od G; ¢ijim je saZimanjem dobiven vrh v. TeZina vrha v
jednaka je zbroju teZina vrhova u V}. Zatim, ako je (v, v2) neki brid u grafu G4, tada je
njegova teZina jednaka zbroju teZina svih bridova koji spajaju vrhove iz V;" i V;*. Time
je omoguéeno oCuvanje reza i ravnoteze particije u kasnijem povratku prema pocetnom
grafu, tj. u projiciranju particije grafa G,, do particije grafa G,.

Svrha particioniranja grafova jest podjela grafova na dijelove u kojima su medusobno
povezani, slicni vrhovi. Zato je logi¢no da ¢emo 1 u saZimanju grafa u iste grupe staviti
vrhove medu kojima postoje bridovi vece tezine. Tako se i olakSava minimiziranje funk-
cije reza jer nesaZeti ostaju bridovi manje teZine. Postoji viSe nacina provodenja postupka
sazimanja skupa vrhova grafa. Ako je broj vrhova grafa G; u skupu V? koji tvore vrh v grafa
Gi.1 najvise dva, govorimo o sazimanju sparivanjem. Inace govorimo o saZimanju klaste-
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riranjem. U problemima particioniranja grafa s uvjetom na ravnoteZu koristi se sparivanje
vrhova pa ¢emo dalje opisivati algoritme za taj postupak.

Sazimanje sparivanjem provodi se nalaZzenjem maksimalnog sparivanja svakog grafa
G, i grupiranjem parova vrhova nadenog sparivanja (vidi definicije [I.T.10} [T.T.TT]i[T.1.12).
Bichot i1 Siarry u [2]] navode kako bi traZzenje najveceg sparivanja bilo vremenski preskupo
pa se, iako bi moglo sadrZzavati viSe bridova, ne provodi.

Cilj sazimanja jest smanjiti broj vrhova grafa kako bi sljede¢a faza bila Sto brza i efi-
kasnija. Ako je G neki graf i n = |V| broj vrhova grafa G, pronalaZenjem maksimalnog
sparivanja dobivamo novi graf G’, ozna¢imo njegov broj vrhova s n’. Vrijedi n’ > n/2.
Medutim, broj vrhova u maksimalnom sparivanju ovisi 1 o0 povezanosti grafa (prisjetimo se
da sparivanje ne uzima susjedne bridove). Pogledajmo graf na sljedecoj slici.

Slika 4.2: Prikaz strukture grafa u kojoj ne mozemo dobiti maksimalno sparivanje s upola
manje vrhova.

U viSerazinskoj metodi kreCemo sazimanjem grafa G; do Zeljene veliCine. Neka je
h ta Zeljena veliCina. Da bi se konstruirao graf s & vrhova od pocetnog, potrebno je
O(log,(|V|/h)) sazimanja, gdje je |V| broj vrhova grafa G;. No, u praksi se Cesto dogada
da se proces sazimanja skrati. Na slici #.2] pokazano je da nije uvijek moguce upola sma-
njiti broj vrhova. Dakle, moze se dogoditi da maksimalno sparivanje grafa G; ima puno
manje od |V;|/2 vrhova. Tada ¢e 1 omjer kardinaliteta skupova V; i V;,; biti puno manji od
dva, dakle sazimanjem ne dobivamo veliku razliku. Ako razlike u broju vrhova grafova u
razli¢itim iteracijama postanu nedovoljno velike, proces saZimanja se prekida i prelazi se
na particioniranje. Ipak, metoda ostaje ucinkovita jer ¢e zadnji dobiveni graf G, uglavnom
imati manje vrhova od pocetnog grafa G; = G.
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3i4

7i8

Slika 4.3: Na lijevoj je slici prikazan graf s ozna¢enim maksimalnim sparivanjem, a na
desnoj graf dobiven sazimanjem oznacenim sparivanjem (tezine vrhova na prvoj slici
iznose 1, a na drugoj 2).

Hendrickson-Lelandov algoritam

Hendrickson-Lelandov algoritam za sazimanje grafova analogan je jednom od jednostavni-
jih algoritama za pronalazenje maksimalnog sparivanja grafa. Nasumic¢no se odabere brid
(v1,v,) grafa G; 1 njegovi krajevi formiraju jedan vrh u grafu G,,,. Nakon toga se iz skupa
bridova grafa G; briSu svi bridovi kojima su v, ili v, krajevi i od njih se formiraju bridovi u
G,1. Postupak se ponavlja, kao i prije, dok broj vrhova u G, ne postane zadovoljavajuce
mali ili dok saZimanje daje dovoljno dobre rezultate. Slozenost ovog algoritma je O(|E;|).
Slijedi pseudokod opisanog algoritma.
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Hendrickson-Lelandov algoritam za sazimanje grafa (H-L)
Ulaz: graf G; = (V,, E))
Izlaz: sazeti graf Gy = (Viy1, Eiv1)

1. E=E,

2: Eiy1 = E;

33 Vi =V,

4: dok E + O

5: nasumicno odaberi brid (v{,1,) iz E
6: izbrisi brid (vi,v,) iz E i1 E;4

7: izbrisi vrhove vii v, iz Vi

8: dodaj novi vth v = {v{,v2} u V;4y

9: w) = wv;) + w(vy)

10: prilagodi tezine bridova novonastalom vrhu v (ako su v; 1 v, imali zajednicki su-
sjedni vrh u € V1, novi brid ima (v, u) teZinu jednaku w(v,u) = w(vy, u) + w(va, u);
ako pak u nije zajednicki susjedni vrh, ve¢ je susjedan samo s npr. v, novi brid (v, u)
ima teZinu jednaku w(vy, u), analogno za (v,, u))

11: 1zbrisi sve bridove iz E kojima su vy ili v, krajevi

12: vrati Gy = (Vi, Eig1)

Algoritam sparivanja najteZim bridom

Algoritam sparivanja najtezim bridom (engl. heavy edge matching algorithm, skraéeno
HEM) jos je jedna metoda za sazimanje grafa koja se temelji na trazenju maksimalnog
sparivanja. Od proSlog se algoritma razlikuje u tome $to ne bira nasumicno brid, ve¢ vrh,
dakle jedan kraj brida. Drugi kraj brida bira ovisno o tezini. Naime, cilj je pronaci maksi-
malno sparivanje koje minimizira rez. Ako je G; = (V;, E;) neki graf i M; sparivanje na G;
kojim ¢emo generirati novi graf G;;;, onda ¢e suma teZina bridova grafa G, biti jednaka
sumi bridova grafa G;, ali bez bridova koji su u M; jer su ti bridovi spajali vrhove koji su u
novom grafu jedan vrh. Dakle, vrijedi:

W(Ei1) = w(E;) — w(M;). 4.1)

Sto je manja ukupna teZina bridova nekog grafa, to je manji i rez pa minimiziranje ukupne
tezine maksimiziranjem teZine maksimalnog sparivanja ima smisla. OpiSimo sada ukratko
algoritam.

HEM algoritam provodi se dok je skup netaknutih vrhova neprazan. Taj je skup u
pocetku jednak skupu vrhova grafa G; koji Zelimo sazeti. Nasumicno se iz njega izabire
neki vrh te se trazi brid maksimalne teZine kojemu je taj vrh kraj. Pronadeni se brid do-
daje sparivanju M; i njegovi se krajevi stapaju u novi vrh grafa G,;;. Kao i u proSlom
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algoritmu, potrebno je prilagoditi skup bridova novonastalom vrhu. Ovaj je algoritam
slozenosti O(|E;)).

Algoritam sparivanja najtezim bridom (HEM)
Ulaz: graf G; = (V,, E))
Izlaz: sazeti graf G;11 = (Viy1, Eiv1)

1. V= Vi

2: Eiy1 = E;

5 nasumicno odaberi vth v, € V

6 pronadi brid (vy, v;) € E; maksimalne teZine

7: izbriSiviiv, iz V

8 dodaj novi vth v = {v;, v} u Vi

9: w(v) = w(vy) + w(ip)
10: prilagodi teZine bridova novonastalom vrhu v kao u liniji 10 H-L algoritma
11: vrati G = (Viy1, Ei1)

Postoji i uéinkovitija varijanta upravo opisanog algoritma, engleski je naziv sorted he-
avy edge matching ili, kraCe, SHEM. Ona primjenjuje HEM na listu vrhova sortiranih po
njihovim stupnjevima.

Nakon primjene nekog algoritma za sazimanje grafa, dobiven je graf G, s manjim bro-
jem vrhova od pocetnog grafa. SaZeti grafovi uglavnom imaju do nekoliko stotina vrhova.
Sljede¢i je korak particioniranje grafa G,,.

4.2 Particioniranje

U ovoj je fazi viSerazinske metode cilj pronaci k-particiju saZzetog grafa G, dobivenog u
prosloj fazi. Rezultat ¢e biti inicijalna particija koja ¢e se onda poboljSavati u sljedecoj,
posljednjoj fazi. Particioniranje se provodi ili rekurzivnim biparticioniranjem ili direktnim
k-particioniranjem, a odabir jednog od tih dvaju postupaka odredit ¢e moguénosti u trecoj
fazi.

Dobivanje inicijalne particije moZe se dobiti i saZimanjem pocetnog grafa dok mu broj
vrhova ne postane jednak Zeljenom broju particija k. Tada je saZeti graf sam po sebi inici-
jalna particija pa se razina particioniranja moZe preskociti. Medutim, takav pristup ima ne-
koliko nedostataka. Jedan od njih je da se sazimanjem dobivaju vrhovi ¢ije se teZine mogu
uvelike razlikovati. Tada algoritam u treoj fazi ima tezi posao i mora biti u€inkovitiji
kako bi se mogao poStovati uvjet ravnotezZe. ViSe o ovom pristupu moZze se pronaci u [2,
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poglavlje 2, sekcija 2.4], gdje su navedeni i neki radovi koji ga koriste te neki radovi koji
nude poboljSanja. U ovom je radu koncentracija na vise koriStenim metodama. Jedna je od
njih spektralno particioniranje grafa, koje je detaljno opisano u proSlom poglavlju. Opisat
¢emo jos jednu grupu metoda, takozvane metode izrastanja podrucja.

Metode izrastanja podrucja

Metode izrastanja podrucja (engl. region growing methods) ili izrastanja grafova (engl.
graph growing) naziv je za brojnu skupinu pohlepnih metoda particioniranja, od kojih sve
slijede isti obrazac. Na pocetku se odabire nekoliko vrhova koji predstavljaju dijelove parti-
cije. U daljnjim koracima novi vrh moze biti nadodan dijelu particije samo ako je susjedan
barem jednom od vrhova iz tog dijela. Metode iz ove grupe jednostvne su za implementa-
ciju 1 u¢inkovite u rjeSavanju manjih problema (do nekoliko stotina vrhova). U rjeSavanju
vecih daju znatno slabije rezultate ([2]) pa se uglavnom koriste unutar viserazinske metode.
Predstavit ¢emo dvije metode Ciji je rezultat biparticija grafa. Za k > 2 do k-particije se
dolazi postupkom rekurzivnog biparticioniranja.

Algoritam particioniranja izrastanjem grafa

Neka je G = (V, E) graf. Algoritam particioniranja izrastanjem grafa (engl. graph growing
partitioning algorithm, GGP) iterativno generira skup vrhova V’ grafa G ¢ija teZina iznosi
priblizno polovinu od ukupne tezine vrhova. Vrhovi grafa podijeljeni su u tri skupa: skup
V’, skup vrhova susjednih onima iz V’, ozna¢imo ga s U, koji zovemo granicom od V’
te skup ostalih vrhova R. U svakoj se iteraciji u V' dodaju njemu susjedni vrhovi, tj.
V' = VU U. Algoritam staje kada teZina skupa V' dostigne polovinu ukupne teZine
vrhova grafa G. Dobivamo biparticiju ¢iji je jedan dio V', a drugi V' \ V'.

Nedostatak ovakvog algoritma je Sto kvaliteta dobivene particije ovisi o odabiru po-
cetnog vrha, koji se bira nasumicno. No, kako broj vrhova saZetog grafa nije prevelik,
algoritam moZemo izvrSiti viSe puta, svaki put s drugim pocetnim vrhom. Na kraju ¢emo
kao rjeSenje uzeti particiju koja je imala najmanji rez. Ovako dobivena particija mozZe se
znacajno poboljsati u sljedecoj fazi.

Pohlepni algoritam particioniranja izrastanjem grafa

Pohlepni algoritam particioniranja izrastanjem grafa (engl. greedy graph growing partiti-
oning algorithm, GGGP) poboljSana je varijanta prethodno opisanog GGP algoritma. Isto
se provodi iterativno i koristi skupove V', U 1 R, no vrhovi su u U sortirani prema dobiti,
odnosno vrijednosti za koju bi rez bio smanjen kad bi vrh presao iz U u V’. Dakle, algori-
tam zapocinje inicijalizacijom skupa V' nasumi¢nim odabirom nekog vrha iz V. Skupovi
U i R takoder su inicijalizirani kao u prethodnom algoritmu. Sada u svakoj iteraciji umjesto



POGLAVLIJE 4. VISERAZINSKO PARTICIONIRANIJE 29

cijelog skupa U dodajemo samo vrh v € U s najvecom dobiti. Nakon toga se vrhovi iz R
susjedni vrhu v prebacuju u U i racunaju im se dobiti. Vrhovima iz U susjednima v dobiti
se preracunavaju i zapocinje sljedeca iteracija. Algoritam zavrSava kad zbroj teZina vrhova
u V’ dostigne polovinu ukupne tezine od V.

Iako uc€inkovitost ovog algoritma ne ovisi toliko o izboru pocetnog vrha kao uc¢inkovitost
prethodnog algoritma, za poboljSanje je korisno pokrenuti ga viSe puta. Bichot i Siarry u
[2] predlazu Cetiri pokretanja, dok za GGP predlazu deset. Navode i da je GGGP u tom
slucaju jednako brz kao i GGP, ali daje kvalitetnije bisekcije. JoS jedna moguénost po-
boljSanja koju navode jest koriStenje strukture podataka Fiduccia-Mattheyses, uz neke pri-
lagodbe. Navedenu ¢emo strukturu promatrati u opisivanju sljedece razine pa ne navodimo
detalje ovdje. Slijedi pseudokod za GGGP.

Pohlepni algoritam particioniranja izrastanjem grafa (GGGP)
Ulaz: graf G; = (V,, E))
Izlaz: skup V’ takav daje (V’,V \ V') bisekcija grafa G
1: nasumicno odaberi vth vy € V
V" = {vo}
U={WveR:(v,v) € E}
R=V\{{v}V U}
izraCunaj dobiti vrhova u U
dok w(V’) < %W(V)
izaberi vrh v; € U najvece dobiti
premjesti v; iz U u V’
za svaki brid (v,v;) € E
10: akoveU
11: azuriraj dobit od v
12: inace akov € R
13: dodajvu U
14: izracunaj dobit od v
15: vrati V’

D A ANl

Na sljedecoj je slici dan primjer rada GGGP algoritma na grafu koji smo vec¢ koristili
za prikaz maksimalnog sparivanja na slici f.3] U svakom je koraku odabrani vrh oznacen
crvenom bojom 1 napisane su vrijednosti skupova V’, U 1 R nakon dodavanja oznaCenog
vrhau V’. Vrijednosti u skupu U zapisane su u obliku uredenog para u kojemu prvi element
oznacava vrh, a drugi vrijednost dobiti od premjeStanja tog vrha u drugi dio particije. Na
pocetku su svi vrhovi u istom dijelu particije, a u prvom je koraku nasumi¢no odabran vrh
s oznakom 5.
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Slika 4.4: Na slici je prikazan tijek GGGP algoritma za graf s osam vrhova. Algoritam se
zaustavlja kad broj vrhova u V’ dostigne polovinu ukupnog broj vrhova. Zavrs$na je

particija oblika P, = (V’, V' \ V’) i vrijednost reza iznosi 7.
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4.3 Projekcija i profinjavanje

U posljednjoj fazi viSerazinske metode s inicijalne se particije saZzetog grafa vracamo na
pocetni graf. Imamo vrhove koji zapravo predstavljaju skupove vrhova i bridove koji u
sebi sadrze viSe bridova. Bichot 1 Siarry u [2] navode autore koji su pokazali da lokalno
dobra particija grafa G,,; dobivenog sazimanjem grafa G; ne mora biti jednako kvalitetna
na grafu G;. Dakle, kada bismo samo vrhove 1 bridove vratili u prvobitno stanje, kvaliteta
particije mogla bi se znacajno urusiti. Zbog toga se u ovoj fazi korak po korak dolazi do
poCetnog grafa. Krecuci od inicijalne particije P grafa G,, u svakom se koraku particija
P;{“ projicira na graf G;, j. svi se vrhovi 1 bridovi grafa G; sazeti u prvoj razini vracaju
u prvobitno stanje. Zatim se, prije daljnjeg projiciranja, algoritmom profinjavanja trazi
particija koja ¢e smanjiti rez i biti lokalno dobra na G,. Postupak zavrSava projekcijom
particije P; na G, = G i njezinim profinjavanjem. Zavr$na particija P} zbog cjelokupne je
viSerazinske metode dobra globalno, a zbog postupka profinjavanja i lokalno.

Nacina za provodenje ove razine viSerazinske metode ima mnogo, a ovdje ¢emo opi-
sati jedan od najpoznatijih i najkoriStenijih, algoritam Kernighana i Lina. Bavit ¢emo se
1 poboljSanjem tog algoritma, strukturom Fiduccia 1 Mattheysesa. Navedene su metode
razvijene za poboljSavanje bisekcija grafa. ViSerazinska metoda mozZe u koraku particioni-
ranja koristiti neki algoritam koji ne daje bisekciju, ve¢ direktno k-particionira graf. U tom
slucaju algoritam profinjavanja treba prilagoditi. Opisat ¢emo neke mogucnosti.

Algoritam Kernighana i Lina

Algoritam Kernighana i Lina (skraéeno: K-L) lokalni je optimizacijski algoritam koji sluzi
za profinjavanje bisekcije grafa. MoZe se provoditi 1 samostalno, izvan viSerazinske me-
tode. Njegova brzina ovisi o kvaliteti inicijalne biparticije. U viSerazinskoj metodi to nije
prepreka jer se u fazi particioniranja koriste algoritmi koji teZe smislenim i kvalitetnim
biparticijama.

Algoritam radi u takozvanim prolazima. Prolazi su zapravo iteracije, a u svakoj je od
tih iteracija cilj u bisekciji pronaci podskupove dijelova ¢ijom bi se zamjenom reducirala
vrijednost reza. Prolazi se zaustavljaju kada vise nije moguce naci takve podskupove.

Pretpostavimo da Zelimo naéi savrSeno uravnotezenu biparticiju grafa u kojem su svi
vrhovi jednake tezine. Neka je G = (V, E) graf te P, = (Vy, V) biparticija grafa G. De-
finiramo pojmove koji opisuju povezanost vrha v; s ostalim vrhovima unutar istog dijela
biparticije te s vrhovima iz drugog dijela. Unutarnja povezanost I(v;) vrha v; € V; (engl.
internal cost) jest zbroj tezina svih bridova koji povezuju vrh v; s nekim vrhom unutar istog
dijela:

1) = > wv, v)). 4.2)

vieV;
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Vanjska povezanost E(v;) vrtha v; € V; (engl. external cost) jest zbroj teZina svih bridova
koji povezuju vrh v; s nekim vrhom iz drugog dijela particije:

E@)= ) wvi,v). (4.3)

V;EV\V,'
S D(v;) oznac¢imo razliku vanjske i unutarnje povezanosti vrha v;:
D(v;) = E(vi) — I(v)). (4.4)

Ukoliko D(v;) poprima pozitivnu vrijednost, vrh v; viSe je povezan s vrhovima iz drugog
dijela particije P,. To bi ve¢ mogao biti indikator da v; treba premjestiti. Ipak, traZimo
da u dijelovima particije bude jednak broj vrhova pa, ako Zelimo v; premjestiti u drugi
dio, trebamo pronaci neki vrh v! iz drugog dijela koji bi zauzeo njegovo mjesto. Tada
treba uzeti u obzir i tezinu brida (v;, v}), ako on postoji. Zato se algoritam ne koncentrira
na razliku vanjske i unutarnje povezanosti, ve¢ na funkciju dobiti. Dobit (engl. gain),
u oznaci g, oznacava ukupnu promjenu na vrijednosti reza koja bi se postigla zamjenom
vrhovav, € Vi iv, € V5!

g8(v1,v2) = D(v1) + D(v2) = 2w(v1, v2). (4.5)

Opisimo sada jedan prolaz K-L algoritma. Neka je (V, V») trenutna particija grafa G.
Cilj je, kao Sto je ranije receno, pronaci podskupove od V; 1 V, ¢ijom bi se zamjenom sma-
njila vrijednost reza biparticije. Prolaz se provodi iterativno, u svakoj se iteraciji vr$i jedna
zamjena elemenata, i to ona koja donosi maksimalnu dobit g. Promotrimo algoritam u g-toj
iteraciji. Za svaki se vrh v; racuna vrijednost D(v;) i dobivene se vrijednosti razvrstavaju u
skupove D, ako v; € Vi i D, ako v; € V,. Skupovi D, i D, se zatim silazno sortiraju:

Dl . dl,l > d1,2 > .2 dl,n/Z’

(4.6)
D;:dyy >drp>... 2 dz,n/g.

Kako su skupovi Dy i D, sortirani, to algoritam ne mora razmotriti sve parove v; € V; i
v, € V,. Fiksiramo li element d; ; € D;, ako nademo element d, ; € D, takav daje d,; +d, ;
manje ili jednako trenutnoj maksimalnoj dobiti, raCunanje za d,; se zaustavlja. Naime,
izraCunatom se zbroju joS oduzima dvostruka vrijednost brida izmedu odgovarajuéih vr-
hova, koja je nenegativna, pa cijeli izraz sigurno ostaje manji ili jednak trenutnoj dobiti.

Oznacimo nadene vrhove koji maksimiziraju dobit u g-toj iteraciji s v{ i v] te pripa-
dajucu dobit s g7. Vrhovi v! i v! se zakljucavaju, $to znaci da se do kraja prolaza vise ne
razmatraju za razmjenu, preracunavaju se vrijednosti D(v;) za nezakljuane vrhove i postu-
pak se ponavlja u sljedecoj iteraciji na novoj bisekciji (V; \ {v}, V> \ {v1}). Primijetimo jo§
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da se nove vrijednost D(v;) ne moraju racunati tako da se ponovno zbrajaju teZine bridova.
Neka je v; neki vrh iz V; \ {vf}. Racunamo novu vanjsku povezanost £ od v;:
E'(v;) = E(vi) — w(v;, Vg) + w(v;, V?)
jer sada viSe v{ nije u istom dijelu particije, a v jest. Za unutarnju povezanost I’ vrijedi:
I'(vy) = 1(v) = w(v;, v)) + w(v;, v).
Dakle, nova je razlika:
D'(v)) = E'(v;) = I'(v;)) = D(v;) + 2w(v;, v]) = 2w(v;, v3). 4.7)
Analogno za v; € V, \ {v}. Dobit od prolaza u kojem su zamijenjeni podskupovi {v1, ..., v/}

1
i{vj,...,v} dana je sljede¢im izrazom:

q
G@) = ) &\ (48)
k=1

gdjeje g = DOX) + DO — 2w Wh).

Nakon |V|/2 iteracija u prolazu dobit je jednaka nuli jer je kompletni dio V| zamijenjen
s V, 1 obratno. Dakle, nakon |V|/2 iteracija imamo skup dobiti {G(1), ..., G(|V|/2)}. Trazimo
g € {1,...]V|/2} za koji je G(g) maksimalna. Ukoliko je G(g) ve¢a od nule, vr§imo zamjenu
i, ..., v‘f} i, vg}, zavrSavamo prolaz 1 prelazimo na novi. U suprotnom je algoritam
gotov, a rez zavrsne bisekcije jednak je razlici pocCetnog reza i sume dobiti svakog prolaza
algoritma.
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Algoritam Kernighana i Lina
Ulaz: graf G = (V, E), bisekcija P, = (V,, V,) grafa G
Izlaz: profinjena bisekcija P, = (V{, V), nova vrijednost reza

1: rez = rez(P,)

2: dok G(g) > O ponavljaj (prolaz)

3: izraCunaj dobiti vrhova iz V; 1 V, i razvrstajihu D 1 D,
4: sortiraj D; i D, silazno

5: Si={h8=1{}

6: zaqg=1do|V|/2

7: nadi v{ i v] ¢ija zamjena maksimizira dobit g

8: Si=8S1UpiS,=8,U{);Gl@ =G(g—-1)+ g
9: zaklju¢aj v i vi

10: azuriraj Dy i D,

11: izaberi g koji maksimizira G(q)

12: ako G(¢g) > 0

13: rez = rez — G(q)

14: zamijeni prvih g elemenata iz §; s prvih g elemenata iz S,

15: vrati (P,, rez)

Najveci nedostatak K-L algoritma njegova je vremenska slozenost. Racunanje vanjske
i unutarnje povezanosti slozenosti je O(|E?|), a nalazenje dvaju podskupova za zamjenu ti-
jekom prolaza sloZenosti je O(|E|*log|E]). Dakle, cijeli je algoritam sloZenost O(|E|*log|E))
(vidi [2]). Autori algoritma predlazu varijantu algoritma u kojoj skupovi D; i D, nisu
sortirani, nego se u svakom od njih trazi najve¢i element i mijenjaju se vrhovi kojima te
vrijednosti pripadaju. Takva je varijanta sloZenosti O(|V|?), ali ne uzima u obzir teZinu
brida izmedu zamijenjenih vrhova pa ne donosi nuzno maksimalnu dobit. Nakon jos nekih
napomena o K-L algoritmu opisat ¢emo jedno ucinkovito poboljSanje, algoritam Fiduccie
1 Mattheysesa.

Dijelovi razlicitih velicina

Nekaje G = (V, E) graf i P, = (V}, V») neka bisekcija grafa G, gdje je |V,| = ny, a|V,| = n,.
Uzmimo da je n; < n,. Zelimo profiniti danu bisekciju tako da nova ima jedan dio kardi-
naliteta najmanje n;, a drugi kardinaliteta najvisSe n,. Opisujemo prilagodbu koju predlazu
autori algoritma (vidi [2]). Dijelu kardinaliteta n; dodaje se n, —n; virtualnih vrhova tezine
jednake ostalim vrhovima, ali bez bridova kojima bi bili povezani s nekim drugim vrhom.
Dobit od njihovog premjestanja tada je jednaka nuli. U svakom se prolazu moZe zamijeniti
najvise n; vrhova. Nakon zavrSetka algoritma virtualni se vrhovi uklanjaju. Tako se dobiva
trazena bisekcija.
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Vrhovi razlicitih tezina

Na pocetku opisivanja K-L algoritma napomenuli smo kako promatramo vrhove jednakih
tezina. Sada kratko opisujemo prilagodbu algoritma na slucaj vrhova nejednakih teZina.
Prilagodbu su takoder predlozili autori algoritma (vidi [2]]). Svaki se vrh tezine p > 1
zamjenjuje s p vrhova jedini¢ne teZine koji su svi medusobno povezani. Medutim, takvim
pristupom broj vrhova mozZe vrlo brzo narasti, a i moZe se dogoditi da vrhovi dobiveni
rastavljanjem istog vrha budu razdvojeni, §to nema smisla. Prema [2], takvo se rjeSenje na
veéinu problema ne moZe primijeniti.

Algoritam Fiduccie i Mattheysesa

PoboljSanje koje algoritam Fiduccie i Mattheysesa (krace: F-M algoritam) donosi u od-
nosu na K-L algoritam ocituje se u strukturi podataka koriStenoj za aZuriranje vrijednosti
D = E — I vrhova, jednoj vrsti prioritetnog reda (engl. bucket priority queue). Za svaki
dio particije postoji sortirana tablica dobiti vrhova tog dijela. Svaka Celija tablice ima
pripadajucu dvostruko povezanu listu Ciji su elementi vrhovi Cija je vrijednost D jednaka
indeksu Celije tablice. Takoder, postoji 1 tablica koja sadrzi sve vrhove grafa. Svaki vrh
iz te tablice pokazuje na svoje mjesto u odgovarajucoj dvostruko povezanoj listi. Dakle,
svakom se vrhu u osnovnoj tablici koja sadrzi sve vrhove moZe pristupiti u vremenu O(1).
Svojstvo koriStenog prioritetnog reda jest da se svaki element moZe unijeti u odgovarajucu
dvostruko povezanu listu, kao i izbrisati iz nje, takoder u konstantnom vremenu. Dakle,
inicijalizacija dobiti vrsi se u vremenu O(|E|). Kako je aZuriranje dobiti u konstantnom vre-
menu, to je je jedan prolaz algoritma vremenske slozenosti O(|E|). Cijeli je algoritam tada
linearne sloZenosti, $to je poboljSanje u odnosu na K-L, koji je slozenosti O(|E|*log|E|).
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Slika 4.5: Implementacija tablice s vrijednostima D u algoritmu Fiduccie i Mattheysesa,

preuzeto iz [2]].

Slijedi pseudokod opisanog algoritma.
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Algoritam Fiduccie i Mattheysesa za problem particioniranja grafa
Ulaz: graf G = (V, E), bisekcija P, = (V,, V,) grafa G
Izlaz: profinjena bisekcija P, = (V{, V), nova vrijednost reza

1: rez = rez(P,)

2: dok G > O ponavljaj (prolaz)
3: izracunaj vrijednosti D(v) za sve vrhove
4: razvrstaj vrijednosti D(v) vrhova iz V; u liste reda Qy, a vrhova iz V, u liste reda Q,
5:  uredenalista L =0
6: odblokiraj sve vrhove
7 dok postoji neblokirani vrh
8: naizmjence izaberi red Q € {Q, 0>}
0: v je vrh maksimalne vrijednosti D(v) u Q
10: premjesti v u drugi blok, dodaj ga na kraj liste L, blokiraj ga i izbrisi iz Q
11: azuriraj vrijednosti dobiti za sve vrhove susjedne vrhu v
12: pronadi maksimalnu dobit G
13: akoG >0
14: izvr§i promjene
15: rez=rez—G

16: vrati (P,, rez)

Upravo opisana struktura podataka posluzila je i u globalnom algoritmu Kernighana 1
Lina, koji autori u [2] predlaZzu za direktno k-particioniranje danog grafa. Kratko opisujemo
spomenuti algoritam.

Globalni algoritam Kernighana i Lina

Kao 1 ranije opisani algoritam Kernighana 1 Lina, 1 ovaj se provodi iterativno. U svakoj
iteraciji, odnosno prolazu, pronalazi se skup vrhova cije bi premjeStanje u druge dijelove
reduciralo ukupni rez k-particije. Takoder, algoritam koristi strukturu Fidducie i Matt-
heysesa, ali Cuva samo jednu tablicu dobiti. Na pocetku prolaza racuna se dobit svakog
vrha prema formuli (#.4)). Budu¢i da se radi o k-particioniranju, postoji vise dijelova parti-
cije za koje treba gledati razliku vanjskog i unutarnjeg reza. Za svaki se vrh posebno gleda
odnos sa svakim susjednim dijelom particije, dakle posebno se racuna razlika vanjskog i
unutarnjeg reza za sve dijelove u koje postoji brid iz trenutnog vrha. ZavrSna dobit vrha
jest maksimalna dobit dobivena ovim ra¢unom. Ukoliko zavrS$na dobit nije pozitivna, vrh
se zakljuCava i viSe ga se do kraja prolaza ne uzima u obzir za razmjene. Time se algoritam
ubrzava, ali se otezZava postizanje lokalnog minimuma.

Kad je pripremljena lista nezakljucanih vrhova i tablica pripadnih dobiti, zapo€inju ite-
racije unutar prolaza. Svaka od tih iteracija u pocetku odabire vrh v s najveom dobiti. Za
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izabrani vrh traZi se neki susjedni dio particije takav da je dobit od premjeStanja v u taj
dio §to je moguce veca, a da je uravnoteZenost particije ocuvana. Kada je v premjeSten u
novi dio particije, postaje zaklju€an i azuriraju se dobiti njemu susjednih nezakljucanih vr-
hova te krece nova iteracija. Prolaz zavrSava kada vise nema nezakljucanih vrhova ili kada
smo odreden broj puta zaredom premjeStanjem odabranog vrha dobili nezadovoljavajuce
poboljSanje. Na kraju prolaza provode se zamjene koje smanjuju rez particije.

Cijeli algoritam zavrSava kada je proveden zadani broj prolaza ili kada rezultati prolaza
viSe ne reduciraju rez particije. Najveci je nedostatak ovakvog pristupa to da je vrlo tesko
profiniti particije koje ve¢ same po sebi nisu uravnoteZene.

Globalni algoritam Kernighana i Lina

Ulaz: grat G = (V, E), k-particija grafa P, grafa G, maxbal [broj prolaza, maksimalna
duljina niza negativnih dobiti]

Izlaz: profinjena k-particija Py

: dok g > 01 nije postignut zadani broj prolaza ponavljaj  (prolaz)

1
2: kreiraj tablicu dobiti 1 skup nezakljucanih vrhova V,
3: dok V, # @ i nemamo niz (unaprijed zadane duljine) negativnih dobiti
4 odaberi vrh v najvece dobiti, neka je V; € Py takav dajev € V;
5: zasve V; € P, \ {V;} takve da V; U {v} Cuva maxbal
6: izracunaj dobit premjeStanja v u V;
7: odaberi dio V; € P, maksimalne dobiti g za vrh v
8: zapamti premjeStanje vrha v u dio V; 1 odgovarajucu dobit g
9: za sve nezakljuCane vrhove V' susjedne v
10: aZuriraj tablicu dobiti za V'
11: zakljucaj v
12: odaberi skup vrhova ¢ijim bi se premjestanjem ostvarila najveca dobit g
13: ako g >0
14: izvrsi premjeStanja

15: vrati P




Poglavlje 5

Implementacija

U ovom poglavlju opisat ¢emo implementaciju nekih od opisanih algoritama 1 usporediti
performanse na racunalu s Intelovim dvojezgrenim procesorom i3 frekvencije 1.80GHz s
4 GB RAM-a. Kodovi su vrlo sli¢ni danim pseudokodovima, uz manje prilagodbe koje
ne mijenjaju cjelokupni smisao algoritma. Tako, na primjer, u opisu GGGP algoritma
spominjemo tri skupa, V', U i R, pri ¢emu R sadrzi sve one vrhove koji nisuu V' 1 U. U
samoj implementaciji taj skup R ne znaci za raCun pa ga nema.

Implementirani su algoritam spektralnog particioniranja, pohlepni algoritam partici-
oniranja izrastanjem grafa (GGGP) 1 algoritam Kernighana i Lina, svi za biparticioniranje
s uvjetom na ravnotezu. Kodovi su pisani u Pythonu 3.6 koriste¢i modul networkx, koji
omogucava spremanje svih potrebnih informacija o grafu, listu vrhova i bridova te njihove
tezine. Takoder, sadrzi metodu za racunanje Fiedlerova vektora, Sto je vrlo bitno za br-
zinu 1 efikasnost spektralnog particioniranja. JoS jedna vrlo korisna funkcionalnost jest
ugradeno raCunanje matrice susjedstva grafa. Njezino koristenje bilo je klju¢no u ubrzava-
nju racunanja reza te vanjske i unutarnje povezanosti.

Grafovi na kojima su algoritmi testirani potpuno su povezni i imaju paran broj vrhova.
Spremljeni su u tekstualnu datoteku tako da svaki brid zauzima jednu liniju 1 zapisan je u
obliku u v d, gdje su u 1 v vrhovi, a d teZina brida medu njima. Radi bolje kontrole, grafovi
su generirani tako da su vrhovi u prvoj polovici medusobno bolje povezani i isto tako i
vrhovi u drugoj polovici. Dakle, tezine bridova izmedu vrhova u istoj polovici poprimaju
slu¢ajne cjelobrojne vrijednosti izmedu 3 i 6, a bridovi koji spajaju vrhove u razli¢itim
polovicama poprimaju slu¢ajne cjelobrojne vrijednosti izmedu 1 i 3.

Usporedba algoritama

Navedene smo algoritme pokretali na grafovima s razli¢itim brojevima vrhova. Algori-
tam Kernighana i Lina u viSerazinskoj se metodi koristi za profinjavanje pa smo ga tako
1 ovdje pokretali. Nakon provodenja spektralnog particioniranja i GGGP-a, dobiveni smo

39
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rezultat pokusSali profiniti algoritmom Kernighana i Lina. Tablica za svaki od provodenih
postupaka i svaki broj vrhova prikazuje vrijeme trajanja algoritma u sekundama. Algo-
ritam GGGP provoden je u Cetiri iteracije, kako je ranije savjetovano, pa smo u stupac s
vremenom upisali prosjecno vrijeme izvrSavanja jedne od tih iteracija. Takoder, dodan je
stupac (Iteracije) u kojemu piSe u kojoj je iteraciji algoritam pronasao najbolji, odnosno
najmanji rez.

Spektralno Spektralno 66aP 6G6P + KoL
particioniranje particioniranje + K-L
Brojurhovagrafa Optimalanrez  Vrijeme(s) Rez Vrijeme (s) Rez Vrijeme (s) Rez  lteracija Vrijeme(s)  Rez
100 5004 0.04 5098 15.20 5004 36.75 5004 1 7.00 3004
200 13953 0.28 19953 116.35 19953 769.13 20420 2 297.03 19953
500 125320 175 125320 4409.63 125320 5120 125320 2

1000 300171 6.37 501339

Slika 5.1: Tablica rezultata dobivenih pri pokretanju algoritama na grafovima razlicitih
brojeva vrhova.

U tablici [5.1] vidi se povecanje razlike u u¢inkovitosti spektralnog algoritma i GGGP-a
pri porastu broja vrhova. Algoritam GGGP na grafu od 1000 vrhova nismo pokretali jer
je ve¢ na 500 vrhova izvrSavanje trajalo predugo u odnosu na spektralno particioniranje.
Na manjim grafovima nema velikih razlika u rezultatu, posebno nakon provodenja K-L
algoritma. Ipak, vremenska je razlika znacajna ¢ak i na grafu od 100 vrhova. To, naravno,
moze biti zbog same implementacije i znacajki racunala na kojem je sve testirano, no
spektralni je algoritam vrlo jednostavno implementirati, Sto mu je sigurno velika prednost.
Algoritam Kernighana i Lina zadnje smo pokrenuli nakon spektralnog particioniranja grafa
od 500 ¢vorova i vidimo da je trajao viSe od jednog sata, a nije bilo poboljSanja.

U radu smo spomenuli i da je za u€inkovitost algoritma Kernighana i Lina vrlo bitna
kvaliteta pocetne particije. Usporedbe radi, algoritam smo pokrenuli na grafu od 200
¢vorova, istom onom na kojem smo testirali 1 ostale algoritme, no u pocetku smo mu dali
nasumicno generiranu particiju, Ciji je pocetni rez iznosio 32443. IzvrSavanje je trajalo vise
od 40 minuta.

Dakle, spektralno je biparticioniranje jednostavnije za implementaciju i, buduci da su
najbitnije funkcionalnosti ve¢ ugradene u Python, one su optimizirane pa je smanjen utjecaj
autora koda na efikasnost koda. Za GGGP su ocekivani slabiji rezultati na ve¢im grafo-
vima, u [2] 1 piSe da se zbog toga uglavnom koristi unutar viSerazinske metode jer je broj
vrhova u fazi saZimanja smanjen. Algoritam Kernighana i Lina ubrzala bi implementacija
pomocu strukture podataka Fiduccie i Mattheysesa opisane u etvrtom poglavlju.
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Sazetak

Particioniranje grafa optimizacijski je problem na koji je moguce svesti velik broj problema
iz stvarnog svijeta, na primjer optimizaciju transportne mreze, segmentiranje slika i analizu
druStvenih mreZa. U ovom je radu opisan sam problem, s naglaskom na teZinske grafove
u kojima su svi vrhovi jednake tezine. Definirani su pojmovi usko povezani s problemom,
poput sparivanja na grafu, reza, vanjske 1 unutarnje povezanosti vrhova te ravnoteze parti-
cije.

Kako se radi o NP-teSkom problemu, rjesavanje se provodi heuristi¢kim i aproksimacij-
skim algoritmima. U radu je opisan algoritam spektralnog particioniranja te viSerazinska
metoda, unutar koje su opisani algoritmi iterativno saZimanje grafa te profinjavanje parti-
cije s viSih razina na niZze. Medu tim se algoritmima nalazi i jedan od poznatijih algoritama
za biparticioniranje, algoritam Kernighana i Lina, te njegovo poboljSanje, algoritam Fiduc-
cie i Mattheysesa. U opisima je dan osvrt na probleme u kojima postoji uvjet na ravnotezu
zavrsne particije te na probleme u kojima takav uvjet ne postoji.

U zavrSnom dijelu rada implementirani su neki od opisanih algoritama i1 usporedene
su njihove performanse na potpuno povezanim teZinskim grafovima s jednakom teZinom
vrhova.



Summary

Graph partitioning is an optimization problem which can be used to solve many real-world
problems, such as transportation network optimization, image segmentation and social
networks analysis. This thesis focuses on partitioning of weighted graphs with equally
weighted vertices. The key notions of graph matching, cut function, external and internal
cut and balance of a partition are defined and explained.

Graph partitioning problems are typically NP-hard, therefore, in order to solve them
one needs to use heuristic and approximation algorithms. In this thesis several such algo-
rithms are described, namely spectral partitioning algorithm and multilevel method. For
the multilevel method, we describe algorithms for iterative coarsening of the graph, as well
as algorithms for refining the partition obtained at the lower level to the higher level. Some
of the well known bipartitioning algorithms can be found there, such as the Kernighan-Lin
algorithm and its improvement, the Fiduccia-Mattheyses algorithm. Solving techniques
are described both from constrained and unconstrained partitioning point of view.

In the final chapter an implementation for some of the mentioned algorithm is descri-
bed. Their performance is compared on fully connected weighted graphs with vertices of
equal weight.
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