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Uvod

Stanovnistvo je cjelina koja se vremenom smanjuje i povecava zbog tri glavna demografska
procesa: radanja, umiranja i migracija. Koriste¢i mjerljive demografske varijable, izvode
se matematicki modeli koji umjesto velike koli¢ine podataka koriste tek nekoliko osnov-
nih parametara. Neki od koriStenih parametara su stopa rasta te stope nataliteta, fertili-
teta, mortaliteta, imigracije i emigracije, a one se najceSc¢e prikazuju u obliku godiSnjih
stopa. Stvarne populacije uglavnom nemaju konstantnu stopu rasta, pa su matematicki
modeli koji pretpostavljaju promijenjivu stopu rasta prikladniji za opisivanje stvarnog kre-
tanja stanovniStva. Dijeljenjem stanovniStva u grupe, primjerice prema dobi, u model se
ukljuCuju parametri koji opisuju dobivene grupe te se pomocu takvog modela mogu pro-
matrati neke interakcije medu grupama, kao Sto su prijelazi stanovnika iz jedne grupe u
drugu. Modeli koji se koriste za opisivanje demografskih procesa mogu se podijeliti na
deterministicke i stohastiCke. Stohasticki modeli sadrze slu¢ajnu komponentu i njima se
pokusava predstaviti slucajna priroda stvarnog kretanja stanovnistva. S druge strane, de-
terministi¢ki modeli potpuno ovise o ulaznim varijablama i u sebi ne sadrze slucajnosti.
Matematic¢ki modeli se koriste u svrhu boljeg razumijevanja trenutnog ili proSlog stanja
stanovniStva, ali i predvidanja buduceg rasta, odnosno pada.

Ovaj rad daje pregled matematickih modela koji opisuju neke demografske procese. Rad
se sastoji od Cetiri poglavlja, a sadrZaj rada preteZito prati reference [3] 1 [4].

U Poglavlju|ljuvode se osnovni pojmovi vezani za obi¢ne diferencijalne jednadzbe i sus-
tave obic¢nih diferencijalnih jednadZzbi koji Ce biti koriSteni u kasnijim dijelovima rada.

U Poglavlju [2] predstavljeni su osnovni modeli koji opisuju kretanje stanovnistva, a to su
Malthusov i logisticki model. Ti modeli su bili temelj za razvoj mnogih drugih mate-
matickih modela u demografiji. Takoder uvodimo pojam stope rasta stanovniStva u dis-
kretnom i neprekidnom vremenu.

U Poglavlju |3| promatramo modele koji opisuju prirodno kretanje stanovniStva, odnosno
kretanje stanovnistva uzrokovano iskljucivo radanjem i umiranjem. U Odjeljku [3.1] sta-
novni$tvo dijelimo prema spolu, odnosno na muskarce i Zene, te prou¢avamo pod kojim
uvjetima stanovni$tvo moZe postati stabilno. U Odjeljku [3.2] promatramo stanovnistvo po-
dijeljeno prema starosti 1 njegovu dobnu distribuciju, a zatim 1 dobne distribucije dvaju
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populacija s razli¢itim stopama fertiliteta, odnosno mortaliteta.

U Poglavlju ] predstavljeni su modeli s obzirom na dobnu strukturu stanovnistva koji mo-
deliraju ukupni rast. Na pocetku poglavlja uvodimo podjelu stanovniStva na tri dobne sku-
pine, te zatim u Odjeljku@.Tjuvodimo parametre koji ¢e biti koristeni u modelima. Modeli
opisani u ovom poglavlju su linearni deterministicki model, linearni stohasticki model 1
lognormalni stohasti¢ki model. U Odjeljku[d.5|usporedujemo rezultate dobivene linearnim
deterministickim modelom sa stvarnim podacima o kretanju stanovniStva Hrvatske.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

Matemati¢ki modeli koji se koriste za opisivanje demografskih procesa najceSée su za-
dani obi¢nim diferencijalnim jednadzZbama. Obic¢na diferencijalna jednadZzba n-tog reda je
jednadzba oblika

Fox,u,u' u”, ... ,u™) =0, (1.1)

odnosno to je relacija koja povezuje varijablu x, nepoznatu funkciju u = u(x) i njezine
derivacije u’, u”, ..., u™. Nepoznanica u obi¢noj diferencijalnoj jednadZbi je realna funkcija
realne varijable. Jednadzba (I.1)) je zapisana u implicitnom obliku, no moZe se zapisati i u
eksplicitnom obliku:

u™ = fx,u,u, ..., uv). (1.2)

Promotrimo sada problem
u' = fxu), (1.3)
u(xo) = Uo, (1.4)

na otvorenom intervalu / C R, pri ¢emu je f : Q — R zadana i neprekidna, Q € R? otvoren
i (x0,up) € Q zadan. Jednadzba (1.3)) je obi¢na diferencijalna jednadzba prvog reda.

Definicija 1.0.1. KaZemo da je funkcija u : I — R rjeSenje jednadzbe (1.3)) na intervalu I
ako vrijedi

(i) ueC\()
(ii) {(x,u(x)):xel} CQ
(iii) u zadovoljava (1.3) za x € L.

Funkcija u je rjeSenje Cauchyjevog (inicijalnog) problema (1.3) - (1.4) na intervalu I ako
Jje u rjeSenje od (1.3)) i ako u zadovoljava pocetni uvjet (1.4).
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Sljedeci teorem daje uvjete za egzistenciju 1 jedinstvenost rjeSenja inicijalnog problema
(L3) - (L4).

Teorem 1.0.2. Neka su A,n > 0 takvi da za pravokutnik P = (xo— 9, Xo+0) X (g —n, uo +1)
vrijedi P C Q ineka je f neprekidna na P te Lipschitz-neprekidna po drugoj varijabli na P.
Tada postoji § € (0, A) takav da problem (1.3)) - (1.4)) ima jedinstveno rjeSenje na intervalu
Is = (xo — 0, xo + 5)

Napomena 1.0.3. Funkcija f je Lipschitz-neprekidna ako postoji L > 0 takav da je
Vx,y € Dy, |f(x) = fO)I < Lix —yl.

Dokaz Teorema se moZe pronadi u [6]. RjeSenje Cauchyjevog problema opcéenito
ne mozemo pronaci analiticki, ali postoje razne numericke metode za dobivanje diskretne
aproksimacije rjeSenja.

Ako za funkciju f pretpostavimo da je afina po drugoj varijabli, odnosno

S, u) = a(x)u + b(x), (1.5)

onda odgovarajuéu diferencijalnu jednadzbu (1.3)) zovemo linearna diferencijalna jed-
nadzZba 1. reda. Za takvu jednadZbu definiramo njenu homogenu jednadZzbu s

u' = a(x)u,

odnosno uzima se b = 0. Sljedeci teorem daje formulu za rjeSenje linearne diferencijalne
jednadzbe prvog reda. Dokaz se moZe pronaci u [6]].

Teorem 1.0.4. Neka je I otvoren interval iz R te neka su a,b € C(I). Tada za svaki xo € I i
svaki uy € R inicijalni problem

u'(x) = a(x)u(x) + b(x),  u(xo) = u

ima jedinstveno rjesenje u na cijelom intervalu I te je ono dano formulom

u(x) = ugU(x, xo) + fxb(z)U(x,Z)dz, xel,

X0

gdje je funkcija U : I X I — R definirana sa

U(x,y):exp{f a(z)dz}, x,yel.
y
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Matematic¢ki modeli koji opisuju kretanje viSe populacija izmedu kojih postoji interak-
cija ili kretanje stanovniStva podijeljenog u grupe mogu biti zadani sustavom diferencijal-
nih jednadzbi. NajcesSce su to sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda koje
zapisujemo na sljedeci nacin:

d
—Ui = Fi(x, Uy, ..., Uy),
dx
d
—U2 = Fz(x, Ul, ceey Un),
dx (1.6)
d
—U, = F,(x,Uy, ..., U,),
dx
gdje su F, ..., I, zadane realne funkcije od n + 1 varijabli. Sustav kra¢e moZemo zapisati
kao J
—U =F(x,U), (1.7)
dx

gdje su za zadani x € R, U(x) = Y}, Uix)e;, F(x,U) = Y7, Fi(x,U)e;, pri emu je
(e, ..., e,) kanonska baza za R".

JednadZbe oblika u" = f(u), odnosno jednadZbe u kojima se nezavisna varijabla ne po-
javljuje eksplicitno zovemo autonomne jednadzbe. Za autonomnu jednadZbu definiramo
ravnotezno stanje jednadZzbe kao nultocku desne strane f(u). Ako promotrimo sustav line-
arnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

d
—U =AU+ B(x), (1.8)
dx

. : . . : . d
pri cemu je A konstantna matrica, tada je pripadni homogeni sustav —U = AU autonoman

sustav. Opcenit autonoman sustav diferencijalnih jednadzbi je

U’ = f(U), (1.9)
pricemuje f : Q CR" — R".
Definicija 1.0.5. KaZemo da je rjieSenje @ sustava (1.9):

a) stabilno ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svako rjeSenje U sustava koje u
pocetnom trenutku zadovoljava

|U0) — D) <o

vrijedi
|U(x) — O(x)| <€, x>0.
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b) asimptotski stabilno ako je stabilno i ako postoji p > 0 tako da za svako rjesenje U
sustava vrijedi

U©) =) <p = lim [U(x) - D(x)] = 0.

Pitanje stabilnosti autonomnih sustava je vazno jer Zelimo odrediti je 1i ravnoteZno
stanje sustava stabilno. Kao i u slucaju jedne jednadzbe, tocku & nazivamo ravnoteznim
stanjem sustava (I.9) ako je f(£) = 0. Tada je U = ¢ rjeSenje sustava. Sljededi teorem
govori o stabilnosti ravnoteznog rjeSenja autonomnog sustava.

Teorem 1.0.6. Neka je f klase C* i & ravnoteZno stanje autonomnog sustava (1.9). Ako sa
S oznacimo spektar Jakobijeve matrice funkcije f u tocki &, tada vrijedi

a) Akoje S Cc {z€ C:Rez <0}, ondaje U = ¢ asimptotski stabilno rjeSenje sustava.

b) Akoje S N{ze€ C:Rez> 0} #0, onda je U = & nestabilno rjeSenje sustava.



Poglavlje 2

Osnovni modeli rasta

Malthusov 1 logisti¢ki model rasta populacije predstavljaju najjednostavniju primjenu ma-
tematickih modela u demografiji. Nakon razvoja ovih modela, dinamika stanovniSta pos-
tala je od posebnog interesa matematickim demografima i drugim znanstvenicima te su se
tijekom 20. stoljeca razvili mnogi modeli koji su, osim veli€ine stanovniStva, uzimali u
obzir 1 njegov sastav prema dobi, spolu, etnickom podrijetlu itd.

2.1 Malthusov model

Prvi znacajan matematicki model rasta populacije bez migracija predstavio je T. M. Mal-
thus 1798. godine u radu [2]. On je smatrao da ¢e u buduénosti veli¢ina stanovniStva
nadmasiti raspoloZive zalihe hrane jer je smatrao da broj stanovnika raste eksponencijalno,
dok koli¢ina proizvedene hrane raste linearno. Malthusov model je formuliran kao obi¢na
diferencijalna jednadzba prvog reda

dP(t)
dt

gdje je P(¢) velicina populacije u trenutku ¢, a r je konstanta koja predstavlja stopu rasta
populacije po stanovniku. RjeSenje gornje diferencijalne jednadZzbe je dano sa

=rP(t), P(0) =Py, (2.1)

P(1) = Pye". (2.2)

Ako je konstantna stopa rasta r > 0, populacija raste eksponencijalno i tezi u beskonanost
kada t — oo, ako je r < 0, populacija ekponencijalno pada 1 tezi k nuli, a ako je r = 0,
populacija se nalazi u ravnoteZnom stanju, odnosno ne mijenja se. Pokazano je da je u
idealnim uvjetima Malthusov model primjenjiv na mnoge populacije, bar u ograni¢enom
vremenu. Medutim, model pretpostavlja konstantnu stopu rasta Sto, u slucaju da je ona
pozitivna, implicira neograniCeni rast populacije, a on je mogu¢ samo uz neograni¢ene

7
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resurse. Dakle, mora postojati faktor koji ¢e ograniciti taj rast, a po Malthusu je to upravo
nedovoljna koli¢ina proizvedene hrane.

2.2 Logisticki model

Kako populacija ne bi “eksplodirala” kao u Malthusovom modelu, potrebno je uvesti
ogranicenje koje ¢e djelovati postupno, u ovisnosti o trenutnoj veli¢ini populacije. Stoga
promatramo logisti¢ki model populacije kojeg je predstavio P. F. Verhulst 1838. godine
kao modifikaciju Malthusovog modela. Zamijenimo konstantu r u (2.1)) s funkcijom A(P) i
time dobivamo sljedecu jednadzbu

dP
i h(P)P. (2.3)

Zelimo odabrati 4 takav da je h(P) = r > 0, za male vrijednosti P te takav da se h(P)
smanjuje kako se P povecava. Najjednostavnija funkcija koja ima ta svojstva je h(P) =
r — aP, gdje je a pozitivna konstanta. Koriste¢i ovu funkciju iz (2.3)), nalazimo

P
% = (r —aP@®)P(1). (2.4)
JednadZzba se Cesto zapisuje u ekvivalentnoj formi
dpP() ( P(t)) B
o rP()|1 0 /) P(0) = Py. (2.5)

gdje je Q = r/a pozitivna konstanta i naziva se nosivi kapacitet populacije. Konstanta r se
naziva intrinzic¢na stopa rasta i predstavlja stopu rasta populacije bez ikakvih ogranicenja
(vidi [1]). Jednadzbu (2.5) moZemo zapisati u obliku

dP ldp édP

= + = dt. 2.6
P-5P2 " P K(1-%) (2.6)
Integriranjem dobivamo
_ Q

P(t) = m, CeR. (2.7)

Iz (2.7)) te iz poCetnog uvjeta P(0) = Py slijedi rjeSenje difrencijalne jednadZbe (2.5):

P

P(r) = OF, (2.8)

Py +(Q — Pyl
Funkcija vremena iz gornjeg izraza se naziva logisticka funkcija i ona poprima oblik sig-
moide, odnosno oblik slova S, a populacija koja raste na ovaj nacin se naziva logisticka
populacija. Kada r — oo, stopa rasta populacije po stanovniku se smanjuje, a populacija
tezi k nosivom kapacitetu Q. Dakle, u logistickom modelu populacija ne “eksplodira” kao
u Malthusovom modelu, ve¢ je odozgo ograni¢ena nosivim kapacitetom Q.
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2.3 Stopa rasta stanovniStva

Stopa nataliteta predstavlja omjer broja rodene djece i ukupnog broja stanovnika, a stopa
mortaliteta oznaCava omjer broja umrlih 1 ukupnog broja stanovnika u nekom vremenskom
periodu. Stopa rasta stanovniStva je stopa promjene u veli€ini stanovniStva tijekom nekog
perioda vremena zbog prirodnog rasta i migracijskog salda stanovnistva. Ona uzima u obzir
sve komponente rasta stanovniStva, odnosno, broj rodenih, umrlih, iseljenih i useljenih.
Ako gledamo samo prirodni rast stanovniSta, odnosno ako zanemarimo migracije, stopu
rasta stanovniStva mozZemo prikazati kao razliku stope nataliteta i stope mortaliteta. Stopa
rasta se obi¢no prikazuje kao postotak i moZe biti pozitivna ako se stanovniStvo povecava,
negativna ako se smanjuje te moZe biti jednaka nuli ako se broj stanovnika ne mijenja. U
Hrvatskoj je u zadnjih nekoliko godina procijenjena stopa rasta stanovnisStva negativna, a
zadnji put kada je bila zabiljeZena pozitivna stopa rasta je 2006. godina.
Neka je r godiSnja stopa rasta neke populacije te X, poCetna veli€ina te populacije. Ako se
rast populacije promatra jednom godiSnje, tada je veli¢ina populacije nakon 7 godina dana
sa

X; = Xo(1+ 1), (2.9)

a ako se promatra m puta godiSnje, tada je nakon ¢ godina veliCina populacije jednaka
r mt
X, = Xo(l + —) . (2.10)
m

Za broj promatranja m tokom godine se naj¢eS¢e uzima m = 2 (polugodis$nje), m = 4
(kvartalno), m = 12 (mjesecno), m = 52 (tjedno) ili m = 365 (dnevno). RjeSavajuci
jednadzbu (2.10) po r, dobiva se izraz za stopu rasta

r= m[(%)l _ 1]. @.11)

Ako se stopa rasta smanjuje, to ne mora znaciti da se populacija smanjuje, ve¢ da raste
sporije. Jedan pristup potencijalnom rastu populacije je racunanje njenog vremena udvos-
truenja. Vrijeme udvostrucenja ¢; je vrijeme koje je potrebno da se veli€ina populacije
udvostruci uz trenutnu stopu rasta r te je ono dano sa

In2

la
Na primjer, u Hrvatskoj je za 2005. godinu zabiljeZena stopa rasta od 0.13%, pa bi vrijeme
udvostucenja iznosilo 534 godine, odnosno stanovniStvo Hrvatske bi se u odnosu na 2005.
godinu trebalo udvostruciti do 2539. godine. lako je raCunanje vremena udvostrucenja
jednostavno i njime se moZe dobiti predodZzba o tome koliko brzo stanovniStvo raste u
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danom trenutku, ne moZe se koristiti za procjenu veli¢ine stanovniSta u nekom buduéem
trenutku jer pretpostavlja konstantnu stopu rasta.

Ako u (2.10) pustimo limes kada m — oo, dobivamo neprekidni model u kojem je veli¢ina
populacije u trenutku 7 dana s

X, = Xpe", (2.13)
pri ¢emu smo koristili
mt
lim (1 n 1) e (2.14)
m— oo m

U neprekidnom modelu se promjene u veli€ini stanovniSta promatraju u svakoj vremen-
skoj jedinici, no opcenito se neprekidni model moze shvatiti kao model iz (2.10) u kojem
se stopa rasta procijenjuje dnevno, tj. m = 365.

Model rasta populacije ima i razne druge primjene osim raCunanja stope rasta populacije.
Na primjer, u financijskoj matematici se vrijednost ulozenog novca V, po godisnjoj kamat-
noj stopi r nakon n godina moZze prikazati kao

Vr = Vo(1 + 1), (2.15)
pa se godiSnja kamatna stopa moZe izraziti na sljede¢i nacin

r= (‘;—Z) 1 (2.16)



Poglavlje 3

Modeliranje prirodnog rasta

U ovom poglavlju promatramo prirodno kretanje stanovniStva, odnosno u modelima se
nece uzeti u obzir migracije stanovniStva. U Odjeljku promatramo stanovniStvo podi-
jeljeno prema spolu, a u Odjeljku [3.2] stanovniStvo podijeljeno prema dobi.

3.1 Modeliranje prema spolu

Podijelimo stanovniStvo prema spolu, na muskarce 1 Zene. Po Malthusovom modelu stopa
rasta po jedinici vremena 1 po stanovniku je konstantna. Medutim, ukupna stopa rasta
ovisi o veli¢ini stanovniStva, odnosno o broju muskaraca i o broju Zena pa je moguce da
¢e koeficijenti koji predstavljaju ovu ovisnost biti razliCiti za razli¢ite spolove. Najjednos-
tavnije poopcenje Malthusovog modela za dvije sastavnice dano je parom diferencijalnih
jednadzbi

d
d—n;:am+bf, 3.1)
df

Y _ of +km, 3.2
7 gf +km (3.2)

gdje sum i f broj muSkaraca, odnosno broj Zena, a a, b, g i k su konstante.

Model se temelji na pretpostavci da su muskarci i Zene predstavljeni aproksimativno jed-
nakim udjelima u stanovniStvu. Zanemarena je bioloska pretpostavka da jedan muskarac
moze oploditi viSe Zena u kracem vremenskom periodu, a da jedna Zena moZze zatrudnjeti
samo jednom u kracem vremenskom periodu. Takoder su u ovom modelu zanemarene
migracije stanovniStva. Ako su u i v stope nataliteta za muske, odnosno Zenske djece po
jednom paru, tada su u/2 i v/2 odgovarajuce stope nataliteta po jednom stanovniku. Neka
su u i v stope mortaliteta muskaraca, odnosno Zena po stanovniku. Tada ako zapiSemo

u v

=——u, g==-v, 3.3
a=z=H g=57V (3.3)

11
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u 1%
b==, k==, 34
> > (3.4)

dobivamo koeficijente iz jednadzbi (3.1)) i (3.2). Da bismo rijesili sustav, deriviramo jed-

nadzbu (3.1) po t:
dm  dm  df
— =a— +b—, 3.5
ar ~ “ar dt (3-5)
pa iz (3.2) nalazimo
dm _ dm f+ bk (3.6)
— =a— m. .
dr? ar 8
Rjesavanjem jednadzbe (3.1)) po bf i uvrStavanjem u (3.6) slijedi
d’m  dm

dm
7 = QE + gz + (bk — ag)m. (3.7)

JednadZba (3.7) ima sljedeci oblik

d’m dm

—_— 4+ — + = 0’ 38

a2 TP tam (3.8)
pri cemu su p i g konstante. Opce rjeSenje takve jednadzbe je dano sa

m(t) = Ae""' + Be'™, (3.9)

gdje su r| i r, korijeni kvadratne jednadzbe x> + px + g = 0, a konstante A i B se odreduju
iz pocetnih uvjeta (vidi [1]). U naSem slu¢aju imamo r; = %(a +g+h),rn= %(a +g—h),
pri Cemu je h = +/(a — g)* + 4bk. Dakle, dobili smo m(¢) kao funkciju vremena:

m(t) :Aexp{(a-i_gT_'_h)t} +Bexp{(a++_h)t}, (3.10)
1z koje nalazimo i funkciju f(#):
A(—a+g+h) {(a+g+h)t} B(—a+g—-h) {(a+g—h)t}
=— " ° - . A1
f@ b exp ; + b exp > (3.11)
Konstante A i B se odreduju iz poCetnih uvjeta, pa za t = 0 dobivamo
A + B =m(0), (3.12)
A(—a+ g+ h)+ B(—a+g—h)=2bf(0). (3.13)
Od posebnog interesa Ce biti omjer spolova koji je definiran s
t 1+ Be™™/A
s = "0 _ +Be/ (3.14)

"~ f()  (g—a+h)/2b+ Be (g —a— h)/2Ab’
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Kada 7 teZi u beskona¢nost, omjer spolova tezi u

2b
= ——, 3.15
() = (3.15)
U terminima stopa nataliteta i mortaliteta to je jednako
2
5(c0) = 4 (3.16)

v—u)+2u-v)+ \/(u+v)2+4(,u+v)2—4(u—v)(,u—v).

Ako se stope nataliteta, odnosno stope mortaliteta razlikuju za muskarce 1 Zene, omjer
spolova moze postati znacajno veci ili manji od 1. Kada se to dogodi, muskarci ili Zene
mogu postati bracno dominantni. Na primjer, Zene su bracno dominantne ako broj¢ano
nadmasuju muskarce, $to znaci da skoro svaka Zena moZe naci supruga, dok neki muskarci
ne mogu naci suprugu. U tom slu€aju, ukupna stopa nataliteta e pretezno ovisiti o broju
Zena. Ako su muskarci bra¢no dominantni, tada ¢e ukupna stopa nataliteta preteZzno ovisiti
o broju muskaraca. Da bi se takve situacije izbjegle, jednadzbe (3.1)) i (3.2)) bi se morale
prikladno modificirati.

MoZemo promatrati i prag koji dijeli populaciju koja “eksplodira” i populaciju koja
izumire. Iz jednadzbi (3.10) i (3.T1)) slijedi da je taj prag dan uvjetom a + g = —h, odnosno
kada upotrijebimo definiciju od /& dobivamo uvjet

(a+g)?° =(a—g)* +4kb. (3.17)
Pojednostavljanjem dobivamo ag = kb, odnosno u terminima stopa nataliteta 1 mortaliteta,
(u —2u)(v —2v) = uv. (3.18)

Ako su u i v pozitivni, faktori na lijevoj strani jednadzbe (3.18]) moraju biti istog predz-
naka. Medutim, i 1 v ¢e sigurno biti pozitivni pa jednakost ne¢e moci biti zadovoljena ako
je (u—2u) > 01 (v—2v) > 0. JednadZba moze biti zadovoljena ako je (1 — 2u) < —u i
0>w-2v)>—-v,iliakoje 0 > (u —2u) > —ui (v —2v) < —v. U prvom slucaju je u < u
iv > v,audrugomje u > uiv < v. Dakle, u svakom slucaju ¢e se barem jedan spol
broj¢ano smanjivati pa ¢e kona¢no postojati prevelika razlika izmedu brojnosti muskog 1
Zenskog stanovnis$tva, odnosno jednadzbe (3.1)) i (3.2)) se viSe ne¢e modi primijeniti. Stoga
zakljuujemo da stanovnistvo reprezentirano jednadzbama (3.1)) i (3.2) moze postati sta-
bilno, odnosno da je omjer musSkaraca i Zena u stanovniStvu jednak, jedino ako su za oba
spola stope nataliteta, odnosno stope mortaliteta jednake.
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3.2 Modeliranje prema dobi

U ovom odjeljku promatrat ¢emo prirodno kretanje stanovniStva koje je podijeljeno prema
dobi. Pretpostavljamo da su udjeli muSkaraca i Zena u stanovniStvu aproksimativno jednaki
pa moZemo promatrati stavnovniStvo koje se sastoji samo od Zena. Za stanovniStvo koje
ima konstantnu dobnu distribuciju kaZzemo da je stabilno. Stabilnost u ovom kontekstu ne
mora implicirati konstantnu veli¢inu stanovniStva.

Prvo éemo promotriti model u kojemu su stope nataliteta i mortaliteta konstantne. Neka
je m(a) dobno specifi¢na stopa fertiliteta, odnosno vjerojatnost da Zena u dobi od a godina
rodi kéer u danoj godini, u(a) dobno specifi¢na stopa mortaliteta za a-tu godinu Zivota,
odnosno vjerojatnost smrti Zene u dobi od a godina te neka je c(a) udio Zena u dobi od a
godina u ukupnoj populaciji Zena. Tada je c(a)da udio Zena u dobi izmedu a i a+da. Stopu
nataliteta b i stopu mortaliteta d (broj rodene Zenske djece, odnosno broj umrlih Zena po
godini na jednu Zenu) mozemo prikazati kao

b= fm c(a)m(a) da, (3.19)
0

d= fw c(a)u(a)da. (3.20)
0

Slijedi da je r = b — d stopa rasta stanovniStva, odnosno godiSnji rast Zenskog stanovniStva
po jednoj Zeni.

Oznacimo s N(¢) ukupan broj Zena u stanovniStvu u trenutku ¢z. Tada je po Malthu-
sovom modelu, za pocetnu veli¢inu Zenskog stanovniStva N(0), broj Zena nakon ¢ godina
jednak N(0)e”, a broj Zena prije a godina je jednak N(0)e . Neka je p(a) vjerojatnost da
proizvoljno odabrana Zena preZivi a-tu godinu Zivota. Ona ovisi o broju umrlih Zena u dobi
izmedu 0 1 a godina. Stoga je

pla) = e~ hudx, (3.21)

Deriviranjem obje strane u (3.21)) po @, dobivamo vezu izmedu stope mortaliteta u(a) i
vjerojatnost prezivljavanja p(a):

Iu(a) = —-— (322)

Sada moZemo izracunati distribuciju dobi c(a). Broj rodene Zenske djece prije a godina je
jednak bN(0)e™", a broj Zena koje su preZivjele a-tu godinu Zivota je jednak bN(0)e " p(a).
Iz ovoga dobivamo

_ bN(O)e™p(a) _

NO) be " p(a). (3.23)

c(a)
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Sadaiz B23)ib = [ c(aym(a) da slijedi

1= %f c(a)ym(a)da = f e " pla)ym(a)da. (3.24)
0 0
Ako su p(a) i m(a) poznate, stopu rasta stanovniStva r moze se odrediti tako da zadovoljava
jednadzbu (3.24). Stopa rasta r stabilne populacije moZe se izraCunati numericki tako
da prvo za poznate m(a), p(a) i proizvoljni r izraCunamo integral iz (3.24). Vrijednost
integrala se mora smanjiti ako se r poveca. Stoga, ako je vrijednost integrala manja od 1,
r se mora smanjiti, a ako je veca od 1, r se mora povecavati dok vrijednost integrala ne
dosegne 1. Stopu rasta » moguce je izracunati 1 analiti¢ki, no za to je potrebno definirati
dodatna obiljezja stanovniStva.
GRR (engl. Gross Reproduction Rate) je bruto stopa reprodukcije, definirana kao ocekivani
broj rodenih kéeri po Zeni, uz pretpostavku da dozivi kraj svog reproduktivnog perioda
Zivota: GRR = [~ m(a)da.
NRR (engl. Net Reproduction Rate) je neto stopa reprodukcije, definirana kao ocekivani
broj rodenih kéeri po jednoj Zeni: NRR = fooo m(a)p(a)da. OCito je NRR manja od GRR
jer neke Zene nece preZzivjeti svoj reproduktivni period Zivota.

Definirajmo
fooo am(a) da
e m = ——, prosjecna dob reprodukcije.
fo m(a) da
Jy” @*m(@da ) . N
e 0= =——— —jn?, varijanca dobno specifi¢nog fertiliteta.
fo m(a) da
In NRR .. .. .. .
o T = , prosjecno generacijsko vrijeme u stabilnoj populaciji.
Aproksimativna formula za r = % je dana sa
In (GRR) p(7r
.= n ( )p(in) (3.25)

m — a2u(m) + In (GRR) p(im)/2m

Svi parametri o kojima ovisi stopa rasta stabilne populacije mogu se izracuati iz m(a) i u(a).
Parcijalne derivacije od r po svakom od ovih parametara predstavljaju osjetljivost stope
rasta na promjene tih parametara. Osjetljivost na promjene parametara ovisi o veli¢inama
tih parametara, a one mogu biti osjetno razlicite za razlicite populacije (vidi [3]).

Vaznost modela stabilne populacije dolazi iz ¢injenice da se distribucija dobi i stopa
rasta svake populacije s fiksnim stopama dobno specificnog nataliteta i mortaliteta mo-
raju asimptotski pribliZzavati stabilnom stanju. U stvarnim populacijama su stope nataliteta
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1 mortaliteta promijenjive, ali to, kao ni migracije, nije uzeto u obzir u ovom modelu.
Medutim, kretanje prema stabilnom stanju, koje je neovisno o poc¢etnom stanju, karakte-
rizira brojne dinami¢ke modele. Na primjer, u logisti¢ckom modelu koji je zadan sa (2.5),
populacija tezi svom nosivom kapacitetu Q koji je neovisan o pocetnom stanju P,.

U nastavku promatramo dvije razli¢ite populacije 1 njihove dobne strukture. Omjer
dobnih distribucija dvaju populacija dan je sa

rna

c(a) _ bypr(a)e”
ci(@)  bipi(@e

pri ¢emu je r, > r;. Ako pretpostavimo da su dobno specifi¢ne stope mortaliteta, a otud 1
vjerojatnosti preZivljavanja jednake za obje populacije, tada (3.26) postaje:

(3.26)

b
CZ(a) _ _Ze—Ara

ci(@) by

(3.27)

pri Cemu je Ar = r, —ry. 1z vidimo da se omjer dobnih distribucija smanjuje kako
se dob povecava. Nadalje, kako je fooo ci(a)da = fooo cy(a)da = 1, nijedna krivulja dobne
distribucije ne lezi potpuno ispod druge. Ako te dvije krivulje nisu identi¢ne, one se moraju
sije¢i za neku dob a. To znaci da ¢e populacija s viSom stopom rasta biti “mlada” od druge
populacije, odnosno imat ¢e vecu proporciju Zena mladih od & godina, a manju proporciju
Zena starijih od a godina. Dob a pri kojoj se krivulje sijeku je aproksimativno jednaka
srednjoj vrijednosti prosjecnih starosti dvaju populacija (vidi [3]).
Pretpostavimo da se dobno specificne stope fertiliteta dvaju populacija razlikuju samo
za multiplikativnu konstantu, odnosno da je my(a) = km;(a). S obzirom da joS vrijedi 1
pi(a) = pa(a), tada mora vrijeditii 7; = T, = T, pri ¢emu je T prosjecno generacijsko
vrijeme definirano sa e’/ = NRR. Ako pretpostavimo da su pocetne veli¢ine populacija
jednake, vrijedi
Ni(T) = N(O)e"",  Ny(t) = N(0)e"". (3.28)

Posto je my(a)/my(a) = k, u prosjeku se k puta viSe djece godiSnje rodi u populaciji s
vecom stopom rasta. Zato je

Ink
k=T = Ar= nT (3.29)

S a je oznaCena dob za koju je ¢(a) = c,(a) pa vrijedi

(@) by _ay
_e@ b s (3.30)
ci(@a b

b2 Aré
— = 3.31
b ¢ (3.31)
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Sada iz (3.29) i (3.31) slijedi

b2 a I’HQ(&)
In—==—=1 32
N =g nml(&)’ (3.32)
@) _a-a  m@ 333

n = n .
ci(a) r  m(a)
Ako je u jednadzbi (3.32)) a > T, tada stanovnistvo s vecim fertilitetom ima “’povoljniju”
dobnu distribuciju 1 ima viSe nego proporcionalno vecu stopu nataliteta pa je tada omjer
stopa nataliteta veéi od omjera stopa fertiliteta. Jednadzba (3.33)) predstavlja utjecaj stopa
fertiliteta na dobnu distribuciju. Moze se re¢i da u ovom modelu jedna populacija ima
vedi “efektivni fertilitet”, odnosno da ima vecu stopu rasta uz iste dobno specificne stope
mortaliteta.
Pretpostavimo sada da su dobno specifi¢ne stope fertiliteta jednake za obje populacije.
Iz jednadzbe (3.23) slijedi da nagib krivulje dobne distribucije ovisi o stopi rasta r i vje-
rojatnosti prezivljavanja p(a). Pretpostavimo da jedna populacija ima ’povoljnije” dobno
specifi¢ne stope mortaliteta, odnosno da ima vecu vjerojatnost prezivljavanja za sve dobi.
Tada se ocekuje da ta populacija, uz jednake stope feritliteta, ima vecu stopu rasta. Veca
stopa rasta vodi do strmijeg pada krivulje c(a), dok veci p(a) vodi do “ravnije” krivulje
c(a). Pretpostavimo da se dobno specificne stope mortaliteta dviju populacija razlikuju za
konstantu, odnosno da je uy(a) = py(a) — k. Iz jednadzbe (3.21)) slijedi

pa(a) = e~ b 10d = o= [ lnRdr = (), (3.34)
Zbog
f e " pi(a)ym(a)da = f cilayda =1 = f ca(a)da = f e " pr(aym(a) da,
0 0 0 0
(3.35)

mora vrijediti
@) _ D ptagpa D2 (3.36)
ci(@) b by
Medutim, populacije imaju iste dobno specificne stope fertiliteta pa imaju i iste stope na-
taliteta. Dakle, b, = b; pa dobne distribucije populacija moraju biti jednake.

Kada smo promatrali populacije s razlicitim stopama fertiliteta, pretpostavili smo da se
one razlikuju za multiplikativnu konstantu. Iako ta pretpostavka nije toliko nerealisticna,
pretpostavka za proporcionalne dobno specifi¢ne stope mortaliteta jest nerealisticna. Na-
ime, u proSlom stoljecu stopa mortaliteta se znaajno smanjila, no stope mortaliteta se nisu
jednako smanjile za sve dobi. NajviSe su se smanjile stope mortaliteta dojencadi, dok je
puno manji pad stope mortaliteta bio za srednju Zivotnu dob (vidi [3]). Stoga se utjecaji
promjene dobno specifi¢nih stopa mortaliteta ne mogu lako odrediti analiticki, ve¢ se pri-
mjenjuju numericke metode. Aproksimacija od In x, za vrijednosti od x blizu 1, je dana
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sa (x — 1). Stoga ako vjerojatnosti prezivljavanja i stope rasta dvaju populacija nisu pre-
razlicite, aproksimacija od In % je dana sa

e " ps(a)

-1 3.37
e~"pi(a) (337)

pa vrijedi

pZ() —Ara ) —-ria
ﬁ ln(pl( ) ) pi(a)ym(a)da

:foo (m 1) " p(a)ym(a) da (3.38)
0 ra (a)

= f (e pa(a)ym(a) — e pi(a)ym(a)) da.
0

Takoder, vrijedi i

b= foo cla)ym(a)da = f‘” be " p(a)ym(a) da
0 0 (3.39)

= f e “playm(a)da = 1,
0
Sto vrijedi za obje populacije, pa iz (3.38)) i (3.39) slijedi
f (22 @) e )e " py(@ym(a) da = (3.40)
0 pia)

Supstitucijom e ""“p(a) = c;(a)/b; u (3.40) i mnoZenjem s b; dobivamo

f (m Pa@) _ Ara)cl(a)m(a) da = 0. (3.41)
0 pi(a)
Uz pretpostavku da su pi(a), p>(a), mi(a) = my(a) = m(a) poznate, Zelimo odrediti Ar.
Za podrucje integracije moze se uzeti segment od najmanje do najvece reproduktivne dobi
(najcescée se uzima od 15 do 45 godina). Da bismo odredili Ar, prvo uzimamo proizvoljno
malu vrijednost od Ar tako da je integral iz (3.41)) pozitivan. Povecavanjem Ar se smanjuje
vrijednost integrala dok ne postane jednak nuli, a pripadajuca vrijednost od Ar je upravo
traZena vrijednost.

Jo$ treba odrediti omjer b,/b,. Pod pretpostavkom da dobne distribucije nisu pre-
razli¢ite, imamo aproksimaciju

c(a) ~ c(a)
ci(a) ci(a)

-1. (3.42)
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Tada vrijedi
f 1n(C2(“) )cl(a) da =0, (3.43)
0 ci(a)
odnosno . b
f (ln PA@ o —z)cl(a) da =0, (3.44)
0 pi(a) b,

Sada su sve vrijednosti poznate osim In b,/b;. Kao 1 prije, za b, /b, uzimamo proizvoljnu
vrijednost te ako je vrijednost integrala pozitivna, smanjujemo vrijednost od b, /by, a ako
je negativna, povecavamo ju dok integral nije jednak nuli.

Dakle, konstantna razlika izmedu dobno specifi¢nih stopa mortaliteta dvaju populacija
ne uzrokuje razli¢itost dobnih distribucija populacija s jednakim dobno specifi¢nim sto-
pama fertiliteta.



Poglavlje 4

Modeliranje ukupnog rasta

U ovom poglavlju promatrat ¢emo kretanje stanovniStva uzrokovano prirodnim kretanjem
1 migracijama stanovniStva. StanovniStvo Ce biti podijeljeno u tri dobne skupine. Skupina
G, predstavlja djecu do 14. godine, skupina G, se sastoji od svih stanovnika izmedu 15. i
64. godine Zivota, a skupina G5 se sastoji od stanovnika koji imaju viSe od 65 godina. Broj
stanovnika koji pripada skupini G; u trenutku 7 bit ¢e oznacen s x;(7), j = 1,2, 3.

4.1 Parametri modela

Parametri koje ¢emo koristiti u modelima su stopa nataliteta stanovniStva te stopa mor-
taliteta, stopa imigracije 1 stopa emigracije za svaku dobnu skupinu, a one se najcesce
prikazuju u obliku godi$njih stopa. Stopa nataliteta b(i) predstavlja omjer broja rodene
djece u vremenskom periodu [#;_1, #;] i broja stanovnika koji pripadaju dobnoj skupini G,
u t;_1. Ovdje pretpostavljamo da je stopa plodnosti za dobne skupine G| 1 G3 zanemariva.
Dakle,

broj rodenih tijekom [#;_, t;]

bli) = x(tiz1)

4.1)

Stopa mortaliteta d;(i) pretstavlja omjer broja umrlih u dobnoj skupini G; u periodu [#;_i, t;]
i broja stanovnika skupine G; u trenutku f;_;:
broj umrlih iz G; tijekom [#;_y, ;]

4(0) = x(ti-1)

(4.2)

Stopa imigracije 7;(i) predstavlja omjer broja novih imigranata koji pripadaju dobnoj sku-
pini G; tijekom vremenskog perioda [#;_;, #;] 1 broja stanovnika skupine G; u trenutku #;_;:
B broj iseljenih iz G; tijekom [#;_;, t;]

7;(i) = Py ) 4.3)

20
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Stopa emigracije r;(i) predstavlja omjer broja emigranata koji pripadaju dobnoj skupini G;
tijekom vremenskog perioda [#;_;, #;] 1 broja stanovnika skupine G| u trenutku #;_;:
broj useljenih iz G; tijekom [#;_y, 1;]

xi(ti-1) '
Stopa prelaska iz dobne skupine G u dobnu skupinu G, se oznacava s pi,(i) i predstavlja

broj stanovnika u dobi od 14 godina koji tijekom [#,_1, #;] prelaze u skupinu G,, po broju
stanovnika skupine G, u f;_;. Sli¢no se definira i p,3(i). Imamo:

4.4)

rj(l) =

broj stanovnika iz G; koji tijekom [¢;_1, ¢;] prelaze u G,

i) = , 4.5
p12(0) ) 4.5)
. broj stanovnika iz G, koji tijekom [#;_y, t;] prelaze u G3
p(i) = o) . (4.6)
2(ti-1

4.2 Linearni deterministicki model

U ovom odjeljku najprije éemo promatrati diskretni linearni model, a kasnije i neprekidni.
Prvo promatramo stanovnistvo skupine G. Rast broja stanovnika u G, ovisi o broju rodene
djece Ciji roditelji pripadaju skupini G, 1 o broju novih imigranata, dok pad broja stanov-
nika u G, ovisi o broju umrlih, broju emigranata te o broju prelazaka u skupinu G,. Ako
ozna¢imo Ax;(t;) := x;(t;) — x;(ti-1), At; :=t; —t;.y, j = 1,2, 3, stopa rasta stanovniStva u
dobnoj skupini G, e biti jednaka

Ax ()
At;

= b(D)xx(tiz1) — di(Dx1(ti-1) — pro@Dxi(tiz1) — ri(Dx1(ti-r) + T1(Dx1(8i=1). (4.7)

Stope rasta za dobne skupine G, i G; raCunamo sli¢no:

Ax, (1)

A P2D)x1(ti1) — pa3(Dxa(ti1) — dr(D)x2(tim1) — (D) x2(ti=1) + T2(Dx2(2i-1), (4.8)

Axs(r ' | | |
xA3t(-t) = p3(Dx2(tic1) — d3(Dx3(ti-1) — r3(Dx3(ti-1) + T3(Dx3 (8- 1). (4.9)

Stopa rasta ukupnog stanovnistva se dobije zbrajanjem modela iz (4.7), @.8)) i (4.9):

Axtotal(ti)
At

= [~di—r+7i]x1(ti-) + [b—dy =y + 1] (tim)) + [—ds — 3 + T3] x3(8-1). (4.10)

X1
x:=|x|. 4.11)

Definirajmo vektor stanja x kao
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Iz diskretnog modela prelazimo u neprekidni tako da pustimo limes kada max; At; — 0.
Sada se matematicki modeli dobnih skupina G, G,,G; mogu prikazati diferencijalnom

jednadzbom
dx(1)

el A)x(t), x(0)=xy, =0, (4.12)
pri ¢emu je matrica sustava A kvadratna matrica reda 3 dana sa
—(di+ prat+r —11) b 0
A= P —(p3+dr+1r—12) 0 : (4.13)
0 P23 —(d5 + 13— 73)

Slijedi da je stopa rasta cijelog stanovniStva u neprekidnom vremenu dana sa

d d
0 = L + 0 + 5 0)
=[=di(®) = () + T1(®O)]x1 (1) + [b(t) — da(t) — 2(2)

+ To(0)]x2(0) + [ = ds(t) — r3(0) + T3(D) ] x3(2).

(4.14)

GodiSnja stopa rasta

U Odjeljku stopa rasta stanovniStva definirana je kao

) -1

gdje je X, velic¢ina stanovniStva nakon ¢ godina, a X, poCetna veliina stanovniStva. Ako
pretpostavimo da se stopa rasta procijenjuje jednom godiSnje (m = 1) te da je vremenski
period tijekom kojeg se ona procijenjuje takoder jedna godina (At; = 1), tada ju moZemo
izraCunati na sljedeci nacin

XX

=%
Sada se r naziva godis$nja stopa rasta stanovnistva. Iz modela (.7)), @.8) i (4.9) za Ar; = 1
te iz (4.13)) slijede godisnje stope rasta dobnih skupina G, G, 1 G3, koje ¢emo oznacavati s
Ry, Ry 1 R;, respektivno:

xi1(t;) — x1(ti-1) _ xo(tiz1)

(4.15)

r

e —(di+pt =), 4.16
1 xi(fiz1) x1(ti2y) (di + p12 1 1) ( )
Ry = )~ alli1) = 12XI(IH) —(dy + pa3 + 2 — 1), 4.17)
X2(ti-1) x2(fi_1)
L U ) (4.18)

23
x3(ti-1) x3(ti-1)
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GodiSnja stopa rasta cijele populacije je dana sa

Ruwt = Ax((5;) + Axy(;) + Axs(t)
T X)) + xts) + x3(tm1)
_(=di =+ 1)x(tio) + (b —dy =+ 1) x0(ti-1)
- x1(ti-1) + x2(ti-1) + x3(8i-1)
(—=ds — r3 + 13)x3(ti-1)
x1(tic1) + x2(tim1) + x3(ti21)

4.19)

4.3 Linearni stohasticki model

Postoje razni izvori nesigurnosti i slucajnosti koji utjeCu na dinamicke modele. Stoga u
ovom odjeljku promatramo stohasti¢ku modifikaciju deterministickog linearnog modela
1z Da bismo dobili stohasticki model, u deterministicki model dodajemo Sum koji
predstavlja slu€ajnu gresku koja je posljedica nekih neocekivanih dogadaja ili zbog nepra-
vilnosti u procjeni veli€ine 1 sastava stanovniStva (vidi [4]).

Pretpostavimo da broj rodenih, umrlih, useljenih i doseljenih stanovnika te stope pre-
laska ovise o aditivnom Gaussovom Sumu s o¢ekivanjem nula i kona¢nom varijancom.
Tada se slucajni dio cijelog modela moze modelirati jednim normalno distribuiranim Ga-
ussovim §umom s o&ekivanjem nula i varijancom o>(f) u svakom trenutku 7. Nadalje, ako
pretpostavimo da je Sum bijeli, svaka jednadzba modela ukljucivat ¢e jedan aditivni Clan.
Stohasticki linearni model je dan trima stohastickim diferencijalnim jednadzbama:

d dW

Et(t) = b(D)x2(t) = (di (1) + pr1a(t) + () = T1 () x1 (1) + 01 (D) dlt(t)’ (4.20)
d dwW.

)Zt( u P120)x1(1) = (da(1) + pa3(t) + r2(1) — T2()x2(2) + 05(1) di(t)’ 4.21)
d AW

)Sr( D~ paa(00) = (@a(0) + ra(0) = TxO)0(0) + 020 di(t)' (4.22)

Radi jednostavnijeg zapisa, definirajmo x () := dx;(t)/dt i Wj(t) =dW(t)/dt, j=1,2,3.
Tada x () oznaCava stopu rasta dobne skupine G;, a Wj(t) ~ N(0, 1) sunezavisne i jednako
distribuirane, iz Cega slijedi a‘,(t)Wj(t) ~ N(O, O'?(l)), Jj = 1,2,3. Gornje jednadzbe se
mogu zapisati u matri¢noj formi

Xt = A(Dx() + ZOW(@), >0, (4.23)
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gdje je A matrica definirana s (4.13), W(r) = [Wl(t) W, (1) W3(t)] , a matrica X je defi-
nirana s

(O] 0 0
0 0 g3
1z jednadzbi (@.20),(4.21) i (4.22) slijedi izraz za stopu rasta cijelog stanovniStva
d
x(1) ::E(xl(t) + x2(1) + x3(1))
=(=di(t) = n(0) + T1(D)x1(2) + (D(2) = da(1) — r2(2) + T2(1))X2(2) (4.25)

3
+ (=ds(1) = r3(0) + T(O)x3(0) + Y THOW(0).
j=1

GodiSnja stopa rasta

Sli¢no kao u Odjeljku .2 ratunamo godisnju stopu rasta stohastickog modela za dobne
skupine te za ukupno stanovniStvo. GodiSnje stope rasta za G, G, 1 G3 su dane sa

ti W, (¢
Ry = b2 i p sy 1y + DO (4.26)
x1(ti-1) x1(ti-1)
x1(t21) o Wh(t
= D Gy 4y =y B2 (4.27)
x(ti-1) X2(ti-1)
x(ti—1) o3 Ws(1)
= —(d3+r3—13)+ . 4.28
3 p23X3(t,~_1) (d3 + 13 —713) o) (4.28)
Godi$nja stopa rasta cijele populacije za stohasti¢ki model je dana sa
R (=di —ri +1)x1(ti1) + (b —do = 12 + 72)X0(8i-1)
total —
tio1) + x(tiy) + x3(t—
x1(fi-1) + x2(ti-1) + x3(fi-1) (4.29)

N (=ds — r3 + T3)x3(ti-1) + Wi (1) + 0, Wa(2) + o3 Wi(2)
x1(tiz1) + x2(ti1) + x3(ti1) .

4.4 Lognormalni stohasticki model

Pretpostavimo da stopa nataliteta, stope mortaliteta, emigracije 1 imigracije za svaku dobnu
skupinu te stope prelaska ovise o aditivnim sluc¢ajnim procesima, tj.

b(t) — b(t) + Wy(0),
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di(ty — di(t) + W (),

(1) = 1) + W (1),

ri(t) = i)+ W, (),
P = pi) + W,, (),
ps(t) = pr(@) + W, (D),

za j = 1,2,3. Sada ako definiramo:

Wyi=Wy + W, + W, + W,

Wy = Wy, + W, + Wy, + Wy, (4.30)
W3 = Wd3 + Wr3 + WT3,
onda iz (4.12)) dolazimo do sljedecih stohasti¢kih diferencijalnih jednadzbi:

x1(1) = (b(0) + Wp(0)x2(t) = (di (1) + pra(t) + ri(2) — 71(8) = Wi(0)x1(2),
52(1) = (P12(®) + Wy, (0)x1(2) — (do(2) + pas(®) + r2(t) — 12(F) — Wa(1))x:1(2), (4.31)
x3(1) = (po3(t) + szs(f))xz(l) — (d3(t) + r3(t) — 3(t) — W3(f))x3(f)-

U nastavku promatramo poopéenje gornjeg modela. Prisjetimo se najprije definicije Browno-
vog gibanja. Pretpostavimo da se nalazimo u vjerojatnosnom prostoru (2, ¥, P).

Definicija 4.4.1. Slucajan proces W = (W(¢),t > 0) je Brownovo gibanje ako vrijedi:
(i) Putovit — W(t)(w) su neprekidne funkcije sa R, u R (za g.s. w € Q).
(ii) W(0) = 0.
(iii) Za sve 0 =ty < t; < ... < t,, su prirasti
W(t) = W(t) — W(to), W(ta) — W(t1), ..., W(t) — W(t-1)
nezavisni.

(iv) Za sve O < s < t je prirast W(t) — W(s) normalno distribuiran s ocekivanjem nula i
varijancom t — s (vidi [3]]).

Pretpostavimo da je § = [51 A Sm]T, pri cemu S; : QX [0,T] - R, i =
1,2, ...,m oznaCavaju broj rodenih, umrlih, iseljenih, useljenih itd. Tada se pretpostavlja
da je za svaki 7, S; lognormalna slu€ajna varijabla te da zadovoljava sljedecu stohastiCku
diferencijalnu jednadzbu

dS (1) = fi(x(®), S )S (D)dt + gi(x(©), S ))S {(DdVi(r),  §i/0) =S, (4.32)
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pri ¢emu je x : Q X [0,T] — R”" slucajan proces koji opisuje kretanje stanovniStva, a

Vi = (Vi(¢) : t = 0) Brownovo gibanje za i = 1,...,m, Sto znacli da je % bijeli Sum za
i = 1,...,m. Poseban slu¢aj od (¢.32) je dan sa

dsS (1) = Cx()S (t)dt + DS (1)dV(t), Si0) =S, (4.33)
gdje su C i D matrice prikladnih dimenzija. Ako pretpostavimo da je dy;(¢) := [f’((t’)), i =

1,...,m, tada svaki y;(#) zadovoljava stohasti¢ku diferencijalnu jednadzbu
dy;(t) = Cx(t)dt + DAV (1). (4.34)

Ovdje y;(¢) predstavlja postotnu promjenu od S; koja se odnosi na zaSumljene podatke
dobivene ankiranjem stanovniStva, a dV;(¢) je prirast Brownovog gibanja. SluCajan proces
x(t) je modeliran pomocu linearne stohasti¢ke diferencijalne jednadZzbe

dx(t) = Ax(t)dt + BAW(t), x(0) ~ N(m,X), (4.35)

gdjesu A € R™", Be R™ W = (W(t) : t > 0) je vektorsko Brownovo gibanje takvo da
W(t) ~ N(O, Lxnt) te su Vi(¢), i = 1,...,m 1 W(f) nezavisni od pocetnog stanja x(0).

Lognormalni stohasti¢ki model (#.32)) je prikladniji za modeliranje kretanja stanovnistva
jer je opcenitiji od linearnog stohastickog modela, a poseban slucaj koji je dan jednadzbama
(@.33) i (4.35) se moZe koristiti u algoritmima koji procjenjuju kretanje stanovnistva kako
bi se izveli parametri modela za eksperimentalne podatke (vidi [4]).

4.5 Testiranje modela

Promatramo stanovnis$tvo Hrvatske u periodu izmedu 2001. i 2016. godine te je ono po-
dijeljeno u tri dobne skupine G, G, i G5 definirane na pocetku Poglavlja ] Svi podaci
koji ¢e biti ovdje prikazani su objavljeni od strane Drzavnog zavoda za statistiku Republike
Hrvatske [7]. Drzavni zavod za statistiku svake godine objavljuje procijenjene podatke o
ukupnom stanovniStvu Hrvatske. Podaci koje ¢emo ovdje koristiti su broj stanovnika, broj
rodene djece, broj umrlih, useljenih i doseljenih stanovnika po dobnim skupinama te broj
stanovnika koji prelaze iz jedne dobne skupine u drugu za svaku godinu. Takoder, svi po-
daci ovdje koriSteni su godiSnje procjene stvarnog stanja stanovniStva na datum 31.12. U
Tablicama i[4.3] su prikazani podaci za tri dobne skupine.

U prvoj dobnoj skupini je u promatranom periodu stopa rasta negativna u svakoj go-
dini. ITako se broj umrle djece smanjuje, smanjuje se broj rodene djece, a povecava broj
iseljene djece, Sto je uzrok stalnom padu broja stanovnika dobne skupine G,. U skupini G,
je takoder prisutan pad broja stanovnika, a zadnji put kada je zabiljeZena pozitivna stopa
rasta je bilo 2006. godine. NajviSe je na to utjecao broj iseljenih stanovnika koji se u
zadnjih nekoliko godina promatranog razdoblja drasticno poveéao. Jedino je kod dobne
skupine G prisutan rast stanovniStva tijekom gotovo cijelog promatranog razdoblja.
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Godina | StanovniStvo Rodeni Umrli Doseljeni Iseljeni Stopa rasta
2002. 706091 40094 509 3059 953 -1.37%
2003. 694854 39668 481 2119 562 -1.59%
2004. 686534 40307 464 2581 451 -1.20%
2005. 680492 42492 400 2474 310 -0.88%
2006. 672444 41446 380 2409 494 -1.18%
2007. 668225 41910 357 2144 432 -0.63%
2008. 664020 43753 346 1924 373 -0.63%
20009. 660698 44577 320 1289 471 -0.50%
2010. 654912 43361 334 634 930 -0.88%
2011. 645167 41197 294 1198 1047 -1.49%
2012. 636539 41771 341 679 796 -1.34%
2013. 627638 39939 281 776 1850 -1.40%
2014. 621050 39566 265 782 1616 -1.05%
2015. 611472 37503 234 812 4283 -1.54%
2016. 603450 37537 245 883 5509 -1.31%

Tablica 4.1: Podaci za dobnu skupinu G;.

Godina | StanovniStvo Umrli Doseljeni Iseljeni Prelasciiz G; Stopa rasta
2002. 2874756 11322 15595 9805 51829 -0.18%
2003. 2875455 11250 14603 5137 52330 0.02%
2004. 2877177 10590 14375 4879 50432 0.06%
2005. 2876255 10780 10666 3754 50410 -0.03%
2006. 2879008 10381 11475 5463 50973 0.10%
2007. 2875029 10505 11428 6639 47162 -0.14%
2008. 2874829 10798 11514 5513 48672 -0.01%
2009. 2874575 10243 6439 7582 48284 -0.01%
2010. 2874289 10140 3887 7309 48851 -0.01%
2011. 2865462 10085 6649 10077 50847 -0.31%
2012. 2852460 9918 7566 10367 50050 -0.45%
2013. 2836487 9562 8687 11711 47466 -0.56%
2014. 2809119 9371 8789 17378 45003 -0.96%
2015. 2774312 9612 9585 23175 43266 -1.24%
2016. 2736501 8890 11579 28882 40573 -1.36%

Tablica 4.2: Podaci za dobnu skupinu G,.
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Godina | StanovniStvo Umrli Doseljeni Iseljeni Prelasciiz G, Stopa rasta
2002. 724440 38832 1711 1009 51227 2.09%
2003. 735333 40933 1733 835 50843 1.50%
2004. 747083 38792 1427 1482 50452 1.60%
2005. 755687 40652 1090 1948 46924 1.15%
2006. 762041 39659 1094 1735 49371 0.84%
2007. 768688 41517 1050 1931 44435 0.87%
2008. 770933 41046 1103 1602 39910 0.29%
20009. 767568 41822 740 1887 36194 -0.44%
2010. 760655 41670 464 1621 47137 -0.90%
2011. 765355 40662 687 1575 50686 0.62%
2012. 773141 41550 714 1714 51285 1.02%
2013. 782684 40573 915 1701 54891 1.23%
2014. 795147 41200 1067 1864 55477 1.59%
2015. 804885 44350 1309 2193 52680 1.22%
2016. 814262 42425 1523 2045 56588 1.17%

Tablica 4.3: Podaci za dobnu skupinu Gs.

Na temelju danih podataka, ispitat cemo linearni deterministicki model koji je dan jed-
nadzbama (@.7), (.8), (4.9) i (4.10) te model za godi$nju stopu rasta dan jednadzbama
@.16), @.17), @.18) i @.19). Svi parametri modela su odredeni iz danih podataka. Na
primjer, parametar d, (stopa mortaliteta dobne skupine G,) za 2016. godinu je dobiven
dijeljenjem broja umrlih stanovnika iz skupine G, u 2016. godini s ukupnim brojem sta-
novnika skupine G, krajem 2015. godine. Za pocetno stanje, odnosno za broj stanovnika
u 2001. godini uzet je stvaran broj stanovnika te godine za svaku dobnu skupinu.

Kako bismo ispitali to¢nost matemati¢kih modela u odnosu na stvarne podatke, prika-
zali smo rezultate modela graficki zajedno sa stvarnim podacima te smo izracunali relativne
pogreske za svaku dobnu skupinu i za ukupno stanovnistvo. StanovniStvo dobiveno linear-
nim deterministickim modelom u usporedbi sa stvarnim stanovniStvom Hrvatske u periodu
od 2001. do 2016. godine prikazano je graficki po dobnim skupinama na Slikama [4.1al,
4.10] te je na Slici . 1d| prikazano ukupno stanovnistvo. Takoder su graficki prikazane
i godiSnje stope rasta dobivene modelom u usporedbi sa stvarnim stopama rasta po dobnim
skupinama i za cijelo stanovniStvo na Slikama [.2a] 4.2b] 4.2¢|i d.2d. Punom linijom su
prikazani podaci generirani modelom, a isprekidanom linijjom prikazani su podaci o sta-
novniStvu procijenjeni od strane Drzavnog zavoda za statistiku. U Tablici 4.4| prikazane su
relativne greSke linearnog deterministickog modela u odnosnu na stvarno kretanje ukupnog
stanovniStva i stanovniStva po dobnim skupinama, a prikazane su u postocima.
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Slika 4.2: Usporedba stvarne stope rasta stanovniStva i stope rasta dobivene modelom iz
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Slika 4.2: Usporedba stvarne stope rasta stanovniStva i stope rasta dobivene modelom iz
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Godina | Skupina G; Skupina G, Skupina G; Ukupno stanovniStvo

2002. 0.013% 0.070% 0.047% 0.041%
2003. 0.007% 0.128% 0.080% 0.073%
2004. 0.000% 0.242% 0.098% 0.145%
2005. 0.005% 0.346% 0.121% 0.211%
2006. 0.012% 0.451% 0.127% 0.277%
2007. 0.055% 0.585% 0.133% 0.358%
2008. 0.107% 0.589% 0.175% 0.345%
2009. 0.081% 0.675% 0.175% 0.407%
2010. 0.010% 0.684% 0.172% 0.429%
2011. 0.051% 0.707% 0.235% 0.439%
2012. 0.096% 0.707% 0.219% 0.448%
2013. 0.141% 0.709% 0.207% 0.456%
2014. 0.181% 0.714% 0.198% 0.464%
2015. 0.242% 0.718% 0.198% 0.472%
2016. 0.291% 0.719% 0.183% 0.480%

Tablica 4.4: Relativne greSke linearnog deterministickog modela za ukupno stanovni$tvo i
dobne skupine.

Iz Tablice vidimo da je najveca relativna greska za dobnu skupinu G, izracunata
za 2016. godinu te da je jednaka 0.291%. Tada je broj stanovnika do 14 godina prema
Drzavnom zavodu za statistiku bio jednak 603450, a prema modelu je on jednak 601693,
pa apsolutna greSka iznosi 1757. Za skupinu G, najveca relativna greska je takoder u
2016. godini, a iznosi 0.719%. Procijenjeno stanovnisStvo skupine G, za tu godinu iz-
nosi 2736501, a modelom je dobiveno 2716821 pa apsolutna greska iznosi 19680. Za
skupinu G3 je najveca relativna greska 0.235% i to za 2011. godinu kada je procijenjeno
stanovniStvo skupine G3 bilo jednako 765355, a stanovniStvo dobiveno modelom 767154,
Sto znaci da je apsolutna pogreska za 2011. godinu jednaka 1799. Za ukupno stanovniSvo
je najveca relativna greSka izmjerena 2016. godine i iznosi 0.48%. Procijenjeno ukupno
stanovniStvo je tada bilo jednako 4154213, a modelom je dobiveno 4134264, Sto daje ap-
solutnu gresku od 19949.

Dobivene greSke mogu biti posljedica numeric¢kih greSaka u izra¢unu malih stopa iz
sirovih podataka ili mogu biti posljedica nelinarnosti stvarnog modela kojeg prati sta-
novniStvo. Takoder je moguce da se greSke javljaju iz nekih razloga nevezanih uz mo-
del. Tako greske modela postoje, one i u najgorim slucajevima koje smo promotrili pred-
stavljaju vrlo mala odstupanja od stvarnih podataka, a za neke godine je modelirano sta-
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novniStvo identi¢no stvarnom stanovniStvu. Dakle, mozemo zakljuciti da linearni determi-
nisticki model opisan u Odjeljku #.2] dobro reproducira dane podatke te se moze koristiti
za predvidanje buduceg kretanja stanovniStva u Hrvatskoj.
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Sazetak

U ovom radu predstavljeni su matemati¢ki modeli koji opisuju promjene u velicini te u
dobnom i spolnom sastavu stanovniStva uzrokovane demografskim procesima kao $to su
radanje, umiranje i migracije.

Modeli koji opisuju prirodno kretanje stanovniStva predstavljaju temelj za razvoj sloZenijih
modela. Analizom modela prirodnog rasta koji dijeli stanovniStvo prema spolu zaklju¢ujemo
da stanovniStvo moZe postati stabilno, odnosno da je omjer muskaraca i Zena u stanovniStvu
jednak, jedino ako su za oba spola stope nataliteta i mortaliteta jednake. U modelima pri-
rodnog rasta dvaju populacija podijeljenih prema dobi promatramo njihove dobne distribu-
cije u slucajevima kada se njihove dobno specificne stope fertiliteta, odnosno mortaliteta
razlikuju. Takvi modeli zanemaruju migracije i pretpostavljaju konstantnu stopu rasta pa
se ¢esto ne mogu primijeniti u stvarnim situacijama.

U posljednjem poglavlju predstavljeni su modeli koji su prikladniji za opisivanje stvarnog
kretanja stanovnistva. U svrhu modeliranja prema dobi, stanovnistvo je podijeljeno u tri
dobne skupine te su promatrane interakcije medu grupama. Testiranjem linearnog deter-
ministickog modela na stvarnim podacima o kretanju stanovnisStva Hrvatske, zaklju€ujemo
da se testirani model moZe koristiti za opisivanje kretanja stanovniStva u Hrvatskoj.



Summary

The aim of this thesis is to present various mathematical models describing human popula-
tion changes in size and changes in age and sex composition due to demographic processes
such as births, deaths and migrations.

Models of natural growth of the population are the foundation for the development of more
complicated models. By analyzing the models of sex composition in which migrations are
excluded, we conclude that the only way a population could become stabilized (i.e. to have
the same number of males and females) is if the birth and death rates of both sexes are
equal. In natural growth models of two populations divided into age groups, we observe
their age distributions when their fertility schedules or mortality schedules differ. These
models do not take migrations into account and also in these models constant growth rate
is assumed, so they often cannot be applied to real populations.

In the last chapter, we present mathematical models which are more convenient for descri-
bing the actual changes in population. For the purpose of modeling the age composition,
the population is divided into three age groups and interactions between these groups are
observed. By comparing the results of linear deterministic model with the actual data of
the population of Croatia, we conclude that the tested model can be employed to describe
population movement in Croatia.
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