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Uvod

Jedna od osnovnih Cinjenica vezanih uz vektorske prostore jest da se svaki vektor iz pros-
tora na jedinstven nacin moZe prikazati kao linearna kombinacija elemenata baze tog pros-
tora. Kako se prilikom slanja dio informacija moze izgubiti, ako koristimo bazu prostora,
gubitak Ce rezultirati nemogucnos€u rekonstrukcije primljenih podataka. Primjeri situacija
u kojima moZe doci do gubitka dijela informacija su one u kojima se procesiraju signali 1
Salju podatci. U takvim prilikama korisnima se pokazuju upravo bazni okviri koje ¢emo u
ovom radu prezentirati.

U kona¢nodimenzionalnim prostorima bazni okviri su sustavi izvodnica te se svaki
bazni okvir moze reducirati do baze prostora. Dakle, intuitivno bazne okvire moZzemo
zamisljati kao baze koje sadrze “viSak” elemenata. U beskona¢nodimenzionalnim prosto-
rima ideja baznih okvira je sloZenija.

Glavni cilj ovog rada jest dati detaljan pregled svojstava i primjere baznih okvira, kao i
neke posebne klase baznih okvira.

Rad je podijeljen u Cetiri idejne cjeline. U prvoj cemo navesti neke vazne rezultate
teorije kona¢nodimenzionalnih vektorskih prostora i linearnih operatora koji ¢e nam biti
od vaZnosti u ostatku rada.

U sljedecoj cjelini definirat cemo temeljni pojam ovog rada, bazne okvire konacnodimen-
zionalnih Hilbertovih prostora. Na primjerima ¢emo pokazati da postoje baze koje nisu
bazni okviri, kao Sto nisu svi bazni okviri baze. Promotrit ¢emo napete bazne okvire 1
Parsevalove bazne okvire, koje ¢emo okarakterizirati pomocu linearnih operatora koji su
pridruZeni baznim okvirima: operator analize, operator sinteze i operator baznog okvira.
Za kraj poglavlja ¢emo istraZziti sli¢ne i unitarno izomorfne bazne okvire.

U treéoj cjelini geometrijski éemo interpretirati napete bazne okvire prostora R?, te
¢emo iz postojecih napetih baznih okvira konstruirati nove bazne okvire.

Posljednja cjelina posvecena je najvaznijem, ve¢ spomenutom, svojstvu baznih okvira-
rekonstrukciji vektora prostora koristeci koeficijente vektora obzirom na bazni okvir. Stoga
¢emo navesti rekonstrukcijsku formulu kao i algoritme rekonstruiranja vektora. Za kraj
¢emo promotriti dualne bazne okvire i njihova svojstva.



Poglavlje 1

Vektorski prostori i linearni operatori

1.1 Konacnodimenzionalni vektorski prostor

Sekciju zapocinjemo definicijama temeljnih pojmova linearne algebre.

Neka je V neprazan skup, a F polje (F = C ili R). KaZzemo da je V vektorski prostor
nad poljem F ako je zadana binarna operacija + : V X V — V tako da je (V, +) Abelova
grupa i ako je zadano preslikavanje - : F X V — V koje ima sljedeca svojstva:

(i) @ (Bv) = (aB) v,

(i) (@ +B)v =av+pv,
(i) a(v+w) =av+aw,
iv) 1-v=y,

zasvea,BeFiv,weV.
Elemente vektorskog prostora V nazivamo vektori, a elemente polja F skalari.

Neka je V vektorski prostor nad poljem F, m € N; nekasuvy,...,v, € Viay,...,a, €
F. Tada se vektor )", @;v; naziva linearnom kombinacijom vektora vy, ..., v, s koefici-
jentima @y, ..., Q.

Nadalje, skup S = {vy,...,v,} je linearno nezavisan skup ako iz a;v; + ... + @, v, =
Oy, gdje su ay,...,a, € F,nuzno slijedia; = ... = a, = 0.

Skup je linearno zavisan, ako nije linearno nezavisan, tj. ako postoje skalari ay, ..., @, €

F, od kojih barem jedan nije O, takvi da vrijedi ayv; + ... + @,,v,, = Oy.

Iz prethodne definicije lako zaklju¢ujemo da je svaki podskup skupa V koji sadrzi nul-
vektor sigurno linearno zavisan skup.

Neprazan podskup L C V vektorskog prostora V naziva se potprostor vektorskog
prostora V, u oznaci L < V, ako je L i sam vektorski prostor obzirom na operacije zbraja-
nja 1 mnozenja skalarom naslijedenih iz prostora V.

2



POGLAVLIJE 1. VEKTORSKI PROSTORI I LINEARNI OPERATORI 3

Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je S C V. Linearna ljuska skupa §,
u oznaci [S] je

m
[S]= ZaivilmeN;vl,...,vmeS;al,...,ameF ,
i=1

dakle, skup svih linearnih kombinacija vektoraiz S. Za svaki S C V, skup [S] je potprostor
od V. Stovige, [S] je najmanji potprostor od V koji sadrzi S

Neka su L i M dva potprostora vektorskog prostora V. Suma potprostora L i M, u
oznaci L + M, definira se kao L + M = [L U M]. Posebno, ako je LN M = {0y} suma se
naziva direktnom sumom i oznacava se L+M.

Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Za podskup § C V kaZemo da je sustav
izvodnica vektorskog prostora V ako je [S] = V. Linearno nezavisan sustav izvodnica
prostora V naziva se baza vektorskog prostora V. Ako u vektorskom prostoru V pos-
toji konacna baza, tada se vektorski prostor V naziva kona¢nodimenzionalni vektorski
prostor, a njegova dimenzija, u oznaci dim V, definira se kao broj elemenata bilo koje
baze prostora V. MozZe se dokazati da svake dvije baze kona¢nodimenzionalnog prostora
V imaju jednako mnogo elemenata, stoga prethodna definicija ima smisla.

Definicija 1.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Neka je (:|-) : VXV — F
preslikavanje koje ima sljedeca svojstva:

(i) (v,v) >0,

(i) (v,v) =0 ako i samo ako je v = Oy,
(iii) (av,w) =a(v,w),

(iv) +w,u) =, u)+ w,u,

(v) w,v) = (v, w),

za sve u,v,w € V i a € F. Preslikavanje (-|-) naziva se skalarno mnoZenje na prostoru V,
a uredeni par (V, (-|-)) naziva se unitaran prostor.

Za vektore v i w unitarnog prostora V kazemo da su ortogonalni ako je (v,w) = O.
Nadalje, podskup S unitarnog prostora V naziva se ortogonalnim skupom ako su svaka
dva razliCita elementa tog skupa ortogonalna.

Neka je S podskup unitarnog prostora V. Za vektor v € V kaZzemo da je ortogonalan
na podskup S ako vrijedi da je v ortogonalan na svaki w iz S. Skup svih vektora v ortogo-
nalnih na podskup S ozna¢avamo sa S+ i nazivamo ortogonalni komplement od S . Lako
se pokaze da je skup S+ potprostor prostora V.
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Neka je L potprostor unitarnog prostora V. Za potprostor M < V kazemo da je ortogo-
nalan komplement potprostora L ako je M direktni komplement od L (L + M = V)i ako
je svaki vektor iz M ortogonalan na svaki vektor iz L tj. (M = L*).

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor. Preslikavanje ||-|| : V — R naziva se norma
na prostoru 'V ako su ispunjena sljedeca svojstva:

(i) [vll =0,
(ii) |Vl = O ako i samo ako je v = Oy,
(iii) |lavl| = I,
(iv) v+ wll <[Vl +[Iwll,
za sve v,w € V i za svaki a € F. Uredeni par (V,||'||) naziva se normiran prostor.

Svaki unitaran prostor V je normiran jer je formulom ||v|| = 4/(v|v) definirana norma na
V. Primjeri normi koje su takoder inducirane skalarnim produktom na R™ i C™ su:

m

M= 4| > 2 zav=(1,...,v,) €R",

i=1

m
M= [ > Wl zav=(i,...,v) €C".
i=1

Jedan od primjera norme koja ne potjece od skalarnog produkta je

v, ..., vl = max |v] zav € C™. (1.1)

1,...m

Induciranost norme skalarnim produktom provjeravamo relacijom koja se naziva relacija
paralelograma. Norma ||-|| potjeCe od skalarnog produkta ako 1 samo ako je

2 2 2 2
v+ wil” +lv = wil® = 2[[v]]” + 2{lw|

zasvev,weV.
Tako, na primjer, za normu (I.1)) vidimo da ne potjece od skalarnog produkta jer za
e; =(1,0,...,0)ie; =(0,1,...,0) imamo

ller + exll =lley — el =llell =lleall = 1,
ST 2 2 _ 2 2
pa ne vrijedi [le; + ex||” +ley — 2l = 2leq|l” + 2lex ]|

Teorem 1.1.3. (Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakost) Neka je V unitaran prostor.
Tada za svaka dva vektora v,w € V vrijedi |(v, w>| <[\l -llwll. Jednakost se postiZe ako i
samo ako su v iw linearno zavisni.
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1.2 Linearni operatori

Definicija 1.2.1. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V — W
naziva se linearan operator ako je

A (av + Bw) = aAv + BAw
zasvev,weVia,BeF.

Sljedeci teorem govori o egzistenciji linearnog operatora na konacnodimenzionalnim
vektorskim prostorima. Takoder, iz njega vidimo da je djelovanje linearnog operatora pot-
puno odredeno djelovanjem na bazi domene.

Teorem 1.2.2. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem F i W vek-
torski prostor nad istim poljem. Ako je {e, ..., ey} bilo koja baza prostora V te ako su

by, ...,b, bilo koji vektori iz prostora W, tada postoji jedinstveni linearan operator A
V — W tako da vrijedi Ae; = b;, i = 1,...,m.

Za skalar @ € F kaZemo da je svojstvena vrijednost operatora A ako postojiv € V,v #
Oy takav da vrijedi Av = av. U tom slucaju vektor v nazivamo svojstvenim vektorom
pridruZzenim svojstvenoj vrijednosti a.

Uz linearan operator A : V. — W veZemo 1 sljedeCe vazne pojmove. Norma ope-
ratora A definira se kao ||A|| = sup{||Av|| : v € V,|]v|| = 1}, ako supremum postoji. Ako
supremum postoji, onda linearan operator A nazivamo ograniceni operator. Ako su V i
W konac¢nodimenzionalni vektorski prostori, onda supremum uvijek postoji. Jezgra ope-
ratora A definira se kao KerA = {x € V : Ax = Oy}. Slika operatora A definira se kao
ImA = {Ax : x € V}. Lako se vidi da je jezgra operatora potprostor od V, a njegovu dimen-
ziju nazivamo defektom od A, u oznaci d (A). Nadalje, slika operatora je potprostor od W,
a njezinu dimenziju ozna¢avamo s r (A) i nazivamo rangom operatora A. Takoder se lako
pokaZe da je linearan operator A : V — W injektivan ako i samo ako je Ker A = {Oy}.

Teorem 1.2.3. (Teorem o rangu i defektu) Neka je A : V — W linearan operator, pri
cemu je V konacnodimenzionalan vektorski prostor. Tada vrijedi

r(A)+d(A) =dimV.

Posebno, ako je dim V = dim W, onda je linearan operator A injektivan ako i samo ako
je surjektivan ako i samo ako je bijektivan.

Takoder, za linearan operator A : V. — W medu unitarnim prostorima V i W postoji
jedinstveni linearan operator A* : W — V takav da je (Av,w) = (v,A*w) za svakiv € V i
w € W. Operator A* naziva se adjungirani operator operatora A.

Nadalje, za linearan operator A : V — V narealnom ili kompleksnom kona¢nodimenzi-
onalnom unitarnom prostoru V kazemo da je
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a) hermitski operator ako je A" = A,
b) normalan operator ako je A*A = AA”",
c) pozitivan operator ako je A hermitski i ako za svaki v € V vrijedi (Av,v) > 0.

Kazemo da je pozitivan linearan operator Az pozitivan drugi korijen linearnog ope-
ratora A ako je njegov kvadrat jednak linearnom operatoru A.

Neka je P : V — V linearan operator. Kazemo da je P ortogonalan projektor ako je
P hermitski operator i ako vrijedi P> = P.

Neka je H unitaran prostor i neka je (x;):2, niz vektora u H. Za niz kaZemo da je
Cauchyjev niz ako za svaki € > 0 postoji prirodni broj n takav da je ||x; — x|| < € za sve
k,l > n. Ako postoji x € H takav da ||x; — x|| — 0 kada k teZi u beskonac¢no, onda kazemo
da niz (x;);2, konvergira ka x. Broj x nazivamo limes niza (x;);>,. MoZe se pokazati da
je svaki konvergentan niz Cauchyjev, ali obrat tvrdnje opéenito ne vrijedi. Uocimo da je
pojam Cauchyjevog niza ve¢ dobro definiran za normirane prostore.

Prostori u kojima je svaki Cauchyjev niz konvergentan nazivaju se potpunim prosto-
rima, a potpun unitaran prostor nazivamo Hilbertovim prostorom. U slucaju kona¢nodi-
menzionalnih vektorskih prostora svi su normirani prostori potpuni. U ostatku rada H" ¢e
oznacavati n-dimenzionalni Hilbertov prostor.

Za vektor v normiranog prostora V kazemo da je jedini¢ni vektor ako je ||v|| = 1.

Ortonormirana baza za Hilbertov prostor H" je baza Ciji su elementi u parovima or-

togonalni 1 jedini¢ne su duljine. OCito je kanonska baza {e, ..., e,} za C" odnosno R", gdje
sue; =(0,...,0,1,0,...,0) vektori kojima se na i-toj koordinati nalazi 1, a na svim osta-
lima0,zai=1,...,n, ortonormirana. U slucaju ortonormirane baze koeficijenti u prikazu

vektora v ra¢unaju se kao skalarni produkti s vektorima baze, dakle v = .1 (v, e;)e;.

Definicija 1.2.4. Neka je A linearan operator, A : H" — H". Neka je (e;)"_, neka ortonor-
mirana baza za H". Trag operatora A tada se definira kao TrA = ), (Ae;, e;).

Propozicija 1.2.5. Neka je A : H" — K linearan operator. Tada je Ker A = [Im A*]* pa
H" = Ker A ®ImA*. Posebno, dimH" = d(A) + r(A¥).

Definicija 1.2.6. Neka je A : H" — K linearan operator.
a) A je izometri¢an operator ako je ||Av|| =||v|| za svaki v € H".
b) A je unitaran operator ako je izometrican i surjektivan.

U naredne dvije propozicije navodimo neke karakterizacije izometri¢nih 1 unitarnih
operatora.
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Propozicija 1.2.7. Neka je A : H — K linearan operator. Sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:

(i) A je izometri¢an operator.
(ii) A Cuva skalarni produkt, tj. za sve v,w € H vrijedi (Av, Aw) = (v, w).
(iii) A*A = Iy, gdje je Iy identi¢ni operator na H.

Propozicija 1.2.8. Neka je T : H — K linearan operator. Sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:

(i) T je unitaran operator.
(ii) Operator T ¢uva skalarni produkt i surjektivan je.
(iii) T je unitaran operator.
(iv) T°T = Iy i TT* = Iy, pri emu su Iy i Iy identicni operatori na H, odnosno K .
Prisjetimo se jo§ Parsevalovog identiteta.

Propozicija 1.2.9. (Parsevalov identitet) Ako je (e;)_, ortonormirana baza za ‘H", tada za

svaki v € H" vrijedi
n
) 2
VP = > [ven] .
i=1

Dokaz. Nekajev =3, ae; iz H". Tada je

n n
(v,ej) = Z a(e;,ej) = Z @;b;j = a;
i=1 i=1

zasvaki j=1,...,n. Dakle, v = )\ (v, ¢;)e;. Sada je

WP = (nv) = (iw, edeiv) = e =Y wesmear= Y [mef
i=1 i=1 i=1 i=1



Poglavlje 2

Bazni okviri

2.1 Definicije, osnovna svojstva i primjeri

Definicija 2.1.1. Za familiju vektora (x;)!2, u Hilbertovom prostoru H" kazemo da je bazni
okvir za Hilbertov prostor H" ako postoje konstante 0 < A < B < oo takve da vrijedi

m ) .
AIMP < Y [vx)| < BIVIP, Vv e H" @.1)
i=1

Za bazni okvir (x;)!", definiramo sljedece pojmove:

a) Konstanta A zove se donja granica baznog okvira, a konstanta B gornja granica
baznog okvira. Najveca donja granica baznog okvira oznacava se A,,, a najmanja
gornja B,, i njih nazivamo optimalne granice baznog okvira.

op»

b) Brojeve ({v, x;))"" | nazivamo Koeficijenti vektora v s obzirom na bazni okvir (x;) .
c) Akojeu 2.I) A = B, tada se bazni okvir (x;), zove A-napet bazni okvir.

Iz propozicije[I.2.9] tj. Parsevalovog identiteta, odmah zakljucujemo da je svaka orto-
normirana baza Hilbertovog prostora H" jedan bazni okvir za H" s optimalnim granicama
A=B=1.

U sljedecem primjeru navedimo joS§ neke bazne okvire konstruirane iz zadane ortonor-
mirane baze.

Primjer 2.1.2. Neka je (¢;)!_, ortonormirana baza Hilbertovog prostora H".

(1) Niz vektora (x; 1.221 = (e, ey, ...,€1, €2, €3, ..., €,,) je bazni okvir Hilbertovog prostora

H".
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Zaista, za svaki v € H" vrijedi

n 5 2n ) ) n )
MP = [ en]” < > v = n-fv,en] + > v, en]
i=1 i=1 i=1

2 ) (€=5-B) 2 2 2 2
=n-[wen| +IVIP < nVIP - lledP + VP = o+ 1) -IP

2 . "

(v, x,-)| < (n+1) || za svaki v € H". Uo&imo da su 1
1n + 1 optimalne granice baznog okvira jer za v = e; imamo Z,.zfl|<v, x,~>| =n+1=
(n+1)-vll,azav = e, imamo 3% [(v, x;)| = 1 = 1 -|vl].

Prema tome ||v||* < Z,-Zfl

(2) Niz vektora (xi)izfl = (e1, ey, €2, €2,€3,€3,..., 6, €y, ) je 2-napet bazni okvir Hilberto-
vog prostora H".

Zaista, za svaki v € H" vrijedi

2n

Dl = > 2 e =2 v
i=1

i=1

(3) Unija L ortonormiranih baza, ne nuzno istih, je L-napet bazni okvir za Hilbertov
prostor H".

Uoc¢imo da svaki konaCan niz vektora (x;)”, zadovoljava desnu nejednakost u (2.1).
Naime, prema Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakosti slijedi

m m 2
Eywm$s[§)mgwMF
i=1 i=1

za svaki v € H", pa moZemo uzeti B = Z;’illlxillz.

Propozicija 2.1.3. Konacan niz vektora (x;)!, u H" je bazni okvir za H" ako i samo ako
Jje (x)™, sustav izvodnica za H" .

Dokaz. Pretpostavimo da (x;)!", nije sustav izvodnica za H", odnosno [{x,-}?il] + H". To
znaci da je dimenzija potprostora ¥ manja od » pa je dimenzija ortogonalnog komplementa
Y+ prema teoremu o rangu i defektu barem 1. Neka je v € Y+, v # 0. Bududi da je v
ortogonalan svakom vektoru iz Y, slijedi Z;’;1|(v, xi)|2 = 0. Iz ovoga slijedi da ne postoji
A > 0 takav da lijeva strana nejednakosti u (2.1)) vrijedi za sve vektore iz V. Dakle, (x;)"",
nije bazni okvir. Dokazom po kontrapoziciji pokazali smo da je svaki bazni okvir za H"
sustav izvodnica prostora H".
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Obrat cemo takoder dokazati dokazom po kontrapoziciji. Pretpostavimo da (x;)?", nije
bazni okvir za H". S obzirom da gornja granica baznog okvira postoji za svaki konacan
niz, to zna¢i da ne postoji A > 0 koji zadovoljava (2.1)) za sve vektore iz V. Tada za svaki

prirodan broj k postoji @y € H" takav da je flaxll = 11 X7 |<ax, xl-)|2 < 1. Budu¢i da

je (ax);., omeden niz, prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu zakljucujemo da (ay),
ima konvergentan podniz. Neka je taj podniz (akj) 1 neka je a limes tog podniza. Tada

) 2 ) ) . . . 2
iz Z;’;l|<ak,,x,->| < %, uzimanjem limesa j — oo, dobivamo Z;’;lka, xi)| = 0. Iz ovoga
' J

slijedi da je a ortogonalan svim vektorima x;, i = 1,...,m. Stoga mora biti ili @ = 0 ili
[{xi}ﬁl] # H". Bududi da je lim;_,, a; = a to jellal| = lim;_,llax]| = 1 pa prva moguénost

otpada. Slijedi da je [{x;}", | # H". O

U sljedecoj propoziciji govorimo o odnosu izmedu elemenata baznog okvira i njegovih
granica.

Propozicija 2.1.4. Neka je (x;)!, bazni okvir Hilbertova prostora H" s granicama A i B.
Tada vrijedi:

(i) Ixl < VBzasvakii=1,...,m.
(ii) Ako je |lxil = VB, onda je x; L [{x;}js]:
(iii) Ako je ||xi|| < VA, onda je x; € [{xj}#i].
Dokaz. (1) Za svaki x; vrijedi
Al < 3 [ =l + > [o [ < Bl
Jj=1 J#
Odavde je ||lxi||* < Bllx;||%, odakle slijedi||x;||* < B.

(ii) Ako je |lx;|l = VB, onda desna strana prethodne nejednakosti daje

Z|<x,~,x,->|2 =0, 4. xi L [{xjhs].

JEi

(iii) Pretpostavimo sada da je||lx;| < VA. Neka je P ortogonalan projektor na potprostor
[{x i) j#]. Uvrstimo 1i u definiciju baznog okvira v = (I — P)x; slijedi
Alla =Pyl < [ = P+ > = Prxixp|” = || = Pyxf|'+ > [, (1= P

J# J#L
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Bududi da je Px; = x;, to jest (1= P)x; = 0 za j # i, slijedi Al[(7 - P)x||” <
|7 - P)xi||". Ako je (1= P)x; # 0, onda je A < ||(Z = P)x||" < IIxil* $to je u kon-
tradikciji s pretpostavkom x> < A. Dakle, mora biti (I — P)x; = 0, odnosno
x; = Px; € [{xj}#i .

O

2.2 Parsevalovi bazni okviri

Definicija 2.2.1. Niz vektora (x;)!, Hilbertova prostora H" zove se Parsevalov bazni okvir
za H" ako za svaki v € H" vrijedi

m

WP = Jov x| (22)

i=1

Drugim rijecima, Parsevalov bazni okvir je napeti bazni okvir s granicama A = B = 1.
Navedimo nekoliko primjera Parsevalovih baznih okvira.

_1 _1
Primjer 2.2.2. Niz vektora {\/g [(1)} , \/% \/%] , \/g [ \25 } je Parsevalov bazni okvir za
i 2

R2. Ovaj bazni okvir se naziva Mercedes-Benz baznim okvirom, a rotirajuéi vektore baz-
nog okvira za 90° i crtajuci ih u krugu radijusa %, postaje jasno i zaSto. Na slici
prikazani su vektori tog baznog okvira.

Slika 2.1: Mercedes-Benz bazni okvir
Slijede kratki dokazi dviju tvrdnji pomocu kojih ¢emo iznijeti vaznu razliku izmedu
ortonormirane baze i Parsevalovog baznog okvira.

Korolar 2.2.3. Neka je (x;)!", Parsevalov bazni okvir Hilbertovog prostora H".
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(i) Zasvei=1,...,mvrijedi||x;|| < 1.
(ii) Ako je x; # 0, onda je ||x;|| = 1 ako i samo ako je x; ortogonalan na svaki x; kada je
J# I

Dokaz. (i) Dokaz tvrdnje slijedi iz propozicije [2.1.4
(i) Ako je ||x;|| = 1, onda je prema propoziciji vektor x; ortogonalan na x; za svaki
j=1,....m, j#1.

DokaZimo i obrat. Neka je x; ortogonalan na svaki x; za j # i. Tada

m 2 2
bl = > [, )] =[x, x| =1l
j=1
Dakle, ||x;|]* =||x;]|* iz Cega slijedi da je ||x;|| jednaka O ili 1. Buduéi da smo pretpostavili da

je x; # 0, slijedi da je ||x;]| = 1. O

Ocito je svaka ortonormirana baza prostora H" Parsevalov bazni okvir. Obrat opcenito
ne vrijedi Sto ¢emo 1 vidjeti iz sljedeCeg primjera.

Primjer 2.2.4. Neka je (e;)!_, ortonormirana baza Hilbertovog prostora H".

(1) Niz vektora (x; l.zjl =(e1,0,e5,0,...,e,,0) je Parsevalov bazni okvir za H".

. . o 2 2 . o1
Zaista, za svaki v € H" vrijedi ijl (v, x,~)| = > v, e,-)| =|vlI* iz éega slijedi da
su konstante A i B jednake 1, odnosno niz vektora (xi)l.zjl je Parsevalov bazni okvir.
Ovime smo pokazali da Parsevalov bazni okvir moZe sadrzavati nulvektore.

1
nn+l) g e e e e e en

) ‘ s e e e e e . ey .
(2) Niz vektora (x,)l.':1 = (61,‘\@, VO NE N N e \/ﬁ)]e Parsevalov bazni
okvir za H". Zaista, za svaki v € H" vrijedi

n(n+1)

o2 2 2 2 2 n

2 2 2
2 , @ @5 3 a, a, 2 2
v, x| =« +—+—+—+—+—+—...+—:E C ="
;k ’ '>| L) 2 3 3 3 n no & P =IMI

Ovime smo pokazali da Parsevalov bazni okvir moze sadrzavati odgovarajuci broj
istih vektora.

Sljedec¢a propozicija daje nuZne i dovoljne uvjete kada je Parsevalov bazni okvir orto-
normirana baza prostora.

Propozicija 2.2.5. Neka je (x;)!, Parsevalov bazni okvir za H". Tada je (x;)!", ortonormi-
rana baza ako i samo ako je svaki x; jedinicni vektor.
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Dokaz. Neka je (x;)!, Parsevalov bazni okvir za H" takav da je ||x;|| = 1 za svaki i. Iz ko-
rolara @ zakljuCujemo da je (x;)?", ortogonalan skup. Posebno, {xi,..., x,} je linearno
nezavisan skup. Budu¢i da je (x;)!", bazni okvir za H", on je i skup izvodnica za H", dakle
baza za H". Kako su vektori x;, i = 1,...,m jedini¢ni i medusobno ortogonalni vektori,
(x;)!, je ortonormirana baza prostora H". O

Propozicija 2.2.6. Neka je (x;)!, Parsevalov bazni okvir za H". Tada jen = 3| x> .

Dokaz. Neka je (e;)_, ortonormirana baza za H". Tada

w= el = 3 S Kerxof = D) S cepf = Dl
Jj=1 i=1

j=1 i=1 i=1 j=1
O
Propozicija 2.2.7. Neka je (x;)!, bazni okvir prostora H" s granicama A i B te neka je
P : H" — W ortogonalan projektor na potprostor W prostora H". Tada je (Px;)!, bazni
okvir prostora W Cije su granice A i B.

Posebno, ako je (x;)"., Parsevalov bazni okvir prostora H" i P : H" — W ortogonalan
projektor, onda je (Px;)!., Parsevalov bazni okvir za W.

Dokaz. Za svaki vektor v iz W vrijedi

VIR = AIPYIE < 3 [Py, x| = " [¢v. Px)|” < BIIPYIP = BIVIP.
i=1

i=1
Ovime smo dokazali prvu tvrdnju; poseban slucaj slijedi direktno. |

Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodne propozicije.

Korolar 2.2.8. Neka je (e;)_, ortonormirana baza prostora H" i neka je P : H" — W
ortogonalan projektor na potprostor W prostora H". Tada je (Pe;)!_, Parsevalov bazni
okvir za H".
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2.3 Bazni okviri i operatori

Dva najvaznija operatora koja vezemo uz bazne okvire su operator analize i operator sin-
teze.

Definicija 2.3.1. Neka je (x;), niz vektora u H". Operator T : H" — C" definiran sa

<V’ X1>
Tv = <V’sz> = Z (v, xj)e;
|

nazivamo operatorom analize baznog okvira (x;)!",, pri cemu je (e;)!, kanonska baza za

C™. Njegov adjungirani operator T* : C" — H" zovemo operatorom sinteze baznog
okvira (x;)IL,.

Uocimo, za svaki v € H" i w € C" vrijedi

(Tv,w) = <zm:<v, xie;, Zm:<w, e‘,~>ej> = Zm:<v, xi){w, €;)6;; = kav, Xy {ei, w)
i=1 j=1 i=1

ij=1
= Z(v, (w,e)x;) = <v, Z(w, ei>xi> =, T"w).
i=1 i=1
Dakle, za svaki w € C" je T*w = )" (W, e;)x;. Posebno, T*¢; = x;za j=1,...,m. Ako je

w = (@), € C",ondaje T" (@), = XiL; @ix;.
Sljedeca propozicija daje karakterizaciju baznih okvira pomocu pridruzenog operatora
analize.

Propozicija 2.3.2. Neka je (x;), niz vektora Hilbertovog prostora H". Tada su sljedece
tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(i) (x)1, je bazni okvir za H".

(ii) T : H" — C™ je injektivan operator.
(iii) T* : C" — H" je surjektivan operator.
(iv) Operator T*T : H" — H" je invertibilan.

Nadalje, ako je (x;)!., bazni okvir za H", tada su ||T‘1||_2 i||T)1? optimalne granice baznog
okvira, gdje je T~ inverz od T : H" — Im(T).
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Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo suprotno, tj. da za neki v € H",v # 0 vrijedi Tv = 0.
Tada je (v, x;) = 0 zasvakii = 1,...,m. Dakle, vektor v je ortogonalan svakom od vektora
x;. Stoga v nije iz linearne ljuske [{xi};’il], odnosno [{xi};il] # H". Tada prema propoziciji
slijedi da (x;)", nije bazni okvir prostora H".

(ii) & (iii) Neka je T injektivan operator, odnosno Ker7 = {0}. Prema propoziciji
[1.2.3]slijedi da je Ker T = {0} ako i samo ako je Im 7* = H", odnosno ako i samo ako je
T™ surjektivan operator.

(if) = (iv) Dovoljno je pokazati da je T*T injektivan i tada Ce tvrdnja slijediti iz teorema
o rangu i defektu linearnog operatora. Neka je T°7Tx = 0. Tada je ITx|> = (Tx,Tx) =
(T*Tx,x) =0, odnosno Tx = 0. Budu¢i da je T injektivan operator, slijedi da je x = 0 pa
slijedi injektivnost od T*T.

(iv) = (i) Neka je S = T*T invertibilan operator na H". 1z definicije operatora T
i T* za svaki v iz H" vrijedi Sv = X7 (v, x;)x;. Stavimo li $~'v umjesto v dobivamo
v = Y18 v, x)x;. Dakle, (x;)", razapinje H" pa je njegova linearna ljuska jednaka
cijelom prostoru, odnosno (x;), je bazni okvir za H".

Dokazimo dodatnu tvrdnju propozicije. Pretpostavimo da je (x;)!, bazni okvir prostora
H". Tada za svaki v € H" vrijedi Tv = 3. (v, x;)e;. Tada je

D vl =TI <ITIR vl
i=1

pa je gornja granica baznog okvira upravo ||T||*>. Buduéi da je T bijekcija na svojoj slici,
tada za svaki v € H”" imamo

i =7 o <[l Furwir = Y ol
i=1

Iz prethodnog slijedi ”ﬂv_% < Z:’;lkv, x,->|2 pa je ||T‘1||_2 donja granica baznog okvira

(Xl' ?il' O

Operator iz prethodne propozicije S = T*T : H" — H", gdje je T pridruzeni operator
analize, nazivamo operator baznog okvira (x;)?" .
Vidimo da za svaki v € H" vrijedi

(Sv,vy =(T*Tv,v)y = (Tv,Tv) =||Tv| = Z|(v, x,-)|2. (2.3)

i=1

Teorem 2.3.3. Neka je (x;)!, bazni okvir za H" s pripadnim operatorom baznog okvira S
i granicama A i B. Tada je S pozitivan, invertibilan operator i vrijedi

A-1d<S§S <B-1d.
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Dokaz. Buduéidaje S* = (T*T)" =T*T = S, slijedi da je S hermitski operator.

Nadalje, iz (Z3) slijedi da je (Sv,v) = 37, [(v, xi>|2 > 0 za svaki vektor viz H" paje S
pozitivan operator.

Iz AlV|I> < (Sv,v) slijedi da ako je Sv = 0, onda je v = 0, odnosno S je injektivan.
Budu¢i da injektivnost od § implicira njegovu surjektivnost, slijedi da je S bijektivan,
odnosno invertibilan. Iz definicije baznog okvira i (2.3) slijedi da za svaki v € H" vrijedi

(Av,v) = AP < 3" [v. )] = (Sv.v) < BIVIP = (B, v),
i=1
iz CegaslijedidajeA-Id < S < B-1d. O

Napete bazne okvire moZemo opisati kao one bazne okvire kojima je operator baznog
okvira jednak pozitivnom skalarnom operatoru. Sljedeéa propozicija daje joS neke karak-
terizacije napetih baznih okvira.

Propozicija 2.3.4. Neka je (x;), bazni okvir prostora H" s pripadnim operatorom analize
T. Tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(i) (x;)!, je A-napeti bazni okvir za H", tj. za svakiv € H" vrijedi A|lv|]* = Py |<v, x,->|2.
(ii) Operator baznog okvira jednak je skalarnom operatoru, toc¢nije S = A - Id.
(iii) v=A"" 3" (v, x;)x; za svaki v € H".
(iv) \%\ je izometrija.

Posebno, (x;)!, je Parsevalov bazni okvir ako i samo ako je operator baznog okvira jednak
identiteti.

Dokaz. (i)  (ii) Iz prethodnog teorema slijedi A - Id < § < A - Id, odnosno vrijedi
S=A-1d
(if) & (iii) Ocito je iz definicije operatora baznog okvira.

(i) © (iv) Za operator analize T vrijedi ||TVv|| = ;’;1|(v, xi>|2 pa imamo da je
ITVvIP = AlvP < IVl = VAV & LIITVII =l (:)HLTV =|vll
VA VA
Iz zadnje jednakosti zakljuCujemo da je \% izometrija.
Dodatna tvrdnja slijedi iz prvog dijela propozicije. O

Sljedeci teorem otkriva zanimljivu vezu izmedu svojstvenih vrijednosti pripadnog ope-
ratora baznog okvira S 1 optimalnih granica baznog okvira.
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Teorem 2.3.5. Neka je (x;)!, bazni okvir prostora H" i S operator baznog okvira Cije su
svojstvene vrijednosti (« j)f/?:l poredane u rastucem poretku. Tada je A,, = «; optimalna
donja granica baznog okvira i B,, = a,, optimalna gornja granica baznog okvira.

Dokaz. Buduci da je S pozitivan i invertibilan operator baznog okvira (x;)’, sve njegove
svojstvene vrijednosti su pozitivni realni brojevi.

Nadalje, neka je (e j);f: , ortonormirana baza prostora " sastavljena od svojstvenih vek-
tora operatora S s odgovarajucim svojstvenim vrijednostima («;)_,. Tada za proizvoljan
vektor v iz H" imamo v = }_ (v, e;)e; pa je

n n
Sv= Y (vepSe;= > ajv.epe;. (2.4)
=1

J=1

Sada prema (2.3)) slijedi

ilw, xf = (Svv) = (Z aj(v.e))ej, iw, ee;) =
i=1 J=1 J=1

n n

2 2 2

=Y ajfven <an Y [vepl = alhiP,
Jj=1 j=1

paje B,, < @,. Jednakost slijedi iz prethodnog racuna uzimajuci v = e, jer je tada

> Kew 2| = (Sew e) = (e en) = @
i=1

Na sli¢an nacin iz jednadzbe (2.4) slijedi da je optimalna donja granica A,, veca ili jednaka
od a jer je

m n n

D = vl 2 D el = el

i=1 j=1 j=1

Jednakost slijedi iz prethodnog racuna uzimajuci v = e, jer je tada

> er. x| = (Ser.er) = (aeren) = ar.
i=1

O

Sljedeci teorem predstavlja odnos izmedu vektora baznog okvira te svojstvenih vektora
1 svojstvenih vrijednosti pripadnog operatora baznog okvira.
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Teorem 2.3.6. Neka je (x;)!, bazni okvir za H" s operatorom baznog okvira S Ciji su or-
tonormirani svojstveni vektori (e))iep a (@)}, odgovarajuce svojstvene vrijednosti. Tada

zasvaki j=1,...,nvrijedi
m
2
a; = Z|<€j, xi>| .
i=1

Posebno,
n m
2
Trs = > a;= > InilP.
=1 i=1

Dokaz. Dokaz prve tvrdnje slijedi iz (2.3) jer je
= 2 .
Z|(ej,xi)| =(Sej,ej) ={ajej,e;) =a;, j=1,...,n,
i=1

a drugi iz

TrS = i(sej,ej> = i(ajej,ej) = iaj
Jj=1 j=1 j=1
= Z ikewmlz - i il%mlz = inxinz.
i=1

j=1 =1 i=1 j=I

2.4 Sli¢ni i unitarno izomorfni bazni okviri

U ovoj sekciji ¢emo definirati slicne i unitarno izomorfne bazne okvire te promotriti njhova
svojstva.

Definicija 2.4.1. Bazne okvire (x;)!, i ()i, iz H" nazivamo sli¢nim baznim okvirima
ako postoji invertibilan operator F : H" — H" takav da je Fx; = y; za svaki i.

Bazne okvire nazivamo unitarno izomorfnim baznim okvirima ako postoji unitaran
operator F s ovim svojstvom.

Uocimo, uzmemo li za operator F identi¢ni operator, dobivamo da je svaki bazni okvir
slican samom sebi.

Napomenimo da je sli¢nost baznih okvira relacija ekvivalencije u kojoj je poredak ele-
menata vazan. Primjerice, ako je (¢;)!_, ortonormirana baza prostora H",onda{0,ey,...,e,}
i{ey,0,ey,...,e,} nisu sli¢ni bazni okviri iako sadrZe iste elemente. Primjer relacije ekvi-
valencije koja dopusta permutacije vektora baznih okvira predstavit ¢emo u iducoj podsek-
ciji.
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Sljedeca propozicija tvrdi da je svaki bazni okvir sli¢an odgovaraju¢em Parsevalovom
baznom okviru. Bududi da je operator baznog okvira S uvijek pozitivan i invertibilan,
postoji njegov pozitivni drugi korijen S 2. Inverz operatora S je takoder pozitivan operator
pa je stoga i njegov drugi korijen pozitivan. U dokazu najavljene propozicije ¢emo upravo
koristiti pozitivan drugi korijen inverza kojeg ozna¢imo sa § -1,

Propozicija 2.4.2. Neka je (x;)!, bazni okvir za H" i T pripadni operator analize. Tada
je (S ‘%x,-)zl Parsevalov bazni okvir za H".

Dokaz. Budu¢i da je operator baznog okvira S uvijek pozitivan invertibilan operator, drugi
korijen S -2 operatora S ~! je dobro definiran. Iz definicije baznog okvira S i injenice da
su S iS~2 hermitski operatori, slijedi

i(vS x,> 7x,~.

i=1
Dakle, (S 2 x,) je Parsevalov bazni okvir za H". i

Bazni okvir (S 2xl) iz prethodne propozicije naziva se kanonski Parsevalov bazni
okvir pridruzen baznom okv1ru (X))

Sljede¢a lema ¢e u odnos stav1t1 shcnost 1 unitarnu ekvivalenciju izmedu dva Parseva-
lova bazna okvira.

Lema 2.4.3. Ako su dva Parsevalova bazna okvira slicna, onda su oni unitarno ekviva-
lentni.

Dokaz. Neka su (x;)?, i (y;)%, sliCni Parsevalovi bazni okviri prostora H" i neka je T
invertibilan operator na H" dansa Tx; = y; zai = 1,...,m. Tada za svaki v € H" vrijedi

[79F = v = Yoo = > v =i

i=1 i=1 i=1

Ovo pokazuje da je operator T* izometrija. Prema propoziciji [1.2.7| slijedi TT* = 1.
Takoder znamo da je T invertibilan operator pa stoga 7% = T~! iz &ega slijedi, po pro-
poziciji[I.2.8] da je T unitaran operator. m|
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Istaknimo sljedece: ako je bazni okvir (x;)?" | unitarno ekvivalentan Parsevalovom baz-
nom okviru, onda je (x;)?, i sam Parsevalov bazni okvir.

Propozicija 2.4.4. Neka je (x;);L, niz vektora u H" s pripadnim operatorom analize T i
neka je F : H" — H" linearan operator. Tada je operator analize za niz (Fx;);L, jednak
TF~.

Stovise, (x)i, je bazni okvir za H" i F invertibilan operator ako i samo ako je (Fx;)",
bazni okvir za H".

Dokaz. Neka je (e;)", ortonormirana baza prostora H". Tada za svaki v € H" vrijedi
m m
v= D v Fxje;= ) (F'v,xpe;=TF'v
i=1 i=1
Sto znaci da je T F* operator analize niza (Fx;), .

Ako je (x;)i2, bazni okvir za H" i F invertibilan linearan operator, onda su 7* i F
m

surjektivni pa je i FT* surjektivan. Prema propoziciji [2.3.2] slijedi da je (Fux;)!L, bazni
okvir prostora H".

Obratno, ako je (Fx;);_, bazni okvir prostora H", onda je njegov operator sinteze F'T*
surjektivan pa je 1 F' surjektivan. O

Sljedeci teorem daje karakterizaciju izomorfnih baznih okvira.

Teorem 2.4.5. Neka su (x;)7, i (y)i, bazni okviri za H" s pripadnim operatorima analize
T, iT,. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) (x)i, je izomorfan (y;),.
(ii) ImT, = ImT,.
(iii) Ker T} = Ker T}

Ako vrijedi bilo koji od gore navedenih ekvivalentnih uvjeta, onda je operator F : H" —
-1
H" takav da je Fx; = y;,i = 1,...,m,dan sa F =T} (Tﬂlm(n)) .

Dokaz. (ii) < (iii) Slijedi iz ortogonalne komplementarnosti.

KerT{ = (ImTy)* = (ImT,)* = Ker 75,

Im7T, = (Ker7,")" = (KerT,*)" = Im 7.
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(i) = (iii) Neka je F invertibilan operator na H" takav da je Fx; = y;,i = 1,...,m. Tada
prema propozicji [2.4.4] slijedi da je FT| = T; pa imamo da je 7;x = 0 ako i samo ako je
FT{x =0, ato je ako i samo ako je T} x = 0, odnosno x € Ker 7} & x € Ker T7;.

(if) = (iii) Neka je W = ImT| = Im T, i neka je P ortogonalni projektor na W. Tada
suTy, T; : H" — W bijektivni pa su im restrikcije na W takoder bijektivne i za njih vrijedi
xi = Tie; = T{Pe;jiy; = T;e; = T, Pe;, pri Cemu je (e;);-, standardna ortonormirana baza

-1
za C". Tada je operator F = T (Tflw)) : H" — H" bijekcija za koju vrijedi
-1
Fx;=T;(Tilw)) TiPei=TsPe;=y, i=1,..m
Sto dokazuje (i) i dodatnu izjavu o operatoru F. m|

Za kraj sekcije slijedi propozicija koja donosi karakterizaciju unitarne izomorfnosti dva
bazna okvira preko njihovih operatora analize i sinteze.

Propozicija 2.4.6. Neka su (x;), i (y;))}., dva bazna okvira prostora H" s pripadnim ope-
ratorima analize Ty i T,, redom. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) (x)iL, i (v, su unitarno izomorfni.
(i) |[Tiv] =|
(iii) T\Ty = T.T;.

za svakiv € C".

* *
T)v T,v

Dokaz. (i) = (iii) Neka je F unitaran operator na H" takav da Fx; = y; za svaki i =
1,...,m. Tada prema propoziciji [2.4.4 imamo da je T, = T F* pa dobivamo

T,T; = T\F*FT} = T\T.

C =T = (T = [(TaTeon|| = [(Tv T =

(iii) = (i) |
gt
(ii) = (i) Budu¢i da iz (i) slijedi da je Ker T} = KerT, pa je prema teoremu [2.4.5]
-1
Fxi=y,i=1,....m gdieje F = T; (T}lmr,) . Zbog (ii) je za svaki v € H"

T)v

75 (Tilmr,) V]| =IMI.

T; (Tﬂlm Tl)_l %




Poglavlje 3

Bazni okviri u R?

U ovom poglavlju éemo razviti geometrijsku interpretaciju napetih baznih okvira u R,
Iako se ova karakterizacija ne moZe poopditi na viSedimenzionalne prostore, daje nam
dobar uvid u vrste napetih baznih okvira koje postoje u R2.

U prvoj sekciji ¢emo definirati temeljne pojmove koje koristimo u ovom poglavlju, u
drugoj promotriti ekvivalentne bazne okvire, a u trecoj konstrukcije novih baznih okvira iz
postojecih dodavanjem i uklanjanjem vektora baznog okvira.

3.1 Dijagram vektori

acosb )
, e

Neka je v iz R? i neka je njegov prikaz u polarnim koordinatama jednak v = [a <ind

je 0 kut kojeg vektor v zatvara sa pozitivnim dijelom x-osi.

a; cos 6;
a; sin 8
okvir ako i samo ako je operator baznog okvira § = A - Id. Operator baznog okvira

m

a; cos 6; . .

xi=| . prostora R? je tada matrica reda 2 x 2
a; sin 6; .

m
i=1°

Iz propozicije [2.3.4| znamo da je (x; pri ¢emu je x; =

], A-napeti bazni

m 2 2 m 2 :
iz a; COS~ 0; i=1 a; COS 0; sin Qi]

=TT = . .
S [Zﬁl a?cos@;sing, Y, a*sin’ 6,

Ocito, S je skalarni operator ako i samo ako vrijedi

m m m

Z a? cos? §; = Z af sin® 6; i Z ai2 cos@;sing; = 0.

i=1 i=1 i=1

22



POGLAVLIE 3. BAZNI OKVIRI U R? 23

Primjenjujuéi trigonometrijske formule dvostrukog kuta slijedi da je operator S jednak
skalarnom operatoru ako i samo ako je

i azcos26;| |0

- a?sin26;| (0]

=

Dakle, pocetni niz vektora je napeti bazni okvir kada je zbroj novog niza vektora (u kojem
je duljina vektora jednaka kvadratu pocetne duljine, a kut izmedu vektora dvostruko veci)
jednaka nulvektoru. Koristeéi pravilo trokuta za zbrajanje vektora, konstrukcija napetog
baznog okvira prostora R? svedena je na problem geometrije ravnine.
U ovom poglavlju vektoru v iz R?, &iji je prikaz u polarnim koordinatama jednak
B [a cos 6 a* cos 26
" |asiné a’®sin 26
nastavku ¢emo upravo crtati dijagram vektore i promatrati njihov zbroj primjenjujuci pra-
vilo trokuta zbrajanja vektora. Budué¢i da ¢emo promatrati bazne okvire koji sadrze i vise
od dva vektora, vektore ¢emo slagati tako da se kraj jednoga podudara sa pocetkom dru-
goga, a takav graficki prikaz ¢emo jednostavno nazvati dijagramom. Dakle, u raCunu ¢emo
uzastopno primjenjivati pravilo trokuta za zbrajanje vektora.
Zakljucak prethodne diskusije formulirajmo u sljedecoj lemi.

], pridruzujemo vektor ¥ = [ ] kojeg nazivamo dijagram vektor. U

Lema 3.1.1. Niz vektora (x;)", izR%, m > 2, je napeti bazni okvir za R?* ako i samo ako je
zbroj dijagram vektora (X;)?" | jednak nulvektoru u R2.

Za prvi primjer jedini¢nog napetog baznog okvira iz R> moZemo uzeti normirane vek-
tore Mercedes-Benz baznog okvira iz primjera [2.2.2] Vektori normiranog baznog okvira

11 -1 1
tada su {[0] , [ﬁ] , [_ﬁ
2 2
zani na prve dvije slike Bududi da su vektori jedini¢ni, dijagram vektori ¢ine jedna-
kostranican trokut pa su kutovi izmedu vektora sukladni i iznose %” Primjenjujuci pravilo
trokuta za zbrajanje vektora i svojstvo inverza za zbrajanje vektora slijedi da je suma dija-
gram vektora zaista jednaka nulvektoru, $to i vidimo u treéem prikazu na slici 3.1}
R I IR IR R
slijedi da je {[O] , [ L%] , [_ 5| ¢ napeti bazni okvir.
2 2
Sljede¢i primjer napetog baznog okvira prostora R? sastoji se od Sest vektora, a nji-

hov prikaz vidimo na slici[3.2] Na prvu nije oCito da se radi o napetom baznom okviru,
no pogledamo 1i pripadne dijagram vektore i njihovu sumu dobivamo da je ona jednaka
nulvektoru. Lema[2.4.3]sada osigurava da je promatrani bazni okvir napet.

. Ti vektori 1 pripadni dijagram vektori baznog okvira su prika-

p—

Prema lemi|[3.1.
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Iy

Slika 3.3: Dijagram vektori baznog okvira sa slike [3.2]i dijagram

3.2 Ekvivalentni bazni okviri u R?

Pretpostavimo da je niz vektora (x;)!", napeti bazni okvir. Prethodno smo pokazali da
je tom baznom okviru moguce naci ekvivalentni bazni okvir te da relacija sli¢nosti ovisi
o poretku elemenata baznog okvira. Drugim rijeCima, ako promijenimo poredak vek-
tora baznog okvira dobiveni bazni okvir nije nuzno slican pocetnom. Budu¢i da bismo
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zeljeli da takvi bazni okviri budu sli¢ni, opisat ¢emo novu relaciju ekvivalencije u ko-
joj ¢e bazni okvir koji sadrzi iste vektore kao i pocetni, samo u drugom redoslijedu, biti
ekvivalentan pocetnom. Kako ¢emo promatrati permutaciju, rotaciju i simetriju vektora
pocetnog baznog okrvira, za tu ekvivalenciju ¢emo koristiti naziv PRR-ekvivalencija, eng.
permutation-rotation-reflection equivalence.

Permutacija vektora niza moZe utjecati na promjenu pripadnog operatora analize baz-
nog okvira, pa onda i operatora sinteze i operatora baznog okvira, ali ¢emo u ovoj sekciji
pretpostaviti da su navedeni operatori ekvivalentni. Isto ¢emo pretpostaviti i za supstituciju
vektora x; njegovim aditivnim inverzom —x;.

Kao primjer permutacije vektora baznog okvira promotrimo permutaciju baznog okvira
sa slike

Ty
s

T3

Slika 3.4: Bazni okvir koji je nastao permutacijom baznog okvira sa slike [3.2] njegovi
dijagram vektori i dijagram.

Prikaz dijagram vektora prethodno definiranog baznog okvira nalazi se na slici [3.4]
Uocimo da je suma dijagram vektora ostala nepromijenjena. Takoder, u oba prikaza dija-
gram vektori ¢ine zatvorene poligone. Zaklju€imo, ako je pocetni bazni okvir bio napet,
oba dijagrama Ce biti zatvoreni poligoni.

Sljede¢a izometrija koju ¢emo promotriti je rotacija. Uo¢imo, ako svaki vektor baznog
okvira rotiramo za kut 6, dijagram vektori Ce biti rotirani za kut 26. Kao primjer navedimo
bazni okvir za slike [3.2] ¢ije vektore rotirajmo za kut 6. Prema prethodnoj napomeni di-
jagram, kojeg vidimo na slici [3.5] sastavljen je od istih vektora kao i na slici [3.3] samo je
rotiran za kut 26, a rotacija nije utjecala na promjenu sume dijagram vektora.

Promotrimo jo§ zamjenu vektora x; i x5 baznog okvira sa slike [3.3|njihovim aditivnim
as cos 65

inverzima —x3 1 —xs. Neka je x3 = .
- 5 Jexs as sin 65

]. Tada je njegov aditivni inverz dan s —x; =
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Slika 3.5: Bazni okvir koji je nastao rotacijom baznog okvira sa slike [3.2]za kut 6 i njegov
dijagram

[a3 cos (7 +63)| Odgovarajuéi dijagram vektori su:

az sin (7 + 63)

o a3 cos 26,
> |a2sin26s |

_ | a2 (cos 2 cos 265 — sin 27 sin 265) a3 cos 265
" | a3 (sin 27 cos 265 + cos 2msin265)| | a sin 26,

Dakle, usprkos simetriji, dijagrami baznih okvira ¢e biti sukladni.

= X3.

" |aZsin2 (n + 65)

B [ag cos2 (7 + 63)

Slika 3.6: Bazni okvir koji je nastao zamijenom vektora x3 i xs sa slike [3.2] njihovim
aditivnim inverzima

Nadalje, promotrimo bazni okvir prostora R? koji se sastoji od &etiri vektora. Ako
je njegov dijagram romb ili paralelogram, odnosno ako se dijagram sastoji od dva para
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vektora koji su medusobno aditivni inverzi, onda se pocetni bazni okvir sastoji od dva para
ortonormiranih vektora. Zaista, ako

_ |a?cos26; ~a3 cos 26
X = 12 . = _x]' = 2 . 1,
a; sin 26; —aj sin 26;

onda je
a: cos 26; = —a? cos 26;ia; sin26; = —a? sin 26;.

Kvadriranjem i zbrajanjem prethodnih relacija slijedi da je a; = a;, aonda i 26; = 26, + m,
tj. 6; = 6; + 5. Dakle, x; je ortogonalan na x;. Graficki se prikaz nalazi na slici

T3

T

Slika 3.7: Dijagram vektori baznog okvira koji se sastoji od 4 vektora

Prethodno razmatranje rezultira sljede¢om propozicijom.

Propozicija 3.2.1. Svaki jedinicni napeti bazni okvir prostora R? sastavljen od to¢no Cetiri
vektora mora biti unija dvije ortonormirane baze prostora R>.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x;){, napeti bazni okvir prostora R* takav da je ||x;|| = 1 za
svakii =1,...,4. Sadaje||x;]| = 1,i=1,...,4. Kakosu||lxj|| = 1,i =1,...,4 duljine
stranica Cetverokuta, zakljuCujemo da je taj Cetverokut nuzno romb (jer ima sve stranice

duljine 1). Tada je X; = —X3 1 X, = —X;. Kako smo pokazali u diskusiji koja prethodi
propoziciji slijedi da su x; i x3 te x; i x4, medusobno ortogonalni. O

Sljedece pitanje koje se namece jest hoCe li m jedini¢nih vektora, m > 2, pri cemu je kut
izmedu svaka dva vektora veliCine % takoder &initi napeti bazni okvir za R%. U prethodnim
primjerima smo vidjeli da tvrdnja vrijedi za m = 3, 4. Sto se dogada za veée m-ove otkriva
sljedeca propozicija.

.1\ m—1
2nj
Propozicija 3.2.2. Niz vektora {[Ziﬁ i }} , m >3 je napeti bazni okvir za R,
m JZO
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ani]) ™
Dokaz. Odgovarajuéi dijagram vektori zadanog niza su {[Cs?r? m” . Budu¢i da kom-

4rj
. " =0
pleksan broj z modula 1 moZemo zapisati kao z = € = cos 6 + i sin 6, slijedi

1 . 1 4rim
- Ay & m l—em 1-1
Z cos—+zsm— Z mo= = — =0.
=

= 1—en 1—em

mdl 2ni
Dakle, 3775, o [@S il = [0] pa prema lemi|3.1.1slijedi da je {[@ P ]} zam > 3 napeti
sin = 0 sin <5 {] g
bazni okvir prostora R2. O

Svojstvo koje éemo idude istraZiti jest moZe li se napeti bazni okvir prostora R? rastaviti
na dva napeta bazna okvira. Ve¢ smo vidjeli da je jedini¢ni napeti bazni okvir sastavljen
od Cetiri vektora uvijek moguce rastaviti na uniju dvije ortonormirane baze prostora. Jasno
je da jedini¢ni napeti bazni okvir od tri vektora ne sadrzi dovoljno vektora da bismo ga
rastavili na dva sustava izvodnica za R?.

Promotrimo stoga jedinicni napeti bazni okvir sastavljen od pet vektora koji je prikazan
na slici Iz dijagrama vidimo da je y; +y>+y3 = 01 £+ X, = 0, §to znadi da su (y1, y2,y3)
i (x1, x,) dva napeta bazna okvira prostora R?. Uo&¢imo da je kut 6 izmedu vektora £ i £,

Slika 3.8: Dekompozicija baznog okvira koji sadrzi pet vektora na ortonormiranu bazu i
jedini¢ni bazni okvir sastavljen od tri vektora

jednak 0. Povec¢amo li navedeni kut viSe ne ¢emo pocetni jedini¢ni napeti bazni okvir mo¢i
rastaviti na analogan nacin. Dijagrame koje ¢emo dobiti nakon poveéanja tog kuta mogu
biti neki poput dijagrama na slici Kako na tim dijagramima nemamo tri vektora (od
ovih 5) koji u zbroju daju nulvektor, slijedi da nikoja 3 vektora iz ovih baznih okvira ne
¢ine napeti bazni okvir. Dakle, ovi se bazni okviri ne mogu rastaviti na uniju dva napeta
bazna okvira. Analogno zaklju¢ujemo za m > 6.
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0
£

<L

Slika 3.9: Dijagrami napetih baznih okvira prostora R? koji se ne mogu napisati kao unija
dva napeta bazna okvira

Obzirom na prethodno zapaZzanje slijedi propozicija.

Propozicija 3.2.3. (i) Za svaki m > 2 postoji jedini¢ni napeti bazni okvir za R? koji
sadrZi m vektora.

(ii) Za svaki m, m # 4 postoji jedini¢ni napeti bazni okvir za R? koji nije unija od dva ili
vi§e napeta bazna okvira prostora R>.

3.3 (k,])-zamjena vektora baznog okvira

U ovoj sekciji éemo promatrati sluajeve u kojima iz baznog okvira (x;)", prostora R
mozemo ukloniti, dodati ili zamijeniti vektore tako da rezultat promjene bude bazni okvir
ili napeti bazni okvir. Za pocetak definirajmo (k, [)-zamjenu.

(k, ])-zamjena je operacija na konacnom nizu vektora u kojoj je konacan broj vektora
(moguce 1 nula) uklonjeno iz niza i konacan broj (mogudée i nula) vektora je dodano u niz.
Preciznije, (k, [)-zamjena iz niza vektora uklanja njih k, a dodaje ih /.

Od posebne zanimljivosti u ovoj sekciji ¢e nam biti dvije vrste (k, [)-zamjena vektora
baznog okvira: one u kojima napeti bazni okvir nakon uklanjanja vektora ostaje napet 1
one u kojima pocetni niz vektora dodavanjem vektora postaje napeti bazni okvir.

Propozicija 3.3.1. Neka je (x;)!,, m > 3, jedini¢ni napeti bazni okvir prostora R2. Tada je
Jjedina (2,2)-zamjena baznog okvira (x;)! | u kojoj su uklonjena dva neortogonalna vektora,
a napetost baznog okvira je ocuvana, je operacija identitete u kojoj su vektori zamijenjeni
sa sobom uz mogucu permutaciju.

Dokaz. Pretpostavimo da su iz jediniCnog napetog baznog okvira (x;){, uklonjeni x,,_; i
X,,. OCito je da ako su oni ortogonalni, tvorit ¢e napeti bazni okvir za R? kao i preostali
vektori. U ovom slucaju bismo mogli dodati bilo koja dva ortonormirana vektora i tako
dobiti novi napeti bazni okvir.
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Pretpostavimo sada da uklonjeni vektori x,,_ i x,, nisu ortogonalni. Nekajey = Z;’:lz Xi
suma preostalih dijagram vektora. Kako uklonjeni vektori nisu ortogonalni, slijedi da
Xm-1 + %, # 0. S druge strane, (x;)!", je napeti bazni okvir pa prema lemi [3.1.T] imamo
Xm—1 + Xn +y = 0. Iz prethodnog slijedi da je y # 0. Nadalje, dijagram vektora x,,_;, X,
1y je trokut s duljinama stranica 1,1 1 ||y|| Buduci da su poznate duljine stranica trokuta,
odnosno moduli vektora koji formiraju dijagram, poznati su i kutovi medu tim vektorima.
Stoga je jedini nacin za konstruirati napeti bazni okvir u ovoj situaciji upravo dodati, tj.
vratiti vektore x,,_; i x,, u pocetni niz. O

Propozicija 3.3.2. Neka je (x,‘)?:1 jedini¢ni napeti bazni okvir prostora R? i neka su x,, i x,
bilo koja dva vektora tog baznog okvira. Tada postoji (3,2)-zamjena baznog okvira ()c,-)l.S=1
koja vektorima x,, i x, dodaje dva jedinicna vektora i s njima cini jedinicni napeti bazni
okvir prostora R>.

Nadalje, buduci da novi bazni okvir sadrZi tocno Cetiri vektora, ako x,, i x, nisu orto-
gonalni, ova operacija je jedinstvena za PRR-ekvivalenciju.

Dokaz. Dokaz tvrdnje je direktna posljedica propozicije Zamijenimo li tri uklonjena
vektora s jednim jedini¢nim koji je ortogonalan na x,, 1 jednim jedini¢nim koji je ortogo-
nalan na x,, rezultat ove zamjene Ce biti jedini¢ni napeti bazni okvir sastavljen od Cetiri
vektora. O

Za kraj sekcije promotrimo (0, p)-zamjenu, tj. dodavanje p vektora. Krenut ¢emo od
niza vektora koji moZe ali i ne mora biti bazni okvir i istraziti uvjete u kojima mozemo
dodati p vektora tako da krajnji rezultat bude napeti bazni okvir.

Propozicija 3.3.3. Neka je (x;)7", niz vektora u R*. Tada postoji vektor y iz R? takav da je
(X1,. .., Xy, y) napeti bazni okvir prostora R%. Drugim rije¢ima, (0, 1)-zamjena niz vektora
uvijek pretvara u napeti bazni okvir.

Dokaz. Ako je (x;)!, napeti bazni okvir prostora R2, onda je y = 0.
Ako (x;)", nije napeti bazni okvir, onda Y7, &; # 0. Neka je y € R? takav da je
y=->" %. Tada (xy,...,x,,y) ¢ini napeti bazni okvir. |

Ograni¢imo li se isklju¢ivo na dodavanje jedini¢nih vektora, (0, p)-zamjena postaje
malo drugacija.

Propozicija 3.3.4. Neka je (x;)!", niz jedini¢nih vektora iz R2. Tada postojil <miyy,...,y
jedini¢nih vektora iz R? koji s pocetnim nizom tvore jedinicni napeti bazni okvir prostora
R2.

Oznacimo a = ||Z;’i1 )Z,” Ako je @ € N, onda je |l < a. Akojea # 1 i a < 2, onda je
[ < 2. Ako je a € {p — 1, p), za neki p prirodan broj, onda je | < p.
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Dokaz. Neka je (x;)! | niz jediniCnih vektora i (£;)7, niz pripadnih dijagram vektora i neka
jey =X %

Slika 3.10: Broj jedini¢nih vektora koji ¢e s nizom (x1, x,, X3, X4) tvoriti napeti bazni okvir
mora biti vedi ili jednak normi od y

Uo¢imo da bismo dodavanjem vektora —y, kao u propoziciji [3.3.3] skupu dijagram
vektora dobili napeti bazni okvir, ali —y opcenito nije jedini¢ni vektor. Stoga moramo
pronaci jediniCne vektore z;, j = 1,...,/ takve da je Sz ; = —y. Pri tome moramo paziti
da je nejednakost trokuta zadovoljena, tj. da Vrijedi”—y” < Zi’:l ||z j|| =1

Uocimo jos da je |y|| :||Z:'i1 )Z,” = a. Akoje a € N, onda uzmemo z; = éy, i=1,...,1L
Akojea € (p -1, p), onda uzmemo z; = iy, i=1,...,p—2,tejediniCne z,_ i z, tako da
Tt +2p T B2V =04 2y 2, = R

Primjenom nejednakosti trokuta na dijagram vektore (%;), slijedi ||y|| < m pa moramo
naci najviSe m jedini¢nih vektora koji ¢e u uniji s (x;)2, tvoriti napeti bazni okvir. Ako je
p—1# ||y|| < p, onda Ce uvijek postojati skup od p vektora koji Ce zbrojeni s y dati 0. O

Napomena 3.3.5. Slike: [3.5]i[3.6]su izradene u programu GeoGebra.
Slike: 3.7 3.8, B.9i su preuzete iz (4).




Poglavlje 4

Algoritmi rekonstruiranja vektora i
dualni bazni okviri

4.1 Rekonstrukcijska formula

Jedno od najvaZznijih svojstava baznih okvira je mogucnost rekonstrukcije svakog vektora
prostora koriste¢i upravo vektore baznog okvira.

Propozicija 4.1.1. Neka je (x;)!, bazni okvir za H" s pripadnim operatorom baznog okvira
S. Tada se svaki v € H" moZe prikazati kao

V= Z: (v,S_lx,->x,- = Z: (v, xi)S_lx,-. 4.1)

Formulu (4.1)) nazivamo rekonstrukcijska formula.

Dokaz. 1z invertibilnosti operatora S za svaki v € H" slijede sljedece relacije:
v=_ (S_lv) = Z (S, x;)x; = Z v, S 'x)x;,
i=1 i=1

v=8""! Sv) = s Z v, x;)x; = Z (v, x,-)S_lxi.
i=1 i=1
|

Propozicija 4.1.2. Neka je (x;)!, bazni okvir Hilbertova prostora H". Tada postoji bazni
okvir (y;)™, takav da svaki v iz H" vrijedi

V= Zm:<v, yi)Xi = kav, Xi)Vi- 4.2)
i=1

i=1

32
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m

Svaki takav bazni okvir (y;)! | nazivamo dualni bazni okvir za (x;)?" .

Dokaz. Neka je y; := S~'x;zai = 1,...,m. Prema propoziciji 2.4.4] (y)", je bazni okvir
prostora H", a upravo smo vidjeli da zadovoljava relaciju i

Sljedeca propozicija daje rekonstrukcijsku formulu posebne klase baznih okvira, Par-
sevalovih baznih okvira, koja je poseban slu¢aj formule iz propozicije §.1.2]

Propozicija 4.1.3. Niz vektora (x;)2, je Parsevalov bazni okvir Hilbertovog prostora H"
ako i samo ako za svaki vektor v € H" vrijedi

v = Z v, x;)x;. 4.3)
P

Dokaz. Neka niz vektora (x;)?, zadovoljava Parsevalovu rekonstrukcijsku formulu za v €
H". Tada

m

WP = (v, v) = <Z (v, )%, v> = > vy = [l
i=1 i=1

i=1

Obratno, neka je niz vektora (x;)!, Parsevalov bazni okvir. Tada je prema propoziciji
2.3.4|operator baznog okvira jednak identiteti, tj. S = T*T = I, pa (¢.3) slijedi iz @.1). O

Sljede¢a formula omogucava odredivanje traga linearnog operatora koristeci Parseva-
lov bazni okvir.

Propozicija 4.1.4. Neka je (x;)"., Parsevalov bazni okvir za H" i neka je A linearan ope-
rator A : H" — H". Tada za trag linearnog operatora vrijedi Tr A = Y\ | (Ax;, X;).

Dokaz. Neka je (e;)"_, ortonormirana baza Hilbertova prostora /{". Prema definiciji traga
linearnog operatora slijedi TrA = }_; (Aej, e;). Koriste¢i rekonstrukcijsku formulu
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Parsevalovog baznog okvira (4.3) slijedi

TrA = Zn: < Zm: (Aej, x;p)xi, ej>
j=1 V=l
= Zn: i (Aej, xi)Xxi, €;)

j=1 i=1
= Z Z (e‘/,A*XiXXi, €j>
j=1 i=1
(xi, €j><€jaA*xi>
1

=1l j=

J
< (xi, €j>€j, A*xi>

1\ =1

= i (x;, A"x;) = i (Axi, X;).
' i=1

4.2 Algoritmi rekonstrukcije vektora iz koeficijenata
baznog okvira

Neka je (x;)", bazni okvir prostora H" s pripadnim operatorom baznog okvira S. Pret-
hodno smo pokazali da je svaki vektor v iz H" moguce rekonstruirati pomocu koeficijenata
((v, x;))-, koristeéi rekonstrukcijsku formulu v = Y7, (v, x,)S "' x;.

Buduéi da je u raunalnoj primjeni inverz operatora baznog okvira S ~! numericki nes-
tabilan, ova formula u praksi ponekad nije efikasna. Stoga ¢emo promotriti tri iterativne
metode kako bismo izveli niz aproksimacija za v pomocu koeficijenata ({v, x;));-, vektora
s obzirom na bazni okvir. Slijedi prva metoda.

Propozicija 4.2.1. (Algoritam baznog okvira) Neka je (x;)!., bazni okvir prostora H" s
granicama A i B te operatorom baznog okvira S. Za dani vektor v € H" rekurzivno
zadajemo niz (y;)7., iz H" takav da

2
Yo =0, )’j:)’j—1+A+BS(V—)’j—1)
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za svaki j > 1. Niz (y j);io konvergira prema v iz H" i vrijedi

B-AY
||v—y]||_(A B) VIl j>0.

Dokaz. Za svaki v iz H" vrijedi

2
((zd—ﬁs)v v>—||v|| ——Z|<v ) <V - || I =

Sliéno za svaki v € H" dobivamo
B (a2 s,
B+A”v|| <( A+ B )vv

1d 2 S <B—A
A+B ||T A+B’

1z Cega slijedi

Prema definiciji y; za svaki j > 0 vrijedi

V=)yj=V=Yj1—

Ponavljajuéi ovaj racun za svaki j > 0 dobivamo

o) J
V—yj:(ld—mS) (V—y()).

Stoga, prema (4.4) za svaki j > 0 imamo

2
ld———S

[ -

A+ B

(Id—LS)](V—yo) <

AiBS(v—y.,-_l):(Id—lﬁS)(v—y.,-_l).

B -
Tl < (25

35

IIVII :

)II Il

4.4)

O

Uocimo da, iako iteracijska formula algoritma baznog okvira sadrzi vektor v, algori-
tam ne ovisi o samom vektoru v ve¢ o koeﬁcijentima vektora v s obzirom na bazni okvir
((v,x))i.;, buduéi da je y; = y; + A+B (Z;’il(v, X)X — Syj_l). Jedini nedostatak ovog
algoritma je Cinjenica da brzina njegove konvergencije uvelike ovisi o granicama baznog
okvira. Promotrimo stoga sljede¢i algoritam koji vodi do brZe konvergencije nego pret-

hodni.
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Propozicija 4.2.2. (Cebisevijev algoritam) Neka je (x| bazni okvir prostora H" sa gra-
nicama A i B, operatorom baznog okvira S i neka su k = % il= g;g. Za dani vektor

v € H" rekurzivno zadajemo niz (Yj);io s odgovarajuc¢im skalarima (a j) | ha sljedeci

J=

nacin 5
yo =0, y1:B+ASV, a =2,
te
1 2
= : =iyl = Y2+t —=——=S(v-yi-1)|+ V-2 > 2.
“ 1—%0@'—1 l & aj(y] VT B A (V Y 1)) e /
Niz (y j);io konvergira prema v iz H" i vrijedi
”v _yj” < 1+ lzj“vH‘

Posljednji algoritam kojeg ¢emo navesti se ne oslanja na granice baznog okvira, ali kao
1 u prethodnim primjerima, brzina konvergencije ovisi o njima.

Propozicija 4.2.3. Conjugate Gradient metoda Neka je (x;)!, bazni okvir prostora H", S
pripadni operator baznog okvira i neka je v vektor iz H". Za dani vektor rekurzivno defi-

[
o T i (PP iz H" s odgovarajucim skalarima (oz j)

niramo tri niza vektora (y; L
J==

na sljedeci nacin
yo =0, ro=po =23V, p-1=0,

teza j>0
a;= M Vil =Yj+apj, T =TSP
Pj»Spj
’ o =Sy SP2SPY_ SpiSpi)
(pj»Spj (Pj-1,Spj-1)
Niz (yj)7 konvergira prema v iz H" i vrijedi ||v - yj” < %Ilvll, pri cemu je | = g; g, a

norma |||| je u ovom slucaju dana sa ||v|| = (v, SV)%.

4.3 Dualni bazni okviri

Prisjetimo se, niz vektora (y;)!, iz H" nazivamo dualni bazni okvir okvira (x;)", ako za
N, . .. .
svaki viz H" (y,)!, zadovoljava rekonstrukcijsku formulu 4.2}

V= i(v, Yi)Xi
i=1
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Akojey; = S7'x;zai=1,...,m, tada se (), naziva kanonskim dualnim baznim
okvirom. Ako (y;)", nije kanonski dualni bazni okvir, onda ga nazivamo alternativni
dualni bazni okvir.

Dakle, niz vektora (S ‘lxi)?; | 1z propozicije je kanonski dualni bazni okvir od
(x;)™, Cije su granice B~' i A™" i operator baznog okvira S ~'.

Propozicija 4.3.1. Neka su (x)7, i (y), bazni okviri za H" s pripadnim operatorima
analize T, i Ty redom. Tada su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(i) Za svakiv € H" vrijediv = 31" (v, yi)X;.

(ii) Za svakiv € H" vrijediv = 31" (v, X;)i.
(iii) Za sve v iw iz H" vrijedi (v,w) = 2L {v, Xx;){yi, W).
(iv) T;T, =1diT;T, = Id.

Sljedeca propozicija donosi razliku izmedu kanonskih i alternativnih dualnih baznih
okvira obzirom na zajednicki bazni okvir.

Propozicija 4.3.2. Neka je (x;)!, bazni okviri za H" (iji je operator baznog okvira S i
neka je v € H". Ako su (@)}, skalari takvi da je v = 3/, a;x;, onda je

m m m
Dlail = > | sl + Y e - .57 x|
i=1 i=1 i=1

Dokaz. Neka je T operator analize baznog okvira (x;)?",. Tada
((v, S_lxi>)m1 = ((S_lv, xi))ml eImT.

i= i=

Budud¢idajev = 3" (v, S ~1x;yx;, slijedi

(s = .57'))" e KerT* = AmT)*.
Prema tome,

m m
. . s
= 1=

m -1 _ -1
(@) = (0 8™'x)) " @ (e = (v, 57'x)
odatle slijedi tvrdnja. O

Korolar 4.3.3. Neka je (x;)!, bazni okviri prostora H" i neka je (y;)!, neki njegov alter-
nativni dualni bazni okvir. Tada za svaki v € H" vrijedi

(6o 57e0) | < el



POGLAVLIJE 4. ALGORITMI REKONSTRUIRANJA VEKTORA I DUALNI BAZNI
OKVIRI 38

Sljedeca propozicija govori o uvjetu uz koji je dualni bazni okvir jedinstven.

Propozicija 4.3.4. Bazni okvir (x;)!, za H" ima jedinstveni dualni bazni okvir ako i samo
ako je (x;)!, baza prostora H".

Dokaz. Neka je (x;)!, baza prostora H". Prepostavimo da su (y;)", i (z))", dva dualna
bazna okvira za (x;)!",. PokaZimo da su oni jednaki. Prema definiciji dualnog baznog
okvira slijedi da za svaki v iz H" vrijedi

Z ((V’ yiy = v, Zi)) Xi = Z(V, Vi)Xi — Z(v, zx=v—v=0.
i=1 i=1 i=1

Buduci da je (x;)2, baza prostora H", dakle linearno nezavisan skup, slijedi

v,y = (v, 2)) =0, i=1,....m

tj. (v,yi—z;) =0zasvakii = 1,...,m. To povlaci ortogonalnost vektora y; — z; i v. Budu¢i
da je v proizvoljan, to je y; — z; = 0, odnosno y; = z; za svaki i = 1,...,m. Dakle, (x;)!",
ima jedinstveni dualni bazni okvir.

DokaZimo i obrat. Prepostavimo suprotno, neka (x;)!, nije baza prostora " i neka je
T pripadni operator analize baznog okvira (x;)",. Budu¢i da (x;)" | nije baza prostora H",
a jest bazni okvir odnosno skup izvodnica, tada je m > n. Kako je dim T (H") < dim H" =
n < m = dimC™, slijedi T (H") # C". Neka je P ortogonalan projektor na (TH")" i neka
je A : T(H")" — H" nenul linearan operator. Tada je APe; # 0 za neki i, pri éemu je
(e)!, standardna ortonormirana baza za C". OznaCimo lisay;, = § “lx; + APe;, tada je
(v, razlicit od (S ~'x;)" . UoCimo da za sve v i w iz H" vrijedi

<Zm:<v, APe;)x;, w> = i(PA*v, eXxj,w) = <PA*v, Zm:(w, xi>el~> =(PA™y, Tw) = 0.
i=1 i=1 i=1

Stoga je > (v, APx;)x; = 0 za svaki v € H". Zbog toga imamo

m m m

Z(v, Vi) Xi = Z(V, S7'x; + APe;)x; = Z(v, S7Ux)x; + i(v, APedx;=v+0=v.

i=1 i=1 i=1 i=1

Prethodni raCun pokazuje da je (y;), takoder dualni bazni okvir za (x;)?",. Dakle, (x;)?",
nema jedinstveni dualni bazni okvir. O

U idu¢em primjeru odredit éemo kanonski dualni bazni okvir jednog baznog okvira
dvodimenzionalnog prostora.
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Primjer 4.3.5. Neka je (e}, e;) ortonormirana baza dvodimenzionalnog Hilbertovog pros-
tora H* i neka su x, = ey, x, = €| — ez, X3 = €| + 3. Tuda je (x;)}_, bazni okvir za H>.
Iz definicije operatora baznog okvira Sv = Z?: 1{v, x;)x; dobivamo

Se; =(ej,epye; +{e1,e; —ey)(e; —ey) +(ej,e; + ) (e + er)

=e +e +e,+e —e =3¢,

Ser =(er,e1)e; +(er,e1 —ey)(e; —ey) +{ez,e; +€3) (e + e2)
= —(e1 —e) + (e1 + €2) = 2ey,
paje
S‘lel = l61, S_lez = 162.
3 2
Odatle je kanonski dualni bazni okvir od (x;)>_, upravo (S "'x;)2, = (%el, ley—3ex ter + %ez).
Reprezentacija od v € H? u terminima baznog okvira dana je sa

3
1 1 1 1 1
V= Z(V’S_lxi>xi = §<V,€1>€1 + (v, 561 - §€2> (e1 —er) + (v, 561 + §€2> (e; +e).
i=1

Jos neki dualni bazni okviri od (x,-)?:1 su(e; +ep,—e5,0)1 (O, %, %) .

Slijedi karakterizacija svih dualnih baznih okvira zadanog baznog okvira pomocu pri-
padnog operatora analize baznog okvira.

Propozicija 4.3.6. Neka je (x;)!., bazni okvir za H" s pripadnim operatorom analize T i
operatorom baznog okvira S. Tada je (y;)!, dualni bazni okvir od (x;)!, ako i samo ako
postoji niz (z;)1 | takav da je y; = ST+ zii Y1 (v, zidx; = 0 za svaki v € H".

Dokaz. Neka je (y;)!, dualni bazni okvir od (x;)!", inekaje z; = y; — § ~x;. Tada za svaki
v € H" vrijedi

me‘(v, Zi)Xi = i(",yi -8 xyx; = Zm:@, Yi)Xi — Zm“(V, S™x)xi=v-v=0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Dokazimo i obrat. Pretpostavimo da postoji niz (z;)?, takav da je y; = S x4+ 71
Yimiv, ziyx; = 0 za svaki v € H". Tada za svaki v € ‘H" vrijedi

i(",yﬁxi = i(v,S_]x,)x,- + i(V, X =v+0=y,
i=1 i=1 i=1

tj. (1), je dualni bazni okvir od (x;),. O
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Uoc¢imo da je uvjet 3 i, (v, z;)x; = 0 za svaki v € H" ekvivalentan uvjetu 3 (v, z;){x;,
w) = 0 za sve v,w € H". To znali da su slike operatora analize nizova (x;)7, i ()1,
medusobno ortogonalni potprostori od C”.

Sljedeci korolar daje opcenitu formulu za sve dualne bazne okvire.

Korolar 4.3.7. Neka je (x;)!", bazni okvir za H" s pripadnim operatorom analize T i ope-
ratorom baznog okvira S Ciji su normirani svojstveni vektori (e )i i Svojstvene vrijednosti
(@ j);?zl. Tada se svaki dualni bazni okvir (y))!, od (x;)!L, moZe prikazati kao

n 1 o '

yi:Z(;<xi’e./>+hU)e./’ i=1,...,m,
=1 N7

gdje su (h;))!",, j=1,...,nelementi iz AmT)" .

Dokaz. Akojey;,i=1,...,mzadan pomocuniza (h;)7,, j=1,...,n,taday; = S7'x;+%,
gdje je & = X hijejzai = 1,...,m. Operator analize niza (%);., je T i zadovoljava
Te;=(h 7)1, . Tvrdnja slijedi iz ovog zapaZanja. O
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Sazetak

U ovom radu smo se upoznali s baznim okvirima kona¢nodimenzionalnih Hilbertovih pros-
tora, proucili smo njihova osnovna svojstva te istrazili neke primjere.

U prvom poglavlju navedene su definicije osnovnih pojmova linearne algebre kao i
iskazi tvrdnji koje su nam potrebne za srediSnji dio rada. Na kraju poglavlja iskazan je i
dokazan Parsevalov identitet.

Drugo poglavlje poCinje definicijom temeljnog pojma ovog diplomskog rada, baznog
okvira za kona¢nodimenzionalne prostore, nakon ¢ega slijede razmatranja svojstava poseb-
nih klasa baznih okvira kao Sto su bazni okviri konstruirani iz zadane ortonormirane baze,
Parsevalovi 1 napeti bazni okviri. Potom su definirani linearni operatori pridruZeni baznim
okvirima: operator analize, sinteze i operator baznog okvira. Takoder su promatrana svoj-
stva navedenih linearnih operatora i predstavljene su karakterizacije klasa baznih okvira
pomocu tih operatora. Treca sekcija posveéena je slicnim i unitarno izomorfnim baznim
okvirima i njihovim karakterizacijama koriste¢i pripadne operatore analize i sinteze.

Treée poglavlje posveceno je baznim okvirima prostora R?>. Nakon geometrijske in-
terpretacije napetih baznih okvira tog prostora predstavljena je PRR-ekvivalencija te su
navedene konstrukcije koje osiguravaju napetost baznog okvira u R2.

U posljednjem poglavlju predstavljeno je jedno od najvaznijih svojstava baznih okvira,
mogucénost rekonstrukcije svakog vektora prostora koriste¢i vektore baznog okvira, od-
nosno navedena je rekonstrukcijska formula te algoritmi rekonstrukcije. Za kraj poglavlja
proucavani su kanonski i alternativni dualni bazni okviri i njihova svojstva.



Summary

In this thesis, we have introduced the frames of the finite-dimensional Hilbert spaces, dis-
cussed their basic properties and explored some examples.

The first chapter contained definitions of the basic concepts of linear algebra as well as
the statements which were needed for the main part of the thesis. At the end of the chapter
Parseval identity was proven.

The second chapter began with the definition of the basic term of this graduate thesis,
the frame for finite-dimensional spaces, followed by the consideration of the properties of
the special classes of frames, such as frames constructed from given orthonormal basis,
the Parseval and the tight frames. Then linear operators associated with the frames were
defined: the analysis operator, the synthesis operator and the frame operator. Also, proper-
ties of these linear operators were observed and the characterizations of thr certain classes
of frames in the terms of these operators were presented. The third section was devoted
to similar and unitary isomorphic frames and their characterizations using related analysis
and synthesis operators.

The third chapter was devoted to frames in R?. After the geometric interpretation of the
tight frames of this space, PRR-equivalence was presented and replacements of vectors in
a frame in order to get a tight frame for R2.

In the last chapter the most important property of frames was presented, the possibility
of reconstructing each vector in the space using frame vectors, in other words the recons-
truction formula and reconstruction algorithms. At the end of the chapter, canonical and
alternative dual frames and their properties were observed.
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