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Poglavlje 1
Uvod

U ovom diplomskom radu bavit ¢emo se binomnim modelom kamatnih stopa koji
predstavlja najjednostavniji model za razumijevanje teorije arbitraze te odredivanje
cijena razlicitih financijskih instrumenata. Model je izgraden u diskretnom vremenu
ali uz dovoljan broj koraka vrlo dobro aproksimira neprekidne modele.

Financijski instrumenti mogu biti osnovni ili izvedeni. Osnovni instrumenti su oni
Cija cijena ne ovisi ni o kojem drugom instrumentu na trzistu, na primjer obveznice.
Suprotno tome, izvedeni financijski instrumenti (financijske izvedenice) su oni ¢ija
vrijednost ovisi o nekom drugom instrumentu. U tu skupinu pripadaju razlic¢ite vrste
ugovora, primjerice swap, forward i futures ugovori. Na cijene obje vrste instrume-
nata utjecu promjene trenutnih kamatnih stopa na trzistu a njihov utjecaj opisan je
binomnim modelom.

Rad zapocinjemo ponavljanjem osnovnih rezultata iz teorije vjerojatnosti i slucaj-
nih procesa koji su nam neophodni za razumijevanje modela. Zatim navodimo glavne
pretpostavke o prostoru na kojem izgradujemo model. Prvo razradujemo teoriju pri-
mjenjenu na beskuponske obveznice a onda je prosirujemo i na financijske izvedenice.
Cijelo vrijeme u obzir uzimamo pretpostavku o nearbitraznom trzistu te stoga ra-
zvijamo model uz koristenje martingalne mjere. Kao alternativni nacin ra¢unanja
cijena izvedenica, uvodimo forward mjeru. Na samom kraju, naglasak stavljamo na
forward i futures ugovore te definiramo glavne razlike izmedu ta dva vrlo bitna oblika
investicija na suvremenom trzistu.



Poglavlje 2

Ponavljanje

Da bismo lakse i detaljnije mogli razumijeti teoriju na kojoj se temelji nas model,
moramo se prisjetiti nekih osnovnih matematickih pojmova iz podrucja teorije vjero-
jatnosti i slucajnih procesa.

2.1 Mjera i teorija vjerojatnosti

Uzmimo odmah na pocetku da je €2 proizvoljan neprazan skup i sa P(2) oznac¢imo
njegov partitivni skup.

Definicija 2.1.1. Familija F podskupova od §2 zove se o-algebra skupova ako vrijedi:
(i) 0 e F,

(ii) Ae F= At e F,

Definicija 2.1.2. Neka je F o-algebra na skupu 2. Tada kaZemo da je uredeni par
(Q, F) izmgeriv prostor.

Definicija 2.1.3. Neka je F C P(Q) o-algebra. Mjera je svaka funkcija p: F —
[0, +00] koja zadovoljava sljedeéa dva svojstva:

(1) (@) =0
(i1) Ako je A; i € N niz medusobno disjunktnih skupova iz F, tada je

W(UA) = S uia,

ieN ieN
Mjera je vjerojatnosna ako je ju(€2) = 1.
Definicija 2.1.4. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor. Vjerojatnost je funkcija P : F —
[0, 1] koja zadovoljava sljedeéa tri svojstva:
(1) Za sve A € F wvrijedi P(A) > 0,
(i) P(2) = 1,
(iii) A € Fi € N AN A; =0 za i # j, vrijedi

() - S
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Definicija 2.1.5. Uredena trojka (2, F,P) zove se vjerojatnosni prostor.

Pomocu navedenih aksioma vjerojatnosti moze se pokazati da vrijedi slijedec¢ih
nekoliko svojstava.

Teorem 2.1.6. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi:
(a) P(0) = 0,
(b) Za svaki niz Ay, ..., Ap,n € N po parovima disjunktnih dogadaja iz F vrijedi

o(0) - S

(c) Za A € F vrijedi P(AY) =1 —P(A),
(d) Za A,B € F,AC B vrijedi P(A) < P(B),
(e) Za A, B € F vrijedi

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B),

(f) Za (Ai)ien vrijedi . .
]P’(UAZ) <> P(A)

Definicija 2.1.7. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor te A i B dogadaji iz F.
Kazemo da su A i B nezavisni ako vrijedi

P(AN B) = P(A)P(B).

Definicija 2.1.8. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i B € F takav da je P(B) >
0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dano B dana je formulom
P(AN B)
P(B)
Bududi da je uvjetna vijerojatnost takoder funkcija nad dogadajima iz o-algebre

F, s vrijednostima na intervalu [0,1], ona zadovoljava svojstva analogna onima iz
Teorema 2.1.6. Dakle, vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.1.9. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i B € F takav da je P(B) > 0.
Tada vrijedi:

(a) P(O]B) = 0,

(b) Za A € F vrijedi P(AY|B) =1 —P(A|B),

(¢) Za Ay, Ay € F, Ay C Ay vrijedi P(A,|B) < P(Ay|B),

(d) Za Ay, Ay € F vrijedi

Pp(A) = P(A]B) =

(e) Za (A;)ien vrijedi

]P’(DAAB) < i]P(AJB).
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2.2 Slucajne varijable

Jedan od bitnijih pojmova koji ¢e se pojavljivati tijekom cijelog rada su izmjerive
funkcije pa ovaj odjeljak zapocinjemo njihovom definicijom.

Definicija 2.2.1. Neka su (X, F) i (Y,G) dva izmjeriva prostora. KaZemo da je
funkcija f : X — Y izmjeriva u paru o-algebri F i G ako vrijedi f~(G) C F, tj.
(VA e G)(fH(A) e F).

Fiksirajmo vjerojatnosni prostor (2, F,P) ¢ije smo sastavnice ve¢ ranije objasnili.
Oznacimo sa B = B(R) Borelovu c-algebru nad R. To je o-algebra ¢ije elemente
nazivamo Borelovim skupovima a generirana je familijom svih otvorenih skupova na
R. Borelovu o-algebru na d-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R? oznacavamo s

Ba.

Definicija 2.2.2. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Slu¢ajna varijabla na (0, F) je
funkcija X : Q — R izmjeriva u paru o-algebri (F,B). Slucajni vektor na (2, F) je
funkcija X : Q — RY izmjeriva u paru o-algebri (F, By).

Kako uz elementarne dogadaje prvenstveno vezemo pojam vjerojatnosti, tako za
slucajne varijable najcesée izracunavamo njihovo ocekivanje. U nastavku navodimo
opcenitu definiciju oc¢ekivanja slucajne varijable.

Definicija 2.2.3. Neka je X : Q0 — R slucajna varijabla. KaZemo da X ima mate-
maticko ocekivanje ako vrijeds

E| X]| ::/Q]X]dIP’:/Q]X](w)d]P’(w) < 00

Tada matematicko ocekivanje od X definiramo kao

EX ::/QXdIP:/QX(w)dIP(w).

Drugim rije¢ima, slucajna varijabla X ima ocekivanje samo ako je integrabilna, i
tada je ocekivanje jednako upravo integralu od X u odnosu na mjeru P. Jedno od
osnovnih obiljezja slucajnih varijabli jesu pripadne funkcije distribucije s kojima se i
najcesce efektivno operira.

Definicija 2.2.4. Neka je X slucajna varijabla na (Q, F,P). Vierojatnost inducirana
slu¢agnom varigablom X, odnosno distribucija od X, je funkcija
Px : B — [0,1] definirana kao

Px(B) =P(X € B)=P(X"%B)), BeB.
Funkcija distribucije slu¢ajne varijable X je funkcija Fx : R — [0,1] za koju
vrijedi Fx(z) = P(X < z). Tada zapravo vrijedi slijedeéi niz jednakosti
Fx(z) = P(X € (=00,2]) = Px({-00,2]), ze€R.

Razlikujemo dvije temeljne vrste slucajnih varijabli, diskretne i neprekidne. Nas
model razvijamo u diskretnom vremenu pa moramo paznju usmjeriti na definicije
koje vrijede na diskretnom vjerojatnosnom prostoru.
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Definicija 2.2.5. Slucajna varijabla X je diskretna ukoliko postoji konacan ili pre-
brojiv skup D C R takav da je Px(D) =P(X € D) = 1.

Dakle, diskretna slu¢ajna varijabla X na (€, F,[P) je odredena skupom D =
{a1,a9,...}, P(X € D) = 11 brojevima p;, = P(X = a;) = Px({a;}),i = 1,2,....
Tada njezinu razdiobu zapisujemo tablicno kao

X ~ a; as ... ‘
pr P2 ..
Sada jednostavno mozemo zakljuciti da vrijedi

IF)X - Z piéaia

gdje je 64,(X) = 1x(a;). Primjenimo li prethodni rezultat na definiciju ocekiva-
nja slucajne varijable, dobivamo definiciju specificnu za diskretnu slucajnu varijablu.
Diskretna slucajna varijabla X ima ocekivanje ako vrijedi

E|X|= /R |z|dPx = /R |$|d<zpi5ai> = Z |la;|pi < oo.

U tom slucaju ocekivanje dobijemo kao

EX :/a:dIP’X = Zaipi.
R -

(2

Sada kada smo definirali uvjetnu vjerojatnost i pojam ocekivanja slucajne vari-
jable, mozemo pogledati kako bi izracunali oc¢ekivanje slucajne varijable uvjetno na
dogadaj A ili ocekivanje uvjetno na og-podalgebru od F.

Definicija 2.2.6. Neka je X : Q — R slucajna varijabla koja ima ocekivanje i A € F
dogadaj pozitivne vjerojatnosti. Uvjetno ocekivanje od X uz dano A definiramo kao

E[X]|A] :EAX:/XdIP’A.
Q

Za uvjetno ocekivanje iz prethodne definicije moze se pokazati da vrijedi i formula
E[14X]

P(A)
Definicija 2.2.7. Neka je G o-podalgebra od F generirana prebrojivom particijom

Aq, As, ... te neka je X Q — R slucajna varijabla koja tma ocekivange. Uvjetno
ocekivanje od X uz dano G definiramo kao

E[X|A] =

L o ]E[lAiX}
E[X]|G] ._;E[X\Ai]lAi_ i Wlf"

Drugim rijecima, ako je w € A;, tada vrijedi E[X|G](w) = E[X]A;].

Kasnije ¢emo gore navedene definicije morati uskladiti s vjerojatnosnim prostorom
prikladnim za nas model.



2.3 Sluc¢ajni procesi

U ovom odjeljku navodimo definiciju slucajnih procesa te uvodimo pojmove martin-
gala, submartingala i supermartingala te neka od svojstava koja su karakteristi¢na
za takve procese.

Definicija 2.3.1. Neka je (0, F) izmjeriv prostor i neka je za svaki n € Z, X,
sluc¢ajna varijabla na (Q, F). Familija X = (X,, : n > 0) naziva se slucajni proces s
diskretnim vremenom.

Razmisljajuéi o sluc¢ajnim procesima, cesto se pitamo o njihovim svojstvima adap-
tiranosti i predvidivosti. Kako bismo ta svojstva preciznije opisali, prvo definiramo
pojam filtracije. Filtracija je rastuéi niz o-algebri pomocu kojeg iz trenutka u tre-
nutak koristimo sve ve¢u koli¢inu informacija prikupljenih u diskretnim trenucima.
Matematicki preciznije objasnjenje daje nam sljedeca definicija.

Definicija 2.3.2. Neka je (2, F) izmgeriv prostor. Familija F = (F, : n > 0)
o-podalgebri od F takvih da je F,, C Fni1 za svakin > 0 zove se filtracija.

Definicija 2.3.3. Neka je (2, F) izmjeriv prostor.

(a) Slucajni proces X = (X,, : n > 0) je adaptiran s obzirom na filtraciju F = (F, :
n > 0) ako je za svakin > 0 slucajna varijabla X, izmjeriva u odnosu na JF,.

(b) Slucajni proces X = (X, : n > 1) je predvidiv s obzirom na filtraciju F = (F, :
n > 0) ako je za svakin > 1 slué¢ajna varijabla X,, izmjeriva u odnosu na F,_1.

Bududi da smo naveli najvaznija moguca svojstva slucajnih procesa, sada mozemo
uvesti klasifikaciju s obzirom na to koliko procesi ta svojstva stvarno zadovoljavaju.

Definicija 2.3.4. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, ¥ = (F,, : n > 0) filtracija
i X = (X, : n>0) slucagni proces. Pretpostavimo da je X adaptiran s obzirom na
F te da je E| X, | < 00 za sven > 0.

(a) X je martingal ako vrijedi

E[X1|Fnl = X0 g5, ¥n>.0
(b) X je supermartingal ako vrijedi

EXp1|Fol < Xn g5, Vn>0.
(c) X je submartingal ako vrijedi

E( X 1| Fol > Xn g5, Vn>0.

Mozemo uociti da je martingal vrsta slucajnog procesa koja ima konstantno
ocekivanje. U sljede¢em teoremu navedena su joS neka svojstva.



Teorem 2.3.5. Neka je X = (X, : n > 0) integrabilni slucajni proces adaptiran u
odnosu na filtraciju F = (F, : n > 0).
(a) Ako je X martingal, tada za sve 0 < m < n vrijedi

E[X,|Fm] = X g-s.
(b) Ako je X supermartingal, tada za sve 0 < m < n vrijedi
E[X,|Fn] < X0 g.s.

Ovime zavrsavamo poglavlje ponavljanja osnovnih rezultata koje ¢emo primjenji-
vati kroz cijeli rad. Trece poglavlje zapoc¢injemo opisom matematicke okoline u kojoj
¢emo razviti model te ga kasnije razraditi kroz razne primjere.



Poglavlje 3

Imovina ovisna o kamatnoj stopi

Kako bismo sto bolje opisali svojstva binomnog modela kamatnih stopa, moramo
svoje istrazivanje ograniciti na specificne klase imovine, ¢ija vrijednost ovisi o kamat-
noj stopi. Proucavat ¢emo razlicite vrste imovine s fiksnim prihodom. Najjedno-
stavnija od njih je beskuponska obveznica. Takvu vrstu obveznice mozemo definirati
kao vrstu duznickog vrijednosnog papira, kojim se izdavatelj obvezuje da ¢e izvrsiti
samo jednu isplatu na odredeni budué¢i datum, tzv. datum dospijeca, i ta isplata ¢e
biti jednaka nominalnoj vrijednosti obveznice. Dakle, u trenucima prije dospijeca,
vrijednost takve obveznice manja je od njezine nominalne vrijednosti. Stoga, prinos
beskuponske obveznice na dan dospije¢a definiramo kao konstantnu kamatnu stopu
uz koju cijena pla¢ena u trenutku 0, dolazi na razinu nominalne vrijednosti u tre-
nutku dospije¢a. Prethodna ¢injenica navodi nas na zakljucak da se beskuponska
obveznica moze formirati uz bilo koje vrijeme dospijeca tako da prilagodimo spo-
menutu konstantnu kamatu. Ovime dolazimo do moguénosti ostvarivanja arbitraze.
Arbitrazu mozemo definirati kao ulaganje u portfelj koji nas u po¢etnom trenutku ne
kosta nista a u kasnijim trenucima nije izlozen riziku te nam u barem jednom ishodu
donosi strogo pozitivan profit, tj. vjerojatnost da se ostvari profit veca je od 0. Kako
bismo postigli da model ne dopusta arbitrazu, za odredivanje cijena imovine, uvest
¢emo mjeru neutralnu na rizik.

3.1 Binomni model kamatnih stopa

Pretpostavimo da rizicnu imovinu modeliramo na sljede¢i nacin: izmedu dva uza-
stopna perioda, relativna promjena cijene je ili a ili b, gdje je —1 < a < b. Zato
definiramo skup ©; = {a, b} te ozna¢imo s IP; vjerojatnost na (Q;,P(£21)). Promjene
mozemo promatrati u N razlic¢itih trenutaka. Stoga za prostor elementarnih dogadaja
Q) uzimamo Kartezijev produkt skupa {a,b}. Dakle,

Q=Y ={a,b}".

Uoc¢imo da se €2 sastoji od N-torki (wy,ws,...,wy) gdje za n = 1,2, ..., N, vrijedi ili

wp, = a ili w, = b. Za vjerojatnost P na (2, P(£2)) uzimamo produktnu vjerojatnost



]T”{V Dakle vrijedi P= ﬁ”{v

Neka je F = {F, : n = 0,1,..., N} filtracija na (2, P(Q)) uz Fo = {0,9Q}. De-
finiramo proces kamatne stope kao predvidiv slucajni proces koji se sastoji od niza
slucajnih varijabli

Ry, Ry, ..., Ry

pri ¢emu Ry nije slucajan. Predvidivost u odnosu na filtraciju F znaci da je slucajna
varijabla R, JF,_i-izmjeriva za sve n > 1 te je Ry Jp-izmjeriva. U naSem slucaju
vrijedi da sve dostupne informacije u trenutku n c¢ine one kamatne stope koje su
vrijedile u nekim trenucima prije trenutka n, zajedno s kamatnom stopom koja vri-
jedi u trenutku n. Dakle, poznati su nam Ry, Ry, ..., R,. Ovakvim razmatranjem
uocavamo koja je razlika izmedu investicije na novéa-nom trzistu i investiranja u di-
onice. Investiranjem u dionice u trenutku n, mi ne znamo koliko ¢e ta investicija
vrijediti u trenutku n + 1, ali ako na novcanom trzistu ulozimo 1 kunu u trenutku
n, znamo da ¢e ona vrijediti 1 + R, u trenutku n + 1 jer tada znamo koja kamatna
stopa ¢e se primjenjivati na trzistu od trenutka n do trenutka n + 1. Prirodno je
pretpostaviti da vrijedi R,, > 0 za svaki n i za svaku N-torku (wy,ws, ...,wn).
Nadalje, definiramo diskontirani proces kamatne stope, koji takoder zadovoljava svoj-
stvo predvidivosti, kao
1

D, = . n=1,2.,N; Dy=1.
(1+Ro)...(1 + Rn_y) 0

Oznacimo sada sa .S, cijenu neke imovine u trenutku n, za n = 0,1,..., N. Tada
diskontiranu vrijednost imovine u trenutku n definiramo kao

S, =DnS,, n=0,1,.. N.

Sada imamo sve §to nam je potrebno da bismo definirali ekvivalentnu martingalnu
mjeru.

Definicija 3.1.1. Vjerojatnosna mjera P na (Q,P(Q2)) je martingalna mjera ili mjera

neutralna na rizik ako za sve diskontirane cijene S,, n=1,...., N — 1 vrijedsi
E[Sn1Fa) = Sn

Ekvivalentno, P je martingalna mjera ako su diskontirane cijene financijskih imovina
P-martingali.

Posebno, objektivna vierojatnost P (uz koju ocekujemo veéi povrat za investiciju veéeg
rizika) i vjerojatnost P su ekvivalentne i pisemo P = P, ukoliko vrijedi P[A] = 0 ako
i samo ako je P[A] = 0.

Navodimo sljedec¢i teorem kako bismo opravdali uvodenje ekvivalentne martin-
galne mjere u nas model.

Teorem 3.1.2 (Fundamentalni teorem odredivanja cijene imovine). Model trzista ne
dopusta arbitrazu ako 1 samo ako postojgi ekvivalentna martingalna mjera.
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Neka je X uplata primljena u trenutku m (X ovisi samo o wy,ws, ...,wy). 1z
Definicije 3.1.1 slijedi formula za ra¢unanje cijene neutralne na rizik u trenutku 0:

Som = E[D, X].

Dakle, jednaka je ocekivanju neutralnom na rizik od diskonta uplate. Koriste¢i nave-
denu formulu, definiramo cijenu beskuponske obveznice u trenutku 0, koja isplac¢uje
1 u trenutku dospijeca m, kao B

Bom = E[D,,]. (3.1)

Da bismo odredili koliki je prinos na takvu obveznicu, poistovjecujemo investiciju
iznosa 1 u obveznicu dospijeca m s ukamacivanjem 1 kune po konstantnoj kamatnoj

stopi Y, u vremenu od 0 do m. Takvom investicijom mozemo kupiti # obveznica
,m

te ¢e nam u trenutku m biti isplacen iznos #. Prema tome, vrijedi jednakost
,m

= (1 mma
Bomn (14 Ym)

odnosno, prinos na obveznicu iznosi

Primjer 3.1.3. Neka je N = 3 i neka je
Q = {(a,a,a),(a,a,b),(a,b,a),(a,b,b),(b,a,a),(b,a,b),(bb,a),(bbb)}. Pretposta-
vimo da su vjerojatnosti jednake

ﬁ’{(a,a,a)} = 37 ﬁ){(ma:b)} = é’ ﬁ){(a:@ CL)} = 1_12’ I’E){(CL, b’ b)} = %
Bl o) =7, Plhab) =15 B{bbal=g FbbH}=g

Definiramo skupove svih moguc¢ih kombinacija ishoda u prva dva koraka:
Ape = {w1 = a,wy = a} = {(a,a,a),(a,a,b)}
Ay = {w1 = a,wy = b} ={(a,b,a),(a,b,b)}
Aba = {wl = b7w2 = a’} = {(b7 a, (1,), (ba a, b)}
Ay = {wy = b,ws = b} = {(b,b,a),(b,b,b)}.
Za njih vrijedi
P{A..} = P{(a,a,a)} +P{(a,a,b)} =

Y

S Wl

P{Aw} = P{(a,b,a)} + P{(a,b,b)} =

)
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Y

@{Aba} = fb{(b> a, CL)} + ﬁ){<b> a, b)} =

1 s =

P{Aw} = P{(b.b,a)} + B{(b.,0)} =
Analogno definiramo i skupove
A, = {wl = a} = {(a’ a, a)v <a7 a, b>7 (CL, b, a)a (aa b, b)}

Ap ={w; = b} ={(b,a,a),(b,a,b),(b,b,a),(b,b,b)}
za koje vrijedi
ﬁ@%}:ﬁ«mm@}+ﬁ«@@m}+@«m@@}+@«m@m}:%

ﬁ@%}:ﬁﬂ@m@}+ﬁ«@mm}+ﬁﬂ@a@}+ﬁ«@am}:%.

Mozemo izracunati jos i vjerojatnosti ishoda u tre¢em koraku, uvjetno na rezultate
prva dva koraka. Koristimo ¢injenicu da ako u prva dva koraka imamo ishode aa
tada znamo da je konacni ishod u skupu Ag,.

= 2
P{w;g:G’wl:CL,WQ:a}:w:%:;
P{Aaa} 3
% 1
IP’{cu?,:b|cul:a,wg:a}:w:%:1
P{Aaa} 3 3
- P L
P{w3:a|w1:a,w2:b}:M:lT2:§
P{Aab} 6
™ 1
P{w3:b|w1:a,w2:b}:P{NM’—b’b)}:1—f:1
P{Aab} 6 2
~ P L
P{ws = alw; = b,wy = a} = —{~(b,a,a)} =8==
P{Aba} 1 3
™ 1
P{Wg = b|w1 = b, Wy = CL} = —IP){V(Z%G’ b)} = 1—12 — 1
P{Aba} 1 3
~ P |
P{ws = alw; = b,wy = b} = —{~(b, ba)} =3 = 3
P{Ap} 1
™ 1
P{Wg = b|(,d1 = b,w2 = b} = —]P){V(b, b’ b)} = % = —
P{Aw} i 2

Koristeci skupove koje smo definirali na pocetku primjera, mozemo izracunati i vje-
rojatnosti ishoda u drugom koraku uvjetno na ishod prvog koraka. Na primjer, ako
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se cijena promijenila 3 puta i u prvom se koraku promijeni za a, tada znamo da je
cjelokupni ishod u skupu A,. Ako je i u drugom koraku promjena jednaka a, onda je
cjelokupni ishod u skupu A,,. Zato je vjerojatnost da je u drugom koraku promjena
a, uz uvjet da je u prvom isto bila a, jednaka omjeru vjerojatnosti skupova A,, i A,.
Analogno dobivamo i ostale.

P 1
P{ws = a|w; = a} = I?L{A““} =3= 2
P{A.} 3 3
0 1
P{ws = blw; = a} = ]Ii{A“b} — % — 1
P{4} 3 3
P 1
P{ws = ajw; = b} = Ei{Aba} — % — 1
P{A,} 3 2
~ P{A 1
P{w2:b|w1:b}: ~{ bb} :%:5
P{4} 2

Izracunate vjerojatnosti mozemo prikazati pomocu binomnog stabla na slici 3.1. Pri-
tom uvjetne vjerojatnosti predstavljaju prijelazne vjerojatnosti izmedu ¢vorova stabla
pa su zato ispisane na granama, dok su vjerojatnosti koje smo si pocetno zadali, is-
pisane na desnim krajevima stabla.

Da bi primjer bio potpun, ra¢unamo jos vjerojatnosti ishoda drugog i tre¢eg ko-
raka, uvjetno na ishod prvog koraka

fp?{m:a,ws:alcul:a}:%:g
@{wgza,w3:b|wlza}:%:§
ﬁﬁ{@:b,wgza!m:a}:%:%
ﬁ{w:b,wg:b!wl:a}:%:é
ﬁ{m:a,wg:a!wl:b}:%—gﬂ:%
ﬁ{m:a,wgzblmzb}‘:%:%
ﬂﬁ{wzb,wg:a!wl:b}:%:i
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B{(a,a,)} = :

5 Rj(a,a)
3 T .
- 3 P{(a,a,b)} =1
R]lfﬂ}
~_ i Plebal=g
1 !
2 * Rz(a,b)
% _ ﬁ{{rz,:‘;._ b} = ﬁ
Hy
2 P{(b,a,a)} = %
-o—'—"'_'_;_—'_'_ﬂ_
. R,(b,a)
1™ ! -
5 ‘\\\ E,x"f ______I_____" ~
. _— 3 P{(b,a,b)} = &
R||:tii} _
— ) 1 P{(b,b,a)} = 3
| _—
: Hg{f), b:'
3 P{(b,b,b)} = 1

Slika 3.1: Binomno stablo s pripadajué¢im vjerojatnostima

p P{(b,b,0)} 1
Blun = by = bluoy = b} = U001
P{Ay} 4
Neka je sada X : €2 — R slucajna varijabla. Racunamo njezino oc¢ekivanje uvjetno
na prvi korak.

E[X|w; = a] = X(a,a,a)P{w; = a,w; = a|w, = a}
+ X(a,a,b)P{ws = a,ws = blw; = a}
+ X(a,b, a)P{ws = b,ws = alw; = a}
+ X(a,b, b)IF’{wg =b,ws = blwy = a}
)

4 1 1
=9 X(a,a,a) + X(aab)+6X(aba)-|-6X(abb)
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E[X|w; = b] = X (b, a,a)P{ws = a,ws = alw; = b}
+ X (b, a,b)P{ws = a,ws = blw; = b}
+ X (b,b,a)P{ws = b,w; = alw; = b}
+ X (b, b, b)P{ws = b,ws = blw; = b}

1 1 1 1
= gX(b, a, (l) + 6X<b7 a, b) + Z__LX(b’ b, (l) + ZX(b7 b, b)

Mozemo primjetiti da dobivamo slucajnu varijablu na €2 koja ovisi o ishodu prvog
koraka. Slicno mozemo izra¢unati i o¢ekivanje od X uvjetno na prva 2 koraka:
E[X|w; = a,ws = a] = X(a,a,a)P{w; = a|lw, = a,ws = a}

+ X(a,a,b)P{ws = blw; = a,ws = a}

2 1
= gX(a, a,a) + gX(a, a,b)

E[X|w; = a,ws = b] = X(a,b,a)P{ws = alw; = a,ws = b}
+ X (a,b, b)P{ws = blw; = a,ws = b}
1 1
= §X(a, b,a) + QX(a, b,b)

E[X|wi = b,ws = a] = X (b, a,a)P{ws = alw; = b,ws = a}
+ X (b, a,b)P{ws = blwy = b,ws = a}

2 1
= §X(b, a,a) + gX(b, a,b)

E[X|w; = b,ws = b] = X(b,b, a)P{w; = a|w, = b,w, = b}
+ X (b, b, b)P{w; = blw;, = b,ws = b}

1 1
= 5 X(b.b,a) + 5 X (b,b.D)

Ovako definirano ocekivanje je takoder slucajna varijabla na 2 a ovisi o prva dva
koraka. Za kraj primjera, gornje izracune zato mozemo jednostavnije interpretirati
na sljede¢i nacin

E[X|w =a] = (g + g)X(a,a) + <% + é)X(a,b) = ;X(a,a) + %X(a, b)
E[X|w = 0] = (% + é)X(b, a) + G + i)X(b, b) = %X(b, a) + %X(b, b)

E[X|w = a,ws = a] = X(a,a), E[X|w, =a,ws =b] = X(a,b)
E[X|w; =b,ws = a] = X(b,a), E[X|w =b,ws=0b] = X(b,b).
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Formule iz prethodnog primjera mozemo zapisati kao definiciju kojom ¢emo se i
kasnije koristiti. Definicija uvjetnog ocekivanja koju ¢emo navesti zapravo odgovara
definiciji iz drugog poglavlja ali je prilagodena nasem modelu.

Definicija 3.1.4. Neka je P vjerojatnosna mjera na prostoru (2, P(Q)) takva da
vrijedi P(wy, ...,wy) > 0 za svaki (wq,...,wy) iz Q . Neka je (&1, ...,on) jedan takav
ishod iz §2 i neka je 1 <n < N — 1. Tada definiramo

- PL(D1 oo By By
P{wps1 = @ty ooy WN = ON|W1 = @1, ooy Wy = @Dy} = @1, ey G,y D, ’(f’N)}.

ED{Wl = (Dl, ey W = wn}

Neka je nadalje X sluc¢ajna varijabla na Q i F = {F, : n =0,1,..., N} filtracija na
(Q,P(R)). Definiramo uvjetno ocekivanje od X s obzirom na informaciju dostupnu
u trenutku n kao

E[X|F] = E[X|wy = @, ..., wp = @) = > X(@1 ey @y Drg1s s )

X Iﬁ{wnﬂ = @n+1, e WN = wN|w1 = W1y ey Wy = (Dn}.

Takoder uzimamo E[X|Fy] = X.

Ovako definirano uvjetno ocekivanje zadovoljava nekoliko svojstava koja ¢e nam
koristiti kod razvoja naseg modela. U sljede¢em teoremu navodimo neka od njih.

Teorem 3.1.5. Neka su X 1Y slucajne varijable na 2 10 <n < N. Tada vrijedi:
(i) Za sve konstante ¢y, cy € R vrijedi

Ele; X + Y |F,] = aE[X|F,] + oE[Y|F,)].
(ii) Ako je X F,-izmjeriva, tada je
E[XY|F,] = XE[Y|F,].
(111) Za 0 <n <m < N wvrijedi
E[E[X|Fn]| Fn] = E[X|F).
Posebno, E[E[X|F,]] = EX.

(iv) Ako X ovisi samo o informacijama dostupnim izmedu trenutaka n+1 i N, tada
vrijedi B B
E[X|F,| = EX.
(v) Neka je ¢ : R — R konveksna funkcija. Tada je

E[6(X)|Fn] > ¢(E[X|F)).

Sada kada smo definirali uvjetno ocekivanje slucajne varijable, pogledajmo kako
bismo mogli racunati cijenu beskuponske obveznice. Ona nam predstavlja najjedno-
staviji oblik imovine pa ¢e nam kao takva posluziti za razvoj slozenijih oblika.
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Definicija 3.1.6. Neka je P vjerojatnosna mjera na prostoru (2, P(Q)) i neka je
@(wl, oy wy) > 0 za svaki (wy, ..., wy) 12Q . Uzmimo kao i ranije da je Ro, Ry, ..., Ry_1
predvidiv proces kamatne stope © Dy, D1, ..., Dy diskontirani proces kamatne stope. Za
0<n<m<N, ciyena beskuponske obveznice dospijeca m u trenutku n definirana
je kao

Bpm =E

)

D,,
D, U:n] -

Iz formule takoder mozemo uociti da za cijenu u trenutku dospijeca m vrijedi
By,.m = 1 au trenutku 0, zbog Dy = 1, imamo By, = E[D,,]. Treba napomenuti da
prethodna definicija vrijedi za nominalnu vrijednost obveznice jednaku 1. Uzmemo
li neku drugu nominalnu vrijednost i oznac¢imo ju s C', tada vrijedi

B, ,, = CE

)

D,,
D, U:n] -

Napomena 3.1.7. Pogledajmo sto se dogada s diskontiranom cijenom beskuponske
obveznice.

D,, 1 ~ ~

D,

)

[ Fn

Pritom smo u drugoj jednakosti iskoristili svojstvo iz Teorema 3.1.5 (ii). Posljednji re-
zultat nam zajedno sa svojstvom (iii) iz Teorema 3.1.5 daje zakljucak da diskontirana
cijena beskuponske obveznice zadovoljava martingalno svojstvo. Drugim rijecima, za
0<k<n<moryged:

E[Dy By | Fr] = E[E[Dp| Fol|Fr] = E[Dn] Fi] = Dy B

Dakle, u ovoj napomeni smo pokazali da je diskontirana cijena obveznice Iﬁ’—martingal.

Promotrimo sada investitora koji trguje beskuponskim obveznicama svih dos-
pijeca. Zanima nas kako ¢e se iz trenutka u trenutak kretati ukupna vrijednost
imovine koju posjeduje. Za pocetak uvodimo pojam portfelja imovine takvog inves-
titora u trenutku n. Portfelj je vektor A, = (Apmn+1 < m < N) € RV, gdje
predvidiva slucajna varijabla A,, ,,, predstavlja broj beskuponskih obveznica dospijeca
m koje investitor posjeduje izmedu trenutaka n i n+ 1. U svakom trenutku dolazi do
rebalansiranja portfelja, odnosno, postoje¢i portfelj zamijeni se novim. To mozemo
shvatiti kao posljedicu ¢injenice da ¢e se obveznice, koje su npr. imale dospije¢e u
trenutku n + 1, nalaziti u svakom portfelju prije trenutka n + 1 ali u samom trenutku
dospijeca doci ¢e na naplatu te ¢e se od tog trenutka nadalje pojavljivati u portfelju u
obliku novca koji je vlasnik portfelja od njih zaradio ili morao platiti za njih. Svakom
investitoru najbitnije je u svakom trenutku promatrati vrijednost svog portfelja, kako
bi znao u kojem smjeru idu njegova ulaganja i bolje bi njima upravljao. U tu svrhu
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uvodimo oznaku X, za vrijednost portfelja u trenutku n. Upravo zbog maloprije na-
vedenog objasnjenja za rebalansiranje portfelja, pretpostavimo da nam je vrijednost
portfelja u trenutku n poznata. Tada vrijednost X, .; mozemo dobiti pomocu X,
kao

N N
Xn+1 - An,n—l—l + Z An,mBn—s—l,m + (1 + Rn) <Xn - Z A'n,m-Bn,m> .

Primjec¢ujemo da nam prvi ¢lan desne strane oznacava broj obveznica u portfelju ko-
jima zapravo trenutak u kojem se trenutno nalazimo predstavlja trenutak dospijeca.
Buduéi da cijena beskuponske obveznice u trenutku dospije¢a dolazi na njezinu no-
minalnu vrijednost, za koju smo pretpostavili da je jednaka 1, izbjegli smo pisanje
¢lana By, 11 ,+1. Srednji ¢lan predstavlja vrijednost svih obveznica kojima je dospijece
u trenutku n + 2 ili kasnije. Dobili smo ga mnozenjem koli¢ine obveznica koje imaju
isti datum dospijec¢a s njihovom cijenom u trenutku n + 1. Treci ¢lan smo dobili kao
umnozak dvaju faktora. Pritom drugi faktor oznacava zaradeni novac investitora u
trenutku n, koji je dobiven kao razlika ukupne vrijednosti portfelja u trenutku n i
vrijednosti obveznica koje su ostale u portfelju i nakon rebalansiranja. Prvi faktor u
umnosku je posljedica djelovanja kamate R, na taj novac izmedu vremena n i n+ 1.

Idudi teorem ilustrira nam Sto ¢e se dogoditi s diskontiranom vrijednoséu portfelja.

Teorem 3.1.8. Neka je A, = (A, m|n+1 < m < N) portfelj beskuponskih obveznica
u trenutku n. Tada je diskontirana vrijednost portfelja D, X, P-martingal.

Dokaz. Da bismo pokazali da je D, X, @—martingal, zapravo moramo dokazati da
vrijedi jednakost B
E[Dyps1 X0i1|Fn] = Dn X

Znamo da je D, F,-izmjeriva sluc¢ajna varijabla pa koriste¢i svojstvo (ii) iz Teorema
3.1.5 dobijemo B B
E[Dn+1Xn+1|]:n] - Dn+1E[Xn+1|]:n]-

Dakle, zapravo treba dokazati da vrijedi IE[X,LH\]-"n] = DZZLX”.

E[Xn+1|fn] =

N N
= IE An,n—l—l + Z An,m-Bn—s—l,m + (1 + Rn) (Xn - Z An,mBn,m> ‘fn]

N N
- An,n—i—l + Z An,mIE[Bn+1,m|‘/—--n] + (1 + Rn) (Xn - Z An,m-Bn,m>

N A D N
- An,n-‘,—l + Z Dn’mE[Dn+1Bn+l,m’Fn] + D_TL (Xn - Z An,mBan)

m=n+2 n+l1 ntl m=n+1

N Anm D D N
= An,n-‘,—l + Z Dan,m + Dnil Xn - n Zm:n—i—l An,mBn,m

m=n-+2 Dn+l Dn+1
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= An,n+1 + %Xn - D[n)il An,nJran,nJrl-

Prvu jednakost dobili smo primjenjujuéi uvjetno oc¢ekivanje na formulu vrijednosti
portfelja u trenutku n + 1. U drugoj jednakosti koristimo da je prvi ¢lan jednadzbe
vrijednosti portfelja A,, ,+1 predvidiva sluc¢ajna varijabla , a time i adaptirana, dakle
Fn-izmjeriva. Za drugi ¢lan iskoristili smo svojstvo (i) Teorema 3.1.5, a za tredi clan
¢injenicu da su X,, i B, ,, adaptirane slucajne varijable. Treca jednakost slijedi iz
predvidivosti varijable D,, ;. Zatim smo iskoristili ¢injenicu da je diskontirana cijena
beskuponske obveznice D,,B,, ,, martingal.

U posljednju jednakost jos uvrstimo B, ;11 = E [Dg—jﬂ]:n} = Dg—:l. Tada nam preo-
staje
~ D,
ElX, 1| Fnl = — X,
[XonalF = 5

Dokazali smo da vrijedi martingalno svojstvo
]E[Dn—l—an—i-l‘Fn] = Dan
pa zakljucujemo da je diskontirana vrijednost portfelja I?D—martingal. O]

Napomena 3.1.9. Bududi da je proces diskontirane vrijednosti portfelja IF’-martmgal,
oc¢ekivange mu je konstantno. Pokazujemo uzastopno primjenjujucéi svojstvo (iii) Teo-
rema 3.1.5 1 ¢injenice da je Dy = 1:

E[DnX,] = E[E[DnXo|Faor]] = E[Dp_1 X0 1] = ... = E[DyXo] = E[Xo] = Xo.

Ve¢ smo u samom uvodu napomenuli da model izgradujemo upotrebom cijena
neutralnih na rizik da bismo izbjegli mogucénost arbitraze. Provjerimo sada jesmo
li takvim na¢inom uistinu iskljuc¢ili moguénost arbitraze. Pretpostavimo da model
dopusta arbitrazu. To znaci da u nasem modelu postoji portfelj beskuponskih obvez-
nica koji krece od pocetne vrijednosti Xy = 0, a u kasnijim vremenima vrijedi X,, > 0
i za neki od ishoda vrijedi X,, > 0. Tada ¢emo dobiti E[D, X, ] > 0, tj. E[D,X,] > X,
sto je u kontradikciji s prethodnom napomenom. Dakle, mozemo potvrditi da defi-
nicija cijene beskuponske obveznice onemogucuje pronalazak arbitraze na trzistu.

Suvremeno financijsko trziste karakterizira snazno jacanje konkurencije te Ceste
fluktuacije kamatne stope i deviznih tecajeva pa zato investitori moraju pronad¢i nacin
kako upravljati tim financijskim rizicima. Tako dolazi do pojave financijskih izvede-
nica. [zvedenica je financijski instrument ¢ija vrijednost ovisi o vrijednosti neke druge
imovine. Cesto se koristi u svrhu osiguranja zauzetih investicijskih pozicija i stabili-
ziranje cijena investicijskog portfelja u odredenom vremenu.

Napomena 3.1.10. Neka je 0 < n < m < N. Formula cijene neutralne na rizik kaze
da je cijena izvedenice u trenutku n, koja isplacuje iznos V,, u trenutku m jednaka

1 ~
Vi = —E[D,,Vin| Fal.
—EID Va7

n
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Pretpostavimo da je moguce konstruirati hedging portfelj koji ¢e stiti kratku
poziciju izvedenice (odnosno, on ¢e osiguravati da u trenutku m ima vrijednost V,,,
bez obzira na rizike s kojima e se susresti). Tada vrijednost izvedenice u trenutku n
mora biti dana gornjom formulom. Zaklju¢ujemo da Teorem 3.1.8. opravdava gornju
formulu ali ne garantira postojanje takvog portfelja.

Razmislimo sto se zapravo dogada ako u trenutku n ulazemo u beskuponske obvez-
nice dospijeca n + 1. Investiranjem 1 kune u trenutku n u obveznice dospije¢a n + 1,
mozemo kupiti =—— beskuponskih obveznica dospijeé¢a n + 1 i ta investicija vrijedi

Bn,n+1
Bn1n+1 u trenutku n 4+ 1. Medutim, primjetimo da nam vrijedi sljedeé¢i niz jednakosti
1 1 1 1
nntl | [D—+ |]-"n] E [Han |fn] TR

U konacnici smo dobili iznos 1+ R,,, a znamo da je to iznos koji dobivamo ukamaciva-
njem 1 kune izmedu vremena n i n + 1. Dakle, investicija u beskuponsku obveznicu
dospije¢a n+ 1 jednaka je investiciji na novcanom trzistu izmedu trenutaka n i n—+1.

Dosad smo proucavali beskuponske obveznice koje se ispla¢uju jednokratno a sada
¢emo prouciti Sto se dogada kada imamo kuponske obveznice. Kuponska obveznica je
duznicki vrijednosni papir kojim se izdavatelj obvezuje na visekratne kuponske isplate
kamate u razdoblju prije dospijeca i jednokratnu isplatu glavnice u trenutku dospijeca.
Matematicki bismo to mogli bolje definirati na sljede¢i nac¢in. Neka je 0 < m < N.
Kuponsku obveznicu mozemo zamisliti kao niz konstantnih vrijednosti Cy, C1, ..., C,,,
gdje C), za n < m — 1 predstavlja kupon koji izdavatelj mora isplatiti u trenutku n.
Pritom je dopusteno da kuponska kamatna stopa bude 0 u nekom trenutku, tj. C,, =
0. (), je isplata u trenutku m koja ukljucuje isplatu glavnice i kupona za trenutak
m. Mozemo primjetiti da je beskuponska obveznica zapravo pojednostavljeni oblik
kuponske jer u tom slucaju vrijedi da su svi kuponi prije dospijeca jednaki 0, odnosno,
Co=Ci=..=C,,_1=01C,, =1. S druge strane, kuponsku obveznicu mozemo
zamisliti kao sumu koja se sastoji od €} beskuponskih obveznica dospije¢a 1, C5
beskuponskih obveznica dospijeca 2, itd. do C,, beskuponskih obveznica dospijec¢a
m. Tada za cijenu takve kuponske obveznice u trenutku 0 vrijedi

> CiBox=» CiE > DiCy
k=0 k=0 k=0

Analogno tome, u trenutku n, prije nego sto dode do isplate C,, i nakon $to se isplati
C,—1 za cijenu kuponske obveznice vrijedi

z’”: D;)Ck e

—E .

Dy
Do

, n=0,1,....m.

zm: CiBny =E
k=n

k=n

3.2 Primjena na izvedenice fiksnih prihoda

U ovom odlomku proucit ¢emo primjenu binomnog modela kamatnih stopa na imo-
vinu cijene S,, u trenutku n. Takvu imovinu interpretirat ¢emo kao razlicite vrste
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ugovora, Cije isplate ovise o kamatnoj stopi. Kao i dosad, koristit ¢emo ekvivalentnu
martingalnu mjeru koja nam osigurava da diskontirani proces cijene imovine bude
martingal. Za pocetak uvodimo definiciju forward ugovora.

Definicija 3.2.1. Forward ugovor je pristanak placanja specificirane cijene izvrsenja
K na dan dospijeca m, 0 < m < N, za imovinu ¢ija je cijena u trenutku m jednaka
Sm. m-forward cijena te imovine u trenutku n, 0 < n < m, je vrigednost K, uz koju
je cijena forward ugovora jednaka nula u trenutku n.

Forward ugovori su terminski ugovori pomocu kojih se dvije strane dogovaraju da
¢e trgovati odredenom imovinom na neki datum u buduénosti. Upotrebljavaju se za
zastitu od rizika, npr. rizika promjene kamatnih stopa na trzistu ili same promjene
robe s kojom se trguje.

Teorem 3.2.2. Neka je Sy, Si,...,Sn proces cijena za neku imovinu i B, ,, cijena
beskuponske obveznice dospijeca m u trenutku n. Za 0 < n < m < N wvrijedi da je
m-forward cijena takve imovine u trenutku n jednaka

Sp,
Bn,m '
Dokaz. Pretpostavimo da u trenutku n zelimo prodati forward ugovor dospije¢a m

i s cijenom izvrsenja K (tj. pristajemo dobiti iznos For,,, u zamjenu za iznos K
). Pritom neka je K takav da je cijena forward ugovora u trenutku n jednaka 0

Fory, ,,, =

obvezmca od c¢ega ostvarujemo prihod S,, te za taj iznos kupujemo jednu dionicu
imovine. U trenutku m tu dionicu isporucujemo prema sporazumu iz forward ugovora
te za to dobivamo iznos K. Nakon podmirivanja kratke pozicije u obveznicama,
mozemo biti ili u dobitku ili u gubitku za iznos K — ‘i"m

Ukoliko smo u dobitku, znac¢i da smo pronasli arbitrazu na trzistu. Inace, ako smo
u gubltku mozemo u svakom koraku zauzetl suprotnu pozmuu kako bismo pronash

S" , odnosno For,, ,,, = Su_ [

nacin da se 1zb3egne arbitraza taj da vrijedi K = B

U prethodnom dokazu smo zapravo konstruirali hedge (tj. zastitu) za kratku
poziciju forward ugovora. Kazemo da je ovakva vrsta hedga staticna jer nema tran-
sakcija izmedu trenutka n, kada hedge nastaje, i trenutka m, kada dolazi do dospijeca
forward ugovora. Iz same definicije forward ugovora mozemo zaljuciti da je njegova
vrijednost u trenutku m jednaka S,, — K. Drugim rije¢ima, vlasnik ugovora dobiva
razliku izmedu stvarne cijene na dan dospije¢a m i cijene izvrSenja K, koja se naziva
forward premija, ako je razlika u cijeni pozitivna ili forward diskont, ukoliko je raz-
lika u cijeni negativna. Buduc¢i da smo se uvjerili da je diskontirana cijena portfelja
P-martingal, za diskontiranu cijenu forward ugovora u trenutku n vrijedi

. . . )
E[Dy(Sp — K)|Fn] = E[DSpl| Fr]l — KE[D,n|F,] = DS, — KD,E D—m|]-“n]

= D,(S, — KBym).
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Prema definiciji, da bi cijena u trenutku n bila 0, mora vrijediti S,, — KB, ,, = 0, tj.

K = BS”m, ¢ime smo na jos jedan nacin dokazali teorem.
n,y

Uz forward cijene imovine veze se i pojam forward kamatne stope.

Definicija 3.2.3. Neka vrijedi 0 <n <m < N —1. Za forward kamatnu stopu F, ,,
definiranu u trenutku n za investicije koje ¢ée biti provedene u trenutku m vrijedi
BTL m
Fopm=—-"-1
Bn,erl
Pretpostavimo da u trenutku n prodajemo beskuponsku obveznicu dospijeca m te

na taj nacin ostvarujemo dohodak u iznosu B, ,,. Taj dohodak koristimo za kupnju
Bn,rn
Bn,m+1
obveznica koju smo prodali pa moramo isplatiti iznos vrijednosti 1 jer obveznica po
dospije¢u poprima svoju nominalnu vrijednost, a zatim u trenutku m + 1 dobivamo

. B . . e . e s o e .
iznos =" iz duge pozicije obveznice s dospijeéem m + 1. Mozemo uociti da je tok

Bn,m+1
novca izmedu trenutaka m i m+1 jednak kao da smo investirali na novéanom trzistu
po kamatnoj stopi F,, ,, definiranoj u prethodnoj definiciji. Ovakvim postupanjem
smo zapravo u trenutku n fiksirali kamatnu stopu koja ¢e nam vrijediti u razdoblju

od trenutka m do m + 1.

beskuponskih obveznica dospije¢ca m+1. U trenutku m na naplatu nam dolazi

Napomena 3.2.4. Uocimo da vrijedi da je fiksirana stopa u trenutku m za investi-
ranje u razdoblju od trenutka m do m + 1 jednaka

Brm 1
1= —

Fm m =
Bm,erl 1+Rm

)

—1=R,.

Teorem 3.2.5. Neka vrijedi 0 < n < m < N — 1. NearbitraZna cijena ugovora u
trenutku n, koji isplacuje iznos R, u trenutku m + 1, iznosi

Bn,m—l—an,m = Bn,m - Bn,m+1-

Dokaz. Pretpostavimo da u trenutku n prodajemo ugovor koji ¢e u trenutku m + 1
isplatiti iznos R, i da time ostvarujemo dohodak B, ,, — B, n+1. Zatim kupimo
beskuponsku obveznicu dospije¢a m i prodamo obveznicu dospije¢a m+1. Primjetimo
da tada posjedujemo portfelj koji se sastoji od kratke pozicije po forward ugovoru i
po obveznici dospije¢a m + 1 te duge pozicije samo po obveznici dospije¢a m. Takav
portfelj nas ne kosta nista jer je suma novcanih tokova jednaka 0 (jer je (B, —
Bpmt1+ Bumy1) — Bam = 0).

U trenutku dospije¢a m primamo dohodak iznosa 1 iz duge pozicije obveznice te ga
odmah investiramo na novcanom trzistu po kamatnoj stopi R,,. Od te investicije u
trenutku m + 1 ostvarujemo prinos 1 + R,,. Iznos 1 odmah koristimo za pokrivanje
kratke pozicije u obveznici dospije¢a m + 1, a R, za isplatu dospjelog ugovora.

Na ovaj nacin konstruirali smo hedge za kratku poziciju u forward ugovoru koji
isplacuje R, u trenutku m+1. Uspostava takvog oblika zastite kostala nas je B,, ,, —
B, m+1 pa zakljucujemo da je to cijena ugovora.

[]
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Prema Teoremu 3.2.2. i Teoremu 3.2.5. forward cijena ugovora u trenutku n,
koji isplacuje R,, u trenutku m + 1, je F,,,,. Pretpostavimo sada da u trenutku n
prodajemo kamatni forward ugovor, dakle pristajemo platiti iznos R,, u trenutku
m + 1 u zamjenu za Fj, ,,. Time smo fiksirali kamatnu stopu F,, ,, u trenutku m na
razinu R,,. Investiranjem 1 kune na novéanom trzistu u trenutku m, po varijabilnoj
kamatnoj stopi, ostvarujemo prinos 1 + R,, u trenutku m + 1. Takoder, u istom
vremenu moramo platiti R, u zamjenu za F, ,, zbog kratke pozicije u kamatnom
forward ugovoru pa je nase krajnje stanje jednako (1 + R,,) — Ry + Fom = 1+ Foum.
Mozemo zakljuciti da je naSa investicija jednaka investiciji 1 kune na novcéanom trzistu
izmedu trenutaka m i m + 1 po kamatnoj stopi F, ,,.

Definicija 3.2.6. Neka vrijedi 1 < m < N. m-periodicni kamatni swap je ugovor s
wsplatama Sy, ..., Sy u trenucima 1, ...,m, za koje vrijedi

Spo=K—-R, 1, n=1,...,m.

Pritom je K konstantan. KaZemo da je m-periodicna swap stopa SR, vrijednost od
K za koju je nearbitrazna cijena kamatnog swap ugovora u trenutku 0 jednaka 0.

Ovakva vrsta ugovora najcesce sluzi za zastitu od kamatnog rizika tako sto omogu-
¢ava zamjenu fiksne kamatne stope za promjenjivu, i obrnuto. Pretpostavimo da smo
ugovorili kredit po fiksnoj kamatnoj stopi. Ukoliko ipak zelimo otplacivati kredit po
varijabilnoj kamatnoj stopi, mozemo postupiti na sljedec¢i nacin. Zauzimanjem duge
pozicije u swap ugovoru osiguravamo si primanje konstantnih isplata K u svakom
trenutku n (to je zapravo iznos dobiven od fiksne kamatne stope na glavnicu) te
istovremeno placamo varijabilni iznos R, _; koji nam oznacava varijabilnu kamatnu
stopu na istu glavnicu. Dakle, zauzimanjem duge pozicije u swap ugovoru, otplatu po
fiksnoj kamatnoj stopi mozemo zamijeniti za otplatu po varijabilnoj kamatnoj stopi.
Obrnuto, pretpostavimo da otplac¢ujemo kredit po varijabilnoj kamatnoj stopi. Tada
mozemo zauzeti kratku poziciju u swap ugovoru. Na taj nacin osiguravamo primanje
promjenjivih isplata R, ; u svakom trenutku n, dobivenih kao varijabilna kamatna
stopa na glavnicu, u zamjenu za fiksna pla¢anja iznosa K, koji predstavlja fiksnu
kamatnu stopu na glavnicu.

Teorem 3.2.7. Nearbitrazna cijena m-periodi¢nog kamatnog swap ugovora u trenutku
0 jednaka je

Swap,, = Y _ Bon(K — Fon1) = K Y Bon — (1= Bom).
n=1

n=1
Posebno, m-periodicna swap stopa je

_ >y BoynFon I Boym,
E?:l BO,n Z::l BO,n'

SR,
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Dokaz. 1z definicije kamatnog swap ugovora slijedi da je njegova vrijednost jednaka
sumi periodic¢nih isplata Sy, ..., S,,. Dakle, vrijedi

Swap,, = i Sy = i(K — R, ).
n=1 n=1

Zmamo otprije da je nearbitrazna cijena u trenutku 0 isplate koja u trenutku n vrijedi
K jednaka E[D, K| = KBy, 1z Teorema 3.2.5. znamo da vrijedi da je nearbitrazna
vrijednost u trenutku 0 isplate koja vrijedi R,—; u trenutku n jednaka By ,Fp,—1.
Uvrstavanjem u gornju jednakost dobivamo

Swap,, = Z(KBo,n - BO,nFO,nfl) = Z Bo,n(K - FO,nfl)
n=1 n=1
:iBM K- (Pont g :KiBM—zmj(Bom—Bm
n=1 7 Bo,n n=1 7 n=1 7 ’

Primjetimo da smo u tre¢oj jednakosti koristili Definiciju 3.2.3. te smo time dokazali
prvu tvrdnju teorema.

Stavimo li da je Swap,, = 0 te oznac¢imo K = SR,, dobivamo drugu tvrdnju, t;j.
vrijedi

]

Kao nastavak prethodnog teorema, mozemo pokazati da formula nearbitrazne
cijene m-periodi¢nog swap ugovora zadovoljava formulu cijene neutralne na rizik, tj.

vrijedi
Swap,, = Z S, = E Z DnSn] .
n=1 n=1

Kao i u prethodnom dokazu, kre¢emo od definicije kamatnog swap ugovora a za-
tim primjenimo definicije forward kamatne stope i cijene beskuponske obveznice pa
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dobijemo sljedeci niz jednakosti:

Swap,, = Z Sp = Z(K —R,_1) = Z Bo,n(K - Fo,n—1)
n=1 n=1 n=1

MS\

[KBO,n - (BO,nfl - BO,n)]

3
Il
i

[KED,, — (ED,,_; — ED,)]

NE

3
I
—

[KED,, — (E[D,(1 4+ R,_1)] — ED,)]

NE

3
y

I
&N

m
> Du(K = Ryo1)
n=1
[ m

> DnSn] :
L n=1
Dakle, nearbitrazna cijena m-periodi¢nog swap ugovora je konzistentna s formulom
cijene neutralne na rizik.

U nastavku poglavlja navodimo definicije cap i floor ugovora kojima postavljamo
granice na gornju i donju vrijednost kamatnih stopa.

I
&N

Definicija 3.2.8. Neka vrijedi 1 < m < N. m-periodicni kamatni cap je ugovor s
wsplatama C, ..., Cy, u trenucima 1,...,m, za koje vrijeds

Co=(R,1—K)", n=1,..,m.

Ciyjena neutralna na rizik m-periodicnog kamatnog cap ugovora jednaka je

Zm: Dy(Ry_y — K)+] .

Ukoliko ugovor vrsi samo jednu isplatu C,, u trenutku n, tada je rije¢ o kamatnom
caplet ugovoru.

Cap,, = E

Definicija 3.2.9. Neka vrijedi 1 < m < N. m-periodicni kamatni floor je ugovor s
isplatama Fy, ..., F,, u trenucima 1,...,m, za koje vrijed:

F,=(K—R, )", n=1,...m.

Cyjena neutralna na rizik m-periodicnog kamatnog floor ugovora jednaka je

Floor,, =E| Y Dy(K — R,1)"|.

n=1

Ukoliko ugovor vrsi samo jednu isplatu F,, u trenutku n, tada je rije¢c o kamatnom
floorlet ugovoru.
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Cap i floor ugovori mogu nas zastiti od nepovoljnog kretanja kamatnih stopa
prilikom otplate kredita ili kod razli¢itih oblika investiranja. Zamislimo situaciju u
kojoj placamo promjenjivu kamatnu stopu R,,_; na ratu kredita, u svakom trenutku
n. U tom slucaju, porast kamatnih stopa za nas znaci nepogodno kretanje stopa.
Tada posjedovanje kamatnog cap ugovora jamci da kamatna stopa nece biti veca od
K. U slucaju da kamatna stopa naraste preko K, mi placamo samo kamatu K a
isplata po cap ugovoru otplac¢uje prekoracenje preko K. Obrnuti proces bio bi da
imamo investiciju koja nam isplac¢uje varijabilnu kamatnu stopu R,,_; u trenutku n.
Tada razmisljamo u suprotnom smjeru. U svakom trenutku zZeljeli bismo dobiti sto
vecu isplatu od kamatne stope na investiciju pa kupnjom kamatnog floor ugovora
osiguravamo minimalnu kamatnu stopu iznosa K. Ukoliko kamatne stope padnu
ispod iznosa K, floor ugovor nam isplacuje razliku u stopama.

Proucimo li na¢in na koji smo definirali isplate swap, cap i floor ugovora mozemo
primjetiti da vrijedi tzv. cap-floor paritet kojeg formuliramo kao

Swap,,, + Cap,,, = Floor,,.

Naime, u svakom trenutku vrijedi da je vrijednost portfelja, koji se sastoji od swap i
cap ugovora, jednaka vrijednosti portfelja koji sadrzi samo floor ugovor, tj.

K= Ry_1+ (Ry_y — K)© = (K — R,_1)*.

Pretpostavimo da drzimo dugu poziciju u floor ugovoru i kratku poziciju u cap ugo-
voru. To za nas znaci da floor ima vrijednost K —R,,_; u trenucima kada je K > R,,_1,
a cap ima vrijednost —(R,—1 — K) = K — R,,_; kada je R,_; > K. Dakle, u oba
slucaja je vrijednost portfelja jednaka K — R,,_1, §to je jednako vrijednosti swap ugo-
vora. Drugacije to mozemo zapisati kao jednakost Swap,, = Floor,, — Cap,,, koja je
analogna cap-floor paritetu.

Primjer 3.2.10. Neka je zadano, kao i v Primjeru 3.1.3, N =3 1
Q = {<a7 a’ a)’ (a’7 a” b)’ (a7 b’ a)’ (a7 b7 b)’ (b7 a” a)7 (b7 a’? b)7 (b7 b’ a’)? (b7 bJ b)}

Uzmimo ponovno da su vjerojatnosti zadane kao

I’ﬁ){(a’a?a)} = 37 ﬁ){(ma?b)} = é’ I’@{(CL?Z% CL)} = %’ I?Pi’{(a, b’ b)} = %
B{(h a,a)} é B{(b, a,b)} = % B{(b, b, a)} = % B{(b, b, b)} %

te neka su nam kamatne stope dane u stablu na slici 3.2.

Za pocetak izracunajmo diskontirane stope Dq, Dy, Ds:

1 1
D — = :1
"1+ R, 140 7
1 1 6
D = = = —
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'_i P{(a,a,a)} = 3

2 Ra(a,a) = 1
3 _— T—
— 3 P{(a,a,b)} = %
R'|{ﬂ-::| - I'l
. - 1
L - ~_ _l ) P{(a,b,a)} = 5
1 1 —_—
2 P Ryla,h) =0
; P{(a,b,b)} = =
R[] == ” .
2 B P{(b a,a)} = !l]
1 : Ra(b,a) = l,
— 3 P{(b,a,b)} = |_lz
Ry(b) = 2
‘“»-HHIHHH %_ - P{(bba)} = i
2 Ry(bb) =1

1 - s
2 1

P{(b,bb)} =

=l

Slika 3.2: Binomno stablo s pripadaju¢im vjerojatnostima i kamatnim stopama

1 1 5

DO = rya v me) 1T
1 1 3
Ds(a,a) = (1+ Ro)(1+ Ri(a))(1 + Ry(a,a)) 1. % 2T
Ds(a,b) = : = =2
N0 = R Ra(@) (1 Bl ) 1 L1 T
1 1 4
Palbod) = T R 0T RO+ Ralba) 118 7
1 1 4
D) = O Ry AT R+ Fabh)  1-22 7

U idu¢em koraku racunamo cijene beskuponskih obveznica u trenutku 0. Pritom ko-
ristimo vjerojatnosti skupova A,, Ay, Aaa, Aap, Apa 1 Ay, koje smo izracunali u Primjeru
3.1.3. Takoder primjenjujemo i formulu za racunanje cijene beskuponske obveznice

iz Definicije 3.1.6. uz Dy = 1.

E o 3 1 1
By =ED; = Dy(P(A,) + P(4;)) =1- (5 4 5) —1,
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-%zZEDr— &M@ﬂmk+@AwH+Dﬂ®@&%J+@&MH
2 Gro) G =
6 14
BO 3 = ]EDg sla,a )P{Aaa} -+ Dg(a b)P{Aab}
+ D3(b a)P{ Ay} + Ds(b, b)P{ Ay}
31,6141 41 4
A A AR AV &
Za racunanje cijena beskuponskih obveznica u trenutku 1 koristimo jos i uvjetne

vjerojatnosti navedene u binomnom stablu. Odmah znamo da po formuli za cijenu
beskuponske obveznice vrijedi B; ; = 1.

3 73 T
D, 1 ~
Bio(b) =E| =2|w; = b| = —E[Dy|lw; = b
1,2( ) D, |w1 D, [ 2|W1 ]
= Dy(b)P(wy = alwy = b) + Dy (b)P(wy = blwy = b)
51,515
727 2 7
D ~
By s(a) =E Fglwl = a] = —E[D;|w; = d]
1 1
= Djs(a, a)ﬁ’(wZ = alw; = a) + Ds(a, b)IP’(wg = blwy = a)
32,61 4
7 3 73 7
Bl’g(b) E —|w1 = b] [D3|(U1 = b]
1 1
= Ds(b,a)P(ws = alw; = b) + Ds(b, b)P(ws = blw; = b)
_41+41_4
727 2T

Na slican nacin mozemo izracunati i cijene beskuponskih obveznica u trenutku 2.
Pritom vrijedi By o = 1. Koristimo jos i ¢injenicu da je diskontirani proces kamatne
stope predvidiv pa dobivamo sljedece rezultate.

D
Bys(a,a) = E 3(a,a)

oy =a,we = a| = _3
D2 DQ(CL) 7
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Ds Dy(a,b) 6 7

Bosla.b) = B| 23 |w, = _pl = vy
23(0,0) 1)2""1 42 ] Do) 76
[ Ds | Dyba) 4 7 4

B —E| 2wy = by = al = -l
~[ D, 1 Dybb) 4 7 4
Boa(bb) = B| 23wy = bwy = b| = _4 T _4
2(0,) D, <1 = b Dot) 75 5

Sada kada smo vidjeli kako primjeniti formulu za vrednovanje beskuponskih obvez-
nica, mozemo izracunati jos i cijenu cap ugovora s periodom 3, uz cijenu dospijeca
K = % Koristimo vjerojatnosti skupova A.q, Aap, Apa, Aw. Za pocCetak rac¢unamo
cijene caplet ugovora u trenucima 1,2 i 3, od kojih se cap ugovor sastoji:

~ ~ +
Caplet, = E[D;(Ro — K)*] =E|D, <R - %) —0,

Caplety = ]E[Dz(Rl — K)*]
(Fa@) = 5) Bldud + (i) - 5) PlAw)

3
(e
=5 (0540 é>+

= Ds(a)

+ DQ(

3)+]P’{Aba} + (R - -) B Ay}
5 1 1 1 1 1
Bt ) w

Caplet3 = ]E[Dg(RQ - K)+]
= Dy(a,a)(Rafa.a) - %)JFI?D{AM} + Dyfa,b) (Rofa,b) g) B{Ay)

+ Dy(b,a) (Ralba) — 5 ) Bl + Dy(b0) (Rl 8) - 5 ) Bldw)

_321+601+401+401_2
7 33 7 6 7 4 7 4 21

Prema tome, cijena cap ugovora jednaka je sumi cijena caplet ugovora pa dobivamo

1 2 )

Capy =0+ 5+ 57 = 42
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Poglavlje 4

Cijena izvedenica uz forward mjeru

U ovom poglavlju bavit ¢emo se problemom na koji nailazimo prilikom odredivanja
cijene imovine. Neka V,, oznacava isplatu neke izvedenice ili obi¢ne vrijednosnice u
trenutku m. Prema Napomeni 3.1.10. vrijedi slijedec¢a formula za cijenu ugovora u
trenutku n, prije dospijeca m

= —E|D .
V% D [ 1nLCnLF%]

n

Ovakav nacin vrednovanja ne predstavlja problem ako se radi o beskuponskoj obvez-
nici jer je ona definirana pomoc¢u kamatnih stopa koje vrijede i na novéanom trzistu
ali bi mogla biti problem za vrednovanje izvedenica. Naime, da bismo izracunali ci-
jenu po gornjoj formuli, moramo znati zajednicku uvjetnu distribuciju procesa D,, i
V. Buduéi da nam to nije jednostavan zadatak, uvodimo pojam Radon-Nikodymove
derivacije koja ¢e nam posluziti za zamjenu martingalne mjere forward mjerom sto
¢e nam olaksati rjeSavanje problema.

Radon-Nikodymova derivacija je zapravo slucajna varijabla koju ¢emo definirati
kao omjer dviju ve¢ spomenutih varijabli.

Definicija 4.0.1. Neka je 1 < m < N. Definiramo Radon-Nikodymovu derivaciju
kao

D
Lo = .
’ E%Jn

Tada pripadnu m-forward mjeru pm definiramo kao
P (w) = Zymm(w)P(w), Vw e Q.

_ Provjerimo sada da je ovako definirana mjera vjerojatnosna, odnosno da vrijedi
Pm™(Q) = 1:

~ ~ ~ ~ ~| D, 1 ~
P™(Q) =Y P™w) =) Znm(@)P(w) =EZp, =E =& ED,,=1.

weN weN

0,m

Dakle, forward mjera je vjerojatnosna mjera. U raspisu smo u zadnjoj jednakosti
primjenili By,, = ED,,. Vrijedi jo§ i tvrdnja da ukoliko je P(w) = 0, onda je i
P™(w) = 0 pa kazemo da je P apsolutno neprekidna u odnosu na P.
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Napomena 4.0.2. Ako je Y bilo koja sluc¢agna varijabla na 2, tada vrijedi sljedeca
veza za njezina ocekivanja s obzirom na vjerojatnosti P™ ¢ P:

E"[Y] = E[ZY].

Jednakost se vrlo jednostavno moZe i dokazati:

V=) V(WP (w) =) Y(w) ) =Y Y(w)Z(w)Pw) =E[ZY].

we weN weN
Nadalje, definiramo proces Radon—N1k0dymove derivacije kao

Zn,m :E[Zm,m‘fn], n:(),l,...,m
Za tako definiran slucajni proces vrijedi svojstvo analogno prethodnoj napomeni pa
ga stoga navodimo u obliku sljedece leme.

Lema 4.0.3. Neka je 0 < m < N i neka je Y F,,-izmjeriva slucajna varijabla. Tada
vrijeds N B
E™Y] =E[Z,.Y].
Dokaz. Dokaz slijedi iz sljede¢eg niza jednakosti:
E"(Y] = E[2Y] = E[E[ZY|F,]] = EYE[Z|Fn]] = E[Y Zonm).
Pritom smo u prvoj jednakosti koristili gornju napomenu, u drugoj i tre¢oj jednakosti

svojstva navedena u Teoremu 3.1.5. a u ¢etvrtoj definiciju slucajnog procesa Radon-
Nikodymove derivacije. 0

Takoder, vrijedi slicno pravilo kada zelimo izracunati uvjetno ocekivanje F,,-
izmjerive slucajne varijable s obzirom na forward mjeru.

Lema 4.0.4. Neka je 0 < n < m < N i neka je Y F,,-izmjeriva slucajna varijabla.
Tada vrijedi

E™[Y|F,] = E[ZpmmY | Fo).

Dokaz. Mozemo primjetiti da je desna strana jednakosti F,-izmjeriva slucajna vari-
jabla. Potrebno je pokazati da za svaki A € F,, vrijedi jednakost

E™ [14=—FE[ZpnnY | Fa]| = E"[1LE"[Y|F,]] = E™[14Y].

n,m

Primjenjujué¢i Lemu 4.0.3. u prvoj i posljednjoj jednakosti sljedec¢eg raspisa, te svoj-
stvo (iil) iz Teorema 3.1.5. u trecoj jednakosti, dobivamo tvrdnju:
—E

E™ E[ZmmY | Fn)

1 ~
1A 1AZn,m : Z_E[Zm,my|]:n]

n,m

n,m

E[lAE[Zm my|f ]]
E[lAZm mY]
=E™[14Y].
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Budu¢i da je V;, Fp-izmjeriva slucajna varijabla, na nju moZemo primjeniti na-
vedene leme. Dakle, vrijedi E™[V,,|F,] = nlmE[Zm’mV |Fn). U sljede¢em teoremu
donosimo zakljucak ove teorije kojim rjeSavamo problem s pocetka poglavlja.

Teorem 4.0.5. Neka je 1 < m < N 1 neka je V,, Fp-tzmjeriva slucajna varijabla.

Tada vrijedi
~ 1 ~
E™V,.] = E[D,.V,.].
Vol = (D]

0,m

Opcenito, za F,-izmjerivu slucajnu varyablu V,, vrijeds

" DyBum nDBnm

Dokaz. Za pocetak zapisimo proces Radon-Nikodymove derivacije na drugaciji nac¢in
uzimajuéi u obzir Definiciju 3.1.6. te Napomenu 3.1.7.

[Dm’]:n] o Dan,m
BO,m B BO,m .

)

f
BOm‘

S obzirom da je V,, F,,-izmjeriva, mozemo primjeniti prethodno navedene leme i
uvrstiti rezultat iz proslog koraka. Dakle, prema Lemi 4.0.3. imamo

D,
BO,m

_ E[Dp, V.

E™[V,] = E[VinZinm] = E B

Vin

Odnosno, za uvjetno ocekivanje od V,,, prema Lemi 4.0.4. slijedi

m o BOm ™ Dm
E™ V| Fal = meE[V L m| Fnl = D BnmE VmBO,m’Fn]
1 ~
= ———E[D .

Ovime smo dokazali i drugu jednakost teorema.

[]

Uoc¢imo da nam prethodni teorem uvelike olaksava racun jer je lakse izracunati
uvjetnu distribuciju od V;, s obzirom na m-forward mjeru nego zajednicku uvjetnu
distribuciju varijabli D,, i V;,, s obzirom na martingalnu mjeru. Izraz E™[V,,|F,]
mozemo joS malo jednostavnije zapisati primjenom Napomene 3.1.10:

Vi
Bmm .

E™ [V, F] = E[D,,Vy| F] =

Danm

Iz posljednje jednakosti opazamo da je uvjetno ocekivanje cijene izvedenice u tre-
nutku m, s obzirom na m-forward mjeru, jednako cijeni izvedenice u trenutku n koja
isplacuje V,, u trenutku m, izrazenoj u jedinicama beskuponskih obveznica dospijec¢a
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m. Upravo iz razloga sto denominiramo u jedinicama beskuponskih obveznica dos-
pije¢a m, najvise smisla ima primjenjivati forward mjeru na izvedenice s isplatom u
trenutku m. Mozemo primjetiti da je konacni rezultat zapravo forward cijena izvede-
nice definirana u Teoremu 3.2.2. Sukladno tome zakljucujemo da je tako definirana
cijena imovine P"-martingal. Dakle, za 0 < n < m vrijedi

Vi
Bn,m ‘

Vn+1

B — B[ [Via| Frsa]| Fol = E™ V| o] =
n+1,m

Em

[P

U nastavku navodimo primjer u kojem primjenjujemo forward mjeru. Nadovezu-
jemo se na izracunate podatke primjera iz Poglavlja 3.

Primjer 4.0.6. Zadatak nam je izracunati cijenu 3-periodic¢nog cap ugovora uz
K = %, koristeci forward mjeru, te rezultat usporediti s rezultatom dobivenim u Pri-

mjeru 3.2.10.

Za pocetak moramo izracunati forward vjerojatnosti P3 (w), ali da bismo to mogli
prvo moramo izrac¢unati Radon-Nikodymovu derivaciju prema Definiciji 4.0.1. Buduci
da vrijedi formula Z,, ,, = ;}—’; i da je slucajna varijabla D,, F,,_i-izmjeriva te je
By, Fo-izmjeriva, slijedi da jye onda i Z,, , Fm—_1-izmjeriva. Dakle, Z33 ¢e ovisiti

samo o prva dva koraka. Dobivamo sljedece rezultate:

Ds(a,a) 2 3 Ds(a,b) & 3
Z = ’ =2 Zs(ab) = — =1==
3,3(a7 a) B0,3 % 4’ 3 3(0’7 ) BO,S % 2’
Ds(b,a) % Ds(b,b) 2
0,3 7 0,3 7

Sada imamo sve potrebno za racunanje forward mjere prema formuli

P (w) = P(w) - Zinm(w).

~ ~ 2 3 1
P3 —P .7 _c.2_z
(a,a,a) (a,a,a) - Z33(a,a) 5 1= 6

~ ~ 1 3 1
P3 —P .7 S22
(a,a,b) (a,a,b) - Zs3(a,a) = 5 1= 12

~ ~ 1 3 1
P?(a,b,a) = P(a,b Z h)=—-—==
((I, ,(I) (CL, ,CL) 33(@ ) 12 9 8’

~ ~ 1 3 1
P3(a,b,b) = P(a,b,b) - Z b —_— == =
(CL, ) ) (a7 ) ) 33(0’ ) 12 9 87

~ ~ 1 1
P?(b,a,a) = P(b,a,a) - Z33(b,a) = 5 1= &
B(b, a,b) = P(b, a,b) - Zos(ba) = — -1 = —
) b ) ) 12 127

~ ~ 1 1
P?(b,b,a) = P(b,b,a) - Z33(b,b) = s l=3
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~ ~ 1 1
P3(b,b,b) = P(b,b,b) - Z33(b,b) = 3 1= 3

Iduci korak nam je racunanje uvjetnih vjerojatnosti. To mozemo napraviti na jednak
nac¢in kao i u ranijim primjerima pa prvo racunamo sljedece vjerojatnosti:

~ ~ ~ 1
P*{Au} =P*{(a,a,a)} +P*{(a,a,b)} = T
~ ~ ~ 1
P{Aw} = P{(a,b,a)} + P{(a,b,0)} = 7,
~ ~ ~ 1
P*{ Ay} =P*{(b,a,a)} + P*{(b,a,b)} = T
~ ~ ~ 1
Pg{Abb} = ]P)g{(b: ba (l)} + ]P)S{(ba ba b>} = Za
~ ~ ~ ~ ~ 1
P{A} = P{(a,a,0)} + P{(a,a,0)} + P{(a,b,0)} + P*{(a, 0, D)} = 5,
~ ~ ~ ~ ~ 1
P{A} = PH(b,0,0)} + PH{(b,a,0)} + PH(b,0,0)} + P{(,,0)} = 3.
Sada mozemo prije¢i na rac¢unanje uvjetnih forward vjerojatnosti:
~ P3 1 9
P3{w3:a|w1:a,w2:a}:M—%:—
P3{Aaa} 4 3
~ P3 L
P3{w3:b|w1:a7w2:a}:w:%:1
P3{A..} 7 3
~ @3 1 1
P3{w3:a|w1:a7w2:b}:M:%:_
P3{Au} 4 2
~ P3{(a,0,0)} & 1
P3{W3:b|w1:a,w2:b}:M:%:—
Pg{Aab} 1 2
~ P3{ (b o2
Pg{W3 = CL|CU1 = b,wg = CL} = —j( ’CL?CL)} = % = —
Pg{Aba} 4 3
~ ]?D3 1 1
Pg{w?, = b|W1 = b,LUQ = a} = —j(b,a,b)} = % = =
P3{ Ay, } i 3
~ P3{(b,b 1o
P3{W3:alw1:b,w2:b}:M—%:—
P3{Ap} 1 2
~ P3{(b,b,b)} L 1
By = blun = b,y = b} = L0051
P3{Ap} 1 2
~ PP{A,.} 1 1
P3{w2:alw1:a}:~{ }:%:—
Pg{Aa} 2 2
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= P3{ A L

P3{W2:b|W1:a}:M:%:—
P3{Aa} 2 2

~ P3{A,,} L1 1

P3{w2:a|w1:b}:%:%:§
P3{A} 3

~ P3{ A L

P3{w2:b|w1:b}:M:%:§
P3{A} 3

Zapravo smo izracunali prijelazne vjerojatnosti izmedu ¢vorova binomnog stabla pa
dobivamo prikaz sa slike:

% _ IF’“{({I a,a)} = ﬁ

: Fyla,a) =1
2 TTe—
— P3{(a,a,b)} = =
Ri(a) = tl,
- ~ P{(a,b,a)} = EI
1 ] -
2 ' Rafa,b) =0

@‘{[ﬂ._.b. b} = i
Ry =10 B
P{(b,a,a)} =%

/
/
/
/
/
/
/
/
tal=
p
/J
Y
1
L
4
b3l
\
3
\
1y
)
)
I
)
II
..,..I—II
I
)
I
==

_ Iﬁ“[{?}_.a_.b}]

@‘{[I’ﬁ ba)} =1

Ra(b,b) = 1

% iﬁ“[(h__b: b} = ;:
Slika 4.1: Binomno stablo s pripadaju¢im vjerojatnostima

Izvedenica koja nas zanima je 3-periodi¢ni kamatni cap ugovor, odnosno caplet
ugovori koji vrse isplate u trenucima n = 1,2, 3, stoga vrijedi V3 = (Ry — %)+ Kao
Sto smo naveli na pocetku primjera, V,, je F,,_i-izmjeriva, pa zato V3 ovisi samo o
ishodima u prva dva koraka. Stoga vrijedi

2
V3<W17W2) = { 8
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te je IE?’[%\fﬂ = V5. Nadalje, primjenjujuéi izracunate uvjetne vjerojatnosti dobi-
jemo

E3[Vslwy = a] = Vi(a, a)P*{ws = alwy = a} + Vi(a, b)P*{ws = blwy = a}
21 1
“3 273
E3[Vs|wy = b] = Vi(b, a)P*{ws = alw; = b} + Va(b, ))P*{ws = blw; = b} = 0,
E*[V3] = Va(a, a)P*{ Aua } +Va(a, b)P{ Agy} + Vi (b, )PP { Ay} + Vi (b, )PP { Ay }
12 1
T 436
[zracunato mozemo prikazati kroz binomno stablo. Pritom ¢e se izracunata ocekivanja
nalaziti u ¢vorovima stabla i svaki iznos u ¢voru mozemo dobiti kao tezinski prosjek
sljedeé¢a dva évora. Tezinama smatramo uvjetne vierojatnosti P? koje su prikazane
na granama stabla.

2 Vi(a,a,a) =
l]ﬁf‘[lﬁﬂu.-‘. =a,uws =al = é;
3 —_—

5 Vila,a,b) =

Vila,b,a) = 0

QE“I";[L{;L-;;. =a,wp = b =1

% R Vala,b,b) = 0

V] =
2 Vi(ba,a) = 0
L L E";[L'f;|u_-'| =b,ws =a] =0
2 '_E_____.-—""_ __";——__
o 3 Vi(b,a,b) = 0
E:‘[I"?{lh.;l = f)‘] = 1)
1 Valb,ba) = 0
T -
2 E:{[l,‘;il;ﬂ.l — f_}._ Wy = .?_J] =)

3 Vi(bbh) = 0

Slika 4.2: Binomno stablo s pripadaju¢im vjerojatnostima

Nama je zapravo bitno Vg, tj. cijena u trenutku 0 caplet ugovora koji vrsi isplatu
u trenutku 3. Sada to mozemo jednostavno izracunati koriste¢i formulu E™[V,,|F,] =

B‘:"m, uz n = 0. Dakle,

Vo = BysE[Vs] =

| =~
[Sr N
[\
—_
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Dobili smo isti rezultat kao i u Primjeru 3.2.10. kada smo racunali pomo¢u martin-
galne mjere.
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Poglavlje 5

Futures ugovori

U ovom poglavlju promotrit ¢emo vrstu ugovora koja je vrlo slicna forward ugovoru
iz odjeljka 3.2. Radi se o futures ugovorima, koji su zapravo nastali kao odgovor
na kritike nedostataka forward ugovora. Futures ugovor je standardizirani ugovor
o kupnji ili prodaji predmetne imovine na unaprijed odreden datum dospijeca, po
unaprijed odredenoj cijeni. Radi se o vrsti ugovora koja vlasnika obvezuje na nje-
govo provodenje, a trgovina se odvija na uredenim trzistima, posrednistvom brokera.
Navodimo dva najbitnija problema kod forward ugovora koji nam potvrduju da je
futures bolji izbor.

1. Forward ugovor dospije¢a m ima razli¢itu cijenu ovisno o pocetnom datumu te
zbog toga trziste mora ponuditi velik broj ugovora s dospije¢em m i razlic¢itim
pocetnim datumom da bi bilo u¢inkovito. S druge strane, cijena futures ugo-
vora povezana je samo s datumom dospije¢a. Dakle, cijena futures ugovora s
dospije¢cem m jednaka je u svakom trenutku prije datuma dospijeca.

2. Cijena forward ugovora na pocetni datum je jednaka 0 ali kasnije raste ili pada
ovisno o cijeni osnovne imovine uz koju se veze. Prema ovom kriteriju, futures
ugovori nose manji rizik zbog tzv. oznacéavanja trzista (marking to market).
Naime, broker otvara marzni rac¢un za klijenta na kojem klijent polaze novac
kao garanciju za likvidnost brokera. Svakodnevno se prati da li je investicija
ostvarila dnevni dobitak ili gubitak te se taj iznos dodaje ili oduzima s marznog
racuna. Ukoliko iznos na racunu nije dovoljan, klijent dobiva poziv da nado-
plati novac ili zatvori ugovor. Ovakav nacin trgovanja zahtjeva od klijenata da
svakodnevno podmiruju svoja dugovanja prema ostalim sudionicima na trzistu
pa je samim time ulaganje manje rizi¢no jer su dugovanja manja.

U nastavku navodimo matematicki precizniju definiciju futures ugovora.

Definicija 5.0.1. Neka je Sy, Si, ..., Sn proces cijena za neku imovinu. Za 0 < m <
N definiramo proces m-futures cijena Fut,, ,,,n = 0,1,...,m kao adaptirani slucajni
proces za kojeq vrijedi:

(1) Futy, m = S,

(i1) Za 0 < n < m — 1 vrijednost neutralna na rizik u trenutku n ugovora s
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isplatama Futyyq m,m — Futy ,, v trenutku k 41 jednaka je 0 za k =n,....,m —1,
3. vrijeds
m—1

1 ~
E| Y Dior(Futysrm — Futy )| F | = 0.
k=n

n

Mozemo primijetiti da nam uvjet (ii) iz definicije govori da je vrijednost futures
ugovora u pocetnom trenutku jednaka 0. Stoga, samo zauzimanje duge ili kratke
pozicije ne kosta nista, ve¢ samo moramo otvoriti marzni racun. Stovise, uvjet (ii)
vrijedi u svim trenucima od 0 do m —1 pa je vrijednost ugovora u svim tim trenucima
jednaka 0. Upravo zbog tog svojstva, investitora zatvaranje pozicije (tj. prodaja ugo-
vora) ni u kojem trenutku ne kosta nista. U trenutku zatvaranja pozicije prestaju

periodi¢na placanja te prestaje vrijediti dogovor o prodaji imovine u trenutku dos-
pijeca.

Investitor koji u trenutku n zauzme dugu poziciju u futures ugovoru dospijeca
m pristaje preko marznog racuna primati isplate iznosa Futyiq ,,, — Futy ,,, u svakom
trenutku £k + 1 za k = n,...,m — 1 te u trenutku dospije¢a m otkupljuje predmetnu
imovinu po njezinoj trzisnoj cijeni .S,,. Medutim, kao Sto smo ve¢ spomenuli, bilo
koja od isplata moze biti negativna, Sto znaci da investitor zapravo taj iznos gubi.
Suprotno opisanoj situaciji, investitor koji u trenutku n zauzima short poziciju, pris-
taje placati iznose Futy; ., — Futy ,, u svakom trenutku k+1zak =n,....m—1teu
trenutku dospije¢a m mora isporuciti predmetnu imovinu po njezinoj trzisnoj cijeni
S
Pogledajmo sada tok novca za investitora koji drzi dugu poziciju. Dakle, prvo prima
isplate izmedu trenutaka n i m — 1 a zatim u trenutku m placa S, za otkup imovine:

—_

3

(Futgs1.m — Futy ) — S = Futy,m — Futy,  — Si = Si — Futym — Si,

i

n

= —Fut,, .

Mozemo uociti da je investitor zapravo platio iznos Fut,, ,,, za kupnju imovine. Drugim
rijeCima, u trenutku n je zakljuc¢ana cijena za kupnju imovine u trenutku m. Jednako,
samo sa suprotnim predznacima bilo bi i u sluc¢aju kratke pozicije. Za cijenu Fut,, ,,
vrijedi slijedeci teorem.

Teorem 5.0.2. Neka vrijedi 0 < m < N. Tada je slucajni proces zadan kao
Fut,, ,,, = E[Sm|.7:n], n=20,1,....,m
jedinstven te zadovoljava wvjete Definicije 5.0.1.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da su zadovoljena svojstva (i) i (ii) iz definicije. Vrijedi
Fut,, m = E[Si|Fm] = Sim 8to dokazuje svojstvo (i). Za svojstvo (ii) treba pokazati

39



dazak=mn,..m—1 vrijedi

m—1

ZDk—f—l (Futgp1,m —Futy )| F
k=n

ZDk—H S |fk+1] [Sm|Fk])|fn]

=0.

Odnosno, dovoljno je pokazati da je uvjetno ocekivanje svakog pribrojnika u gornjoj
sumi jednako 0:

E| Dyt (ISl Fia] - ElSaI 7] ) 1F] =

EE| Dy (ELSi|Fia] — BISnlFel) 17|17
(D B[ELS, | Fenl| ] - ElS.17)17]
(s (BISnIFi] - B[Sw|F) )17

Il
ﬁz

I
= ﬁz

Primjetimo da smo u prvoj i tre¢oj jednakosti koristili svojstvo (iii) Teorema 3.1.5 a
u drugoj jednakosti ¢injenicu da je Dyy1 Fp- izmjeriva slucajna varijabla.

Sada pokazujemo da je ovako definiran sluc¢ajni proces jedini koji zadovoljava nave-
dena svojstva. Prema Definiciji 5.0.1 vrijedi

-1
IE[D;CH(FutkH,m — Futy )| Fn) =0, n=0,1,...,m—1

n

3

£
I

Od gornje sume oduzmimo jednako konstruiranu sumu za n = 0,1, ...,m — 2 i primje-
nimo supstituciju n + 1 za n. Dobivamo

m—1 m—1
Z ]E Dk+1 FutkH m Futk m ’.F Z E Dk+1 (Futkﬂ m Flltk m)anJrl]
k=n k=n+1

Primjenom uvjetnog ocekivanja s obzirom na JF,, na gornju jednakost, te zatim Teo-
rema 3.1.5 (iii) slijedi

m—1
0= E[D1(Fttissm — Futym)|Fa] =Y E[Dpr (Ftiss m — Futy )| F]
k=n k=n+1

= E[Dn+1(FUtn+1,m - FUtn,m)|‘Fn]‘

Bududi da su slucajne varijable D, ; i Fut,, ,,, obje F,,-izmjerive, posljednju jednakost
mozemo pisati kao B
Dn+1E([FUtn+17m|Fn] - FUtn,m) =0

odnosno, za n = 0,1, ...,m — 1 dobivamo

Fut,, = E[Futyy ] Fnl = E[E[Sp| Frir] | Fnl = E[Sim| Fol-
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Iz prve jednakosti takoder primje¢ujemo da je ovako definirani slucajni proces P-
martingal. Martingalno svojstvo ¢e vrijediti ako i samo ako je Fut,,,, = E[S,,|F,].
Za n = m ve¢ znamo da vrijedi Fut,,,, = Sy, Sto opet zadovoljava gornje svojstvo.

Dakle, proces definiran u iskazu teorema je jedinstveni proces koji zadovoljava uvjete
Definicije 5.0.1. O

Budu¢i da se forward i futures ugovori temelje na cijeni predmetne imovine te na
vrijednostima kamatnih stopa na trzistu, odnos njihovih cijena se mijenja u skladu
s odnosom izmedu cijene imovine i kamata. Upravo to svojstvo nam opisuje sljedeci
korolar.

Korolar 5.0.3. Neka je 0 < m < N. Jednakost Forg,, = Futy,, vrijedi ako 1 samo
ako su slucajne varijable D,, i S,, nezavisne, odnosno ako i samo ako je kamatna
stopa konstantna.

Dokaz. Ukoliko su varijable D,, i S, nezavisne, za njihova oc¢ekivanja vrijedi IE[DmSm]
= E[D,,] - E[S,,]. Veé¢ smo pokazali da su forward i futures cijene dane kao:

Forg,, = 50— _So__ ElDuSn)

Bom  E[D,,] E[D,,]

Y

Futg,, = E[S,].
Primje¢ujemo da su ta dva izraza jednaka ako i samo ako su D,, i S,, nezavisne. []

Nastavno na korolar, namece se zakljucak za slucaj negativne koreliranosti va-
rijabli D,, i S,,. Takva situacija se pojavljuje kada je rast cijena imovine pracen
porastom kamatnih stopa (Sto znac¢i smanjenje diskontnih stopa). U tom slucaju
vrijedi E[D,,Sp] < E[Dy] - E[Sy], a onda i Forg,, < Fute,. Stoga, zakljuéujemo
da je bolje drzati dugu poziciju u futures ugovoru nego u forward ugovoru. Naime,
iz futures ugovora redovito primamo periodicke isplate koje zatim mozemo odmah
investirati dok vrijede povoljne visoke kamatne stope. S druge strane, forward ugovor
ne vrsi nikakve isplate prije samog dospije¢a. Kao posljedica ove prednosti futures
ugovora slijedi da je njegova pocetna cijena nesto visa od cijene forward ugovora.
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Sazetak

U ovom radu proucili smo binomni model za vrednovanje financijske imovine ovisne
o kamatnim stopama. Pocetni dio rada ¢ini razmatranje teorije o beskuponskim
obveznicama jer su nam one potrebne za definiranje cijena ostalih vrsta ugovora.
Veé na samom pocetku uvodimo i pojam ekvivalentne martingalne mjere kako bismo
osigurali da model ne podrzava moguénost arbitraze. Na taj nacin za sve vrste
imovine izvodimo cijene neutralne na rizik te dolazimo do teorema koji dokazuje da su
svi procesi, koji opisuju diskontirane vrijednosti portfelja, zapravo martingali. Upravo
taj teorem ¢ini temelje za nastavak razvoja modela. U ostatku rada usporedujemo
razliCite vrste ugovora i njihove cijene (swap, cap, floor, forward i futures) te zakljucke
demonstriramo kroz primjere. Definiramo jos i tzv. forward mjeru koja nam olaksava
racunanje cijena izvedenica

43



Summary

This paper presents the binomial model which is useful for evaluating prices of interest
rate depending assets. We started with a discussion about zero-coupon bonds because
they are necessary for pricing of the other asset classes. At the very beginning, equi-
valent martingale measure is introduced in order to avoid the arbitrage. According to
this assumption, we developed risk-neutral prices for all asset classes and stated the
theorem which claims that all discounted portfolio processes are martingales. This
result is the basis for the rest of the thesis. Also, different types of contracts (swap,
cap, floor, forward and futures) and their prices were compared and demonstrated
through the examples. Furthermore, we introduced a forward measure which makes
the pricing of derivative securities pretty simpler in regards to martingale measure.
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Gornjoj Stubici, a zatim sam upisala opéu gimnaziju u Srednjoj skoli Sesvete. Nakon
polozenih ispita Drzavne mature, upisala sam studij matematike na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu u Zagrebu. 2015. godine zavrsila sam preddiplomski sveuci-
lisni studij nastavnickog smjera. Nakon nekoliko odslusanih predavanja o primjeni
matematike u razlicitim podrucjima zivota i gospodarstva, razvila sam interes za
primjenu matematike u ekonomiji. Sukladno tome, upisala sam diplomski studij
Financijske i poslovne matematike na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Za-
grebu.

45



	Sadržaj
	Uvod
	Naslov poglavlja u sadržaju
	Naslov sekcije u sadržaju

	Bibliografija

