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Uvod

0.1 Uvod

Matematickim modeliranjem procesa u prirodi ili tehnickim znanostima cesto dobijemo
sustave diferencijalnih jednadzbi koji ovise o velikom broju parametara. Takav sustav
najcesce je velike dimenzije. Ukoliko Zelimo puno puta evaluirati rjeSenje s razli¢itim
parametrima, dolazimo do rjeSavanja sustava velike dimenzije puno puta, Sto je racunski
i memorijski skup proces. Ideja algoritama opisanih u ovom radu je slijedeca: rijesiti
originalni sustav odredeni broj puta (tzv. of fline faza) i pomocu tih rjeSenja sustav svesti
na sustav puno manje dimenzije te za evaluaciju rjeSenja za novi parametar (tzv. online
faza) rijesiti reducirani sustav te preko njega opisati rjeSenje. Promotrimo nelinarni sustav
obicnih diferencijalnih jednadzbi:

Ey(t) = Ay(t) + f(y()) + Bg(®) , t > 0,

gdjeje E,LA e R, Be R™, f:R"—> R"ig:[0,00) > R”. Udanom problemu,
y(t) € R" je stanje sustava, a g(¢) vanjska sila. U primjenama, ovakav sustav ¢esto ima
veliku prostorno-vremensku dimenziju. Cilj je zamijeniti ovaj sustav sa sustavom puno
manje prostorno-vremenske dimenzije, r < n. Tada ¢e reducirani model imati slijedecu
strukturu:

Eryr(t) = Aryr(t) + fr(yr(t)) + Brg(t),

pri¢emu je E,, A, e R™", B, e R™,i f, :R"—> R".

Prvo, uvodno poglavlje ovog rada sadrzi pregled bitnih definicija i rezultata koji su bitni
za razvoj algoritama. Opisani su i definirani SVD dekompozicija, generalizirani inverz i
metoda najmanjih kvadrata.

Drugo poglavlje opisuje POD metodu, od definiranja problema do odredivanje POD baze.
Opisana je primjena POD baze na dinamickim sustavima, primjena na kompresiju i vizu-
alizaciju podataka. Uz to, dani su i teorijski rezultati o ocjeni greske rjeSenja pocetnog i
reduciranog dinamic¢kog sustava.

Treée poglavlje opisuje DEIM metodu kao nadogradnju na POD, tj. opisuje POD-DEIM
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2 SADRZAJ

metodu. Opisana je ocjena greske nelinearne funkcije i njene DEIM aproksimacije, kao i
opis primjene na dinamickim sustavima. Opisani su primjeri i rezultati interpolacije neli-
nearnih funkcija u jednoj i dvije prostorne dimenzije.

Cetvrto poglavlje opisuje DMD metodu. Dana je motivacija, postavljanje kao problem naj-
manjih kvadrata 1 odredivanja rjeSenja pomocu projekcije na nizedimenzionalni vektorski
prostor. Uz to, opisana je veza s Koopmanovim operatorom i spektralnom teorijom. Uz
osnovni algoritam, opisane su i varijante online, teZinski 1 DMD s klize¢im prozorom.
Peto, posljednje poglavlje bavi se konkretnim primjenama opisanih algoritama. Bit ¢e opi-
sani primjeri sa sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, nelinearnih jednadZzbi i parci-
jalnih diferencijalnih jednadzbi.



Poglavlje 1

Matematicka podloga

U ovom poglavlju definirat ¢emo pojmove SVD dekompozicije i generaliziranog inverza
te opisati rjesenje problema najmanjih kvadrata, koji ¢e nam biti klju¢ni za razvoj i izvedbu
algoritama koje ¢emo opisati u ovom radu.

1.1 Problem najmanjih kvadrata

ZaA € R™ y e R" m > ntrazimo x € R” koji minimizira funkciju ®(x) : R" —» R
zadanu s

1
O(x) = Elle—yllg- (1.1)
Zelimo naéi stacionarne tocke ove funkcije, tj. x € R” za koje je
Vd(x) = 0.

Napisimo ®@(x) na drugi nacin:

1
O(x) = 5(Ax - » (Ax—y)
1 1
= ExTATAx —xTATy + EyTy

= % Zn: Zn: xi(ATA)ijx; - Z xi(ATy); + %yTy

i=1 j=1 i=1
= lan(ATA)--x? + lZ(ATA).x-x- BN x(ATy) + Loy
2 - iV 2 ijAiAj i i > .

i) i=1



4 POGLAVLIJE 1. MATEMATICKA PODLOGA

Sada raCunamo

a _ T 1 T 1 T T
7 000 = AT+ 5 ;m Ajx; + 5 ;(A A)iex; — (ATy),

= > (A A)xi — (ATy)
i=1

= (ATAx - ATy),.

Duga jednakost vrijedi jer je AT A simetri¢na matrica. Sada imamo
VO(x) = ATAx — ATy,
Dakle, stacionarna tocka x zadovoljava jednadzbu
ATAx-ATy=0. (1.2)
Odredimo 1 Hesijan od ®:
HO = ATA.

Ako je A ranga n, tada je AT A pozitivno definitivna te ima inverz. Onda postoji jedinstveni
minimum i dan je s
x = (ATA) ATy, (1.3)

U slucaju da A nije punog ranga, rjesenje nije jedinstveno, nego se postize na Citavom
afinom prostoru x+ Ker(A), gdje je x neko rjeSenje. Postoji jedinstveno rjesenje x koje jos
minimizira 1 ||x||; 1 tada je x okomit na Ker(A).

1.2 SVD

U ovoj sekciji objasnit ¢emo pojam SVD dekompozicije i preko nje rijeSiti problem naj-
manjih kvadrata, kao Sto je opisano u [1].

Teorem 1.2.1 (SVD-dekompozicija). Neka su m i n (m > n) prirodni brojevi te A pro-
izvolina m x n matrica. Tada postoji dekompozicija A = UZVT, gdje je U unitarna
m X m matrica i 'V unitarna n X n matrica, a X je dijagonalna m X n matrica i ¥ =

diag(o1,02,...,0p),sa01>20,>... 20, >0.

Dokaz. Dokaz ide indukcijom po m i n. Pretpostavljamo A # O jer inate je X = 0,au U i
V proizvoljne unitarne matrice.
Baza indukcije je za n = 1 jer je m > n. Matricu A napiSemo u obliku
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A=UZV",
gdje je

U Z=AlL, V=1,

Al

pa tvrdnja vrijedi za n 1 bilo koji m.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za (m — 1) X (n — 1) matrice. Za korak indukcije izaberemo
vektor v,tako da je ||[v||, = 1 koji je rjeSenje problema

max ||Ax|,.
lIxll2=1

Definirajmo jedini¢ni vektor
Av

AVl

Vektore u i v dopunimo matricama U i V tako da matrice

Uo:[u U], Vo:[v \7]

budu unitarne matrice reda m, odnosno n. Sada moZemo pisati

. v -1 | uAy uAV
UoAVo = [0*]A [» ¥]= [0*Av U*AV]'
Po definiciji vektora u i v,vrijedi

*A* llAvI
wAv = ZA-Ay = 2

R AV = s = 1AVl = o

Zbog ortogonalnosti stupaca unitarne matrice U, svi stupci matrice U okomiti su na u, pa
je U'u = 0. Onda je 1
U*Av = U*ul|Av||, = 0.
Tvrdimo i da je u*AV = 0. Ako oznatimo s A; = U;AV,, w* = u’AV, B= U*AV, onda je
. o W
A1 = UOAV() = [O B]

Takoder je o = ||All; = [|lUsAUoll» = llAill2. S druge strane, za proizvoljni vektor z # 0
vrijedi

Az
||A1||2:mx>” 12ll2

ax >
k=1~ lzlla
odnosno ||A1]l2]1zll> = ||A1z]l,. Izaberimo
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Onda je
ALzl = 1A11L(0? + llwl?) = Azl = | [Al

s 4

2 2\2
> (0" + |lwl2)7,

ZH [

[Z” b = (02 + w'w)’ + 1Bl

pa vidimo da je
41130 + llwl3) = (0 + [lwl3)?,
tj.
o = [|All = o + l|wll3,

Sto je moguce samo za w = 0. Dakle, vrijedi

Sad mozemo iskoristiti pretpostavku indukcije na matricu B, tj B ima SVD dekompoziciju
B = U 12 1 Vik N

pa dobivamo

. o 0 |1 O0fjc Of|1 O
UOAVO‘[() UIZIVI]_[O Ul] [0 zl] [0 vl]'

O

Definicija 1.2.2. Stupce matrice U = [uy,...,u,] nazivamo lijevi singularni vektori, a

stupce matrice V = [vy,...,v,] nazivamo desni singularni vektori. Brojeve o; nazivamo
singularne vrijednosti.

Uz uvedene oznake lako se vidi da vrijedi A = UZV" = Y, vl . Vektori uy, ..., ug

su svojstveni vektori matrice AAT, dok su vy,..., v, svojstveni vektori matrice ATA sa

svojstvenim vrijednostima A; = O'i2 > 0, dok su vektori ugy1, ..Uy, 1 Vai1, ...V, SVOjstveni
vektori od AAT i ATA sa svojstvenom vrijednosti 0.

SVD dekompozicijom moZemo lako odrediti rang matrice, a on je jednak broju singularnih
vrijednosti koje su vece od nule.

OpiSimo rjeSenje problema najmanjih kvadrata preko SVD dekompozicije. Ako je A punog
ranga X je regularna matrica i vrijedi
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A=|U U [g

[U1 Uz] Dalje vrijedi

] VT, Pri ¢emu U, ima n stupaca, a U, m — n stupaca. Ozna¢imo s U =

IAx = yli3 = UV x = yI3 = 10T (UEV x = y)ll,
:ngumﬂx—wﬁ=ﬂfv?&;ﬁﬂw
= IEV7x = Ul + Ul
Izraz je minimalan za XV x — U,y = 0, {j

X = VZ_IUlTy.

Ukoliko A nije punog ranga, ve¢ ranga r < n, imamo slijedece:

A=ULVT =|U U [Z(; 8} Vi v,

gdje matrice U, 1 V| imaju r stupaca, U, ima m — r stupaca, V, ima n — r stupaca, a X, je
regularna matrica reda r. Tada je

A=UZ, V]
Nadalje, vrijedi

IAx = yli5 = IUZV x = yll; = 10T WUEV x = )l

ur 2. VIix-UTy
- || mvre- g =YV

= 124 Vix = Uyl + U5

Prethodni izraz minimalan je ukoliko je =,V x - Uly = 0, tj x = V;Z'UT y.

1.3 Generalizirani inverz

Generalizirani inverz je pojam koji ¢e nam biti potreban za razvoj dinamicke modalne de-
kompozicije. Prisjetimo se, za kvadratnu regularnu matricu A € M,, kazemo da je matrica
B € M,, njen inverz ukoliko vrijedi:

AB=BA=1,
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i piSemo A™! = B.

Zelimo pojam inverza poopéiti i na matrice koje nisu regularne ili &ak nisu niti kvadratne.
Za matricu A € M,,, kazemo da je B € M,,, Moore-Penrosev inverz ili pseudoinverz
matrice A ukoliko vrijedi:

1.ABA = A
2. BAB=B
3. (AB)* = AB
4. (BA)* = BA

i tada oznaavamo B = A'. Pseudoinverz je jedinstven i njega moZemo izraziti pomoéu
SVD-dekompozicije na slijedeci nacin:

Za matricu A = UXV*, vrijedi A" = VZTU*, pri ¢emu je X' dijagonalna matrica koja na
dijagonali ima reciprocne vrijednosti singularnih vrijednosti koje su veée od O i nule na
mjestima gdje i £ ima nule. Primijetimo da ukoliko je A kvadratna realna matrica tada je
pseudoinverz zbilja inverz matrice A te je stoga pseudoinverz zbilja generalizacija pojma
inverza.



Poglavlje 2
POD

2.1 Matematicka formulacija

Pretpostavimo da smo rjesili neki sustav diferencijalnih jednadzbi za n razli¢itih parame-
tara ili vremenskih trenutaka i rjeSenje je zapisano kao stupci duljine m ili da imamo mje-
renja stanja sustava u istom formatu. Ta rjeSenja tvore matrice Y € M,,,. Zelimo naéi
vektorski prostor manje dimenzije (i njegovu bazu), ali tako da je u tom prostoru sadrZana
veéina informacija o prostoru rjeSenja. Ocekujemo da je to moguce jer Cesto rjeSenja ne va-
riraju puno pa se moze ocekivati i da postoji nize-dimenzionalna struktura koja ih opisuje.
Ukoliko Zelimo ortonormiranu bazu dimenzije /, problem mozemo formulirati na slijedeci
nadin:

I n
max_ 3TN [y Gl vz uviet (i) = 8. @.1)

i=1 j=1

Rijesimo prvo ovaj problem za [ = 1. Nekaje e : R" — R, e(}) = 1 — ||y|*. Sada uvjet
iz 2.1 glasi e(y) = 0. Ve(y) = 2y je linearno nezavisan za  # 0, a to zadovoljava svako
rjeSenje 2.1, tj. svaka dopustiva tocka je i regularna. Neka je £ : R” X R — R Lagrangeov
funkcional problema 2.1, tj:

LW, 1) = Z Vs )z + AL = Iz ) 22 (¢, 2) € R™ X R. 2.2
j=1

Neka je ¢ rjeSenje problema. Kako je y regularna tocka, postoji jedinstveni A tako da
vrijedi uvjet:

VLW,A)=0uR"xR.

9



10 POGLAVLIE 2. POD

Izracunajmo gradient £ po y:

aw = 50 (Z | Z Yiel? + A(1 = Z A
= ZZ(Z Yih)Yij — 244,

J=1 k=1

=2 Zm](z YY) = 2

k=1 j=1

=YY"y, — 24y,

Dakle, imamo
VoL, D) =2(YY Ty — ) =0uR™.
Problem 2.1 sveli smo na svojstveni problem:
YYTy = Ay.
Matrica YYT € R™ je simetri¢na i semidefinitna:

yr YDy =X Yy = 1Yyl 2 0.

Rm_

Ona posjeduje m nenegativnih svojstvenih vrijednosti 4, > A, > ... > 4,, > 01 odgovarajuéi
svojstveni vektori mogu se odabrati tako da su medusobno okomiti. Neka je Y = UZV’
SVD dekompozicija matrice Y i neka su y, ...1f, stupci matrice U. Tada je YY Ty = 4,y
1 vrijedi:

Z g ) = Zm,w]xy,,w = Z«y,,w] i)

j=1

= <Z<y]’l//1>y]"701> = (Z(Z YiiW)yj, v1)

j=1 k=1

= <Z<Z YV RWe ) = (YY)

k=1 j=1

= LWL yly = 4l = A,
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Vs LW, ) = 2(YYT = AL,). Kako je YY simetri¢na, postoji m ortonormiranih svojstvenih
vektora 1, ..\, € R™ takve da je YYTy; = Ay;, za 1 < i < m. Tada proizvoljan ¢ € R™
moZemo napisati u slijedeéem obliku:

Y= i(l//’ Y.
i=1

Nadalje, raCunamo:

W Vg L0y, AW = 200, (YY" = 41 L,)0)
=23 W s (VYT = L))

i=1 j=I

=2 (= WU b )

i=1 j=1

=2 (4= W, uil* <0.
i=1

Vektor ¢, zadovoljava nuzne uvjete za maksimum. Sada ¢emo pokazati da on zbilja rjeSava
2.1. Pretpostavimo da je ¢y € R™ proizvoljan s [|y/|| = 1. Kako je ;" ortonormirana baza
u R™ imamo:

g = zm:@, i
P
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Tada vrijedi:

an [ I = Z (678 zm]a/?, vl
j=1 j=1 i=1

= 3 S e NN (T )
j—l i=1 k=1

Z«yj,w,xyf,wkxw Ui, Y)

1 k=1

Ms

1

N

DM 1D

OO U U W 1)

j=1

Il
—

ST

( ((yj’ wi>yj’ lﬁk)(Jﬂ ¢z><&, d’k))
=1

J

Il
—

NgE
D ©e 1

(A W) i) )

M-

Il
—_
>~
Il
—_

Ms

ALy < A Zw il = LIP = A = Z|<y,,w1>|

j=1

I
—_

i

Dakle, y; rjeSava problem 2.1 za [ = 1 i vrijednost funkcije cilja je o7 = A;. TraZimo li i
drugi vektor, ortogonalan na ¢, takav da Sto bolje opisuje podatke trebamo rijesiti:

max " Ky, i) vz uviet 117 = 1i (G y) = 0
weRm le
Preko SVD kompozicije dobijemo rjeSenje i i vrijednost funkcije cilja o3 = A,. Za
b=
i=2

imamo
n n
DKy < A= Ky P
j=1 j=1
Induktivno moZemo nastaviti ovaj postupak pa imamo slijedeci teorem.

Teorem 2.1.1. Neka je Y = [y1,...,V.] € R™" matrica ranga d < min{m,n}. Nadalje,
neka je Y = YX®! SVD dekompozicija matrice Y, gdje ¥ = [Y1,..., Y] € R™", @ =
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[@1,...,0,] € R™" i matrica T € R™" dijagonalna. Tada, za svakil € {1,2,...,d} rjeSenje

) n
max Ny P uz uvjet (i) = 6,
Vi ERM =

je dano sa singularnim vektorima {w,-}ﬁzl, tj. s prvih | stupaca matrice Y. Nadalje, maksi-

! !
malna vrijednost koja se postize je ¥, 07 = 3, A;.
i=1 i=1

Dokaz. Uvodimo Lagrangian £ : R™ x ... x R™ x R s:

n

!
URTRNEDY

i=1 j=

1
1<y lﬁi>|2 + Z Aij(0ij — Wi ¥ )
1

ij=1
zayy, .Y eR"1A = (1)) € R, NuZzan uvjet za maksimum je zadan s:
oL e
W(wl, LW, Moy =0, zasve oy, € R"ik e 1, ..., L.

k
Racunamo:
or I ! !
a—m(lﬂl, YL Aoy =2 Z Z(Yj, UiXyjs OWi)oix — Z Aii{i, O )0 ji — Z Ai i[Ok, Y )0k

i=1 j=1 i,j=1 i,j=1

n l
=2 0 U000 — D (i + )i, i)
j=1 i=1

n )
=(2 Z()’j, Yy — Z(/lik + QiWi, Y.
i=1

J=1

Dakle, imamo:

n 1 1
D00y = 5 D (At A zasve k € {12, .. 1),
i=1

J=1

Kako je
YYTy = Z(yj, Y)yj, zasve y € R™,

j=1
rjeSenje mora zadovoljavati:

1 l
VYT = 5 3 (i + A za sve k € (1,
i=1
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Dalje nastavljamo indukcijom. Za / = 1, k = 1 imamo
YY 'y = i
s Ay = Ay,. Pretpostavimo da za [ > 0 vrijedi
YYTy = Ly zasve k € (1,2, ..., 1).
Zelimo dokazati da su tada za POD bazu {wi}f:} ranga / + 1 nuZni uvjeti prvog reda dani s
YYTy = A zasve ke {1,2,....1+ 1}.
Koristeéi pretpostavku indukcije, treba dokazati samo

YYTI,”ZH = /11+1l//l+1-

Vrijedi
1+1

1
YY 'y = ) Z(/L',Hl + A,
P

Kako je {¢,}"] POD baza, ona je ortonormirana. Koriste¢i pretpostavku indukcije i sime-

i

triju matrice Y'Y za proizvoljan j € {1,2, ..., [} imamo:

0= AW, ¥)) = W, YY 4 ) = (YY T, 405)

I+1

1
=5 Z(/li,lﬂ + A D)W ) = Ay + A ).
i=1

Tj. imamo:
/ll+1,i = —/l,"l+1 zasveie€{l,.., l}

Dakle, imamo:

!
1
YY" = 3 Z(/li,m + At Wi + At Wi
P

I
1
=5 Z(/li,m = A Wi + A Wi = At Wis
P

Dakle, 4141 = A;41. Ukratko, nuzni uvjeti za maksimum dani su s
YY'yi = Apizai=1,..,1L

Iz SVD dekompozicije slijedi da su traZzena rjeSenja {wi}ﬁz ;- Sli¢no kao za [ = 1, dobije se
!
da je maksimalna vrijednost koju funkcija postiZe uz ove uvjete Y, o7. O

i=1

Definicija 2.1.2. Za [ € {1, ...,d} vektori {wi}fzl zovu se POD baza ranga L.
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2.2 Algoritam

Imamo slijedeci algoritam za trazenje POD baze: Ukoliko je n < m, POD bazu ranga [

Algoritam 1 POD baza ranga /
1: ulaz: {y;}"_, € R", POD rang [ < d i zastavica(flag) za rjeSavaC
2: ako flag = 0 onda
3: IzraCunaj [\, 2, @] = svd(Y);
4 Postaviy; =W, €R"iA =0l zai=1,..1
5: inace ako flag = 1 onda
6: Odredi R = YYT e R™™;
7
8
9:

Odredi svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti [V, A] = eig(R);
Y = \IJ, eR™"1A, =A;,zai=1,...,1

vrati POD bazu {;}!_, i svojstvene vrijednosti; {1;}!_,

mozemo odrediti tako da rijeSimo slijedeci svojstveni problem:
YTY¢i = /li¢i’i = 1,2, ceey l

Tada su vektori POD baze zadani s:

Izbor odgovarajuceg ranga / kojim Zelimo aproksimirati rjeSenja baziran je na heuristikama
1 omjeru sacuvane i totalne energije sistema Y koji moZemo izraziti kao

S A

)= .
&(l) S

Sada moZemo proSiriti Algoritam 1.

2.3 Primjeri
POD baza ima razli¢ite primjene. Neke od njih su kompresija podataka i vizualizacija.

Kompresija slike

POD bazu koristimo kod kompresije slike. RGB slika je u racunalu spremljena kao tenzor
dubine 3, tj. imamo X;, i = 1,2, 3 matrice koje opisuju intenzitet crvene, zelene i plave
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Algoritam 2 POD baza ranga [

—_

e
W N = O

—_ =
|9 N

R e AN A i

: IzraCunaj g(l) =

. ulaz: {y;}7_, € R", POD rang [ < d i zastavica(flag) za rjeSavac

Postavi Y = [yy, ..., y,] € R"™"
ako flag = 0 onda
IzraCunaj [\, 2, @] = svd(Y);
Postaviy; =W, €R"iA; =o?zai=1,..1
inace ako flag = 1 onda
Odredi R = YYT e R™™;
Odredi svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti [V, A] = eig(R);
Ui = ‘P.’i e R™i Ai=ANnzai=1,..,1
inace ako flag = 2 onda
Odredi K = YTY € R™";
Odredi svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti [©, A] = eig(K);
Wi = ﬁycp.,,- ER™iA=Agzai=1,..,1[
25:1 A,

d
T A’

: vrati POD bazu {¢,}'_,, svojstvene vrijednosti {4;}'_, i omjer &(/);

i=1°

boje. Na svaku od tih matrica primjenimo SV D-dekompoziciju i odredimo POD bazu
ranga [. Aproksimaciju ranga / za intenzitet svake boje dobivamo kao W(:,1 : HDX(1 : [, 1 :
DD, 1 : DT, gdje je ¥(:,1 : ) matrica koja sadrZi prvih [ stupaca matrice . Nakon toga
spojimo aproksimaciju za svaku boju u novu sliku s puno manje podataka od pocetne slike.
Kompresija slike ilustrirana je na slijedeéim slikama, pri ¢emu je originalna slika dimenzija
680 x 453.

originalna slika i aproksimacije za k=1,10,20,30,50
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Vizualizacija podataka

Smanjivanje dimenzionalnosti moZe posluZiti i za vizualizaciju podataka. Naime, ne mozemo
vizualizirati visokodimenzionalne podatke, ali pomo¢u POD baze ranga 2 ili 3 podatke
mozemo prikazati u ravnini ili prostoru. Primjer na kojem ¢emo to demonstrirati je skup
podataka o tri podvrste cvjeta Iris(Iris setosa, Iris virginica i Iris versicolor). O svakoj
jedinki zapisane Cetiri veliine koje opisuju veliine latica i lapova. PronalaZzenjem POD
baze ranga 2, podatke mozemo prikazati u ravnini te pomocu toga uociti neke pravilnosti

u podacima.

15

10 4

D:O: ...k l:ih;;é'- ..

-0.5 [ ] % . ' ® ...
o %0t o
° L ® Setosa
—1.0 L & Versicolour
P *® ® \irginica
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Iris skup podataka-dvije najznacajnije komponente

2.4 Primjena POD baze na dinamickim sustavima

Promotrimo kako mozemo koristiti POD bazu za dobivanje sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi manje dimenzije. Neka je dan sustav

Ey(t) = Ay(t) + f(y(1) + Bg(1), (2.3)

pri cemu je E,A € R, B € R™". Rjesimo sustav pune dimenzije te dobijemo POD bazu
{:}'_, koji ¢ine stupce matrice U. Neka je ¥, r-dimenzionalni prostor kojeg razapinju
vektori matrice U. Tada aproksimiramo y(z) ~ Uy,(¢). Uvrstimo li tu aproksimaciju u
pocetnu jednadzbu i pomnoZimo ju s lijeva s U7, dobivamo slijedece:

E\y (1) = Ay () + fr(y:(D)) + B,g(2), (2.4)
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priemuje E,,A, e R™", B, e R™,i f, : R" > R".

E,=U"EUA, = UTAU,B, = U'B,i f.(y.(t)) = U f(Uy.(1)).

2.5 Ocjena greske

Napisimo dinamicki sustav u R” slijede¢em obliku:

x = f(x,0).
Pretpostavimo da imamo stanja xi, ..., Xx,,. Prosje¢na vrijednost je X. Promatramo vektore
X1—X,...,x,—X1zanjih odredimo POD bazu ranga [. Neka je S C R" vektorski potprostor

kojem je baza POD baza ranga [. Neka je p matrica ¢iji su retci vektori POD baze. Neka je
x ~ plz+ %. Uvrstimo li tu aproksimaciju u sustav dobivamo slijedece:

o'z = f(p! + z+ X,1), odnosno

z=pf" +z+Xx,0).

Ukoliko imamo pocetni uvjet x(0) = xp, u reduciranom modelu vrijedi z(0) = 7o, pri ¢emu
je

20 = p(x = X).
Aproksimacija rjeSenje u R” je
2=pTz(t) + x.
Odavde se vidi da je ¥ rjesSenje slijedeeg sustava:
X = Pf(%,1); %(0) = Xy = P(xo — X) + X,

pri Cemu je P = p’p projektor na S. Zanima nas greSka e(r) = X(f) — x(¢). Neka je
eo(?) komponenta greske okomita na S 1 e;(#) komponenta greske paralelna na §. Tada je
Pey(t) = 01 Pe(t) = e;. Deriviranjem greske e(f) + e;(t) = X(t) — x(¢) dobivamo:

¢+ ¢ = Pf(X,1) - f(x,0).
MnoZenjem s P i uvazavanjem P> = P dobivamo inicijalni problem za e;(?):
éi = P(f(x(2) + eo(r) + ei(0), 1) — f(x(2),1)); €i(0) = 0.

Pocetni uvjet ¢;(0) = 0 dolazi od toga Sto je X, projekcija na xo na §. O ocjeni greske
govori slijededi teorem iz [6].
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Teorem 2.5.1. Neka je dan problem x = f(x,1),x(0) = xo, koriste¢i POD reducirani model
u intervalu [0, T]. Neka je p € R¥" relevantna matrica projekcije i neka je S potprostor na
kojeg POD projicira. Napisimo rjeSenje punog modela x(t) i X(t) reduciranog modela kao:

x(t) = pTu®) + pIv(r) + x

) = plu@) +p"w) + x
tako da su greske ey(t) i ei(t) i projicirano rjesenje X(t) dani s
eo(t) = —pIv(o)

ei(t) = p"w(r)

() = pTw() + x.

u(t) € RK, w(t) € R" i v(t) € R"*. Neka je y > 0 Lipshitzova konstanta funkcije p(x,t) u
smjeru okomitom na S u podrucju koje sadrzi x(t) i X(t). Preciznije, pretpostavimo

lof(X(2) + pLv, 1) — pf(R(0), DIl < Yl

za sve (v, t) €C R"*x[0, T, gdje je D takvo podrucije da za D = (X(t) + pv,t):(v,)eDC
R* % [0, T] sadrzi (X(t),t) i (x(1),t) za sve t € [0,T]. Neka je ,u(p%()_c +plz,0p") < niu
za (z,t) € V € RYx [0,T), gdje V sadrZi (u(t),t) i (u(t) + w(t),t) za sve t € [0,T] i u

logaritamska norma vezana uz 2-normu. Neka je € = ||eoll,. Tada greska e; u co-normi
zadovoljava
vy .
lleill < € Vel — 1,
ni

i 2-norma za gresku zadovoljava

2
llell, < e\/l + 47?(62’” —1—2aD).

Dokaz. Vrijedi w(t) = pX(t) — px(t). Deriviranjem dobivamo

W(t) = pf(X + p'u(t) + p"w(@), 1) = pf(E + p"u(t) + plv(n), 1),
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za h > 0 koristeci Taylorov razvoj dobivamo

Iw(t + Bl = [Iw(@) + hpf (X + p"u(®) + p" w(), 1) — pf(X + p"u(t) + pL, DIl + Oh?)
< |w(@) + hof (X + p u®) + p" w(t), 1) — hof (% + p" u(®), 1)
+ hllpf(x+ p"u®) + plv(0), 1) — pf(xa + p"u(®), Dl + Oh).

Koristeéi teorem srednje vrijednosti na v — v + hf(% + p’v, t), dobivamo

)
W) +hp f(X+p" u(®)+p" w(), )—hpf(X+p  u(?),t)|| < (  max ||1+hp—f(5c+pTv, HEDOIDIw@)].
velu(t),u(t)+w(t)] ox
Slijedi da je
lw(t + h)|| = [[w(@)l]
h

< Alw®Il + yIvoll + Oh).

Tada imamo ocjenu
t

lle: @l S)ffeﬁ(t_T)IIV(t)lldT.

0

Koriste¢i Cauchy-Svhwarzovu nejednakost dobivamo

t
f lleo(T)l|?d.
0
t

Ocjenom f lleo(?)|I?dT s € dobivamo prvu ocjenu, dok integriranjem dobivamo gornju
0

lei®)ll < J% Ve — |
ni

ogradu na |le;]|> 1z Cega slijedi 1 druga ocjena. O

2.6 POD s tezinskim sklarnim produktom

Pristup za trazenje POD baze koji smo opisali moZe se poopditi, kao Sto je opisano u [8].
Pretpostavimo da imamo stanja sustava x € R". Ako Zelimo naglasiti vaznost pojedinih ele-
menta vektora x ili naglasiti neku vezu izmedu nekih njegovih elemenata, koristit ¢emo se
drugacijim skalarnim produktom. Ukoliko elementi vektora x nisu jednakog reda veli¢ine,
ali ih ipak smatramo podjednako vaznima, koristit ¢emo teZinski sklarani produkt, defini-
ran na slijedeéi naCin:

(X, )w = xT Wy = (x, Wydp: = (Wx, y)zm, x,y € R",
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gdje je W € R™" simetricna pozitivno definitna matrica. Za W = I, tezinski skalarni
produkt je zapravo Euklidski skalarni produkt. Na sli¢an nacin kao i na pocetku mozemo
zadati problem traZzenja POD baze ranga [. Problem je naéi ¢y, ¥, ..., ¥; koji rjeSavaju
slijedeéi problem:

I n
p m;}’éRn Z Z Iy Uiywl’, tako da je (i, U dw = 6ij.
P PR =L =l

Definirajuéi Lagrangian i slijedeéi isti postupak kao i prije, dobiva se y; = W=1/2¥; | pri
¢emu je P, i-ti lijevi singularni vektor matrice W'/2Y.

Dat ¢emo jedan primjer koriStenja takvog skalarnog produkta. Pretpostavimo da je QQ =
[0,1] C R i promatramo funkcije iz L*(Q). L*(€2) je Hilbertov prostor sa skalarnim pro-
duktom

0. P12 = fp[)dx

Q

i normom ||oll;2@ = V{p,p) za p € L*(Q). Za korak h = 1/(m — 1) imamo ekvidistantno
mrezu s toCkama

xi=G-Dh,i=1,.,m.
Za p,p € L*(Q) uvodimo diskretni skalarni umnozak zadan s :

m—1

P2 = h(pp}/2 + Z(P?ﬁ?) + 0Pl 2),
i=1

gdje su

X,'+I§1

1
p,-:zfpdx,zai:Z,...,m—l
ok
)
1
2
m = 7 d
P hfp X
14

i p; su definirani analogno. Ukoliko stavimo W = diag(%,h,...h, %), p" = (o, ..0%L),
o=@, ...,p"), tada je
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<p9p>L2(Q) = <ph’ﬁh>W'

Dakle, diskretni L? skalarni produkt moZe se napisati kao teZinski skalarni produkt.

2.7 POD u kontinuiranom slucaju
Pristup koji smo koristili za pronalazenje POD baze koristan je 1 u kontinuiranom slucaju.
Potencijalni problem POD baze je $to ona ovisi 0 odabranim parametrima ili vremenskim

trenucima u kojima gledamo stanje nekog sustava. Zato ¢emo uvesti kontinuiranu verziju
traZzenja POD baze. Konkretno, pretpostavimo da imamo slijedei problem:

y(®) = Ay(@) + f(t,y(1), za 0 <t < T 1 y(0) = yo.

Pretpostavimo da taj sustav ima jedinstveno rjeSenje y : [0,7] — R i Zelimo Sto bolje
opisati njegovu trajektoriju. Promatramo slijede¢i problem:

T

l
max f 1D 0@, Gl td G ) = 635
0 i=1

U1, P ER

Sli¢nim postupkom kao i prije definiramo Lagrangian £ i dobivamo
T
Vy LW, A) =2 f 0@, yywWy(de — AWY),
0
Sto daje jednadzbu za stacionarne tocke:
T
f 0@, ywWy(de = AWy,
0
tj. mnoZenjem s W~! dobivamo:

T
f O Wy (Ot = Ay u R
0

Dakle, sada se trazenje POD baze ranga [ svodi na rjeSavanje svojstvenog problema

Ry = Ay,
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pri ¢emu je R : R™ — R™ definiran s
T
Ry = f (@), Y)wdt, zay € R™.
0

R je simetri¢an, neprekidan i nenegativan operator te posjeduje m svojstvenih vrijednosti
A1 > A, > ... > A, > 0. Dakle, POD baza ranga [ su svojstveni vektori operatora R vezanih
uz najvecih [ svojstvenih vrijednosti.






Poglavlje 3

DEIM-Diskretna empiricka
interpolacijska metoda

3.1 Motivacija

Vratimo se na sustav:

Ey, (1) = Ay(t) + fy, () + Bg(1),

gdjeje E,LA e R, Be R™, f: R" > R" ig :[0,00) > R”. Udanom problemu,
y(t) € R" je stanje sustava, a g(¢) vanjska sila i njegov reducirani model:

E.y.(t) = Ay (1) + f,(y (1) + B.g(1),
pricemu je E,,A, e R™", B, e R™,i f, :R"—> R".
E,=VT'EV,A, =VTAV,B, = V'B, i f.(y,(t) = VI f(Vy,(1)).

U primjenama Cesto trebamo finu diskretizaciju domene, §to rezultira velikom dimenzijom
n. Ve¢ smo vidjeli kako moZemo dobiti reducirani sustav pomoéu POD baze ranga r. Iako
je dimenzija takvog sustava puno manja od originalnog, u nelinearnom ¢lanu f,(y,(¢)) =
VT f(Vy,(£)), vektor Vy,(¢) je i dalje originalne dimenzije n, $to i dalje predstavlja problem
pri raCunanju nelinearnog ¢lana. Cilj DEIM algoritma je pojednostavniti taj postupak. [7]

3.2 Algoritam

Ozna¢imo s f(r) nelinarni &lan f(Vy,(t)). Zelimo ga projicirati na m-dimenzionalni ve-
korski prostor, m < n. Aproksimacija projekcije nelinearnog ¢lana na m-dimenzionalni
prostor s bazom {uy, ..., u,,} C R" je oblika

25
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f@) = Uc(n),

gdje je U = [uy, ...u,,] € R™. Ukoliko imamo zadane U i f(f), imamo predeterminirani
sustav jednadzbi, te iz njega odabiremo m razliCitih redaka. Promotrimo matricu

P=le,,..e,] € R

gdje je e,, = [0,...,0,1,0,...]" € R” p;-ti vektor kanonske baze u R". Pretpostavimo da je
matrica P’ U regularna. Tada c(f) mozemo jedinstveno odrediti iz sustava

PTf(t) = (PTU)c(),
te aproksimacija postaje
f() = Uc@t) = UPTU)'PTf(0).

Da bismo dobili posljednju aproksimaciju moramo odrediti bazu {uy, ..., u,,} 1 indekse py, ...0p.
Bazu {u,, ..., u,,} prostora na koji projiciramo za f dobivamo odredivanjem neke POD baze
iz originalnog sustava pune veli¢ine. Indeksi interpolacije p, ...0,, biraju se induktivno iz
baze {uy, ...u,,} DEIM algoritmom.

DEIM algoritam u svakom koraku odabire indeks koji odgovara jednoj od toCaka prostorne
domene tako da se ogranici rast ocjene greske.

Algoritam 3 DEIM
1: ulaz: {x)}]’, C R" linearno nezavisni

2: izlaz: p = [p1,...om]" € R™

3: [l¢l, p1] = max |u]

4: U =[], P=le,l,p=lp1]

5: zal =2 do m radi

6: Rijesi (PTU)c = PTu; za ¢

7: r=u—Uc

8: [19l, o] = max |r|

9: U=[Uu]P=I[Pey,l,p=Ilp,pil
10: vratip

[1#l, p1] su maksimalna vrijednost 1 najmanji indeks na kojem se ona postize redom.

Neka je f : D — R” nelinearna vektorska funkcija s © c RY. Neka je {w}2, C R”
linearno nezavisan za m € {1,...,n}. Za v € D DEIM aproksimacija reda m za f(7) u
prostoru razapetom s {u;}}" | dana je s:

f@) = UPTU P f(),
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gdieje U = [uy, ..., u,] ER"1 P =e,,....e,,] € R, s {pi,...0n} indeksima odabranim
u Algoritmu 3. Primijetimo da f(7) zbilja interpolacija funkcije f(7) za T € D:

P f(x) = PTUPTUY ' PT f(r) = (PTUYPTUY P! (1) = PTf(2).

Primijetimo da je odabir indeksa ovisi o {i;}]” |, Sto znaci da je bitno kako odabiremo te

vektore. Obicno su to vektori POD baze ranga m jer oni dobro opisuju dinamiku nelinearne
funkcije koju aproksimiramo.

3.3 Ocjena greske

U slijede¢em teoremu dajemo ocjenu greske pri aproksimaciji pomoc¢u DEIM algoritma.

Teorem 3.3.1. Neka je f € R" proizvoljan vektor. Neka je {u;}", C R" ortornormiran skup

vektora. DEIM aproksimacija vektora f u prostoru razapetom s {u;}]" | je

f=u@u)y'r'y,
gdje je U = [uy,...,u,] € R i P = [e,,...,e, 1 € R, s{pi,...,pn} izlaz DEIM

algoritma s bazom {u}}",. Tada za greSku aproksimacije vrijedi:

If = fll < Ce(f), 3.1)
gdje je:
C=IPTU) M i &(f) = 1T = UU") -
Konstanta C ogranicena je s:

m—1
< (1 + V2n)

Ie,flull

= (1 + V20" Yy ||co-

Dokaz. Neka je f DEIM aproksimacija. Aproksimacija f sa stupcima matrie u je
f.=UU"Y,
koja minimizira ||f — f.||,, pri ¢emu je f. u slici operatora U. Neka je
f=-f+f=w+f,
gdiejew = f— f, = (I — UUT)f. Definiramo projektor P = U(PTU)~' PT. Tada vrijedi:
f=Pf=Pw+f)=Pw+f.
Dakle, vrijedi f — f = (I —-P)w i
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If =l = I = Pywlly < 1 = Pll]wil..
Primijetimo da
1T =Pl = [[Pll, = IUPTU)" Pl < NUILICPTD)ILNPT N2 = IICPTTU) .

[l = Pll, = |[P|l, za svaki projektor P # 0 ili /. Posljednja jednakost vrijedi jer ||[Ul|, =
|[P]l, = 1. Primijetimo da je €.(f) := ||w||,. Kona¢no za gresku aproksimacije vrijedi:

If = Flla < IPTUY e (f).

Sada trebamo ocijeniti ||(PT U)™!||,. Pokazat éemo da svaka iteracija DEIM algoritma iza-
bire indeks kojim bi ogranicila rast ||(PT U)~!|», tj. ograniava ocjenu na gresku || f — f 5.
Uvedimo notaciju U = [uy,...,u;-1] € R™ED P =[e,,...,e, ] € RV y =y € R,
p=e, R, U=[U,ul e R™, P=[P,p] e R™.

Neka je M = P"U i promatramo ||[M ||, iz DEIM algoritma. U prvom koraku P = e, i
U= ul,tj.

1

|€,{1u1|

Dakle,zam = 1,C = |[M~'||; = ||lu;]|7}. Izbor prvog interpolacijskog indeksa p; minimizira
matri¢nu normu ||M~!|},.
Promotrimo sada korak [ > 2. S M = PTU,M = PTU moZemo napisati

| m PU|l (M o[l ¢
“|ptU ptu|” |aT pll0 1|
T=p'U,c=M"'"PTuip=pTu—a’c = p"(u—-UM"'PTu), |p| = |||, gdje je r definiran
kao u DEIM algoritmu. Sada vrijedi

T T -1 -1
M=PU=eu. M|l = = il > 1

10
‘([0 0

Granica za 2-normu od M~! dana je s

y
MWMSqéam+wﬂ¢ﬂpT—mwvﬁ ﬂm

+p”!
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Primijetimo

||[_Cl]||2||[aT 1Pl = 1|0 M][_Cl]HzH[GT 1]l
< |1Tc - ulbllll[a” =1l

< V1 +lall, VallUe - ulls < V2nlpl.

Uvrstimo li to u ocjenu na 2-normu od M~! dobivamo
17111 < (1 + V28272 < (1 + V20" |15,

gdje zadnju ocjenu dobivamo rekurzivno primjenjujuéi ocjenu za svaki korak m puta. O

3.4 Racunanje aproksimacije

Pretpostavimo da smo dobili aproksimaciju nelinearne funkcije ¥ pomoéu POD-DEIM
algoritama, tj.

F(Vi§(0) = UPTU) ' PTF(Vi§(1)).

Primijetimo da matrica U(PTU)™! ne ovisi o § pa nju moZemo izracunati unaprijed. Uko-
liko je F = [F(y(?)), ..F(y,())",F : T — R, za T C R, tada aproksimacija glasi:

F(Vi§(0) = UPTU) ' F(PTVi§(1)).

Primijetimo da P’ V, takoder ne ovisi o ¥ te se moZe izratunati unaprijed. Konacno, pri
evaluiranju nelinearne funkcije, umjesto da ju evaluiramo n puta, evaluiramo ju m puta,
m < n.

Ukoliko je F opcenitog oblika [F(y)]; = Fi(y) = F,-(yi.l, ...,y;”i) Ji = [}, ... J4 ], tada pri

racunanju PT F(V,5(¢)) moramo drugacije postupati. Primijetimo:
F(Viy) = [F1(Vi(J1, )5)s ooy Fa(Vi(Jn, D],

odnosno
F(ka) = [Fpi(vk(J T :))7)’ ---vam(Vk(mea )5))]

U ovom zapisu funkciju F takoder evaluiramo u m toCaka, ali pitanje je kako to implemen-
tirati. MoZemo koristi dva vektora: irstart duljine m + 11 jrow duljine )., n,,. Ovisnost
F; 0 pojedinim varijablama moZe se opisati pomocu ta dva vektora i to tako da F; ovisi o
varijablama s indeksima na lokacijama jrow(irstart(i)) do jrow(irstart(i+1))— 1. Ukoliko
imamo Vj 1y, F,,(V,y) raunamo na slijede¢i nacin:
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zai=1:m
zaj=1:m
Jy, = jrow(irstart(i) : irstart(i + 1) — 1)
Fo ) = Fo(Vi(Jy. )9)

3.5 Q-DEIM

Vodeni idejom DEIM algoritma, mozemo probati odabrati indekse interpolacije na razlicite
nacine, a jedan od njih je 1 Q-DEIM, u kojem se indeksi interpolacije biraju pomozu QR-
faktorizacije s pivotiranjem. [9] U ovoj verziji algoritma izbor indeksa ne ovisi o poretku

Algoritam 4 Q-DEIM
1. ulaz: {u;}’, C R" linearno nezavisni
2: Q,R,P=qr(U")
3: Vrati P(1 : m)

baze te takoder imamo bolju gornju ogradu za gresku interpolacije, o ¢emu govori slijedeci
teorem.

Teorem 3.5.1. Neka je U € R™™ ortogonalna, m < n. Neka su p;, ...o,, indeksi odabrani
Q-DEIM algoritmom,gdje ulaz cine stupci matrice U i neka je P = le,,,...e, ]. Tada
vrijedi:

Vi—m+1 V4™ + 6m — 1

PT -1 <
NP U) "l < T 3

i za svaki f € R"

If = UPTUY P fll, < VT +mn—m)|f = UUT fl,.

3.6 Primjeri

Nelinearna parametrizirana funkcija s prostornim tockama u jednoj
dimenziji
Neka je dana funkcija s : Q X D — R:

s(x; ) = (1 = x) cosBru(x + 1))e” M-,

gdiejexe Q=[-1,11iu € D =[1,n]. Nekaje [xi,...x,]7 € R", gdje su x; ekvidistantne
tockeuQzai=1,..,n n=100. Definiramo f : D — R" s:
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mu=1.1 mu =173
2.0 4 — funkcija 2.0 4 — funkcija
e DEM e DEM
15 15
1.0 1.0 4
0.5 0.5
0.0 0.0
o5 -0.5
1.0 -1.0 4
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
mu = 2.62 mu = 3.07
2.04 — funkcija 2.04 — funkcija
e DEM e DEM
154 154
1.0 4 1.0 4
0.5 0.5
. Nt 0.0 N~
—05 -0.5
1.0 1 -1.0
151 - - - - - , - - 154 - - - - - , - -
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 100 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 100

Slika 3.1: Razlike izmedu aproksimacije i funkcije za yy = 1.1, u; = 1.73; yo = 2.62,
M1 = 3.07

FQ) = [s(xi; ), ...5(x; 01" € R

zap € O. U ovom primjeru koristit cemo 51 sliku f(u;), gdje su uy, ...us; ekvidinstantne
tocke u [1, ]. Na sljede¢im slikama usporedit cemo rezultate DEIM aproksimacije dimen-
zije 10 i pocetne funkcije.

Nelinearna parametrizirana funkcija s prostornim tockama u dvije
dimenzije
Neka je dana funkcijas : Q x D — R:

ex+y

VO =2 + (= )2 + 0.01

s(x,y; ) =
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gdje je (x,y) € Q =10.1,09]> c R*ipu = (uj, ) € D = [-1,-0.1]* c R%. Neka je (x;,y))
uniformnamrezau Q zai = 1,...,n,j=1,...,n,. Definiramo f : D — R™" s:

s(u) = [sCo,yul e R i=1,.,n.j=1,..,n,ueD.

Puna dimenzija je n = n,n, = 400 (n, = n, = 20). Odgovarajucu funkciju f : & — R" kao
u prethodnom primjeru dobivamo razmotavanjem s(u) u vektor za svaki odabrani parame-
tar 4 = (uy,p). Odabrano je uniformno 225 parametara. Najveée singularne vrijednosti
su: 621.93, 34.92, 21.27,3.98, 2.34, 0.79, 0.33, 0.27, 0.09, 0.05) Na slijede¢im slikama
vidimo funkciju i njenu aproksimaciju za odredene parametre te prvih 6 vekora POD baze.

original; mul=-0.5,mu2=-0.5 original; mul=-0.1,mu2=-0.1

aproksimacija; mul=-0.5,mu2=-0.5 aproksimacija; mul=-0.1,mu2=-0.1

Slika 3.2: usporedba originala i POD-DEIM aproksimacije za neke parametre, vidimo da
su gotovo identi¢ni
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POD3 POD4

POD5 POD6

Slika 3.3: prvih 6 vektora POD baze
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3.7 Primjena DEIM algoritma za smanjivanje dimenzije
parametarski ovisnih dinamickih sustava

Neka je zadan sustav:

Ey(t) = Ay(t) + f(y(t)) + Bg(t) ,t > 0,

neka je dana POD baza ranga k i neka njeni vektori ¢ine matricu
Ey (1) = Ay, (D) + (D) + B.g(0),
pri ¢emu je
E,=V'EV,A, = V'AV,B, = V'B, i f,(y(1) = V' f(Vy,(1)).

Pri konstruiranju POD baze, takoder posebno evaluiramo nelinearni ¢lan f,(y,(¢)) i rezultate
spremamo u matricu F' te za nelinearni ¢lan odredimo POD bazu ranga [, ¢iji bazni vektori
¢ine matricu U, pomoéu DEIM algoritma primjenjenog na stupcima matrice U dobivamo
interpolacijske indekse i matricu P. Neka je fiin(y,) = UPTU)™'PT f(Vy,)). Konac¢no,
reducirani sustav koji rjeSavamo glasi:

Ery = Ary + Vdeeim(yr) + Brg(t)'

3.8 Ostale primjene

POD-DEIM moZemo primijeniti na razlicite tipove problema. Jedan od njih je 1 postav-
ljanje senzora. Pretpostavimo da imamo neku domenu dimenzije n i odreden broj senzora
p < n, tj. totaka u kojima moZemo napraviti mjerenja. Zelimo senzore postaviti tako da
nasa mjerenja budu Sto bolja, odnosno da preko stanja izmjerenog u manjem broju tocaka
mozZemo opisati stanje sustava. Obicno se senzori postavljaju po nekim heuristikama ili
intuitivno te je vazno razviti preciznu matematicku metodu za taj problem. Kad bismo pro-
bali sve moguce kombinacije, imali bismo (;’7) kombinacija Sto je previSe da bismo mogli
isprobati svaku od njih. Brza metoda za odredivanje poloZzaja senzora koristi se za kontrolu
toku, u epidemiologiji, u neuroznanosti itd. Nakon sto i formuliramo problem postavljanja
senzora, demonstrirat ¢emo pronalaZenja klju¢nih to¢aka na licu pomoc¢u ove tehnike, S$to
moze olakSati brzo uoCavanje 1 prepoznavanje lica s fotografija ili videa.

Mnogi fizikalni sustavi opisani su sa stanjem x € R”", ali dinamika evoluira na niZe-
dimenzionalnom prostoru. Pretpostavimo da stanje x evoluira po pravilu x(¢)) = f(x(?)).
Neka je ¥ € R™" matrica ¢iji su stupci vektori prigodne baze preko koje mozemo opisati
X:
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x=¥s,s eR?,

gdje je s sparse, tj. ima puno nula. U posebnoj bazi ¥, € R, kao §to je POD baza,
imamo reprezentaciju nizeg ranga, tj.

x=%Y,.a,aeR".
Cilj je naéi matricu C € R”", takvu da pomoc¢u malog broja mjerenja p < n
y=Cx,y €RP,
mozZemo rekonstruirati vektore s ili a, te samim time i x. Vrijedi
Y =(C¥)s = Os
ili ako gledamo reprezentaciju nizeg ranga
Y =(CY¥,)a = ],a.

U oba slucaja, C se obic¢no sastoji od redaka jedini¢ne matrice koji odgovaraju tockama na
kojima se nalaze senzori. C je odabrana tako da je operator @ pogodan za rekonstrukciju
signala, bilo s J; minimazacijom ili prekopseudoinverza. Obi¢no gledamo p > r i tada x
mozemo rekonstruirati kao:

x =~ ®,.(CD,)'y. (3.2)

Inspirirano Q-DEIM algoritmom, u [5], matrica C dana je s C = [e71 €y, .. eyp], pri
emu su y1,ys,...,¥, tocke na kojima su senzori odredeni kao poredak pivotiranja u QR
faktorizaciji matrice ®,®’. Demonstrirajmo to sada na problemu rekonstrukcije slike.
Dan je skup lica 40 osoba i to po 10 slika svake osobe. Slike su dimenzija 64 X 64 piksela.
Sliku svakog lica mozemo zapisati kao vektor duljine 4096. Konstruiramo matricu Ciji
su stupci vektorizirani zapisi slika. Na toj matrici odredimo POD bazu. Vektore te baze
takoder moZemo prikazati kao 64 x 64 sliku, §to je prikazano na slijedecoj slici. Sada ¢emo
probati odrediti senzore, tj. u ovom slu¢aju klju¢ne tocke na licu. Ve¢ sa 150 senzora, §to
je nesto vise od 3% podataka, moZemo rekonstruirati cijelu sliku. Rezultati su prikazani
na slijede¢im slikama:
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= &2

Slika 3.4: Prvih 20 vektora POD baze, moZemo vidjeti da prvi vektori POD baze opisuju
opc¢enite znacajke lica poput ociju, usta,nosa i obrva, dok daljnji vektori opisuje konkretnije
detalje na licima.
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Slika 3.5: RazmyjeStaj senzora redom za POD bazu dimenzije 20 1 150 1 650 senzora te,
razmjestaj senzora za POD bazu dimenzije 100, s 150 i 650 senzore: Vidimo da senzori
detektiraju tocke na kojima je jaci kontrast poput obrva,nosa, usana i obrisa glave.
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Slika 3.6: Rekonstrukcija slike lica s istim parametrima



Poglavlje 4

Dinamicka modalna dekompozicija

4.1 Uvod

Promatrajmo podatke prikupljene iz sustava

dx

i fx, ), 4.1)

gdje je x(r) € R stanje sustava u trenutku ¢, u parametar sustava a f(.) predstavlja dina-
miku sustava. Stanje je obi¢no velike dimenzije i Cesto dolazi od diskretizacije parcijalne
diferencijalne jednadzbe. Prikupljamo stanja koja su vremenski udaljena za Af i stanja
x; = x(kAr). Oznacimo diskretni vremenski tok za At s F:

X1 = F(x)
i mjerenja sustava

Vi = 8(xx).

Cesto promatramo upravo slu¢aj y; = x,. U DMD pristupu ne moramo nuzno znati di-
namiku f(x,t; i) ve¢ koristimo mjerenja y; da bismo opisali buduéa stanja sustava. DMD
algoritam konstuira linearni sustav koji lokalno aproksimira pocetni, tj. konstruira se A 1
dx 2
—_ = X
dt

s pocetnim uvjetom x(0) i rjeSenjem:

x(t) = Z dre” by = Db,

k=1

39
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gdje su ¢ 1 wy svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti matrice A i b, koordinate pocetnog
uvjeta x(0) u bazi svojstvenih vektora. U diskretnom slucaju to mozemo zapisati kao

Xir1 = AXxg,

gdje je
A= eﬂAt'

Rjesenje u diskretnom slucaju moZe se napisati u terminima svojstvenih vrijednosti 4; i
svojstvenih vektora i

Xkr1 = Z Widkb; = PA*D,
i=1

pri cemu je b raspis pocetnog uvjeta x; u bazi svojstvenih vektora, tj. x; = Wb. DMD
algoritam odreduje matricu A tako je

Ixe+1 — Axell>
minimizirana po svim to¢kama k = 1,2,...,m — 1. Optimalnost vrijedi samo na stanjima

koje smo odredili, ali moZe biti koriSteno za predvidanje buducih stanja i za dekompoziciju
dinamike u razli¢ite vremenske raspone.

4.2 Matematicko rjesenje
Pretpostavimo da imamo stanja sustava x;, i = 1, 2, ..., m. Neka su dane matrice
X = [x1 Xy .. xm_]]] 1X = [xz X3 .. xm].
Trazimo kvadratnu matricu A tako da vrijedi
X' =~ AX.
Zelimo minimizirati
X" — AX]|F,
gdje je || - || Frobeniusova norma matrice. RjeSenje tog problema je dano s

A=XX"
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Primjetimo da ¢im je dimenzija stanja x; velika, da je i1 A jako skupa za racunanje zbog
njene veli¢ine i zbog tog $to je X' takoder skupo. Ovu poteskoéu bismo Zeljeli zaobiéi i
to ¢emo postiéi projiciranjem podataka na niZze-dimenzionalni potprostor definiran s POD
bazom najvise m — 1 éemo zatim rjesiti evouciju A te éemo taj operator koristiti da bi-
smo rekonstruirali vodece svojstvene vrijednosti razlicite od nule 1 pripadajuce svojstvene
vektore bez eksplicitnog ra¢unanja matrice A. Sada moZemo izraziti definiciju dinamicke
modalne dekompozicije.

Definicija 4.2.1. Pretpostavimo da imamo sustav

dx
— = , 1
dr fCe,t; )

i dva skupa podataka X i X' definirani kao prije i neka je x;, = F(xi), gdje pomocu F
odredujemo evoluciju za At. DMD racuna vodece svojstvene vektore i svojstvene vrijed-
nosti operatora A koji opisuje podatke X' ~ AX i zadan je s:

A=XX'.

DMD modovi ili dinamicki modovi su svojstveni vektori od A i svaki DMD mod odgovara
odredenoj svojstvenoj vrijednosti od A.

4.3 DMD algoritam

U praksi, kad je dimenzija stanaj n velika, matricu A ne moze analizirati direktno. Umjesto
toga, DMD dobiva svojstvene vrijednosti i vektore od A pomoc€u reducirane reprezentacije
u teminima POD-projicirane matrice A. Tijek algoritma ide ovako:

1. Prvo, uzmimo SVD dekompoziciju od X:
X =UXV*,

gdjeje U e C»" X e C™iV € C™. Ovdje je r rang reducirane SVD aproksimacije
X (tj. 1 rang matrice X). Lijevi singularni vektori U su POD modovi.

2. Matricu A sada moZemo dobiti racunanjem pseudo-inverza od X preko SVD dekom-
pozicije:

A=XVZlU~

U praksi, efikasnije je ra¢unati A € C™:
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A=U*AU = U X'VE!,

Matrica A definira niZedimenzionalni linearni model za dinamic¢ki sustav u POD
koordinatama:

Xis1 = A)~Ck.

Originalno stanje moZemo rekonstuirati kao x;, = UX;.

. Izradunajmo svojstvene vektore i vrijednosti od A:

AW = WA,

gdje su stupci matrice W svojstveni vektori i A dijagonalna matrica s odgovaraju¢im
svojstvenim vrijednostima A;.

. Kona¢no, mozemo rekonstruirati svojstvenu dekompoziciju od A u terminima W i

A. Svojstvene vrijednosti od A dane su s A, a svojstveni vektori od A(DMD modovi)
dani su sa stupcima matrice ®:

d=XVZ'w.

Primijetimo da na ovaj nain dobivamo sve svojstvene vektore za svojstvene vrijednosti
razli¢ite od 0. S aproksimacijom niZeg ranga, rjeSenja za buduéa vremena mogu biti stalno
konstruirana. Neka je wy = In(A;/At). Tada je aproksimirano rjesenje jednako:

x(1) = Z dre“'by = Db,
k=1

gdje je @ matrica ¢iji su stupci DMD modovi ¢ 1 Q = diag(w) je dijagonalna matrica Cije
su vrijednosti na dijagonali wy, by je poCetna vrijednost u k-tom DMD modu. @y je istih
dimenzija kao i stanje x.

Trebamo jos izraCunati pocetne koeficijente b;. Ukoliko pogledamo inicijalno stanje x; u
vremenu #; = 0, tada je x; = ®b. Matrica svojstvenih vrijednosti @ opcenito nije kvadratna
matrica pa se pocetni koeficijenti mogu izraunati koriste¢i pseudoinverz:

b= (I)TXI.



4.4. KOOPMANOVA SPEKTRALNA TEORIJA 43

To je ekvivalentno pronalaZzenju najboljeg rjeSenja b u smislu najmanjih kvadrata. Sazeto,
imamo slijedeéi algoritam:

Algoritam 5 DMD
1: ulaz: matrica X 1 pomaknuta matrica X’ r = ciljani rang SVD dekompozicije dt =
vremenski korak u kojem X prelazi u X’

Izracunaj DMD modove: ® = X'V, /S W,
Diskretne svojstvene vrijednosti: A = diag(D)
Kontinuirane svojstvene vrijednosti w = log(1)/dt
b= (D)Cl

: mml = size(X,2) (mml = m-1)

: vremenskaDinamika = zeros(r,mm1)

: Vremenski vektor: t = (O:mm1-1) * dt

2: U,S,V = svd(X1)

3: r = min(r, size(U, 2))
4. U, =UC1:r)

5: V.=V, 1:1)

6: A=UXV,/S,

7. W,,D = eig(A)

8:

9:

—_ = = =
290 =9

15: zaiter = 1 : mm1 radi
16: vremenskaDinamika(:,iter) = (b.*exp(w*t(iter))
17: Xdmd = ® * vremenskaDinamika

—_
o]

. vrati ©, w, 4, b, Xdmd

4.4 Koopmanova spektralna teorija

Definicija 4.4.1. Promotrimo dinamicki sustav
dx
i ().

Neka je funkcija g : M — C" opseravabla. Koopmanov operator K je beskonacno- dimen-
zionalni operator definiran s

Kg(x) = g(f (x)).

Koopmanov operator je linearan na Hilbertovom prostoru H svih opservabli g. Ko-
opmanov operator moze se definirati i za dinamicke sustave u diskretnom vremenu. Iz
dinamic¢kog sustava u kontinuiranom vremenu dobivamo F, : M — M koje preslikava
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pocetno stanje x(#) u stanje x(# + 1):

fo+t

Fi(x(10)) = x(to + 1) = x(1o) + f f(x(n)dr,

tj. imamo dinamicki sustav u diskretnom vremenu
Xer1 = Fi(xg),
gdje je x; = x(kt). Sada Koopmanov operator K, definiramo s K;g = g o F,.tj. vrijedi
Kig(xp) = g o Fi(xp) = g(Xys1)-

Od interesa je odrediti spektar i svojstvene vektore Koopmanovog operatora, tj rijesiti svoj-
stvenu zadacu

Kiox = Apr.
Neka je g vektor opservabli, tj.
[81(X)]
82(x)
g=
8p(X)]

Kod promatranja vektora g, imamo slijedeci zapis

g0 = " pevi,
k=1

gdje je vi k-ti Koopmanov mod vezan uz k-tu Koopmanovu svojstvenu funkciju py.
Dinamicka modalna dekompozicija korsiti se za aproksimaciju svojstvenih vektora A; i
modova v, Koopmanovog operatora. Klju¢nu ulogu igra izbor opservabli. Neka je g opser-
vabla. Neka je X matrica ulaznih podataka i Y = (y;), pri cemu je y, = g(x) 1Y’ = (),
pri Cemu je y; = g(f(x)). Ukoliko napravimo DMD na matricama Y 1 ¥’ dobit ¢emo
spektralnu dekompozicijiu matrice A = Y'Y . Jedina razlika je $to je DMD izratunat na
prostoru opservabli, a ne na prostoru stanja sustava. Svojstvene funkcije Koopmanovog
operatora pi(x) definiraju koordinate na kojima je moguce opisati mjerenja s linearnim
dinamickim sustavom. Slijede¢i teorem povezuje DMD i Koopmanov operator.
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Teorem 4.4.2. Neka je (A, pr) svojstveni par Koopmanovog operatora K i neka je p; €
span{g;: j =1, ..., p}, za svaki k pa za svaki w € C? moZemo pisati:

P = wig1(x) + wrga(X) + ... + w,g,(x) =w- g.
Ako je w € Im(Y), onda je w lijevi svojstveni vektor od A sa svojstvenom vrijednosti Ay, tj.
w'A = 4w’

Dakle, to pokazuje da su svojstvene vrijednosti Koopmanovog operatora takoder i
DMD svojstvene vrijednosti uz uvjet da je skup opservabli dovoljno velik tako da je pi(x) €
span{g;} i da su podaci dovoljno bogati. To pokazuje da je izbor obzervabli kljucan za po-
vezivanje DMD teorije 1 Koopmanove spektralne analize. Ako to moZemo posti¢i, moZzemo
uzeti stanja kona¢no-dimenzionalnog nelinearnog sustava u vremenu i reparametrizirati ga
kao linearni, beskonacno-dimenzionalni sustav. Ta reprezentacija dijagonalizira dinamiku
1 pokazuje vremensku evoluciju svake svojstvene funkcije.

4.5 Online DMD

DMD algoritam ima 2 nedostatka. Prvo, potrebno je racunati pseudoinverz od X; svaki put
kad dobijemo nova mjerenja. Drugo, sva mjerenja spremamo u jednu matricu te ukoliko
imamo puno mjerenja, samo spremanje u memoriju moze biti jako zahtjevno. Da bismo
rijesili prvi problem, opisat cemo Online DMD algoritam, opisan u [2], koji je baziran na
ideji da je matrica Aj,; u nekom smislu bliska matrici A.

Promatrajmo malo opéenitiji problem. Pretpostavimo da imamo matrice X = [x1 xk]

1Y, = [yl . yk] i zelimo nadi A tako da je ||Y; — AXy||r minimalno.
Pretpostavimo da je k, odnosno broj mjerenja puno veéi od n i da je X, ranga ntj. X; X/ je
invertibilna 1 vrijedi:
X! = XT (XX

Sada, rjeSenje A; dano je s

Ay = VX[ (Xe XD = QP
gdje su Qi 1 P, n X n matrice dane s

Ok = Vi X[ 1P = (X X))
U k + 1-vom vremenskom koraku, zZelimo izracunati Ay, = Qg1 Prsr- Vrijedi:

Qw1 = Yin X[, = [Yk )’k+1] [Xk Xk]T =Y X! + yir1x],

-1 _ T _ T _ T T
Pl =X X,, = [Xk xk+1] [Xk xk+1] = Xi X, + Xpp1Xp,-
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> Time

L1, L2, L3, """ Lk—1,LTk LLk+1

YY

A Ak

Y1,Y2,Y3, " Yr—1, Yk Yi+1

Slika 4.1: Shematski prikaz online DMDa

Ove jednakosti pokazuju pomocu Q; i P,;l jednostavno mozemo naéi Qpy1 1 Pryy:

Or+1 = O +yk+1x,f+1

Z1_ p T
Py = P+ XX,

Sada, azurirana DMD matrica Ay, dana je s

Apit = Ors1 Prst = (Qks +)’k+1x;€+1)(P;:1 + xk+1x;{+1)_l-

Slijedeci problem je kako efikasno izraCunati Py, iz P;. Naime, direktno raCunanje inverza
ne bi bilo efikasno, ali kako su P, 1 P, vezani na poseban nacin, mozemo iskoristiti
formulu inverzije poznatiju kao Sherman-Morrisonova formula.
Pretpostavima da je A invertibilna kvadratna matrica i u i v stupani vektori. Tada je A+uv’
invertibilna akko je 1 + x’ Au # 0 i u tom slu¢aju inverz je dan sa Sherman-Morrisonovom
formulom: el
A+wH'T=A""- —A u A .
1+viA-lu

Koristeéi tu formulu, dobivamo:

Piri = (P + X1 x,1)™ = Py = Vit Piin X

gdje je
1

Yirl = T—7 5 . -
1+ xk+1kak+1
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Primjetimo da je zbog pozitivne definitnosti matrice P 1 + x,fHkakH uvijek razlicit od
nule pa je ¥y, dobro definiran. Dakle, aZurirana DMD matrica moZe se zapisati

_ T T
Arr1=(Qx + Y1 X, )Pk — Vir1 Prxi, P

_ T T T T

= QuPr — Vir1 OkPrxie1 Xy | + Vi1 X1 Pt — Ve 1Vke1 Xy PrXs1 X, Pre

Zadnja dva ¢lana moZemo pojednostavniti jer

T T T p_ -1 T
Xir1 Xy P — 7k+1)’k+1xk+1kak+1xk+1Pk—7k+1yk+1();k+1 = Xy PreXies ) Xis 1 Pr
= Vi1 YVkr1 X, Pre

Dakle, za aZuriranu matricu A, vrijedi

_ T T
A 1=QiPr = Vi1 Ok PrXis1 X P + @yis1Yie1 X, Pr
_ T T
= Ak = Vet AwXis 1 X P+ Ve 1Yke1 X, Pre

Konac¢no:

T
A1 = Ak + Vi1 Oker — Akxk+1)xk+1pk-

Intuitivno, yx.1 — Arxrs1 moZe se gledati kao greska trenutnog modela Ay, tj. DMD matrica
azurira se dodajuci €lan proporcionalan toj greski.

4.6 Tezinski online DMD

Pretpostavimo da stalno aZuririramo nasa mjerenja. Za pretpostaviti je da e vrijednosti
nedavnih mjerenja biti puno vaZnije za predikciju novih stanja. Zelimo smanjiti vaZnost
pocetnih stanja. To moZemo s malom modifikacijom Online DMD algoritma. Promotrimo
sad modificiranu funkciju greske:

k
Je= ) o= AP0 < p < 1.

i=1

p je tezinski faktor, kojim odredujemo koliko brzo “zaboravljamo” prijasnja stanja. Radi
lakSeg zapisa uvedimo p = o? i napisimo funkciju greske kao

k
T k—i k—i 2
Je= ) oty = AP
i=1
Ukoliko uvedemo matrice:

Xk:[O'k_lxl o 2x, ... xk],

17,; = [O'k_ly1 o2y, Yk+1],
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Tada se funkcija greske moZze zapisati na slijedeci nacin:
Je = 1V — A7

Ovaj problem sveli smo na problem koji rjeSavamo DMD algoritmom te moZemo razviti
1 online postupak, samo $to je veza izmedu Xip1 = [pXk xk+1] i Y = [ka vk + 1]
Sli¢nim postupkom kao i kod odredivanja aZuriranja za obican DMD, dobivamo

_ T P
Ape1 = Ap + Vir1 Oks1 — AkXir1) X, Prs

gdje je
1
1+ xlfﬂpkxk +1

N 1 .
Py = E(XkX,Z )iy =

4.7 DMD s klize¢im vremenskim prozorom

Ukoliko imamo jako puno stanja sustava, matrica X Ce biti jako velika i moZzda ¢e njeno
spremanje u memoriju biti jako zahtjevno. Kod teZinskog DMDa, pocetna stanja ¢e ubrzo
izgubiti na vaznosti u modelu pa nakon ih nakon nekog vremena moZemo odbaciti. Ako
pratimo sustav kroz vrijeme, mozda nam ni ne trebaju sva stanja, ve¢ samo nekoliko pret-
hodnih stanja. Sada formuliramo neSto drugaciji problem. Neka je w veliCina prozora koji
promatramo i mjerenja u zadnjih w koraka:

X = [xk—w+1 X2 o Xk], Yk = [)’k—wn Viw+2 o }’k]-

> Time
L1, T2, X3, [ Th—wil | Ch—wt2, " Th—1, Lk | [Tr41|
Y
> Ay ]—’|Ak+1|
A
Y1,Y2,Ys, - | Yi—w+1|Yk—w+2," " yYk—1, Yk | |E!k 1|

Slika 4.2: Shematski prikaz DMDa s klize¢im vremenskim prozorom

Trazimo n X n matrixu A, tako da vrijedi Y, ~ A X}, tj. minimiziramo
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Je = 1Yx — AXillZ, -

Pretpostavljamo da je rang od X; jednak n < w i tada je jedinstveno rjeSenje problema
najmanjih kvadrata dano s

Ay = VX
Kao i kod razvoja online DMDa, imamo
A = VX[ = VX G XD = QP
gdje

k
Q=YX = X yuxl,

i=k—-w+1

k
Pe=XXD"'=( X xx))™h

i=k—w+1

U k + 1-vom koraku Zelimo izraCunati A;,;. Kao kod online DMDa, Zelimo naéi vezu
izmeSu Ay 1 Agyq. Vrijedi

k+1
_ _ T _ T T
Oii1 =YX = 20 YixXi = Ok — Yeews1 X4 T Vit 1 X410
i=k—w+2
1 s T T T
Py = kz " XiX; = Qe = Xpmwr 1 Xy T Xer1 X,
I=K—W

Intuitivno, Q41 1 Pryy zaboravljaju najstariji podatak da bi zapamtili novi. Opet imamo
problem kod racunanja Py, jer raCunamo inverz matrice, ali s obzirom na vezu P, 1 Py
to se moZe pojednostavniti.

Neka je

o b el

MozZemo napisati Qi 1 Pyyq kao

O = Ok + VCUT
Pl =pP!+UCU,
tj.
A1 = Qe Pir1 = (Qp + VCUT (P + UCUT) ™
Sada, koristimo Woodburyjevu lemu:

A+UCV) ' =A"-AlUC™' + VATIU) VA,
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kad god su A,C i A + UCV invertibilne. Koriste¢i lemu na izrazu za Py, ; dobivamo
Py = Py — PLUT U Py,
gdje je
T = (CH+ UTPUY
Dakle,

Ape1 = (O + VCU )Py — PLUT U PY)
= QvPi — QWP UT Py
+vcu'p, - vcUTP.UT U P,.

Zadnja dva Clana se pojednostave

VCU' P, — VCU" PUT U Py = VC(T}), — U PUG U Py
=VCC T} U Py = VI UT Py

Na kraju, pravilo aZuriranja glasi
A1 = A+ (V = AU UT Py 4.2)

Ova formula je slicna kao formula za azuriranje u online DMDu. Matrica V — A U moZe
se shvatit kao greSka predikcije trenutnog modela A, 1 azuriranje A, je proporcionalno
toj gresci. [2]

4.8 Primjena DMDa

DMD ima brojne primjere u modeliranju neronske aktivnosti, mehanici fluida, epidemi-
ologiji, financijama, procesiranju videa itd. U ovoj sekciji ¢emo detaljnije objasniti kako
se DMD primjenjuje za procesiranje videa. [3]

U mnogim situacijama Zelimo odvojiti stati¢ne i dinamicne objekte u videu, tj. pozadinu
1 dinami¢ne objekte. To je korisno kod detektiranja, praenja i identificiranja objekata u
videu. Video je zapravo niz slika(matrica) koje su snimane u jednakim vremenskim raz-
macima, te je kao takav pogodan za koriStenje DMDa. Odvajanje pozadine i dinami¢nih
objekata mozemo postaviti kao problem nalazenja matrica L koja je niZeg ranga i S koja je
rijetka tako da za podatke X vrijedi:
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X=L+S.

Kako u videu slike slijede jedna za drugom, pikseli u uzastopnim slikama su jako povezani
pa je za prepostaviti da postoji nize-dimenzionalni prostor kojim mozemo opisati slike u
videu. Separacija se temelji na interpretacija frekvencija wi. Ako je |wi| < €, za neki mali
€, tada se mod vezan uz njega ne€e puno mijenjati kroz vrijeme te ga pripisujemo matrici
niZeg ranga, a inaCe ga pripisujemo matrici S, tj.

L~ Z by Dpe

lwi|<e

S = Z bkq)kewkt.

|wi|>€

Svaku sliku napiSemo kao vektor, a x(t) je slika u trenutku ¢. Sada na tako organizirane
podatke moZemo primijeniti DMD. Procjenu za sliku u trenutku ¢ dobijemo kao

X(t) = Z by ®e” = Odiag(exp(Qt))b.

k=1

Pozadina videa opisana je matricom L jer pretpostavljamo da se pozadina ne mijenja puno
pa je vezana uz frekvencije w, koje su blizu nuli,a S sadrZi podatke o dinami¢nim objek-
tima.






Poglavlje 5

Primjeri

U ovom poglavlju ilustirat cemo opisane metode opisane u ovom radu, najprije na obi¢nim
diferencijalnim jednadZbama te zatm na parcijalnim diferencijalnim jednadZbama.

5.1 Primjena na nelinearnom sustavu

Neka je dana nelinearna parcijalna diferencijalna jednadzba u 2 — D prostornoj domeni [7].
Jednadzba glasi:

—Au(x,y) + s(u(x,y); u) = 100sin(2rx)sin(2my),

sGup) = B e - 1),
M2

gdje su prostorne varijable (x,y) € Q = [0,1]* i parametri su g = (uj,ip) € D =
[0.01,10]> ¢ R2?, s homogenim Dirichletovim rubnim uvjetom. Ovu jednadZzbu svesti
¢emo na sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koriste¢i konacne razlike.

Sustav rjeSavamo numericki koriste¢i Newtonovu metodu. Prostorna mreza (x;,y;), i, j =
1,...,25 je ekvidistantna. Tada je puna dimenzija sustava n = 625. Za POD-DEIM me-
todu odredit ¢emo rjeSenja sustava dimenzije n za 144 parametra yu, tako da su oni takoder
uniformno rasporedeni u [0.01, 10]%. Na slijede¢oj slici prikazano je prvih 6 vektora POD
baze za rjesenja.

53
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2 .2
00 00 00 00

POD3 POD4 .

00 00 00 00

POD5 POD6

0. .2
0.0 o0.0 00 00

prvih 6 vektora POD baze

Zatim smo testirali POD-DEIM algoritam na novim parametrima iz [0.01,10]>. Na sli-
jedecim slikama prikazane su razlike izmedu rjeSenja dobivenog iz punog sustava i reduci-
ranog sustava:
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Greska za mul=1.5, mu2=6 Greska za mul=5, mu2=5

-0.0002
08 0.00025
-0.0004
~0.0006 06 0.00020
~0.0008
0.00015
0.4
-0.0010
0.00010
-0.0012 02
—0.0014 0.00005
02 0.4 0.6 0.8

Greska za mul=9.5, mu2=0.5

0.0004

—0.0005
0.0002

—0.0010
0.0000

-0.0015
—0.0002

—0.0020
—0.0004

—-0.0025
—0.0006

0.2 0.4 0.6 0.8

razlika izmedu aproksimacije i1 izraCunatog rjesenja iz punog sustava

5.2 Fitz-Nagumo (F-N) sustav

F-N sustav koristi se za modeliranje neurona. Zadan je za x € [0, L], 1 > 0,

evi(x,1) = v (x, 1) + fF(V(x, 1)) — w(x, 1) + X,
wi(x, 1) = bv(x, t) — yw(x,t) + ¢,

s nelinearnom funkcijom f(v))v(v — 0.1)(v — 1) te po€etnim i rubnim vujetima

v(x,0) =0,w(x,0)=0, x € [0, L]
vX(Os t) = _lo(t)’ Vx(L, t) = Os t Z 09

gdje su parametri L = 1, € = 0.015, b = 0.5, y = 21 ¢ = 0.05 i stimulans iy(¢#) =
50000£3¢~!*". Funkcije v i w su voltaza i povrat voltaZe. U prostornoj domeni promatramo
ekvidistantnu mrezu s 1024 tocke. U vremenskoj domeni gledamo 20 jednako udaljenih
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vremenskih trenutaka u intervalu [0, 1]. Pomocu njih ¢emo konstruirati POD bazu. Ako
raspiSemo:
v(ix + h) —2v(x) + v(x — h)

h? ’
dobivamo sustav obi¢nih diferencijalnih dimenzije 1024. RjeSavamo taj sustav te dobi-
vamo POD bazu. Takoder, za nelinearni ¢lan uzimamo DEIM aproksimaciju ranga 5. Na
slijede¢im slikama prikazane su razlike rjeSenja sustava i POD-DEIM aproksimacije za

Vxx(-xi’ t) ~

neke odabrane vremenske trenutke:

Razlika za t=0.01

Razlika za t=0.18

0.02 0.02 ]
0.01 0.01
0.00 _ 0.00 4 _
—0.01 4 —0.01 4
—0.02 4 ~0.02 1
0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 0.6 08 10
0.01 0.01
0.00 | o 0.00 { U
—0.01 4 —0.01 4
00 02 04 06 08 10 00 02 0.4 06 08 10
Razlika za t=0.51 Razlika za t=0.93
0.01 0.01
0.00 1 s D 0.00 |
-0.01 4 —0.01 4
-0.02 1— . . . : . . : . : . :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.01 0.01 4
0.00 | D 0.00 |
—0.01 4 —0.01 4
00 02 04 06 08 10 00 02 0.4 0.6 08 10

Slika 5.1: Razlika izmedu rjeSenja sustava v i1 w 1 aproksimacije preko reduciranog sustava
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5.3 Primjena na parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama

U ovoj sekciji promatramo parcijalne diferencijalne jednadzbe cije rjeSavanje mozemo
svesti na zadacu pronalazenja u(u) € V takvo da je

a(u(p),vip) = f(v;u) , Vv €V,

gdje je a bilinearna forma a f linearan funkcional na V i V je Hilbertov prostor. Pret-
postavimo da bilinearna forma 1 funkcional zadovoljavaju uvjete Lax-Milgramove leme.
Definiramo mnogostrukost rjeSenja kao sva rjeSenja parametarskog problema, tj.

M = {u()lu € P},

gdje je P skup parametara. U praksi najéesce ne znamo analiti¢ko rjeSenje problema, veé
ga aproksimiramo sa rjeSenjem problema:

(us(u), vss i) = f(vss ) , ¥Yvs € Vs,

pri ¢emu je Vs N-dimenzionalan potprostor od V. Definiramo i diskretnu verziju mnogos-
trukosti rjeSenja:

Ms = {us()lu € P} C Vs,

gdje je svaki us(u) € Vyenq rjesSenje reduciranog parametarskog problema. Cilj nam je nadi
Njs-dimenzionalni potprostor V,;, prostora Vs takav da je Ns < N itakav da za svakiu € P
da rjeSenje parametarskog problema moZemo dobro aproksimirati s u,,(u) € V,;, koje je
rjeSenje problema:

a(urb(/l)’ vrb;/J) = f(vrb;,u)’ vvrb € Vrb
us(1) mozemo napisati kao linearnu kombinaciju vektora baze prostora Vs, oznacimo je s
{@:i}Y . Tada je:
N
us(p) = Z @ip;.
i=1

Kako je a bilinearna formai f linearni funkcional, dovoljno je da parametarska jednandzba
vrijedi za vektore baze prostora V,tj.:

a(us(u), pis 1) = fleisp) ,zai=1,2,.,N.

UvrStavanjem zapisa rjesenja u toj bazi dobivamo sustav linearnih jednadzbi Ax = b, pri
Cemu je A;; = a(y;, ;1) 1 b; = f(¢;),a nepoznanica su koeficijenti a;, i = 1,2,..N. Ci]j
nam je naci potprostor V,, takav da rjeSenje u,,(u) dobro aproksimira us(u) jer tada ono
dobro aproksimira i rjeSenje originalnog problema u(u) zbog:
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o — uppllv < llu— usllv + llus — wpllv.

Prednost ovog pristupa je Sto pri evaluiranju rjeSenja za nove vrijednosti parametara tre-
bamo rijesiti sustav linearnih jednadzbi koji je puno manje dimenzije od pocetnog.

Ovaj pristup ilustrirat ¢emo na primjeru problema stacionarnog provodenja topline, opi-
sanog u [4]. Domena na kojoj rjeSavamo problem je Q = [—1,1] X [-1, 1]. Rub domene
podijeljen je na tri dijela: I'yyy = [—1, 11X{=1} ,Usppana = {1} X[=1,1]1 1, = [-1, 1] x{1}.
Domena je podijeljena na dva dijela: krug oko ishodisSta radijusa 0.25 koju oznacavamo s
Qp1Q; = Q)\ Q) koji su napravljeni od razli€itih materijala s provodljivosti k Tq o = ko

ik g 1 = 1. Kod ovog problema promatramo 2 parametra: uy i g;. Prvi se odnosi
na provodljivost materijala na €, a drugi na konstantan tok topline na I',,. Proma-
tramo P = 6’””, g™l X [, (7], Funkciju koja ovisi o py mozemo napisati kao

Ky =1 Tq 1+ ol Tq o Vektor parametara dan je s u = (uo, i1).

Imamo Dirichletov(temperaturni) rubni uvjet na I';,,, homogene Neumannove uvjete duZz
Qirana 1 parametrizirani Neumannov uvjet duz donje granice I',,,,. Za dani vektor parame-
tara u, jaka formulacija dana je s :

V- k,Vu(u) = 0 na Q
u(u) =0nal,,,
K, Vu() - n = 0na Igng
K#Vu(/.l) 1=y na Ly,

Funkcijski prostor u kojem trazimo rjesenje je V = {v € H'(Q) : I',,, = 0}. MnoZenjem
jake formulacije s test funkcijom v 1 parcijalnog integracijom dobivamo slabu formulaciju:
Za parametre u naci u(u), tako da za svaki v € V vrijedi:

a(u(u), v, ) = f(v; w),
pri ¢emu je
a(w,v;u) = fK#Vw-V

Q

S = f V.

Cpaza

Definiramo skalarni produkt na prostoru V s (v,w)y = a(v,w;u) = f k,Vw - Vv. Za
Q
g™ > 0 je bilinearna forma a koercitivna. Bilinearnost forme a i linearnost od f slijede iz

linearnosti integrala. Neprekidnost formi a 1 f moZe se dobiti iz Cauchy-Schwarzove ne-
jednakosti. Stoga, mozemo primijeniti Lax-Milgramov teorem koji garantira egzistenciju i
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jedinstvenost rjeSenje u(u) € V za svaku vrijednost parametra u € P.

Promatramo parametre u = (ug,u;) € P = [0.1,10] x [-1, 1]. Formu a(u, v; u) moZemo

napisati u obliku a(u, v; u) = uoao(u,v) + a;(u,v), gdje je ag(u,v) = fVqu 1a(u,v) =
Qo

f VuVv. Sada se za bazu ¢y, ..l ao(¢;, ¢;) ,a1(¢;, ¢;) raCunaju u of fline fazi te se pri eva-

Q)

luaciji rjeSenja s novim parametrima lako dobiva a(¢;, ¢ ;; 1). Nakon Sto odredimo rjeSenja

u of fline fazi, odredimo POD bazu te rjeSavamo sustav manje dimenzije.

Na slijede¢im slikama su prikazane greSke aproksimacije razli¢itih parametara razli¢itom

dimenzijom r. Promatramo razliku izmedu rjesenja direktno izraCunatog numeri¢kom me-

todom i rjeSenja reduciranog modela. Razlike su prikazane za POD baze dimenzije 1,2 i

5.
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100 0.0012
075 0.0008
050 0.0006
125 0.0003
100 0.0000
=HEa ~0.0003
-0.50 ~0.0006
-0.75 ~0.0009
-1.00
-1.0 -05 0.0 05 10
0.000004
0.000003
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Slika 5.2: Razlike izmedu aproksimacije i to¢nog rjesenja za parametre o = 1.725, yu; =
0.05
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Slika 5.3: Razlike izmedu aproksimacije i toCnog rjeSenja po retcima za parametre y, =
9.2, u; =0.9;
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Slika 5.4: Razlike izmedu aproksimacije i tonog rjeSenja po retcima za parametre py =

1.75,/11 =

-2
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5.4 DMD-ilustracija

Neka je dan slijededi sustav:

d
=L = w(m()

d

=2 =~ ).

s pocetnim uvjetom x;(0) = 1, x,(0) = 11 w(r) = 1 + 0.01z. Matri¢no moZemo napisati

dx
— = A()x(1),
7 (D)x(2)

pri cemu je

ENC. _| 0 w®
= [xzm]’ AW = [—w(r)o |
Rijesimo sustav za 6t = 0.1, na intervalu [0, 10]. Iz tih rjeSenja konstruiramo DMD matricu
A. Demonstrirat ¢cemo online DMD i DMD s klize¢im vremenskim prozorom. Radimo
predikciju za 10 < ¢ < 15 1 to tako da u svakom koraku predikciju koju dobijemo pomocu
DMD matrice koristimo kao stvarno rjeSenje u tom vremenskom trenutku te radimo ite-

raciju obje varijante DMD algoritma. Na slijede¢im slikama prikazane su razlike izmedu
predikcije i tonog rjesenja:
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DMD s klize¢im vremenskim prozorom
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Slika 5.5: Greska pri aproksimaciji x; 1 x, po stupcima i DMDa s klize¢im vremenskim
prozorom i online DMDa po recima, oba modela dobro predvidaju otprilike 20 buduéih

stanja
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Sazetak

U danasnje vrijeme mjerenja stanja nekog sustava od interesa su sve opSirnija i sve tocnija.
Za opisivanje sustava koji ovise o razliitim parametrima zato je sve popularniji pristup koji
se upravo temelji na modeliranju ponasanja sustava pomocu ve¢ prikupljenih podataka.
POD 1 DEIM pokazale su se kao dobre metode za redukciju dimenzionalnosti dinamickih
sustava 1 sustava nelinearnih jednadzbi. Pomocu reduciranih modela lako moZemo opi-
sati sustav za parametre za koje nismo napravili mjerenje. Pomocu DMDa i njegovih
varijanti moZemo opisati ponasanje sustava kao lokalno linearnog dinamickog sustava, §to
nam omogucava procjenu bududih stanja temeljenoj samo na izmjerenim podacima, a ne na
rjeSavanju sustava. U ovom radu opisani su navedeni algoritmi s primjenama na odabranim
primjerima.






Summary

Nowadays measuring states of a system we are interested in can be done more accura-
tely and in more detail than ever before. That’s why there are different approaches which
use collected data for describing systems which depend on different parameters. POD
and DEIM proved to be good methods for reducing dimension of dynamical systems and
systems of nonlinear equations. With reduced model we can easily describe system for
parameters for which we don’t have measured data or numerical solution. With DMD and
it’s versions we can describe behaviour of system like a localy linear dynamical system,
which provides an estimate of future state, which depend only on measured data and not
on solving the system for that time. In this work, such algorithm were described with
applications on selected examples.
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