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Uvod

Pojam Markovljevog lanca prvi je uveo ruski matemati¢ar Andrej Markov kao
matematicki model za pojave koje nemaju memoriju. Samim time Markovljevi
lanci imaju vrlo Siroku primjenu, kako u matematici tako i u tehnickim, prirod-
nim i druStvenim znanostima. Primjerice, sluZze za modeliranje duljine repa u
pozivnim centrima, vrijeme ¢ekanja u proizvodnji i usluznim centrima, razine
vode u branama, cijene dionica itd. Takoder, u danasnje vrijeme temel;j su inter-
net pretraZivaca.

Poznato je da stupanj koriStenja rijeci autora zadovoljava Markovljevo svojstvo.
Sada se primjerice moZemo pitati je li W. Shakespeare imao neogranien vo-
kabular? To se moZe formulirati kao pitanje stabilnosti pripadnog Markovlje-
vog lanca. Da je zauvijek pisao, bi li veli¢ina koriStenog rjec¢nika rasla na neo-
granic¢en nacin? Tema ovog rada biti ¢e stabilnost (povratnost i prolaznost) Mar-
kovljevih lanaca s diskretnim skupom stanja. Pokazuje se da u sluc¢aju dovoljno
pravilanog (ireducibilnog) Markovljevog lanca imamo dihotomiju izmedu po-
vratnosti 1 prolaznosti. Povratni Markovljev lanac ima svojstvo da svako svoje
stanje posjecuje beskonacno mnogo puta s vjerojatnoscu jedan, dok prolazan
Markovljev lanac svako svoje stanje posjecuje najvise konano mnogo puta s
vjerojatnoscéu jedan.

U Poglavlju 1 uvesti 1 analizirati ¢e se razliiti stupnjevi stohasticke stabilnost
Markovljevih lanaca s diskretnim skupom stanja: prolaznost, povratnost, nul-
povratnost i pozitivna povratnost. Takoder, definiramo pojam stacionarne dis-
tribucije, te svojstva ireducibilnosti i aperiodi¢nosti. Navodimo rezultate koji
govore da ireducibilan Markovljev lanac na kona¢nom prostoru stanja ili pozi-
tivno povratan Markovljev lanac na prebrojivom skupu stanja ima jedinstvenu
stacionarnu distribuciju, te da uz dodatnu pretpostavku aperiodi¢nosti, margi-
nalna distribucija lanca konvergira prema stacionarnoj distribuciji kada vrijeme
teZi u beskonacnost. Na pocetku Poglavlja 2 definiramo martingale i pokazu-
jemo njihova osnovna svojstva. U ostatku poglavlja naglasak ¢e biti na Foster-
Lyapunovljevoj metodi kao mo¢nom alatu u analizi stohasticke stabilnosti. U
Poglavlju 3 analizirati 1 simulirati Ce se stohasticka stabilnost nekoliko klasi¢nih
primjera Markovljevih lanaca.



Poglavlje 1

Markovljevi lanci s diskretnim
skupom stanja

U ovom poglavlju uvodimo pojam Markovljevog lanca te diskutiramo neka struk-
turalna svojstva ovih slucajnih procesa.

Neka je (Q, 7, P) vjerojatnosni prostor, te (S,S) izmjeriv prostor. Za svaki

teT, T # 0, neka je X; : Q — § funkcija izjeriva u paru o-algebri (¥, S) (tj.
sluc¢ajni element u §). Navedeni skup 7" se najceSce interpretira kao vrijeme, od-
nosno skup vremenskih trenutaka, a zove se skup indeksa. Najtipicniji primjeri
skupa T su: T = Ny i T = R,. U ovakvoj situaciji familija X = (X;: t € T)
zove se stohasticki ili slucajni proces u diskretnom vremenu ako je T = Ny ili
stohasticki ili slucajni proces u neprekidnom vremenu ako je T = R,.
Skup S se naziva skupom stanja od X te predstavlja skup svih mogucih reali-
zacija slucajnih elemenata X;, + € T. Osim prema vremenskom prarametru,
slucajne procese mozemo klasificirati prema skupu stanja S. Taj skup moze biti
diskretan (konacan ili prebrojiv) ili opCi (neprebrojiv).

1.1 Definicija i osnovna svojstva

U ovom radu bavimo se s Markovljevim lancima s diskretnim skupom stanja S .
Uocimo, u toj situaciji uzimamo S = P(S).

Definicija 1.1.1. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako vrijedi

P()(n+1 = ]an =0, X1 = lp-t1,..., X0 = lO) = IP()(IHI = ]an = l) (11)

za svakin > 01 za sve iy, ...,i,_1,1, ] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti
dobro definirane.
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Svojstvo u relaciji naziva se Markovljevim svojstvom. Interpretirati ga
mozZemo tako da kaZemo da je ponaSanje Markovljevog lanca u neposrednoj
buduénosti, uvjetno na sadasnjost i proslost, jednako ponaSanju Markovljevog
lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno samo na sadasnjost.

1. Prethodna definicija daje distribuciju 4 = (4; : i € S)na S (4 = P(Xy = i)
1 niz funkcija p, : § XS — [0,1], n € N, tako da za svakii € § je
pa(i,-) : § — [0, 1] distribucijana S te vrijedi

P(XO = i09X1 = il9~"9Xn = ln)

.. .. .. (1.2)
= Aiyp1io, 1) pa(in, i2) * -+ pulin=1, in).

2. Obratno, ako krenemo od distribucije A na S i familije preslikavanja p,, :
S xS — [0,1], n € N, takodazasvei € S je p,(i,-) : § — [0,1]
distribucijana S, onda postoji vjerojatnosni prostor (€2, ¥, P) i Markovljev
lanac X = (X, : n>0)naS.

Stavimo Q = {w;w = (x, : n > 0),x, € S}. Zam > 0 i proizvoljne
io,11,...,0, €S stavimo

C(io,il,...,im) = {a)EQ;Xk = ik,k:0,...,m}. (13)

Definirajmo funkciju P na klasi svih skupova oblika (I.3)) tako da stavimo
P(Clipy it - i) = Ay | | Paliscr, ).
k=1

ZaE,cS*i0<n; <ny--- < n stavimo
Anl,nz,...,nk(Ek) = {(1) €Q: (-xnl, cee ,xnk) € Ek}

Skup A, n,....n, (Ex) zovemo cilindar s bazom E; nad koordinatamany, . . ., n.
Sa Fy € Q oznacimo familiju svih cilindara u Q. % je algebra na Q, a
bududi da je svaki cilindar unija od najviSe prebrojivo mnogo disjunktnih
skupova oblika (I.3), fuknkciju P mozemo po aditivnosti prirodno prosiriti
na ¥ i to proSirenje ne ovisi o reprezentaciji cilindara. Funkcija P je o-
aditivna na algebri Fy. Neka je ¥ = o(¥;). Prema osnovnom teoremu
o proSirenju mjere odnosno vjerojatnosti postoji jedinstvena vjerojatnost
na ¥ Cija se restrikcija na ¥, podudara sa P. Oznacimo tu vjerojatnost
takoder sa P. Dakle, imamo vjerojatnosni prostor (X, 7, P).

Nadalje, definiramo niz funkcija X,, : Q — §,n > 0, sa

X, (w)=x,,weQ,n>0.

X, su slucajne varijable na Q i ¢ine Markovljev lanac.
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Iz 1. 1 2. slijedi da je za svaki Markovljev lanac dovoljno promatrati njegovu
kanonsku verziju komentiranu u 2.

Proces X je vremenski homogen Markovljev lanac ako P(X,.1 = j|X, = i) ne
ovisi o n. Uo¢imo da Markovljevo svojstvo uz vremensku homogenost prelazi
u P(Xnﬂ = .]an = i’Xn—l = in—la---’XO = lO) = P(XHH = .]an = l) = P(Xl =
JXo = i).

Dakle, p,(i, j) = pi1(i,j) zasve n € Nisvei,j € S. Umjesto p(i, j) koris-
timo oznaku p;;. UoCimo da P = (p;;); jes definira jednu (beskonacnu) matricu.
UocCimo da vrijedi p;; > 01 X5 pij = 1 zasve i, j € §. Takvu matricu nazi-
vamo stohastickom matricom. Nadalje, vremenski homogen Markovljev lanac
X = (X, : n > 0) koji odgovara distribuciji 4 = (4; : i € §) i stohastickoj
matrici P = (p;j)ijes (P(Xo = 1) = 4; 1 P(X; = jlXo = i) = p;;) nazivamo (4, P)-
Markovljevim lancem. Distribuciju A zovemo pocetnom distribucijom od X, a
matricu P matricom prijelaza od X.

U nastavku se bavimo samo vremenski homogenim Markovljevim lancima.

Ako je A pocetna distribucija Markovljevog lanca X = (X,,: n > 0) takva da
je 4; > 0 (tj. P(Xy = i) > 0), definiramo uvjetnu vjerojatnost P; formulom

Pi(-) = P(-[Xo = 0).

Primjer 1.1.1. (Jednostavna slucajna Setnja u 7

Neka je Y = (Y,: n € N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih va-
rijabli s distribucijom P(Y, = 1) = p,P(Yy = -1) =g=1-p,0 < p < L.
Slucajne varijable Y; su Bernoullijeve na {—1,1}. Jednostavna sluc¢ajna Setnja
X = (X,: n > 0) definirana je s X, := Xo + Y;_; Yvza sven € N, gdje je X
nezavisna od Yy, k € N, poprima vrijednosti u Z i ima distribuciju A. Pripa-
dajuci Markovljev lanac X pomice se samo za jedno mjesto ulijevo ili udesno.
Prijelazne vjerojatnosti su pji_1 =q=1—-p, pis1 =p, pij =0, j#i—-1,i+ 1.
Prijelazni graf'i prijelazna matrica su beskonacni:
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0 »p
I-p 0 p
I-p O p
I-p O

Za jednostavnu slucajnu Setnju kaZemo da je simetricnha ako je p = q = 1/2.

Neka je P matrica prijelaza lanca X = (X,,: n > 0). Pogledajmo matricu P? i
ozna¢imo njene elemente s pg), i,j€S.Znamo da je

(2) Z PikPkj-

keS

Dakle, broj pg) predstavlja vjerojatnost da je lanac X = (X,,: n > 0) dosao iz
stanja i u stanje j u dva koraka. Analogno, elementi matrice P"*! su dani s

pgﬁl) Zp(]’:)pkj szkp(n) Z Z Zplnpl]lz pln]

keS keS i1€S iheS i,€S

Dakle, brojevi p('”l) predstavljaju vjerojatnost prelaska lanca X = (X,,: n > 0)

iz stanja i u stanJe ju(n+ 1) koraka.
Na kraju, spomenimo rezultat poznat pod nazivom Chapman-Kolmogorovljeve
Jjednakosti:

Teorem 1.1.1. Za sve m,n > 0 i sva stanja i, j € S

(m+n) _ (m) _(n)
,TM =PiXnin=J) = Z pl;n pkr;
keS

Interpretacija formule: vjerojatnost da lanac krenuvsi iz stanja i prijede u
stanje j u (m + n) koraka jednaka je vjerojatnosti da lanac krenuvsi iz stanja i
prijede u stanje k u m koraka, te iz tog stanja k u preostalih n koraka dode u
stanje j.
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Dokaz. Imamo,
P = BiXpen = J) = Bopen = jIXo = i)
= Z P(Xm+n = j’ Xm = k|X0 = l)

keS
= > PXpen = X = k, Xo = DP(X,, = kiXo = i)
keS
= > PKypn = jiXn = OP(X,y = KXo = i)
keS
— (m)__(n)
= Z P Pyj-
keS

Primjer 1.1.2. (Jednostavan model sustava bonusa)

Sustav bonusa (engl. No Claim Discount system) u osiguranju motornih vozila,
po kojem premija ovisi o vozacevim proslim odstetnim zahtjevima, osnovna je
primjena Markovljevih lanaca.

Drustvo za osiguranje motornih vozila svojim osiguranicima ili ne daje popust
(stanje 0), ili daje 25% popusta (stanje 1), ili 50% popusta (stanje 2). Go-
dina bez odstetnog zahtjeva rezultira prijelazom u vise stanje sljedece godine (ili
zadrZavanjem maksimalnog bonusa). Slicno, godina s jednim ili vise odstetnih
zahtjeva prouzrokuje prijelaz u sljedece niZe stanje (ili zadrZavanje statusa bez
popusta).

Uz ta pravila, status popusta osiguranika tvori Markovljev lanac sa skupom sta-
nja S =10, 1,2}. Ako je vjerojatnost godine bez odstetnih zahtjeva jednaka 3 /4,
prijelazni graf'i prijelazna matrica su

i 3/4 i 3/4 )
1/4<_ [ 0 | ([ 1 | [ 2 \ 3/4
M\h N, . b . ’-M
‘—' 1/4 ‘—' 1/4 -
1/4 3/4 0
P=|1/4 0 3/4
0 1/4 3/4

Vjerojatnost maksimalnog popusta u godini n+ 3 ako je poznato da nema nikak-
vog popusta u godini n je

9
3
pE)Z) = P(3)2 = 16
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Primjer 1.1.3. (Drugi model za sustav bonusa)
Modificirajmo prethodni model na sljedeci nacin:

0: bez popusta

1: 25% popusta
2: 40% popusta
3: 60% popusta

Pravila za kretanje po ljestvici popusta su kao i prije, ali u slucaju odstetnog
zahtjeva u tekucoj godini, status popusta krece se nadolje jedan ili dva koraka,
ovisno o tome je li prethodna godina bila bez odstetnog zahtjeva ili ne. Uz ta
pravila, status popusta X = (X,,: n > 0) osiguranika ne c¢ini Markovljev lanac
na S =1{0,1,2,3}, jer

P[X,+1 = 0X, =2,X,-1 = 1] =0,
dok je
P[X,+1 = 0|X, = 2,X,-1 = 3] > 0.

Za konstrukciju Markovljevog lanca Y = (Y, : n > 0) potrebno je ugraditi
informaciju o protekloj godini u skup stanja. U stvari, to je potrebno samo za
stanje 2, koje dijelimo na:

2+: 40% popusta i bez odstetnog zahtjeva prethodne godine
2-: 40% popusta i odstetni zahtjev prethodne godine.

Pretpostavljajuci kao i prije da je vjerojatnost godine bez odstetnog zahtjeva
jednaka 3 /4, imamo Markovljev lanac na prostoru stanja S’ = {0, 1,2+,2—,3} s
prijelaznim grafom i prijelaznom matricom

3 E 3/4

T

/ /1

/ /4

1/4
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1/4 3/4 0 0 O
1/4 0 3/4 0 O
P=10 1/4 0 0 3/4
14 0 0 0 3/4
0O 0 0 1/4 3/4

Vjerojatnost 60% popusta u godini n + 3 uz dan popust od 25% u godini n je

P = P, =27/64.

1.2 Klasifikacija stanja Markovljevog lanca

Neka je X = (X,,: n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S 1 prijelaznom
matricom P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Tg =min{n > 0: X, € B},

uz konvenciju da je min) = +co. U sluCaju B = {j} za j € S zbog jednostavnosti
piSemo T'; umjesto preciznijeg 7',

Definicija 1.2.1. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, i — j, ako
vrijedi Py(T; < o0) > 0.

Propozicija 1.2.1. (Kriterij dostiZnosti) Sljedeca svojstva su ekvivalentna:
i)i—j
ii) pg;?) > 0zanekon > 1
iit) pii,Piir - - - Pi,..j > 0 za neka stanja iy, . . ., iy_1.
Dokaz. Bududi da je {X, = j} C U2 {Xi = j} = {T; < oo}, slijedi
P =PilX, = j) SPAT; < ) = PUR (Xe = j) < D BiXi = ) = ) plt.
=1 k=1

To dokazuje ekvivalenciju (i) i (ii). Ekvivalencija tvrdnji (ii) i (iii) slijedi iz

formule
pl(;l) = Z tt Z piilpiliz .. 'pin—lj'

i1eS in—1€S
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Nadalje, stanja i, j € S komuniciraju, i < j, akoi — ji j — i. Relacija
komuniciranja je relacija ekvivalencije na § X S pa prostor stanja S moZemo
rastaviti na pripadne klase ekvivalencije. Uzmemo neko stanje i € S 1 stavimo
njega i sva stanja koja komuniciraju s njim u jednu klasu, npr. C;. Zatim uzmemo
neko stanje j € S koje nije u C; te stavimo njega 1 sva stanja koja komuniciraju
s njim u drugu klasu, npr. C;. Stanja koja ne komuniciraju stavimo u klasu 7'.
Na taj nacin nastavimo dok nismo sva stanja rasporedili u klase. Dakle, imamo
CinC;=0,C;nT =0,TU(Y;Cj) =S. Skupove C;,Cs,--- nazivamo klase
komuniciranja.

Ako se S sastoji od samo jedne klase komuniciranja, tj. za sve i, j € S vrijedi
i & j,onda za X kazemo da je ireducibilan.

Uocimo, da su Markovljevi lanci iz Primjera (1.1.1]),(1.1.2),(1.1.3) ireducibilni.
Za podskup C c § skupa stanja kazemo da je zatvoren ako za svako stanje i € C
vrijedi P{(Ts\¢ = o0) = 1, tj. skup C je zatvoren ako lanac ne moZe izaciiz C. S
druge strane, u zatvoren skup se moze udi.

Primjer 1.2.1. Jednostavna sluc¢ajna setnja u {0,1,2,...,m},m e N
Matrica prijelaza i prijelazni graf:

1 0 0 0 0

1-p O p 0 0

0 1- 0 0

P p p
0 . 0 1-p 0 p
0 ... 0 0 0 1
p 4 4
EolosoNcacmos
1-p 1-p 1-p

Imamo tri klase {0}, {1, ...,m — 1},{m}. U ovom slucaju, moguce je dosti¢i prvu
klasu i trecu klasu iz druge klase, ali se iz prve klase i trece klase nije moguce
vratiti u drugu klasu. Dakle, klase {0} i {m} su zatvorene, dok klasa {1, ...,m—1}

nije zatvorena.

Za stanje j € S kaZzemo da je apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup. To
znaci da ako lanac eventualno ude u stanje j tamo ostane zauvijek. Dakle, vrijedi
sljedeca tvrdnja: stanje j € S je apsorbirajuce ako i samo ako je p;; = 1.

U Primjeru (1.2.1) stanja 0 1 m su apsorbirajuca.
Sljede¢m primjerom objasnit ¢emo navedene pojmove:
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Primjer 1.2.2. Zadana je matrica prijelaznih vrijednosti:

04 06 0 O O
05 05 0 0 O
0O 0 03 07 O
0 0 05 04 0.1
0O 0 O 08 02

P =

Pripradni graf:

el

\ f I o 2
AN .

Iz matrice prijelaznih vrijednosti i grafa vidimo da postoji staza od stanja 3 do
stanja 5 (3 — 4 — 5), pa kaZemo da je stanje 5 dostizno iz stanja 3. Iz stanja
5 ne postoji staza do stanja 2 pa stanje 2 nije dostizno iz stanja 5. Stanja 3 i 4
komuniciraju jer je stanje 3 dostizno iz stanja 4 i obratno. Takoder, stanja 1i?2 te
4 i 5 komuniciraju. Markovljev lanac dan matricom P ima dva zatvorena skupa
S, =1{1,2}i S, = {3,4,5}). Na grafu se vidi da nema lukova izmedu skupova
S 1S, koji povezuju elemente tih skupova. Uocimo da u nasem primjeru nema
apsorbirajuceg stanja.

Stanja Markovljevog lanca klasificiramo obzirom na vrijeme koje sam lanac
provede u stanju te ih na temelju toga mozemo podijeliti na povratna (reku-
rentna) ili prolazna (tranzijentna).

Da bi precizno definirali pojmove povratnosti i prolaznosti, najprije trebamo de-
finirati vrijeme prvog povratka lanca u stanje i € S.
Za stanje i € S definiramo slucajnu varijablu

T; = T" = min{n > 0: X, = i}

koju zovemo prvo vrijeme povratka lanca (X, : n > 0) u stanje i. Broj P;(T; < o)
je vjerojatnost da se lanac (X,: n > 0) vrati u stanje i ako krece iz stanja i.
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Uocimo da smo prilikom definicije sluCajne varijable 7; iskljucili slu¢ajn = 0
(prvo vrijeme dolaska lanca u i), jer bi tada uvijek bilo P;(7; < o0) = 1. Induk-
tivno mozemo definirati slucajne varijable koje opisuju k-to vrijeme povratka u
promatrano stanje. Preciznije, zai € S 1 k € N neka je

TL.(k) = min{n > Tl.(k_l): X, = i}.
Definirajmo sada precizno povratno i prolazno stanje lanca:

Definicija 1.2.2. Stanje i € S je povratno ako vrijedi
Pi(T; < o0) = 1.
Stanje i € S je prolazno ako vrijedi
P(T; < 00) < 1.

Oznacimo broj posjeta stanju i € S sa N, tj.

E;N; = Ej( i 1{x,,:i}) = i Bilix,= = i PiX, =i)= ), P},
n=0 n=0

n=0 n=0
Specijalno, u slucaju j = i slijedi da je stanje i povratno ako i samo ako je
E;N; = oo, tj. ocekivani broj posjeta stanju i je beskona¢an. Kako bismo to
dokazali potrebne su nam neke dodatne tvrdnje.

Definicija 1.2.3. Slucajna varijablaT : Q — {0, 1,2, ...} U {0} zove se vrijeme
zaustavljanja ako je za sve n > 0

{T <n}eo(Xo,Xi,..., X)),
t.j., dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X1, ..., X,.

Teorem 1.2.1. (Jako Markovljevo svojstvo)

Neka je X = (X, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac sa prostorom stanja S , te neka
je T vrijeme zaustavljanja. Tada je uvjetno na Xr = i, slucajni proces (X7, :
n > 0) (6, P)-Markovljev lanac nezavisan od slucajnih varijabli Xy, X, . .., Xr.
(dokaz: vidi [5]])
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Takoder, uvedimo P;-distribuciju od 7;
fji = P](Tl < OO)

Zelimo izratunati P j(Tl.(”) <oo),n>2:

PAT™ < 00) = PAT" " < 00, T < 0)
=PI < 0)P(T" < 0o T < 00)
=P;(T"" < )BT < 0)
U zadnjoj jednakosti koristili smo jako Markovljevo svojstvo. Zaista, po

Teoremu (|1.2.1) uvjetno na X w-n = ije (Xpon,, @ m > 0) (6°, P)-Markovljev

lanac nezavisan od X, Xi, . .., X . Indukcijom slijedi

PAT" < 00) = fufi ' ,n> 1.

Za n = 1 tvrdnja je istinita po definiciji. Pretpostavimo da gornja jednakost
vrijedi zan > 1. Tada je

PAT"V < 00) = AT < c0)P(T" < 00) = fif™' fi = fiifr.

Nadalje,

oo 00 . o . f'i
= B> = SR <= S p -
n=0 n=0 n=0 n

Slijedi,
E N (ﬂ) j
Z p 1 - fu
Sada je ocito ako je i povratno onda je f; = 1 pa je
EiNi = 00,

Na isti nacin vrijedi obrat.
Nadalje, stanje i je prolazno ako 1 samo ako je E;N; < co. U tom sluCaju je
N; < o0, P;-g.s.

Teorem 1.2.2. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) i €S je povratno;

(ii) Yoo PY =
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(iii) E;N; = oo;
(iv) PiN; = 00) =1
(dokaz: vidi [[3]])
Teorem 1.2.3. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) i € S je prolazno;
(ii) ZoZopif’ < oo
(iii) E;N; < oo;
(iv) Pi(N; < 00) =1
(dokaz: vidi [[5]])

Dakle, re¢i ¢emo da je stanje povratno ako se Markovljev lanac u njega vraca
beskonacno mnogo puta, odnosno povratno stanje je stanje u koje se Markovljev
lanac u kona¢no mnogo koraka vraca s vjerojatnosScu 1. Sli¢no, prolazno stanje
je stanje u koje se lanac ne vraca beskonacno mnogo puta, odnosno u koje se u
kona¢no mnogo koraka vraca s vjerojatno$¢u manjom od 1.

Propozicija 1.2.2. Neka je i € S povratno stanje, te neka i < j. Tada je j € S
povratno stanje.

Dokaz. U dokazu koristimo karakterizaciju (ii) iz Teorema (1.2.2)), te kriterij
dostiZnosti (ii) iz Propozicije (1.2.1). Po tom kriteriju slijedi da postoje n > 11
m > 1 takvi da je pg;’) >0i pﬁ'l" > (. Zato je za sve k > 0,

(m+k+n) (m) (k) _(n)
pjj ijl- p,‘,‘ p,‘j’

otkud slijedi
» (mkn) ) ®) ) _ ) W) ) _
Pz ) pt z ) pel = 1 (Zp,.,- )pi/ =t
1=0 k=0 k=0 k=0
Dakle, j € S je povratno. O

Iz propozicije slijedi da ako je i € S prolazno, te i < j, tada je j € S pro-
lazno.
Dakle, povratnost i prolaznost su svojstva klase, tj. sva stanja koja se nalaze
u istoj klasi (definiranoj poslije Propozicije (I.2.1))) su ili povratna ili prolazna.
Specijalno, ako je lanac ireducibilan onda su sva stanja istog tipa. No, ukoliko je
skup stanja S konaCan ne mogu sva stanja biti prolazna, tj. tada S sadrzi barem
jedno povratno stanje (vidi [5])).
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Primjer 1.2.3. Promotrimo Primjer . Budu¢i da je Markovljev lanac ire-
ducibilan, a skup stanja S konacan (S konacan = S sadrZi barem jedno po-
vratno stanje) onda su sva stanja skupa S povratna.

Primjer 1.2.4. Promotrimo Primjer sa konacnim skupom stanja S =
{1,2,3,4,5}). Buduci da je S|\ C S zatvoren skup stanja, moZemo promatrati
restrikciju Markovljevog lanca na S . To je ponovno Markovljev lanac, ali na

04 0.6 ..
05 0.5). Uocimo, da

je lanac ireducibilan i § = S| konacan pa je S = S| povratna klasa. Analogno,
pokaZe se da je S, povratna klasa.

skupu stanja S = S| = {1,2} i s matricom prijelaza P = (

Primjer 1.2.5. Neka je X Markovljev lanac sa pripadnim grafom

=)
=)

Neka je T skup svih i € S za koje postoji j € S takavdajei — jij -+ i
(iz stanja i dolazimo u stanje j s pozitivnom vjerojatnoscu, ali nije sigurno da
¢emo se vratiti nazad u i tj. oznaka j - i sugerira da je vjerojatnost prelaska iz
stanja j u stanje i jednaka 0). Tada skup T sadrZi samo prolazna stanja. Iz slike
zakljucujemo da je T = {3} jer3 - 1,1 » 3,3 - 2,2 » 3,3 - 4,4 +» 3,
tj. stanje 3 je prolazno, a sva ostala stanja su povratna. Nadalje, jasno je da su
C, =1{1,5}i C, = {2,4} zatvoreni i ireducibilni skupovi.

Primjer 1.2.6. Izracunajmo m-koracne prijelazne vjerojatnosti pgg) Jjednostavne

slucajne setnje u Z definirane u Primjeri . Ukoliko je m = 2n+ 1 neparan,

tada je pgg) = 0 (u pocetno stanje Setnja se moZe vratiti samo u parnom broju

koraka). Za m = 2n vrijedi

0 _ (Zn)p”q” _ @ () ~ V2rm2ne 2" (2n)*" 1 apay
0 (n!)? (V2rne "(n)")? \nn
Gornja asimptotska jednakost povlaci da postoji ng € N takav da je za sve n > ny
1 11
2_ 4 n > (2n) > 4 n-
\/ﬁ( I \/ﬁ( Pq)
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Pretpostavimo p = q = 1/2, odnosno X je jednostavna simetri¢na slucajna
Setnja. Tada je 4pq = 1, pa je

no—1 001

Z p(m) Z p(2n) > Z:: p(2n) 2

Po Teoremu slijedi da je X povratan.
Ako je p # q, tada je 4pq < 1, pa imamo

no—1 0

Zp(’") Zp(z") Zp(z") Z (4pq) < +00.

Po Teoremu slijedi X je prolazan.

Na sli¢an nacin se pokaZe da je jednostavna simetri¢na slu¢ajna $etnja u Z? po-
vratna te da je prolazna u svim dimenzijama veéim ili jednakim 3 (Z",n > 3).
(dokaz: vidi [[3])). U nastavku éemo to pokazati drugim metodama.

1.3 Stacionarna i grani¢na distribucija

U ovom poglavlju definiramo stacionarnu distribuciju i grani¢nu distribuciju te
pokazujemo njihovu povezanost.

Stacionarnost kod slucajnih procesa znaci da se vjerojatnosna svojstva procesa
ne mijenjaju kroz vrijeme.

Definicija 1.3.1. Za slucajni proces X = (X,,: n > 0) definiran na vjerojatnos-
nom prostoru (Q, F ,P) kaZemo da je stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0,
slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xp) i (X, Xus1s - - - » Xoax) imaju istu distribuciju (u
odnosu na vjerojatnost P).

Primjer 1.3.1. Svaki niz (X,,: n > 0) nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih
varijabli je stacionaran proces.

Definicija 1.3.2. Neka je X = (X,,: n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim sku-
pom stanja S i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija n = (m;: i €
S) na S je stacionarna (ili invarijantna) distribucija Markovljevog lanca X (od-
nosno prijelazne matrice P) ako vrijedi

n=nP

odnosno po komponentama

= anpkj, zasve j€S
keS
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Primjer 1.3.2. (Lanac radanja i umiranja (eng. Birth-death chains))
Neka je X vremenski homogen Markovljev lanac sa skupom stanja S = {0, 1,2, ...
i neka je matrica prijelaza P dana sa

0 1
q1 "1 Di
q 1 P2 '
P = , gdje piiv1 = Di, Pii-1 = qi»qo = 0, pii = 1.

qgi ri Di

To se zove lanac radanja i umiranja. Pretpostavimo p; > 0,q; > 0, p;+q;+r; =1
zasvei € {1,2,...}. Da bir bila stacionarna distribucija za stanja i € {1,2,...}
mora zadovoljavati sljedece

Ty = Pi-1Ti—1 T I + §i+17i+1»

i za granicno stanje,
o = m4q;-

Naravno, m mora biti vjerojatnosna, stoga Y ics m; = 1. Stavimor; =1 —p; —q; i
pregrupiranjem izraza za i € {2,3,...},

Tiv1qiv1 — 0P = g — i1 Pi-1
migr —m =0

gz — T p1 = m4q) —

Stoga, miqy = mpizai € {2,3,...}, mq; = mi_1pi-1. To daje m; = 7r0q—1] i za

ief{2,3,...},
PiDP2 - Pi-1
= ng— .
q192 - (i
Slijedi,
1 b e p.
|1+ — + RV ZN Ny
91 = 91q927 0 qj

Stacionarna distribucija postoji ako i samo ako

[

ZPIPQ
< 00,
= q192 q]+1

Neki slu¢ajni procesi nemaju stacionarnu distribuciju, no imaju svojstvo A =
AP zanekumjerud = (4; : i € §)na §. Za takve nizove kazemo da imaju samo
invarijantnu mjeru.
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Definicija 1.3.3. Stanje i € S je pozitivno povratno ako je Bi(T;) < co.
Uoc¢imo da je pozitivno povratno stanje uvijek povratno (jer iz E;(T;) < oo

slijedi Py(T; < o0) = 1)).
Povratno stanje koje nije pozitivno povratno naziva se nul-povratnim.

Propozicija 1.3.1. Neka je i € S povratno stanje. Za stanje j € S definiramo

T-1
vi=E Z L=
n=0

Tada je v invarijantna mjera. Ako je stanje i pozitivno povratno tada je

= Vi ,JES
7 EBATy)

stacionarna distribucija.

(dokaz: vidi [5]])

Teorem 1.3.1. Neka je X = (X, : n > 0) ireducibilan i povratan Markovljev
lanac. Tada je v = (v;: j € §) invarijantna mjera takva da vrijedi v; > 0 za sve
JE€S. Ako je A = (A;: j € §) neka druga invarijantna mjera za X tada postoji
¢ > 0 takav da je A = cv.

(dokaz: vidi [5]])

Teorem 1.3.2. Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s prijelaznom matricom
P. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) svako stanje je pozitivho povratno;
(b) postoji pozitivno povratno stanje i € S;
(c¢) X ima stacionarnu distribuciju .

Nadalje, ako vrijedi (c), tada je E(T;) = 1/nj, za sve j € S.
(dokaz: vidi [[5]])

Dakle, ako je lanac ireducibilan i povratan onda znamo da je invarijantna
mjera jedinstvena do na multiplikativnu konstantu. Specijalno, ako je lanac po-
zitivno povratan onda dopusta samo jednu invarijantnu distribuciju.
ZakljuCujemo da ireducibilan i konacan lanac ima samo jednu stacionarnu dis-
tribuciju.
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Primjer 1.3.3. Izracunajmo stacionarnu distribuciju za model bonusa iz Pri-

mjera . JednadZbe glase:

1 +1 +1
g = =TT, =TT =TTy
0 4_O 4_1 42
3 1
71'1:171'0+17T2+
3
7T2+—47T1
1
71'2_:271'3
3 +3 +3
T3 = =TT =~y + =T
3 42+ 42 43

Ovaj linearni sustav nije linearno nezavisan, buduci da zbrajanjem svih jed-
nadzbi dolazimo do identiteta. Zbog toga moZemo odbacimo jednu od jednadZbi.
Ovdje su prva ili zadnja ocigledan izbor. Izbacimo zadnju. RijesSimo jedndazbe
te dobivamo:

my 3 13

== g2y 22

Moe = 7M. Mo 4( 4) 7
13 9

7T2_:7T1(—1+I):Z7T1, 3 = 9m;

Sada racunamo m;:
r=m(13/12,1,3/4,9/4,9)

_7T1 _169 _
Zj:ﬂj—ﬁ(l3+12+9+27+108)—Em =1
2
=169

Odavde slijedi:

(1312 9 27 108
1697 169 169 169° 169

Buduci da ireducibilan Markovljev lanac s konacnim skupom stanja ima jedins-
tvenu stacionarnu distribuciju, slijedi r je jedinstvena.

Primjer 1.3.4. Lanac iz Primjera na skupu stanja S s matricom prijelaza
P je ireducibilan, a buduéi da je S konacan postoji jedinstvena stacionarna

distribucija © = (%, %)

Uobicajeno je da Markovljev lanac s beskona¢nim skupom stanja nema sta-
cionarnu distribuciju, ¢ak i kada je ireducibilan. To je slucaj kod jednostavne
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slucajne Setnje X definirane u Primjeru (1.1.1). Buduéi da X nema stacionarnu
distribuciju onda po negaciji Teorema (1.3.2) slijedi X nije pozitivno povratan.
Ako je Setnja simetri¢na onda iz Primjera (1.2.6) znamo da je X povratan, a
bududi da nije pozitivno povratan onda je X nul-povratan.

PokaZimo sada da jednostavna simetri¢na slu€ajna Setnja na Z nema stacionarnu
distribuciju. Zamislimo da u svakoj tocki od Z imamo Cesticu mase 1. Svaka
od tih Cestica podijeli se u skladu s prijelaznim vjerojatnostima i pomakne na
odgovaraju¢e mjesto. Konkretnije, Cestica u stanju i podijeli se na dvije Cestice,
svaka mase 1/2 od kojih se jedna pomakne u i — 1, a druga ui + 1. S druge
strane, u stanje i dolaze dvije Cestice, svaka mase 1/2, jedna iz i — 1, a druga iz
i + 1. Nakon simultane podjele svih Cestica, odgovarajuéih pomaka i sljepljiva-
nja, ocito je da u svakom stanju i imamo opet Cesticu mase 1. Preciznije, neka je
A= (4; ;i€ Z)definirano s A; = 1,i € Z. Tada se gornji postupak kratko moze
zapisati kao
A= AP,

gdje je P prijelazna matrica jednostavne simetri¢ne slucajne Setnje. Drugim
rije¢ima, A nije stacionarna distribucija zato $to nije nije vjerojatnosna distri-
bucija (suma komponenti nije jednaka 1). StoviSe, Y., A; = +0o, §to znali da
se A ne moZe normirati tako da postane stacionarnom distribucijom. Intuitivno
je jasno da bi stacionarna distribucija 7 trebala imati svojstvo da je m; = 7; za
sve i,j € Z tj. da je konstantna. Medutim, takva vjerojatnost na Z ne pos-
toji. ZakljuCujemo da jednostavna simetri¢na slucajna Setnja nema stacionarnu
distribuciju. To vrijedi i za bilo koju slu¢ajnu Setnju.

Definicija 1.3.4. Neka je X = (X,,: n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S
i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija n = (n;: i € S) naziva se
granicna distribucija Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako
za sve i, j € S vrijedi

lim p"

n—oo L

Vrijednosti 7r; govore nam da vjerojatnost da se Markovljev lanac nade u
stanju j nakon velikog broja koraka teZi prema vrijednosti 7 ;, neovisno o vjero-
jatnosnoj distribuciji pocetnog stanja.

Vrijednosti 7; nazivaju se grani¢ne vjerojatnosti.

Uocimo da moZe vrijediti da je lim,,_, pf.?) =pjzasvei,j € §,alidap =
(pj: j € S) nije graniCna distribucija. PokaZimo to primjerom. Neka je X
Markovljev lanac ¢ija su sva stanja prolazna. Tada za prolazno stanje j vrijedi
Yo pg;.l) < copaje p; = lim, e pg.l) = 0. Dakle, limes postoji, ali ne definira
grani¢nu distribuciju.
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Propozicija 1.3.2. Neka je nt granic¢na distribucija Markovljevog lanca X s konacnim
ili prebrojivim skupom stanja. Tada je n i stacionarna distribucija.

Dokaz. (i) S konacan skup stanja
Imamo,

T n _ q: (n=1) —
7j = lim p;7’ = ,}EE,Z%Z Py = ) i
keS

n—o0
keS

Zamjena limesa i sume je opravdana zbog konacnosti od S. Dakle, & je staci-
onarna distribucija.

(ii) S prebrojiv skup stanja

Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je § = {0,1,2,...}. Za
svako stanje j € S 1 svaki M € N vrijedi

) M M M
: (n) : (n) : (n)
7= lim D pipi = lim D pilpg = ) im pilp = D mpes
k=0 k=0 k=0 k=0
Pustimo M — oo i dobivamo
72 Y mpy, JES. (1.4)

k=0

Pretpostavimo da za neko jj € S vrijedi stroga nejednakost

Ty > D Wi (1.5)
k=0

Zbrojimo nejednakosti (1.4) po j € §. Uzevsi u obzir strogu nejednakost ((1.5)
dobivamo

Zﬂj > ZZﬂkij = Zﬂk[Zij) = Zﬂk = 1.
Jjes jeS keS keS jes ks

Dobili smo kontradikciju s 7 vjerojatnosna distribucija (tj. 3 jes 7; = 1).
Dakle, u (1.4) vrijedi jednakost za sve j € S §to znaci da je & stacionarna distri-
bucija. O

Primjer 1.3.5. Neka je (X,,: n > 0) Markovljev lanac zadan matricom prijelaza
0 05 05
P=|1 0 O
1 0 O

Pripadni graf je
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OB0n0o

Dakle, lanac je ireducibilan sa stacionarnom distribucijom m = (5, I Z) te je

periodican s periodom 2. Nadalje, uocimo da je zbog periodicnosti p(lzln) =1
i p(121"+1) = 0 za sve n € N. Dakle, lim,,_,, p(ﬁ) ne postoji. Stoga, stacionarna

distribucija nije i granicna distribucija.

Motivirani prethodnim primjerom definirajmo aperiodi¢no stanje Markovljevog
lanca.

Definicija 1.3.5. Neka je X Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za sta-
nje i € S, oznacimo s d(i) najveci zajednicki djelitelj (nzd) skupa {n > 1: pg’) >
0}, gdje je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. KaZemo da je stanje i aperiodicno,
ako je d(i) = 1. U suprotnom kaZemo da je i periodicko stanje, a d(i) se zove

period od i.

Aperiodi¢nost je svojstvo klase komuniciranja, StoviSe period svih stanja
unutar iste klase komuniciranja je jednak (vidi [[5]]). Uocimo da ako za stanje
i € S vrijedi p; > 0, tada je i nuzno aperiodi¢no.

Primjer 1.3.6. Promotrimo Markovljev lanac s matricom prijelaza

010
P=10 0 1
1 00
i pripadnim grafom
OROBO
1

Uocimo, ako krenemo iz stanja 1, stazom 1 — 2 — 3 — 1 ponovo cemo se
vratiti u stanje 1. No, to vrijedi i za sva ostala stanja. Dakle, ovaj Markovljev
lanac je periodic¢an sa periodom 3.

Teorem 1.3.3. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja
S. Pretpostavimo da je X = (X,,: n > 0) (A, P)-Markovljev lanac koji je ireduci-
bilan i aperiodican, te ima stacionarnu distribuciju n. Tada je

lim P(X,, = j) = nj, zasve j€S.
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Specijalno,

lim p

n—oo’ Y

=mj, zasvei,j€S

tj., stacionarna distribucija ujedno je i granicna.
(dokaz: vidi [3]])

U slucaju konacnog skupa stanja posrijedi je konvergencija obzirom na normu
totalne varijacie (Sto je komentirano niZe) te isto vrijedi 1 za slu€aj prebrojivog
skupa stanja.

Definicija 1.3.6. Neka je uiv dvije vjerojatnosne mjere na S. Udaljenost totalne
varijacije deinirana je sa

Il = vl = 2 sup [u(A) — v(A)l.
AcS
To je najve¢a moguca razlika izmedu vjerojatnosti koje dvije vjerojatnosne dis-
tribucijie mogu dodjjeliti istom dogadaju.

Lema 1.3.1. Neka su u i v vjerojatnosne distribucije skupa S. Vrijedi

1
b=yl = 5 > by =il

jes

(dokaz: vidi [2]])

Neka je zadana ireducibilna 1 aperiodi¢na prijelazna matrica P na konanom
prostoru stanja, te neka je 7 njena stacionarna distribucija. Zanima nas da li
p™(i, -) konvergira prema 7 u smislu da udaljenost totalne varijacije medu njima
tezi u 0. Iz Teorema (1.3.3) slijedi da je

lim |[p"”

n—oo L

—mj| =0, zasvei,j€S.

Za proizvoljan i € S vrijedi

1
1) =l = 5 21 =7 = 0,n > co.

ij
jes

Isto vrijedi i u slucaju prebrojivog skupa stanja. (vidi [2]J,[3]))

Podsjetimo se vrlo vaznog rezultata iz teorije vjerojatnosti.

Teorem 1.3.4. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (Y,: n > 1) niz nezavisnih
Jjednako distribuiranih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (., ¥ ,P)
takvih da je B|Y,| < oo, te stavimo u = E(Y;). Tada je

Yi+Yh+---47Y,
P(lim 1+ 5 :y):l.
n

n—o0
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Na kraju, dajemo jedan od najvaznijih rezultata teorije Markovljevih lanaca
na diskretnom skupu stanja.

Teorem 1.3.5. (Ergodski teorem) Pretpostavimo da je Markovljev lanac X =
(X,,: n > 0) ireducibilan i pozitivno povratan, te neka je m njegova jedinstvena
stacionarna distribucija. Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena re-
alna funkcija definirana na S. Tada vrijedi

n—1
B Jim g X = Y fGyms) = 1.

jes
(dokaz: vidi [[3]])

Interpretacija ergodskog teorema:

O izrazu % S5 f(X;) razmisljamo kao o vremenskom usrednjenju funkcije po
putu Markovljevog lanca. S druge strane, 7(f) = . ;5 f(j)7; je prostorno usred-
njenje funkcije po (stacionarnoj) distribuciji .

Ergodski teorem kaze da je za gotovo sve putove grani¢no vremensko usrednje-
nje jednako prostornom usrednjenju.



Poglavlje 2

Lyapunovljeva metoda i martingali

U ovom poglavlju promatramo homogen Marovljev lanac X = (X, : n > 0) sa
prebrojivim skupom stanja S i marticom prijelaza P = {p(i, ))}; jes = {P:. f}i,jeS‘
Pretpostavljamo da je X konstruiran na prostoru stanja Q = S%12) = {(w,),en, :
w, € S}1daje P; vjerojatnosna mjera na  koja odgovara pocetnom uvjetu
X() =1

2.1 Martingali i harmonijske funkcije

U teoriji vjerojatnosti, martingal je familija slu€ajnih varijabli za koje vrijedi da
je u svakom promatranom trenutku ocekivana sljedeca vrijednost jednaka tre-
nutac¢noj vrijednosti pri ¢emu su nam poznate sve prethodne vrijednosti procesa,
ukljucujuci sadasnju. U ovom odjeljku uvodimo pojam martingala za $to nam je
potrebno definirati osnovne pojmove kao $to su filtracija i adaptiranost. Takoder,
navesti ¢emo osnovna svojstva martingala te ¢emo definirati harmonijske funk-
cije.

Definicija 2.1.1. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor.

(a) Familija F = (¥, : n > 0) o-podalgebri od F takvih da je F, C Fp.1 za
svaki n > 0 zove se filtracija.

(b) Slucajni proces X = (X, : n > 0) je adaptiran obzirom na filtraciju F =
(Fn : n > 0) ako je za svaki n > 0 sluc¢ajna varijabla X, F,-izmjeriva.

(c) Neka je X = (X, : n > 0) slucajni proces. Za n > 0 definiramo F," :=
o(Xo, X1, ..., X,). Tada se filtracija F® = (ﬂo : n > 0) zove prirodna
filtracija od X.

27
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Definicija 2.1.2. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor, F = (F, : n > 0)
filtracija, X = (X,, : n > 0) sluc¢ajni proces. Pretpostavimo da je X adaptiran
obzirom na F, te da je E|X,| < oo za sve n > 0.

(a) X se zove martingal (preciznije, (F,P)-martingal), ako vrijedi

E[ X117 = X, g.5., za sve n > 0. 2.1

(b) X se zove supermartingal (preciznije, (F,P)-supermartingal), ako vrijedi

E[ X117 < X, g.5., za sve n > 0.

(c¢) X se zove submartingal (preciznije, (F,P)-submartingal), ako vrijedi

B[ X170 = X, g.5., za sve n > 0.

Primjetimo da je X supermartingal ako i samo ako je —X submartingal. Takoder,
X je martingal ako 1 samo ako je istovremeno supermartingal i submartingal. Na-
dalje, ako nije specificirana filtracija s obzirom na koju je X martingal, uvijek se
podrazumijeva da se radi o prirodnoj filtraciji F® procesa X = (X, : n > 0).
Uzimanjem ocekivanja iz relacije (2.1)), slijedi da svaki martingal X = (X, : n >
0) ima konstantno ocekivanje, tj.

EX, = EX,, zasven > 0.

Ipak, nisu svi procesi sa konstantnim ocekivanjem martingali. Trivijalan primjer
takvog procesa je niz nezavisnih jednako distribuiranih slu€ajnih varijabli za koje
postoji oCekivanje. Zaista, za takav proces X = (X, : n > 0) zbog nezavisnosti
vrijedi

E[Xn+1|7:no] =EXu1 # X,

U slucaju da je X = (X, : n > 0) supermartingal, odmah zakljucujemo da je
EX,.1 <EX,, zasven >0

tj.
EX, <EXy, zasven > 0.

Jasno je da vrijede analogne nejednakosti u slucaju kad je X submartingal.

Primjer 2.1.1. Neka je Y = (Y, : n > 1) niz nezavisnih jednako distribuiranih
slucajnih varijabli s distribucijom P(Y, = 1) = p,P(Y, = -1) = g = 1 -
p,0 < p < 1. Slucajne varijable Y, su Bernoullijeve na {—1,1}. Definiramo
Xo=0,%=1{0,Q}, te X,, = Xy, Yi, Fr = (Y1, ..., Y,),n € N. Pretpostavimo
da je X = (X, : n > 0) adaptiran s obzirom na filtraciju F = (¥, : n > 0).
Familija X = (X,, : n > 0) je sluc¢ajan proces koji zovemo slucajna Setnja.
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o AkojePlY,=-11=PlY,=1]= %,n > 1, onda je E[Y,] = 0,n > 1, stoga
je X = (X, : n > 0) martingal.
Zaista, vrijedi

E[Xy1|Ful = E[Xy + Youi[Ful = (X, je F, izmjeriva)
= Xy + E[Y,nlFul = Xy + E[Yon] = X, (85) .
o AkojePlY, = 11> 1,n> 1, onda je E[Y,] > 0,n > 1, stoga je
E[Xu+1|Fn] = X + E[Yni11 > X, (8.5) -
Dakle, X = (X, : n > 0) submartingal.
o AkojePlY,=1]< %,n > 1, onda je E[Y,] < 0,n > 1, stoga je
E[XynlFnl = Xy + E[Y01] < X, (8.5) -
Dakle, X = (X,, : n > 0) supermartingal.

Definicija 2.1.3. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor s filtracijom F.
FunkcijaT : Q — Z,U{+00} zove se vrijeme zaustavljanja s obzirom na filtraciju
F (ili F-vrijeme zaustavljanja), ako vrijedi

{(T <n}eF,, zasvenz=>0.

Neka je X = (X, : n > 0) sluCajni proces i T vrijeme zaustavljanja. Na
dogadaju {T < oo} definiramo X7 formulom

Xy = ixnlgzn}.
n=0

Rije¢ima, X7 = X, na dogadaju {T = n}.

Definicija 2.1.4. Neka je X = (X, : n > 0) slucajni proces i T vrijeme zaus-
tavljanja. Proces zaustavljen u vremenu T, X' = (X! : n > 0), definira se
formulom

X, n<T

X' = X0, = , > 0.
n TA {XT, n>T n

Bududi da su konstante trivijalno martingali, o¢ekujemo da ée i proces X takoder
biti martingal. Zaista, za proizvoljno n > 1, budu¢ida je {k < T} = {T < k}° =
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{T <k-1)€Fr1 CFu zasve k < niX je martingal, slijedi da je

B[XrplFot] = BXo + D Luery (X = Xe)IF1]
k=1

n—1

=Xy + Z Lik<ry(Xi = Xi-1) + 1< BIX, — X011 F -]
=1

= X7A(n-1)-
Specijalno, znamo da je tada
EX7n, = EXy, zasven > 0. 2.2)

Analogno se pokaze da, u slucaju kada je X = (X, : n > 0) supermartingal (sub-
martingal), vrijedi da je i zaustavljen proces X' takoder supermartingal (submar-
tingal). Specijalno, u slu€aju supermartingala vrijedi

EXran < EXy, zasven > 0,
a u slu€aju submartingala vrijedi
EXran = EXy, zasven > 0.
Pretpostavimo da je P(T" < o0) = 1. Tada gotovo sigurno vrijedi
Xrpn = X7, n — 00,

Zanima nas pod kojim uvjetima moZemo u (2.2) zamijeniti limes i integral, tj.
zakljuciti da vrijedi

EXT = EX()
Rezultati koji daju uvjete pod kojim gornja jednakost vrijedi zovu se teoremi o
opcionalnom zaustavljanju.

Teorem 2.1.1. (Doobov teorem o opcionalnom zaustavljanju)
Neka je T vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju F, takvo da je P(T < o0) =
1.

(a) Neka je X = (X, : n > 0) supermartingal (submartingal) s obzirom na F.
Pretpostavimo da vrijedi jedan od sljedecih uvjeta:

(i) Postoji N > 0 takvodajeT < N g.s. tj. T je omedeno;
(ii) Postoji K > 0 takav da je |Xrr,| < K, za sve n > 0.
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Tada je X integrabilna slucajna varijabla i u slucaju supermartingala
vrijedi EXr < EXo, dok u slucaju submartingala vrijedi EXr > EX.

(b) Ako je X martingal i vrijedi (i) ili (ii), tada je Xr integrabilna i vrijedi
EXT = EX()

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je X supermartingal. Tada je zaustavljen proces
XT takoder supermartingal i vrijedi EX7,, < EX, , za sve n > 0. U slu¢aju (i),
imamo da je EX; = EX7,y < EXj. U slucaju (ii) je | X7, < K, zasven > 0, pa
upotrebom teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

EXr = E[lim X7,,] = lim EX7,, < EXo.

Analognu tvrdnju dobijemo i za submartingal X, tako da ve¢ dokazano primje-
nimo na supermartingal —X.
(b) Primjenimo (a) na supermartingale X i —X. ]

Teorem 2.1.2. (Opcionalni teorem zaustavljanja za nenegativne supermartin-
gale)
Ako je X = (X, : n > 0) nenegativan supermartingal i T vrijeme zaustavljanja
onda

E[Xo] > E[X7; T < o0].

Dokaz. Kako je X7 = lim,_,, X7, na {T < oo}, Fatouova lema implicira

E[Xo] = liminf E[X74,] = E[liminf X7,,] = E[X7; T < o]

Pokazimo vezu Markovljevih lanaca i martingala.
Neka je S diskretan skup, X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s vrijednos-
tima u S definiran na (Q, ¥, P) s pocetnom distribucijom A, A(j) = P(Xy = j),
te matricom prijelaza P = (p;; : i,j € §). Definiramo o-podalgebre ¥, =
O'(X(),X],"' ,Xn),l’l > 0.
Za nenegativnu funkciju 4 : § — [0, o) definiramo funkciju Ph : S — [0, 00)
kao

Ph(i) = ) pijh(j).

Jj€S

Funkcija h zove se harmonijska ako vrijedi Ph = hna S.
Funkcija h zove se superharmonijska ako vrijedi Ph < hna §.
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Funkcija h zove se subharmonijska ako vrijedi Ph > hna S.
Uoc¢imo da vrijedi

P(Xui1 = JIFn) = P(Xor1 = jloXo, X1, -+, X))
= P(Xnﬂ = ]lO-(Xn))
= p(Xa, J)-

Akojeh: S — [0, c0), tada iz gornje relacije slijedi
B W] = B| ) A 1ol | = B D ) i
jes jes

= > P Kt = jiIF) = D pKas HAG),

Jjes Jjes

gdje drugi redak slijedi iz uvjetnog teorema o monotonoj konvergenciji.

Pretpostavimo da je & superharmonijska. Racunamo,

E[A(Xy )T W] = Zp(Xm Dh(j) = Ph(X,) < h(X,), n =0,

=

Sto znaci da je sluCajan proces (h(X,) : n > 0) nenegativan supermartingal.
Uocimo da to vrijedi za svaku pocetnu distribuciju A.
Zai, j € S definiramo

f@, ) :=P(T; < o),
gdje je Pi(-) = P(-|Xo = i),aT; = min{n > 1 : X,, = j} prvo vrijeme povratka u j
(uz ovakvu definiciju vremena T'; je f(j, j) vjerojatnost povratka u stanje j).
Pretpostavimo da je X ireducibilan i povratan Sto povlaci da je f(i, j) = 1 za sve
i,j € S. Neka je h superharmonijska funkcija. Zbog Pi(T; < o0) = f(i, ) = 1,
zakljuCujemo da je E;[(X7,)] = h(j). Buduci da je (h(X,) : n > 0) supermartin-
gal, slijedi E;[2(X7,)] < h(i). Dakle, za proizvoljne i, j € § vrijedi A(j) < h(i). To
ocigledno povlaci da je & konstanta.
Dakle, svaka superharmonijska funkcija ireducibilnog i povratnog Markovljevog
lanca je konstanta.

Teorem 2.1.3. (O konvergenciji martingala)

Neka je X = (X, : n > 0) submartingal takav da vrijedi sup, EX} < co. Tada
postoji Xo, = lim,_,, X, g.5, te vrijedi E|Xs| < oo.

(Dokaz: vidi [[6]])

Korolar 2.1.1. Ako je X = (X,, : n > 0) supermartingal takav da je X, > 0 g.s.
za sve n > 0, tada postoji X, = lim,_,, X,, g.5, te vrijedi EX,, < EX.
(Dokaz: vidi [[6]])
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2.2 Foster-Lyapunovljev drift kriterij za
prolaznost i povratnost

Foster—Lyapunovljev drift kriterij za povratnost 1 prolaznost Markovljevih la-
naca bazira se na pronalasku odgovarajuce testne funkcije V(x) (nenegativne,
neogranicene u slucaju za povratnost i nenegativne, ograniene u slu¢aju za pro-
laznost), i odgovarajuéeg skupa C € P(S) takvog da f p(x,dy)V(y)—V(x) <0u
slucaju za povratnost, i f p(x,dy)V(y) — V(x) > 0 slucaju za prolaznost, za svaki
x € Ce.

Definicija 2.2.1. Drift operator za Markovljeve lance
Drift operator A za bilo koju nenegativnu izmjerivu funkciju V definira se rela-
cijom

AV(x):=PV)x)-V(x) = fp(x, dy)V(y)—-V(x), xeS. (2.3)

Funkciju V u gornjoj definciji zovemo Lyapunovljeva funkcija. Takoder, uo¢imo
da A = P -1, gdje je I operator (matrica) identitete, predstavlja infinitezimalni
generator od X.
Nadalje, vrijedi:

AV(X,) = B[V (Xye1) — VIX)IFa] = Ex, [V(X1) — V(Xp)], ¥n 2 0.

Infinitezimalni generator se mozZe upotrijebiti za identifikaciju martingala pove-
zanih s Markovljevim lancem. Za danu funkciju f : § — [0, o) definirajmo
g = Af te promotrimo stohasticki proces

n—1
M, = f(X,) = fXo) = ) g(X0), n>1.
k=0

Ovaj proces je martingal uz odredene uvjete na f. Primjerice, to je slucaj kada je
f omedena. Doista, ako je f omedena funkcija, re¢i cemo omedena sa K < oo,
tada

(PHI =D, PafO)| < K.

yes

Stoga, [M,| < 2(n + 1)K < oo; posebno, M, je integrabilan. Takoder,
Mn+1 - Mn = f(Xn+1) - Pf(Xn)’

i kako je
E[fXwDIF ] = ELf (Xui)IXn] = PF(X,)
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imamo
E[Mn+1 - Mnlﬂ] =0.

ZafunkcijuV: § — [0,00) 1 M > 0 definiramo nivo skup Cy(M) od V nivoa M
kao
Cy(M) :={x:V(x) < M}.

Definicija 2.2.2. Drift svojstvo za prolaznost
(VO0) Postoji nenegativna ogranicena funkcija V i skup C C S takvi da

AV(x) >0, xecC

Definicija 2.2.3. Drift svojstvo za povratnost
(V1) Postoji nenegativna funkcija V i skup C C S takvi da

AV(x) <0, xeC°

Propozicija 2.2.1. Neka f: S — [0, ) zadovoljava Pf(x) < f(x) za svaki
x € S\C, gdje je C C S. Definiramo vrijeme zaustavljanja sa D := inf{n >
0: X, € C}. Tada je zaustavljen proces (f(X,rp))ns0 Px-supermartingal za svaki
xeSs.

Dokaz. Racunamo,

E.[f (X yap)IFnl = Linepy Bl f X DIF 0] + Exlf (Xp) Lip<n|F 0]
= Ln<p) Bl f (Xnr DIFn] + f(XD) 1 (D<ny
= Ly Pf (X)) + f(Xp)1ip<n)
< lu<nif (X)) + f(Xp) Lip<n)
= f(Xunp)-
Nejednakost u gore navedenom racunanju slijedi iz pretpostavke jer X, € S \
C kada n < D. IzraCuni uvjetnog ocekivanja vrijede ¢ak i bez znanja da je

E.[f(X,rp)] konacno, jer f > 0. Pokazavsi nejednakost supermartingala, sada
moZzemo provjeriti potrebnu integrabilnost:

E[f (Xnap)] < Exlf (Xoan)] = f(x) < o0.
m

Uocimo da isti dokaz pokazuje da je f(X,,p) martingal ako je Pf = f na
S\C.

Teorem 2.2.1. (Pigeonhole Principle)
Pretpostavimo da imamo n+ 1 (ili vise) objekata stavljenih u n kutija. Tada neka
kutija sadrZi najmanje dva objekta.
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Dokaz. Pretpostavimo da svaka kutija sadrZi to¢no jedan objekt. Tada je ukupan
broj objekata najvise 1 + 1 +--- 4+ 1 = n. Dobili smo kontradikciju. O

Ova naizgled jednostavna ¢injenica moZe se koristiti na iznenadujuce nacine.
Kljuc€ je obicno stavljanje predmeta u okvire prema nekom pravilu, tako da kada
dva predmeta zavrs$i u istoj kutiji, to je zato $to imaju neki Zeljeni odnos.
Teorem (2.2.1)), takoder, primjenit ¢emo u dokazu Teorema Foster-Lyapunovljev
kriterij za povratnost koji slijedi.

Teorem 2.2.2. (Foster-Lyapunovljev kriterij za povratnost)
Neka je X ireducibilan. Pretpostavimo da postoji C C S konacan skup i funkcija
f: 8§ — [0, 00) tako da

(a) Pf(x) < f(x)zasve x ¢ C
(b) Cr(M) ={x€S: f(x) <M} je konacan skup za sve M > 0.
Tada je Markovljev lanac X povratan.

Dokaz. Definirajmo, najprije, vremena zaustavljanja D := inf{n > 0: X, € C} i
zaMeN, Sy =inf{n >0: f(X,) > M}. Fiksirajmo x € S i pretpostavimo da
P,[S s = o] > 0 za neke M € N. Primijetimo da

{Sy = o0} C{f(X,) < M za sve n}.

Stoga, postoji pozitivna vjerojatnost P, da Markovljev lanac X ostaje u konacnom
skupu {x: f(x) < M} zauvijek. Ovo zauzvrat podrazumijeva da, uz pozitivou
vjerojatnost P,, jedno stanje iz {x: f(x) < M} se posjecuje beskonacno mnogo
puta. Takvo stanje mora biti povratno; zakljuCujemo da je svaki element 1z S
povratan jer je X ireducibilan. U kratko, ako je P,[S ) = o] > 0 zaneki x € §,
tada je X povratan i mi Smo gotovi.

Pretpostavimo da je P,[Sy, = o] = 0 zasve x € S isve M € N; to je,
P[Sy < o] =1zasvex € §isve M € N. Znamo da je f(X,.p), n = 0,
nenegativan P,—supermartingal za sve x € §.

Prema Opcionalnom teoremu zaustavljanja za nenegativne supermartingale
imamo

J(x) = Bl f(Xoap)] 2 Ex[f(Xs,,nD)]

(2.4)
> E[f(Xsap):Su < D] 2 MP,[S y < D].

Konacna nejednakost slijedi iz Cinjenice da Sy A D = Sy na{Sy < D} 1 zato
je fXs,ap) = f(Xs,,) = Mna{S, < D}. Usporedujuci pocetaki kraj u (2.4)
dolazimo do

P Sy <D]< f(x)/M, VxeS,VM eN. (2.5)
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Dogadaji {S » < D} su padajuci tj. vrijedi {Sy+1 < D} C{Sy < D}zasve M €
N. Pustimo sada M — +oo u (2.5) te dobijemo

P NyentSym <D} =0, VxeS. (2.6)

Dakle,
PID <Spyzaneke M eN]=1, VxeS. 2.7)

Kada kombiniramo (2.7) s ¢injenicom P,[S )y < o] = 1zasvex € Sisve M € N
dobijemo
PJ[D <o0]=1, VxeS§. (2.8)

Stoga je povratak na C siguran;
P,[X, € C za beskonatno mnogo n] = 1. (2.9)

Ali C je konacan skup, pa po Teoremu (2.2.1) “Pigeonhole principle” , (2.9)
implicira da postoji x, € C tako da

P,[X,, = xo za beskona¢no mnogo n] = 1.

Naravno, stanje x, mora biti povratno i lanac X je povratan jer je ireducibilan.
]

Primjer 2.2.1. Neka je {£},>1 niz nezavisnih jednako distribuiranih Bernulijevih
slucajnih varijabli: P&, = k] = P[&, = —k] = % za sven € N, za sve k € N.
Neka b : Z — Z zadovoljava:

(i) |1b(x)| < |x| za sve x # 0,
(i) b(x) <0zax >0,
(iii) b(x) > 0za x < 0.
Promotrimo Markovljev lanac X = {X,,: n > 0} generiran rekurzivno s
Xp1 = X, +b(X,) + &4, n=0,1,2,...

Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac te koristeci Teorem ([2.2.2)
pokazimo da je X povratan.
Uzmimo f(x) := |x|. Tada

1
Pf(x) = EdXi| = Exlx + b(x) + &1| = S (b + b(x) + k| + |x + b(x) - k).
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Radi jednostavnosti dokaza uzmimo k = 1.
Pretpostavimo da je x > 0. Tada po (i) i (ii) imamo 0 < —b(x) < x, pa je
x+b(x) £ 1 >0, odakle

%(Ix +b(x)+ 1|+ |x+b(x)— 1)) =x+b(x) < x = x| = f(x),
sto potvrduje da je P f(x) < f(x) ako x > 0.

Pretpostavimo sada da je x < 0. Tada po (i) i (iii) imamo 0 < b(x) < —x,
paje —x —b(x) £ 1 > 0, stoga je

%(|x+ b(x)+ 1|+ |x+b(x)—1]) = —x—b(x) < —x = |x| = f(x),

sto potvrduje da je Pf(x) < f(x) ako x < 0.
Stoga se Teorem (2.2.2) odnosi na ovakav izbor f s C = {0}. Zakljuc¢ujemo X je
povratan.

Napomenimo da vrijedi sljedece:

Ireducibilan Makovljev lanac X je povratan ako i samo ako postoji konac¢an skup
C c S ifunkcija f : § — [0, 00) takva da vrijedi (V1) naCi{x € S: f(x) < M}
je konacan skup za sve M > O.

Implikaciju <= smo dokazali u Teoremu (2.2.2). Dokaz obratne implikacije
moZemo naéi u [[3]].

Teorem 2.2.3. (Foster-Lyapunovljev dovoljan kriterij za prolaznost)
Neka je Markovljev lanac X sa matricom prijelaza P ireducibilan i neka je g :
S — [0, o0) ogranicena funkcija takav da

Pg(x) < g(x), za sve x ¢ C,

za neki skup C, bez pretpostavke konacnosti. Pretpostavimo, Stovise, da postoji
x ¢ C takav da

g(x) < g(y), zasvey € C.

Tada je lanac prolazan.

Dokaz. Neka je D vrijeme povratka u C i neka x ¢ C zadovoljava g(x) < g(y)
za sve y € C. Definiramo M, = g(X,,p). Po Propoziciji slijedi M, je
P,-supermartingal. Po Teoremu o konvergenciji martingala, limes M od M, =
g(X,Ap) postoji i konacan je, P,-g.s. Stoga je,

E([M] = lim E,[M,,]
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E.[M,] < E.[Mo] = g(x).
Zakljucujemo,
E,[M] < g(x). (2.10)

Ako je D < oo P-g.s. onda E,[M] > infcc g(y) > g(x), a to je kontradikcija sa
(2.10). Stoga, P.(D < o0) < 1, §to znaci da striktno pozitivnhom vjerojatnoscu,
lanac koji krece iz x ¢ C nece se vratiti u C. Dakle, lanac X je prolazan. O

Primjer 2.2.2. Neka je {€},>1 niz nezavisnih jednako distribuiranih Bernulijevih
slucajnih varijabli: P&, = k] = P[&, = —k] = % za sven € N, za sve k € N.
Neka b : Z — Z zadovoljava:

(i) |b(x)| < |x| za sve x # 0,
(ii) b(x) >0za x>0,
(iii) b(x) <0za x <O.
Promotrimo Markovljev lanca X = {X,,: n > 0} generiran rekurzivno s
Xps1 = X, +b(X,) + &1, n=0,1,2,...

Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac te primjenom Teorema

pokazimo da je X prolazan.

Uzmimo f(x) = 1 — Mﬁ,x € S = Z. Tada je g(x) = ﬁ’x € S. Funkcije
f i g su ogranicene i nenegativne. Nadalje, moramo pokazati da zadovoljava
Pf(x) > f(x),x ¢ C t. Zelimo li_mlxl_m(P f(x) — f(x)) > 0. Dovoljno je dokazati

da je Pg(x) < g(x).

g(x) — Pg(x) =

N L

1+ | (1+|X1|)

1 1 1 1
T4l 2 T4t b()Hk 2 T4 [x+ b0 — Kl
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Radi jednostavnosti dokaza uzmimo k = 1.
Uzmimo prvo x > 0. Tada imamo

11 1 1 1
l+x 2 l+x+bx)+1 2 l+x+bx) -1
R 1 L
1+x 2\2+x+b(x) x+bx)
11 2+ 2x + 2b(x)
T l+x 2 2+x+b(x)(x+ b))
! 1+ x+ b(x) 1 1
T 1+x QHx+b))x+bx)  x  x+bx)
1 1 _x+bx)—x b(x)

- _ _ = = >0,
x x+blx) x(x+bx) x(x+b(x)
gdje kod Cetvrte jednakosti, za dovoljno veliki x, moZemo zanemariti konstante
1i2.
Dakle, pokazali smo Pg(x) < g(x),x ¢ C.

Uzmimo sada x < 0. Tada imamo

1 1 1 1 1
l—x 2 1—-x-bx)=1 2 l-x-bx+1
B 1 +1. 1 +l' 1 _ 1 +l. 2x + 2b(x) — 2
l-x 2 x+blx) 2 x+b(x)-2 1-x 2 (x+bx)(x+bx)—-2)
1 x+bx)-1 1 1 b(x)

- x  G+b)a+b@)-2)  —x  x+blx)  —x(x+bl)

gdje kod cCetvrte jednakosti, za dovoljno veliki x, moZemo zanemariti konstante
1i2

Pokazali smo Pg(x) < g(x),x ¢ C. Stoga se Teorem (2.2.3) odnosi na ovakayv iz-
bor f odnosno g s C ={-n,...,0,...,n} za neki n > 0 dovoljno veliki. Uocimo,
da za svaki x ¢ C vrijedi

g(x) <g(y),yeC.
Dakle, svi uvjeti Teorema (2.2.3) su zadovoljeni. Slijedi, X je prolazan.



Poglavlje 3
Primjeri

U prvom podpoglavlju pokazujemo da je simetricna sluCajna Setnja u dimen-
zijama 1 1 2 povratna, a u dimenzijama strogo ve¢im od 2 prolazna te simuli-
ramo slucajnu Setnju u dimenzijama 1 i 2. U drugom podpoglavlju bavimo se
slu¢ajnom Setnjom na polupravcu dok u treCem podpoglavlju diskutiramo AR(1)
proces.

Sve simulacije radimo u programskom jeziku R.

3.1 Slucajna Setnja

Definicija 3.1.1. Slucajna Setnja
Pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) skup slucajnih varijabli definiran odabi-
rom proizvoljne distribucije za X i neka za n € Z, vrijedi

(RW) Xn+l = Xn + Wn+1

gdje su W, nezavisne su jednako distribuirane slucajne varijable s vrijednostima
uR, I'(—co,y] = P(W, <y)teje Xynezavisna od W, za sve n € N. Tada X zovemo
slucajna setnja na R.

Kada W poprima vrijednosti na diskretnom skupu piSemo I'(y) = P(W = y).
Tada za x,y € Z imamo,

p(x,y) = P(X; = y[Xo = x) = P(Xo + W1 = y|Xo = x)
=P(Wi=y-x)=I(-x.
Drift uvjet u Teoremu (2.2.2)) zapravo kaze, kad god je lanac izvan C, on se

“krece” prema dijelu prostora opisanog konac¢nim skupovima izvan kojih V tezi
u beskonacnost. Da bi se ilustrirala uporaba kriterija za drift, razmotriti ¢emo

40
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sluajne Setnje na Z s kona¢nim rasponom r. Dakle, pretpostavljamo da je distri-
bucija prirasta I koncentrirana na cjelobrojnim brojevima i takava da I'(x) = 0
za |x| > r.

Propozicija 3.1.1. Pretpostavimo da je X ireducibilna slucajna setnja na Z. Ako
distribucija prirasta I ima ogranicen raspon i ocekivanje od I je 0 onda je X
povratna.

Dokaz. Neka je V(x) = |x|. Tada za x > r imamo

D pENIVe) -Vl = ) Ty,
y z

dok za x < —r imamo

D pEVIVE) -Vl = - > TRz
y z

Pretpostavimo da je "ocekivani drift”
p=) Tz=0.
Z
Tada su uvjeti Teorema (2.2.2)) zadovoljeni za C = {-r,...,r} 1 vrijedi (V1) za
x € C€. Dakle, X je povratna. |

Propozicija 3.1.2. Pretpostavimo da je X ireducibilna slucajna setnja na Z. Ako
distribucija prirasta I ima ogranicen raspon i ocekivanje od 1 je razlicito od
nula onda je X prolazna.

Dokaz. Pretpostavimo da I' ima ne-nul ocekivanje § > 0. U nastavku ¢emo
pokazati da postoji ograni¢ena monotono rastuca funkcija V koja zadovoljava
sljedecu relaciju

D pE V) = Vi) (3.1)
y
za x > r. Neka je testna funkcija V(x) = 1 —p*zax > 01 V(x) =0zax < 0.

Nivo skupovi funkcije V su oblika (oo, r] sa r > 0. Ova funkcija zadovoljava
(3.1)) ako 1 samo ako za x > r vrijedi

D Pyl =1
y

pa je V konstruirana kao valjana testna funkcija ako (i samo ako)jep < 1's

Z T(2)p° = 1. (32)
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Stoga postojanje rjeSenja za (3.2)) implicira da je lanac prolazan, jer se lanac ne
vraca na (—oo, r].

Neka je 5(s) = 3. I'(z)s*: tada je B dobro definirana za s € (0, 1] s pretpostvkom
ogranicenog raspona. Po ireducibilnosti, moramo imati I'(z) > 0 za neke z < 0,
stoga B(s) — cokada s — 0.0dB(1) = 1i (1) = ¥.z[(z) = B > 0, slijedi da
takav p postoji, pa je lanac prolazan.

Sli¢no, ako je ocekivanje od I' negativno, moZemo simetrijom dokazati prolaz-
nost jer se lanac ne vraéa na [—r, 00). m]

Iz prethodna dva primjera zakljuCujemo da je jednostavna simetri¢na slucajna
Setnja na Z povratna, dok je jednostavna nesimetri¢na slucajna Setnja na Z pro-

lazna. To vidimo i iz Slika (3.1)) i (3.2).

Random Walk Paths vwWith 1000 Steps

Position

0 250 s00 750 1000

Time (Seconds)

Slika 3.1: Simulacija simetri¢ne slu¢ajne $etnje u dimenziji 1. Setnja je povratna.

Razmotrimo kako primijeniti Teorem (2.2.2) na jednostavnu slucajnu Setnju u
Z?. Moramo nadi funkciju V : Z* — [0, c0) tako da vrijedi

E[V(Xy+1) — VX)X, = x] <0
za sve x ¢ C, gdje je C konacan podskup od Z*. Neka je

V(x) = In"||x]|
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Random Walk Paths WWith 1000 Sieps

Position

100

Time (Seconds)

Slika 3.2: Simulacija nesimetricne (p = 1/3) slu€ajne Setnje u dimenziji 1.
Setnja je prolazna.

gdje je @ € (0, 1). Neka je e vektor (xe; ili + ;). Za x = (x, x,) € Z? vrijedi

D, mey=0 | > (xer=2q+28=20WP (33
}

e€{te),xen ec{te),ter}

2(x,e)+1
lIx112

O(lIxII™")); prisjetimo se Taylorovog proSirenja In(1 +y) = y — 1y* + 0(*) i

Ako promatramo [(x,e)| < ||x|| onda bi izraz

trebao biti mali (najvise
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d+y)*=1+ay- @)y2 + O(y*). Radunamo,

In®||x +
V(x+e)— V(x) =In?|lx + e|]| — In®||x]| = In®||x]] (w - 1)
In® |||
In|lx + e|[*\* In(|x])? + 2¢x, e) + 1)\"
:1 @ _— —1 :1 @ _1
n” ||| R n” ||| PR
2 2x,e)+1 @
— 10 x| In (Il (1 + 2557)) _q
In [|x|]?
2 1\\*
= In"||x|| 1+(ln||x||2)_lln(l+%)) —1)
X
L (24xe) 1 2Ux,e)? S
=In® [|x[{[1 + (In]|x]*) ‘( + - +O0(IxII)]] -1
Il []xlf? (B
L (2A%xe) 1 2Ax,e)? _
=In" In [lx|*)! - +0(|x7
n® ||x]| { a(In ||x]|7) ( FERREE FL Xl
a a(l —a) L4x,e)?
—In IIxII( (In||x|[*)~ T + O((IIx/ n [IxID ™)
Koriste¢i (3.3) dobivamo

E[V(X,11) = VX)X, = x] = E[V(X,, + W,11) = V(X)IX, = x]

1
=E[V(x+ W) = VOIX, = x] = 7 Z [V(x+e) - V(x)]

eE{iE],iez}
_ 1 |l 5, - 21 2P
= aIn”" x| (— — ==+ O(|[x[[") = ——n||x[|") + O((lIxl In [|x]) ™)
x> [l 2 I
a l-«a
= - — + 0((IHIIXI|)_1))
/1 10>~ |x]| ( 2

Sto je negativno za dovoljno veliki x. Dakle, pokazali smo da je jednostavna si-
metri¢na slu¢ajna $etnja u Z? povratna.

Koristec¢i funkciju V(x) = ||x]||™®, za neke @« > 0 moZemo pokazati (analogno
gornjem postupku) da je jednostavna slu€ajna Setnja na Z",n > 3, prolazna.

Simulirajmo sada Markovljeve lanace definirane u primjerima (2.2.1)) i (2.2.2).
Uzmimo radi jednostavnost k = 2 tj. P[&, = 2] = P[¢, = -2] = % Neka je
funkcija b : Z — Z u Primjeru (2.2.1]) dana sa

-1, x>0
b(x) =40, x=0
1, x<0
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40

20

20

40

§0

Slika 3.3: Simulacija slucajne Setnje u dimenziji 2

Uocimo da b zadovoljava svojstva i), ii), iii) iz Primjera (2.2.1)) te da je X iredu-
cibilan :

p(x,y) = P(X; = ylXo = x) = P(Xp + b(Xp) + & = y|Xo = x)

=P =y—-x-bx) = % >0 (3.4)
akoisamoakoy—x—-b(x)=2iliy —x — b(x) = -2
Imamo,
x>0: y=x+1 x=0: y=2 x<0: y=x+3

y=x-3 y=-2 y=x-1

Pokazimo danpr. 4 & -3: 4 - 1 = 1 » -2 = -2 — -3, obratno
35 4= 4> -1=-1->2=2-—>3 = 3 — 4. Analogno,
zakljuCujemo za sva ostala stanja. Dakle, X je ireducibilan. U istom primjeru
pokazali smo da je taj lanac povratan Sto takoder vidimo i iz Slike (3.4).

Neka je funkcija b : Z — Z u Primjeru (2.2.2)) dana sa

1, x>0
b(x)=40, x=0
-1, x<0
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Random Walk Path With 10000 Steps

]
i

Position

N
&

0 2500 5000 7500 10000

Time (Seconds)

Slika 3.4: Simulacija slucajne Setnje iz Primjera (2.2.1)

Uocimo da b zadovoljava svojstva i), ii), iii) iz Primjera (2.2.2)) te da je X iredu-
cibilan: vrijedi (3.4) te imamo,

x>0: y=x+3 x=0: y=2 x<0: y=x+1
y:_x—l y:—2 y:x—3

Pokazimodanpr. -1 ©3: -1 2 0=—=0-2=—=2->21=—=1-24—=4—>
3,obratno3 -2 —=2—-1=1—-0=—=0—- -2 = -2 — —1. Analogno,
zakljuCujemo za sva ostala stanja. Dakle, X je ireducibilan. U istom primjeru
pokazali smo da je taj lanac prolazan Sto takoder vidimo i iz Slike (3.5)).

3.2 Slucajna Setnja na polupravcu

Definicija 3.2.1. Slucajna Setnja na polupravcu
Pretpostavimo da je X = (X,, : n > 0) definiran odabirom proizvoljne distribucije
za Xy i uzimimo

(RWHLI) X1 = [Xy + W]

gdje je [ X,+W, 11" := max(0, X,,+ W, ) i W, su nezavisne jednako distribuirane
slucajne varijable s vrijednostima u R, I'(—oo0,y] = P(W,, < y) te je X, nezavisna
od W, za sve n € N. Tada X zovemo slucajna Setnja na polupravcu.
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Random Walk Path With 10000 Steps

Posifion

100

Time (Seconds)

Slika 3.5: Simulacija slu¢ajne Setnje iz Primjera (2.2.2))

Zay > 0 imamo, kao i kod slucajne Setnje, p(x,y) = I'(y — x).
Zay = 0 slijedi

p(x,0) = P(X; <0[Xp =x) =PXo + W, <0|Xy = x)
=P(W; < —x) =T'(—00, —x].

Ovaj lanac slijedi put sluCajne Setnje, ali se zadrzava na nuli kada temeljna
slu€ajna Setnja postaje negativna.

Propozicija 3.2.1. Ako postoji slucajna Setnja na Z s distribucijom prirasta T
koja ima ocekivanje i ogranicen raspon, tada je slucajna Setnja na Z., povratna
ako i samo ako je B < 0.

Dokaz. Ako je 8> 0 onda po prvom dijelu dokaza Propozicije (3.1.2)) znamo da
je slucajna Setnja na Z prolazna za polazne tocke iznad r jer se lanac ne vraca na
(=00, r]. Stoga zakljuCujemo da je za 5 > 0 i sluCajna Setnja na Z, prolazna jer
se lanac ne vraéa na [0, r].

Za 8 < 0 neka je testna funkcija danasa V(x) = xizasve x > r

D pEYIVE) - V] = ) TRz <0;
y 4
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Foltion
0 1020 30 40

Posltion
¢ 5 1015
|

Slika 3.6: Putovi slucajnih Setnji na polupravcu Z, reflektirani na nulu. Za gra-
fikon prikazan dolje koristili smo § < 0, dok smo za grafikon prikazan gore
koristili smo 8 > O.

Buduc¢i da je u ovom slucaju skup {x < r} konacan te vrijedi (V1), slijedi lanac
je povratan. O

Propozicija 3.2.2. Ako X oznacava slucajnu Setnju na polupravcu 7., takvu da
I'x)=0zax>1iako

B=) ,d()>0

tada je X prolazan.

Dokaz. Mozemo, bez smanjenja opéenitosti, pretpostaviti da I'(—oco, 0) > 0: ako
I'[0, ) = 1 tada P, (T < o0) = 0, x > 0, i lanac se krece u beskonacnost; stoga
nije ireducibilan te je prolazan.

Pokazat ¢emo da je za dan lanac uvjet § > 0 dovoljan za prolaznost ukoliko
postoji ogranicena ne-konstantna pozitivna funkcija V koja zadovoljava sljedecu

relaciju

D PEMVO) = V), x21 (3.5)
y

Pretpostavimo V(0) = 0 i zapi$imo jednadZzbu (3.5) na sljedec¢i nacin:

V) =T'(=x+ DV +I'(-x+2)V(2) + --- + ['(1)V( + x). (3.6)
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Nakon Sto se odabere prva vrijednost u nizu V(x), imamo 1 ostale vrijednosti
dane inicijalnim procesom. Na§ cilj je definirati niz na nacin kojim dobivamo
ne-konstantno pozitivno ogranic¢eno rjesenje od (3.6).

Da bismo to ucinili najprije ¢emo napisati

Vi@ = ) Ve
0
@ =) o

gdje se za V*(z) joS mora pokazati da je definirana za bilo koji z, a I'*(z) je
definirano barem za |z| > 1. MnozZe¢i (3.6) sa z* i sumiranjem dobivamo

Vi) =Tz HV*(z) - T(HV(D). (3.7)

Sada pretpostavimo da moZemo pokazati da postoji analiticka ekspanzija funk-
cije

-0 - 11= ) b (38)
0
gdje je 0 < z < 1sb, > 0. Tada ¢emo imati identitet

Vi(z) = ZT(HV(DZ /T = 1]

[ 9)

= zF(l)V(l)(Z z”]z‘l[l — /[T ") - 1]

0
= V(D) (Z z”] (Z bmzm] :
0 0
Slijedi,
V(@) = V(D) ) 2" ) ba (39
n=0 m=0

te izjednaCavanje koeficijenata uz 7" u (3.9) daje

x—1
V(x) = F(I)V(I)Z b,.
m=0

Jasno je da je V ograniCena i ne-konstantna ako

Z b,, < co. (3.10)
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Tako smo reducirali pitanje prolaznosti u prepoznavanju uvjeta pod kojima eks-
panzija u (3.8)) drzi koeficijente b; pozitivnim i sumabilnim.
NapiSimo a; = I'(1 — j) tako da

[Se]

A(z) = Zajzj =7

j=0
1za0 <z < 1 imamo

B(z) := 2" (z™") = 11/[1 - 2] = [A(z) — z]/[1 - z]
=1-[1-A@I/1 -zl

- o 3.11)
=1- sz Z a,.
j=0 n=j+1

Sada, ako imamo pozitivno ocekivanje za distribuciju prirasta,

SZnan<1

n

i zato je B(z)~! dobro definiran za |7| < 1; $toviSe, Sirenjem u (3.11)
B(Z)_l = Z bJZ]
J

zasve b; > 01 stoga

Dobi=11-> na]" =p"

j n

koji je konacan prema potrebi.

3.3 AR(1) proces

Definicija 3.3.1. Proces X = (X,, : n > 0) se naziva jednostavnim linearnim
procesom ili autoregresivnim procesom reda 1, tj. AR(1) procesom ako zadovo-
ljava:

(SLM1) za svakin > 0, X, i W, su slucajne varijable na R za koje vrijedi
X1 = aX, + Wy

zaa € R.
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(SLM?2) niz slucajnih varijabli W = {W,} je niz nezavisnih jednako distribuiranih
(n.j.d) slucajnih varijabli sa distribucijom I na R.

Primijetimo, AR(1) proces je trivijalno Markovljev lanac; nezavisnost X,
od X,_1,X,-2,... za dano X,, = x slijedi iz (SLM1) jer vrijednosti od W,,, po
(SLM2), ne ovise o nijednom {X;, X5, ...}.

AR(1) proces moZemo smatrati proSirenjem slucajne Setnje, gdje, u svakom no-
vom trenutku uzimamo dio prethodne vrijednosti i dodajemo mu slucajnu vri-
jednost ("Sum” ili ”greSku”). Nadalje, izbor « dosta utjece na ponaSanje lanca.
Za |a| < 1 proces bi trebao biti povratan, a za || > 1 bi trebao biti prolazan. To

mozemo vidjeti iz Slike (3.7).

D i
—=
————
=
[
I
=

1] n
- alfa=1.05
a2
L ]
[ =
g |
= -
<
[ =
3 |
8
o |

T T T T T T
0 20 40 &0 80 10
1]

Slika 3.7: Na prvoj i drugoj slici vidimo da za |a] = 0.85 proces je povratan.
Na zadnjoj slici vidimo da za @ = 1.05 proces je prolazan. U svim slucajevima
koristimo diskretan skup stanja.
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Propozicija 3.3.1. Pretpostavimo da su varijable prirasta W,,n € N, u ska-
larnom linearnom modelu simetricne s omedenim rasponom. Tada je skalarni
linearni model povratan ako i samo ako je |a| < 1.

Dokaz. Radi jednostavnosti dokazat cemo propoziciju za slucajne varijable W,
koje su simetri¢ne na {—1, 1} tj. P[W,, = =1] = P[W,, = 1] = 1/2,n > 1. Neka je
|| < 1. Uzmimo testnu funkciju V(x) = |x|. Raunamo,

AV(x) = (PV)(x) = V(x) = EilXi| = V(x) = Ex[W) + ax| = V(x)

1 1
:§|1+ax|+§|—1+a/x|—|x|

Radi jednostavnost uzmimo @ = 1/2 te pretpostavimo da je x dovoljno velik.
Ako je x > 0 onda

1(1+x)+1(1+x) —1+x 1+x = <0
ARETAR) 2) * T Tyt
Ako je x < 0 onda
1(1 x)+l(1 x)+ 3 1 x+1 x+ B x+ <0
2 S A A G Y A T L S I T

Zaa=11a=-1dobivamo AV(x) =0 <0.

Zakljucujemo, skalarni linearni model je povratan za |o| < 1.

Promotrimo sluc¢aj kada je |@| > 1. Radi jednostavnost uzmimo a@ = 3/2 te
pretpostavimo da je x dovoljno velik. Ako je x > 0 onda

L3, 1,3 1,3 1.3 _6x_ 1o
2\ T2 T s Y TAT T Ty ATy AT
Ako je x < 0 onda

U 3N\, U3, 1.3 1.3 ex 1 .
2 P B R R S S I S

ZakljuCujemo, skalarni linearni model nije povratan za |a| > 1.



Bibliografija

[1] P. Brémaud, Markov Chains: Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation and
Queues, Springer

[2] R. Durrett, Probability: Theory and Examples, Second Edition, Cornell Uni-
versity

[3] S. P. Meyn and R. L. Tweedie, Markov Chains and Stochastic Stability,
Cambridge University Press, 2009.

[4] N.Sarapa, Teorija vjerojatnosti treée, preradeno izdanje, Skolska knjiga-
Zagreb, 2002.

[5] Z. Vondracek,  Markovljevi lanci predavanja, dostupno na

http://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/ml13-predavanja.html, (srpanj
2014.)

[6] Z. Vondracek, Sluc¢ajni  procesi  predavanja, dostupno  na
https://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/sp17-predavanja.html, (veljaca
2010.)

53



Sazetak

Na pocetku ovog rada dajemo uvod u teoriju Markovljevih lanaca na diskret-
nom skupu stanja. Analiziramo njihovu prolaznost, povratnost, pozitivnu po-
vratnost te nul-povratnost. Glavni rezultat je da ireducibilan Markovljev lanac
na kona¢nom skupu stanja ili pozitivno povratan Markovljev lanac na prebro-
jivom skupu stanja ima jedinstvenu stacionarnu distribuciju, te da uz dodatni
zahtjev aperiodiCnosti, prijelazne vjerojatnosti lanca konvergiraju prema staci-
onarnoj distribuciji. U srediSnjem dijelu ovoga rada uvodimo martingale te di-
skutiramo njihova osnovna svojstva. Navodimo teoreme o opcionalnom zaus-
tavljanju te pokazujemo vezu izmedu Markovljevih lanaca i martingala. Na-
dalje, uvodimo drift operator te razmatramo Foster-Lyapunovljeve kriterije za
prolaznost i povratnost. Drift uvjet za povratnost temelji se na postojanju ne-
negativne, neogranic¢ene funkcije V i odgovarajuceg skupa C € P(S) tako da
E*[V(Xy)] — V(x) < 0, za svaki x € C°, dok se drift svojstvo za prolaznost te-
melji na postojanju nenegativne, ogranicene funkcije V 1 odgovarajuceg skupa
C € P(S) tako da E*[V(X;)] — V(x) > 0, za svaki x € C°. U zadnjem dijelu
ovoga rada analiziramo povratnost i prolaznost slucajne Setnje, slucajne Setnje
na polupravcu te AR(1) procesa koriste¢i Lyapunovljevu funkciju te Foster-
Lyapunovljeve kriterije za povratnost i prolaznost.
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Summary

In the first part of thesis work we give an introduction to the theory of Markov
chains with discrete state space. Further, we discuss their transience, recurrence,
positive recurrence and null-recurrence property. The main result is that an irre-
ducible Markov chain with finite state space or positive recurrent Markov chain
with countable state space admits a unique stationary distribution and, in addi-
tion, by assuming aperiodicity of the chain, transition probabilities converge to
the stationary distribution. In the second part of this thesis we recall the notion
of martingales and discuss their basic properties. We state optional sampling
theorem and discuss the relation between Markov chains and martingales. Fur-
ther, we introduce a drift operator and discuss Foster-Lyapunov conditions for
transience and recurrence. Drift condition for recurrence is based on the exis-
tence of nonnegative, unbounded function V and appropriate set C € P(S) so
that E*[V(X;)] — V(x) <0, for every x € C¢, while drift condition for transience
is based on the existence of nonnegative, bounded function V and the appropriate
set C € P(S) so that EX[V(X;)]-V(x) > 0, for every x € C°. In the last part of the
thesis, we analyze recurrence and transience of a random walk, random walk on
the halfline and AR (1) process using Lyapunov function and Foster-Lyapunov
conditions for recurrence and transience criteria.
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