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Uvod

Svrha ovog diplomskog rada je detaljnije proucavanje simetrala kutova u trokutu kako bi-
smo dosli do zanimljivih svojstava, teorema i nejednakosti. Simetrala kuta, kao pravac
koji dijeli kut na dva sukladna dijela, ima veliku vaZnost u geometriji trokuta. U prvom
poglavlju ovog rada dane su definicije 1 osnovna svojstva trokuta koja ¢emo Kkoristiti u ci-
jelom radu. Cilj ovog rada je podsjetiti na vazna svojstva simetrala kutova u trokutu, a
potom i dokazati neka manje poznata svojstva i teoreme. Tako ¢emo u drugom poglavlju
na nekoliko nacina dokazati teorem o simetrali kuta u trokutu i neke njegove zanimljive
inacice. Nakon S$to izvedemo formulu za duljinu simetrale kuta u trokutu, prikazat ¢emo
neke zanimljive nejednakosti koje vrijede za njih. Takoder, jedna od zadaca ovog rada je
1 pokazati primjenu dokazanih teorema i nejednakosti Sto je napravljeno kroz rjeSavanje
zadataka s matematickih natjecanja. Na kraju rada, upoznajemo se sa svojstvom jednako-
kra¢nog trokuta koje se ¢ini naizgled ocitim, no dokaz nije trivijalan te jo§ danas zaokuplja
paznju mnogih matematic¢ara. Da su odsjecci simetrala kutova unutar jednakokra¢nog tro-
kuta sukladni pokazano je joS u Euklidovim Elementima. No, obrat tog teorema je bio
zanemaren sve do 1840. godine. Tada je nastao teorem poznat pod nazivom Steiner -
Lehmusov teorem kojem je posveceno posljednje poglavlje.



Poglavlje 1
Temeljni pojmovi i Cinjenice

U ovom poglavlju ¢emo ponoviti osnovne pojmove i ¢injenice koje su na izvjestan nacin
povezane s trokutom. Veéinu tih tvrdnji neéemo dokazivati, a iste se zajedno s dokazima
nalaze u vecini udZbenika srednjoskolske matematike.

1.1 Teoremi o kruznici

Definicija 1.1.1. Konveksni kut kojemu vrh T leZi na kruznici k i Ciji krakovi sijeku kruznicu
k u dvije tocke A i B nazivamo obodni kut kruZnice k. KaZemo da je <*AT B obodni kut nad
lukom AB.

Definicija 1.1.2. Kut kojemu je vrh srediste O kruZnice k zovemo sredisnji kut kruZnice
k. Krakovi a i b sredisnjeg kuta <aOb kruzZnice k sijeku kruznicu k u dvije tocke A i B.
Kazemo da je <aOb (odnosno <AOB) sredisnji kut nad lukom AB.
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Teorem 1.1.3. Mjera sredisnjeg kuta nad nekim lukom dvostruko je veca od mjere obodnog
kutu nad tim istim lukom.

Posebni slucaj teorema je sljedeci korolar koji govori o obodnom kutu nad promjerom
kruZnice.

Korolar 1.1.4. (Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice) Ako je AB promjer
kruznice, a C neka tocka kruznice razlicita od A i B, tada je {ACB pravi.

C

Korolar 1.1.5. Obodni kutovi nad istim lukom su sukladni.
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Definicija 1.1.6. Tetivni cetverokut je Cetverokut kojem se moZe opisati kruZnica.

Teorem 1.1.7. Zbroj mjera dvaju nasuprotnih kutova tetivnog cetverokuta je 180°.

X—

Dokaz. Kako su kutovi <CAB i <*CDB obodni kutovi nad lukom BC, vrijedi

< CAB = <CDB. Analogno vrijedi sukladnost sljedecih obodnih kutova nad istim lukom:
IDAC = <DBC, ¥ACD = <ABD, SACB = ADB. Oznaimo mjere unutarnjih kutova
Cetverokuta ABCD kod vrhova A, B, C, D redom s @, 3, y, 6. Tada vrijedi sljedece:

a+7y =(IDAC + <CAB) + (XACD + <ACB)
= (<tDBC + <CDB) + (XABD + <ADB)
= (XABD + <DBC) + (SADB + <CDB) = B + 6.

Kako vrijedi @ + S+ y + 6 = 360°, mora biti  +y = 180°1 8 + 6 = 180°.
O

Teorem 1.1.8. (Potencija tocke u odnosu na kruZnicu) Neka je k kruZnica, a T tocka
ravnine. Neka je p bilo koji pravac koji prolazi tockom T i sijece kruZnicu k u tockama A i
B. Tada je vrijednost izraza |\TA| - |T B| konstantna, tj. ne ovisi o izboru pravca p.

Razlikujemo tri slucaja:

1° Tocka T leZi na kruZnici k
U tom slucaju je |TA| - |[TB| = 0.
2° Toc¢ka T je unutar kruZnice k

Neka su tockom 7" povucena dva pravca od kojih prvi sijeCe kruznicu k u tockama A i B, a
drugiu CiD. Tadaje |TA|-|TB| =|TC|-|TD|.
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3° Tocka T je izvan kruZznice k
Uz oznake kao i u prethodnom slucaju, takoder vrijedi |TA| - |TB| = |TC| - |T D).

Teorem 1.1.9. Kut izmedu tangente kruzZnice kojoj je diraliste u krajnjoj tocki tetive jednak
Jje obodnom kutu nad tom tetivom.

Dokaz. Neka je AB tetiva kruZnice k sa sredistem u tocki S, a 7 tangenta na kruZnicu k
koja je dira u to¢ki A. Ozna¢imo s a mjeru obodnog kuta nad tetivom AB, a s 8 mjeru kuta
izmedu tetive i tangente.

Prema Teoremu [I.1.3] mjera srediSnjeg kuta nad tom tetivom jednaka je 2.

Kako je trokut AABS jednakokralan s osnovicom AB, vrijedi <SAB = 45 BA = 90° — a.
S obzirom da je tangenta na kruznicu u tocki A okomita na polumjer koji sadrZzi tocku A,
imamo

B =90°-(90° -a) =«,

Sto je 1 trebalo dokazati.
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1.2 Simetrala kuta i duzZine. Upisana i opisana kruZnica

Definicija 1.2.1. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva sukladna dijela.

O temeljnom svojstvu simetrale kuta nam govori sljedeci teorem:

Teorem 1.2.2. (Teorem o simetrali kuta) Neka je T tocka unutar kuta. Tocka T leZi na
simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih krakova.

Teorem 1.2.3. (Teorem o simetralama unutarnjih kutova trokuta) Simetrale unutarnjih
kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta tocka je srediste tom trokutu upisane kruZnice.
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Teorem 1.2.4. Neka je ABC trokut Cije stranice imaju duljine a, b, c i sa s oznacimo njegov
poluopseg. Neka je P njegova povrsina, a r polumjer upisane kruZnice. Tada vrijedi:

P \/(s —a)(s=b)(s—c)

= — =
N N

Teorem 1.2.5. Udaljenost vrha trokuta od diralista upisane kruZnice sa stranicama tro-
kuta, kojma je taj vrh zajednicki, jednaka je razlici poluopsega i duljine tom vrhu nasu-
protne stranice.

S-C

S-a

Definicija 1.2.6. Simetrala duZine je pravac koji prolazi polovistem te duZine i okomit je
na nju.

Sljedeéi teorem nam govori o temeljnom svojstvu simetrale duZine:

Teorem 1.2.7. (Teorem o simetrali duzine) Tocka T leZi na simetrali duZine AB ako i samo
ako je |AT| = |BT)|.
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Teorem 1.2.8. (Teorem o simetralama stranica trokuta) Simetrale stranica trokuta sijeku
se u jednoj tocki. Ta tocka je srediste tom trokutu opisane kruZnice.

Teorem 1.2.9. Neka je ABC trokut cije stranice imaju duljine a, b i c. Neka je P njegova
povrsina, a R polumjer opisane kruznice. Tada vrijedi:

3 abc

R=—.
4P

Sljedeci teorem daje nam formulu za udaljenost izmedu srediSta upisane i srediSta opi-
sane kruZznice trokuta. Navodimo ga s dokazom jer se on ne nalazi u srednjoSkolskim
udZbenicima.

Teorem 1.2.10. (Eulerov teorem) Udaljenost sredista O opisane kruZnice i sredista U
upisane kruznice trokuta ABC dana je s

|OUf* = R* - 2Rr,

pri cemu je R polumjer trokutu opisane kruznice, a r polumjer trokutu upisane kruznice.
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Dokaz. Neka je D sjeciSte pravca BU 1 kruzZnice opisane trokutu. Pravac BU je simetrala
kuta <TABC, a pravac CU simetrala kuta <fACB. Oznacimo s E i F sjeciSta pravca OU
i kruZnice opisane trokutu kao na slici. Neka su @, 81 y mjere kutova <CAB, SABC i
JIBCA.

Sada prema Teoremu vrijedi

|BU|- IDU| = [EU| - [FU| = (R + |OU|)(R - |OU|) = R* - |OUF,
iz Cega je

|OUI* = R* - |BU| - DU

Preostaje nam dokazati da je |BU| - |IDU| = 2Rr.
Kako su kutovi YTACD i <tfABD obodni kutovi nad istim lukom, vrijedi XTACD = XABD.
Nadalje, xABD = < CBD = ’gjerje BD simetrala kuta <ABC, a SACU = < BCU jer je
CU simetrala kuta <xBCA.
Dakle, vrijedi 4 DCU = 4ACD + ACU =2 + 2

272
Sli¢no, SCUD = <CBD + 4BCU = § + % jer je xCUD vanjski kut trokuta BCU. Dakle,

<DCU = 4CUD iz Cega slijedi |DU| = |CD|. L
Oznacimo sada s N noZziSte okomice iz tocke U na stranicu BC. Neka je M sjeciste pravca
CO i kruZnice opisane trokutu. Tada je CM promjer te kruZnice pa prema Talesovom



POGLAVLIJE 1. TEMELJNI POJIMOVI I CINJENICE 10

teoremu o obodnom kutu nad promjerom vrijedi xCDM = 90°. Dakle, xCDM = < BNU.
Uz toje i <CMD = < CBD jer su to obodni kutovi nad istim lukom, pa su prema K-K-K
teoremu o sli¢nosti trokuti BNU i MDC sli¢ni.

Dakle,
BUI _ INU
iIcM| — |CD|’
tj.
|BU| _ r
2R |CD|
iz Cega je |BU| - |DU| = 2Rr. O

Posljedica ovog teorema je nejednakost koja se u literaturi naziva i Eulerova nejednakost:
Korolar 1.2.11. Polumjer opisane kruZnice danog trokuta ne moZe biti manji od promjera
upisane kruznice, tj.

R >72r.
1.3 Teziste i ortocentar trokuta

Definicija 1.3.1. TeZisnica trokuta je duZina koja spaja vrh trokuta i poloviste nasuprotne
stranice.

Teorem 1.3.2. (Teorem o teZistu trokuta) Sve tri teZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki.

2
Udaljenost te tocke od pojedinog vrha iznosi 3 duljine odgovarajuce teZisnice.
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Definicija 1.3.3. Tocka u kojoj se sijeku sve tri teZisnice naziva se teZiste trokuta.

Teorem 1.3.4. Neka su a, b i c duljine stranica trokuta, a t,, t, i t. duljine odgovarajucih
teZisnica. Tada vrijedi:

41,7 = 2(0* + ) - &,

41, = 2(a® + ) - b7,

417 = 2(a> + b*) — .
Definicija 1.3.5. Visina trokuta je duzina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi noZiste
okomice spustene iz tog vrha na pravac na kojem leZi suprotna stranica.

Teorem 1.3.6. (Teorem o ortocentru trokuta) Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku
se u jednoj tocki.

Definicija 1.3.7. Tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leZe visine trokuta naziva se
ortocentar trokuta.

Dokazi teorema iskazanih u ovom poglavlju nalaze se u srednjoskolskim udzbenicima,
npr. [4] 1 [20].



Poglavlje 2

Teorem o simetrali kuta u trokutu

U ovom ¢emo poglavlju iznijeti i na nekoliko nacina dokazati teorem o simetrali kuta u
trokutu. Pritom ¢emo koristiti standardne oznake, tj. u trokutu AABC oznacit ¢emo duljine
stranica |AB| = ¢, |BC| = a i |AC| = b. Mjeru kuta kod vrha A oznacit ¢emo s «, kod vrha
BspBikodvrhaCsyvy.

2.1 Teorem o simetrali kuta u trokutu i njegove inacice

Sada ¢emo na tri razli¢ita nacina dokazati vaZan teorem koji nam govori o omjeru odsjeaka
dobivenih presjekom simetrale kuta trokuta i stranice nasuprot tom kutu.

Teorem 2.1.1. (Teorem o simetrali kuta u trokutu) Simetrala unutarnjeg kuta trokuta
dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih dviju stranica.

Dokaz. 1. nacin (pomocu Talesovog teorema o proporcionalnosti)

Neka simetrala kuta <rfBCA sijece stranicu AB u to¢ki D. Oznacimo dobivene odsjecke
s |AD| = g 1 |DB| = p. Produljimo stranicu AC preko vrha C do tocke E tako da je
|CE| = |CB| = a.Na taj nacin smo dobili jednakokracan trokut ABCE.

Oznacimo mjere kutova <CBE = <*CEB = ¢. Prema teoremu o vanjskom kutu trokuta za

1
trokut ABCE vrijedi XACB = <<CBE + < BEC, tj. 2¢ = yiz egaje ¢ = 57 Odavde je

1
JCBE = 4<BCD = 57, ato znacida je BE || CD.

12
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Sada, zbog Talesovog teorema o proporcionalnosti dobivamo
|IAC| _ |AD|
IAE| ~ |ABI’
tj.
|AC| 3 |AD|
|AC| +|CE| ~ |AD| +|BD|’

ili
JAC| +|CE| _ |AD| +|BD|
IAC|] IAD|

a odavde je
CE| _ , , IBD

+ =1+ .
|AC| |AD|
Kako je |CE| = |BC|, imamo

IBC| _ |BD)|
|AC| ~ |AD|’
{.
a_p
b g

Sto je i trebalo dokazati.

13
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Dokaz. 2. nacin (pomocu sli¢nosti trokuta)

C
b a
N []
NHD p B

Kao i u prethodnom dokazu, oznacimo odsjecke dobivene presjekom simetrale kuta <tBCA
i stranice AB s |AD| = q i |DB| = p. Neka su M i N noZiSta okomica na pravac CD iz
vrhova A i B. Trokuti AAMD i ABND su sli¢ni prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta
(XAMD = <BND =90°, SADM = < BDN jer su to vr$ni kutovi). Takoder, prema K-K-K
teoremu o sli¢nosti trokuta, sli¢ni su i trokuti AAMC 1 ABNC (SAMC = <<BNC = 90° i

1
JACM = <BCN = Ey). Iz sli¢nosti trokuta AAMD 1 ABND imamo sljedecu jednakost:

AM AD
AM| _ |ADI 2.1
|[BN| |BD|
Iz sli¢nosti trokuta AAMC 1 ABNC imamo:
AC AM
u = u (2.2)
|[BC| |BN]
Konacno, iz jednakosti (2.1) i (2.2)) dobivamo
|AC| _ |AD|
|IBC|  |BD|’
tj.
b ¢
a p’

Sto je 1 trebalo dokazati. O
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Dokaz. 3. nacin (pomocu povrsina trokuta)

Uz oznake kao i u prethodna dva dokaza, konstruirajmo visinu DP na stranicu BC trokuta
ADBC te visinu DR na stranicu AC trokuta AADC. Nadalje, neka je CC, visina na stranicu
AB trokuta AABC. Izrazimo povrsinu trokuta AADC na dva nadina:

|AD| - |CC,|

P(AADC) = >

|AC| - IDR|

P(AADC) = —

Izjednacavanjem dobivamo

[AD|-ICC,| _ |ACI-|DR]
2 2 ’

{.
IAD| _ |DR|
|AC|  |CCy|

Analogno, promatrajuci trokut ABCD 1izrazivsi njegovu povrsinu na dva nac¢ina dobivamo
sljedece:

|BD| - |CC,|

P(ABCD) = 5

|BC| - |IDP|

P(aBCD) = >
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IzjednaCavanjem dobivamo

|BD|WCCH|:|BC|WDP|
2 2 ’
t.
IBD| _ |DP|
IBC| ~ |cCyI’
Kako se to¢ka D nalazi na simetrali kuta <tfACB, prema Teoremu je |DP| = |DR)|.
|AD| _ |DR| . |BD| |DP

Sada iz jednakosti = 1 = dobivamo
|AC] |CCy| |BC| |ICCHl
|AD| _ |BD|
|AC| ~ |BCI’
tj.
|AD| _ |AC|
IBD| ~ |IBC|’
odnosno
a_2
p
Sto je i trebalo dokazati. O

Dokazimo da vrijedi i obrat prethodnog teorema:

Teorem 2.1.2. Ukoliko pravac povucen kroz jedan vrh trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u
omjeru duljina preostalih dviju stranica, tada je taj pravac simetrala tog kuta u trokutu.

— AD| |AC
Dokaz. Neka je D toCka na stranici AB za koju vrijedi IADI = u
|BD|  |BC|

E

<]
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Dokazimo da se tocka D nalazi na simetrali kuta <*{BCA. Tockom B povucimo paralelu s
CD. Neka je E sjeciSte povucene paralele i produzetka stranice AC preko vrha C. Primje-
nom Talesovog teorema o proporcionalnosti imamo

|AD| _ |AC]|
IDB|  |CE|

iz Cega slijedi |[BC| = |CE|. Dakle, trokut ABCE je jednakokracan s osnovicom BE. Stoga
vrijedi {BEC = S CBE := ¢.

Kako su kutovi <{DCB 1 < CBE te kutovi SACD 1 { BEC kutovi uz transverzalu paralelnih
pravaca DC i BE, vrijedi

4DCB = ¥CBE = ¢ i ¥ACD = 9¥BEC = ¢,

tj. XACD = < DCB iz Cega slijedi da je CD simetrala kuta <X BCA.
O

Sada ¢emo dokazati analogon teorema o simetrali kuta za vanjske kutove trokuta. No
za to ¢e nam trebati sljedeca definicija.

Definicija 2.1.3. Neka je AB duzina te neka je T tocka na pravcu AB koja ne pripada
duZini AB. Tada kaZemo da tocka T dijeli duZinu AB izvana u omjeru |AT| : |BT|.

Teorem 2.1.4. (Teorem o simetrali vanjskog kuta u trokutu) Simetrala vanjskog kuta
trokuta dijeli nasuprotnu stranicu izvana u omjeru preostalih dviju stranica.

Dokaz. Oznacimo s y" mjeru vanjskog kut kod vrha C. Neka je CD simetrala tog kuta.
Tockom B povucimo paralelu s CD. Oznacimo s E sjeciSte te paralele i stranice AC.

<]

JQ
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Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti, vrijedi

ACI _1ADI _ __1ACl _ ___IAD)
JAE| ~ |AB| " |AC|-ICE| ~ |AD| - |BDY’

tj.
|AC| - |AD| - |AC| - |BD| = |AD| - |AC| - |CE| - |ADI,
iz ¢ega dobivamo
|IAD| _ |AC|
|BD| ~ |CE|
Promotrimo sada trokut AEBC. Zbog teorema o transverzali paralelnih pravaca, vrijedi

(2.3)

J<DCB = SEBC = JBEC = %, tj. trokut AEBC je jednakokra¢an s osnovicom EB.
Dakle, |[EC| = |BC|. Uvrstavanjem te jednakosti u (2.3)) dobivamo traZeni omjer. O

KoriStenjem teorema o simetrali kuta u trokutu moZemo dobiti formule za duljine od-
sjeCaka dobivenih presjekom simetrale kuta trokuta i stranice nasuprot tom kutu.

Korolar 2.1.5. Ako simetrala unutarnjeg kuta pri vrhu C trokuta AABC sijece stranicu AB
u tocki D, onda vrijedi

bc ac
AD| = ——, |BD| = ,
IADI a+b| | a+b

pri cemu je a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB].

Dokaz. Neka je g =|AD|1i p = |BD| kao na slici.

Prema teoremu o simetrali kuta vrijedi

T IR
I
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tj.
9 _°
c—q ’
iz ¢ega dobivamo
qa = bc — bg,
paje
q(a+b) = bc
Dakle, slijede traZene formule
bc ac
q= p=c—q=

O

Na sli¢an nacin moZemo izraCunati omjere u kojima srediSte upisane kruZnice S dijeli
odsjecke simetrala kuta unutar trokuta.

Korolar 2.1.6. (Teorem o sredistu trokutu upisane kruZnice) Srediste trokutu upisane
kruznice dijeli odsjecak simetrale kuta unutar trokuta u omjeru zbroja duljina dviju stra-
nica koje imaju zajednicki vrh na toj simetrali i duljine trece stranice.

Dokaz. Nekasu AA;, BB, i CC, odsjecci simetrala unutarnjih kutova trokuta AABC i neka
je S srediSte trokutu upisane kruznice.

Zelimo dokazati da vrijede sljedeée jednakosti:

|AS| _D+c
ISA a
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IBS| a+c
ISBi| b’
ICS| _a+b
ISC,| ¢

Ozna¢imo s ¢ duljinu odsje¢ka BA, na stranici BC. Primjenom teorema o simetrali kuta na

trokut AABA; dobivamo
|AS|  |AB| ¢

ISA\|  |BAIl ¢

Kako je prema Korolaru [2.1.5(odsjecak g = i, dobivamo

b+c
AS| ¢ b+c
ISA;| _4C a
b+c
Preostale dvije jednakosti se analogno dokazuju. O

Primjenom prethodnog korolara dobivamo dva zanimljiva identiteta u trokutu.
Korolar 2.1.7. Za simetrale AA,, BB, i CC unutarnjih kutova trokuta AABC koje se sijeku
u sredistu S trokutu upisane kruznice vrijedi:

Al _ISBil _ISCil _
A4l " [BBil T ICCIl

1

SAlISBl ISCT _

|AA;|  |BBy| |CCy]
ISA 1B ISC
[AAL|" IBB|  ICC|

Dokaz. lzrazimo omjere preko a, b i c. Imamo da je

ISAIl IS Al B 1 3 1 2.4)
AAIl T IAST+ISAIl T IAST+ISAL T AST '
IS Al ISA|
AS b+
Prema Korolaru [2.1.6|vrijedi da je IL ) || = ‘ UvrStavanjem u li dobivamo
1 a
ISA| 1 3 1 _a
|AA||  b+c T a+b+c 25
—_—+1 —F—-
a a

a+b+c

pri Cemu je s = 7
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ISBi| b . ISCi| ¢

=— i = —,
|IBB| 2s |CCy| 2s
Konac¢no, zbrajanjem dobivamo

ISA  ISBi| ISCi| _a b ¢ 2s

Analogno dobivamo

+ + =—+—+—=—=1,
|AA{| |BBy| |CCy| 2s 2s 2s 2s
¢ime je dokazana prva jednakost.
SAl ISB|] . ISC
Izrazimo sada preko a, b i c omjere ISAl , 1S Bi 1 IS €l . Vrijedi,
|AA,|" |BBy| |CCyl
ISA] 1 1 1
= = = ) 2.5
A7l T TAAL T BABA, | BAl 2
IS A IS A IS A
AS b+ SA
Prema Korolaru [2.1.6| vrijedi da je ||SA1|| = € 4. ||SA1|| - b:’_c.
UvrStavanjem u (2.5)) dobivamo sljedece:
ISA| 1 _ b+c  2s-a
AA 144 a+b+c 25
b+c
) ISBl 2s—-b . |SC|] 2s-c¢
Anal dob = =
nalogno dobivamo BB T CC)] o
Konac¢no, zbrajanjem dobivamo
|[SA| |S B| ISC| 2s—a 2s-b 2s-—c
+ + = - +
|AA,| |BB;| |CC] 2s 2s 2s
_6s—(a+tb+c) 6s—2s _ 5
B 2s o2 7

Sto je 1 trebalo dokazati. m|
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2.2 Duljina simetrale

Prijedimo sada na izraCunavanje duljina simetrala s,, sg i s, unutarnjih kutova trokuta
AABC. Pod duljinom simetrale kuta trokuta podrazumijevamo duljinu odsjecka te sime-
trale od vrha trokuta do sjeciSta s nasuprotnom stranicom. U ovoj tocki ¢emo na nekoliko
razlicitih nacina izvesti formulu za duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta.

Teorem 2.2.1. Za duljine simetrala kutova trokuta s,, sg i s, vrijedi

2Vbe
C

Sy = s(s —a),

2

a+
2Vab ——
v = a+b s(s =),
Jiei a+b+c
ejes = ———
gaje j >

Dokaz. 1. nacin L L
Oznacimo sa s, duljinu simetrale AA; kuta <BAC = «, tj. |AA;| = s,. Stranicu AC
produljimo preko vrha C do tocke E tako da je |CE| = |CA;|.

Na stranici AB ozna¢imo tocku F takvu da je |[BF| = |BA,|. Takva to¢ka sigurno postoji jer
je
JAAB = 180° - % B = (oz+,8+y)—%—ﬁz % Ly > % = JBAA,,
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a s obzirom da nasuprot veceg kuta trokuta leZi i veca stranica, imamo |AB| > |BA|,
odnosno [AB| > |FB|. Dokazimo sada da su trokuti AAFA; 1 AAAE sli¢ni. Kako je AA;

simetrala kuta CAB, vrijedi 4A,AE = SBAA, = %
Prema konstrukciji je trokut ACA E jednakokracan, pa je

1 1
JAEA, = SCEA| = §(<ICEA1 + JEAC) = §<IACB =

SN

Isto tako je jednakokracan i trokut AFBA;, pa vrijedi

B _ae P
2 272 2 272

Dakle, SYAEA| = < TAAF, $to znaci da su trokuti AAFA| i AAA|E sli¢ni po K-K-K
teoremu o slicnosti trokuta.
AA| _ |AE]
|AF|  |AAY|

Kako je |AF| = ¢ — |BF|i|AE| = b + |CE|, imamo |AA,|* = (c — |BF|) - (b + |CE)), j.

a B _a+p+y a B _ vy
e 5

JAAF = 180° — % —(90° + 2y = 90° -

Stoga vrijedi odnosno |AA,|* = |AF| - |AE].

s> =bc—c-|CE|-b-|BF|-|BF|-|CE|. (2.6)

Prema Teoremu vrijedi
CE| _ICAl| _ b

IBF| ~ |BA|| ¢’
odnosno ¢|CE| = b|BF|, pa uvrstavanjem u jednakost (2.6) imamo

s> = bc — |BF| - |CE]|. (2.7)

1z sustava

c-|CE|-b-|BF|=0

|CE|+ |BF|=a
b
dobivamo |BF| = —— i |CE| = —
b+c b+c
Uvrstavanjem tih duljina u jednakost (2.7)) dobivamo
b
s> = bc aoc

@ C(b+op



POGLAVLIJE 2. TEOREM O SIMETRALI KUTA U TROKUTU 24

Svodenjem na zajednicki nazivnik i faktorizacijom, dobivamo:

2_bc[(b+c)2—az] _beb+c-a)b+c+a)
YT T o b+ 07 ‘

+b+
Kakojes:%,tj.a+b+c:2s,toje

,  4bes(s —a)
S =
¢ (b + c)?

1 kona¢no

Sq = 2 Vbe Vs(s —a),

b+c

Sto je 1 trebalo dokazati.
Na analogan nacin dobivamo formule za duljine simetrala kutova XABC i <CBCA.

Dokaz. 2. nacin (pomocu povrsina trokuta)

Neka je s, duljina simetrale kuta <xCAB. Ocito vrijedi: P(AABC) = P(AABA)+P(AACA,).
Koristec¢i formulu za povrSinu trokuta, imamo

bc . csqy . a@ bs, . «a

Pomocu formule za sinus dvostrukog kuta, tj. sin 2a = 2 sin « cos @, dobivamo
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b s'nacosa Sa(b+¢) ,na/

in — —=——— sin—

€85 €085 > M3
2bc cos % =(b+ )y,

odnosno imamo da je

2bc a
= —. 2.
S P cos 7 (2.8)
/1
Iskoristimo sada formulu za kosinus polovi¢nog kuta cos% = y te poucak o
, b* + ¢* - a? 5 , , ,
kosinusu cos @ = b UvrStavanjem u jednakost (2.8|) dobivamo
c
2Vbe 2bc |1 +cosa
o= e VT A= TN T
| b* + ¢* - a? 2bc + b* + ¢* —a?
_ 2bc + "~ 2bc _ 2bc 2bc
b+ 2 Cb+c 2
_ 2bc (b+c+a)(b+c—a)_2\/%
_b+c\/ 4be S pac VU@
Sto je 1 trebalo dokazati. Analogno se dokazuju preostale dvije formule. O

Dokaz. 3. nacin (pomocu Talesovog teorema o proporcionalnosti i trigonometrije pravo-
kutnog trokuta)
Povucimo pravac p vrhom C trokuta AABC tako da je p paralelan sa simetralom AA; kuta

<X CAB te neka je tocka D presjek pravca p s pravcem AB. Kako je <BAA| = XADC = %

14XCAA, = <DCA = % (jer je pravac AC transverzala dvaju paralelnih pravaca), slijedi da
je trokut AACD jednakokracan, tj. |AD| = |AC].

Sada koriStenjem Talesovog teorema o proporcionalnosti vrijedi

[AAll _ |AB|
|ICD| |BD|’
odakle je
|AB| |AB| - |CD]|
|AA | = — - |CD| = —————,
|BD| |AB| + |AD|
tj.
|AB| - |CD|
|AA,| = (2.9)

|AB| + |AC|
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Neka je AN visina jednakokraénog trokuta AACD. Za pravokutan trokut AADN vrijedi:

IDN| . a %|CD|
ADN = ——  j. — ==
COS <X AD ]. COS > AC|
a odavde je
ICD| = 2cos% JJAC). (2.10)

Sada iz jednakosti (2.9) i (2.10) dobivamo
2|AB| - |AC| a

A= B rac 7
tj.
2bc a
“Thrc 2
¢ime smo dobili izraz (2.8) iz prethodnog dokaza.
Analogno bismo dobili da je sp = a2_c|1_cc cos§ 18, = 2-0:bb cos %, a ostatak dokaza

provodi se kao i u prethodnom dokazu.
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2.3 Neke nejednakosti sa simetralama

U ovoj ¢emo tocki dati neke zanimljive nejednakosti koje ukljucuju simetrale kutova tro-
kuta. Prije toga, prisjetimo se osnovnih sredina i nejednakosti medu njima.

Definicija 2.3.1. Neka su xi, x», ..., x, pozitivni realni brojevi. Tada je

harmonijska sredina brojeva x,, x,, ..., X, dana izrazom H, = I I I ;
—t — .+ —
X1 X2 Xn
geometrijska sredina brojeva x,, x,, ..., x, izrazom G, = /X[ X2...X,;
. .y . . . X1 +XxX+ ...+ X, .
aritmeticka sredina brojeva x|, x,, ..., X, izrazom A,, = oy

n

2 2 2
XX+ X

kvadratna sredina brojeva x,, x,, ..., X, izrazom K, = \/
n

Indukcijom se pokazuje da za pozitivne realne brojeve vrijedi
min{x;, x5, ..., x,} < H, < G, < A, < K, <max{x,, xp, ..., X,,},

pri cemu jednakost vrijedi ako 1 samo ako je x; = x; = ... = x,,.

Dokazi navedenih tvrdnji mogu se pronaci u [9]. Nejednakost izmedu aritmeticke i ge-

ometrijske sredine, ili krace AG nejednakost, svakako je jedna od najpoznatijih algebarskih

a+b .
> Vab $to ¢e nam za

nejednakosti. Za dva pozitivna realna broja a i b stoga vrijedi

posljedicu dati sljedeu nejednakost sa simetralama.

Primjer 1. Za duljinu visine v,, duljinu simetrale kuta s, i duljinu tezZiSnice t, povucenih
iz istog vrha, primjerice A, vrijedi v, < s, < 1.

Dokaz. Pokazimo najprije da je duljina visine najkraca od ovih triju duljina.
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Neka visina, simetrala kuta i teZiSnica iz vrha A sijeku stranicu BC u tockama D, E i F
redom. Promatrajmo najprije pravokutni trokut AADE. Kako je AE hipotenuza tog trokuta,
vrijedi da je duljina stranice AE najveca, tj. v, < s,. Zatim, u pravokutnom trokutu AADF
je AF hipotenuza pa je v, < t,. Nadalje, zbog odnosa aritmeti¢ke i geometrijske sredine
dvaju brojeva b i ¢ vrijedi b* + ¢*> > 2bc, a prema Teoremu za duljinu teZiSnice z,
imamo:

, 2P+ -at D+ + -

@ 4 B 4
>l72+c2+2bc—a2 _(b+er-a®
- 4 B 4
(b+c—a)(b+c+a) 2(s—a) 2s
2 7] = s5(s — a),
L ) a+b+c
pri emu je s = —

Dakle, > > s(s—a), tj. t, > V/s(s — a). Koriste¢i ponovno odnos aritmeticke i geometrijske

> Ya —

sredine < 11 Teorem|2.2.1, dobivamo

+c

2«/_

\/s(s —a) < \/s(s —a).

Sa =

Prema tome je s, < Vs(s—a) < 1,1 konacno v, < s, < 1, §to je trebalo dokazati. Obje
jednakosti vrijede ako i samo ako se radi o jednakokrac¢nom trokutu s osnovicom duljine a.
]

Dokazimo sada joS neke zanimljive nejednakosti koje vrijede za simetrale kutova tro-
kuta. Pritom koristimo standardne oznake za trokut AABC.

Primjer 2. Za duljine simetrala kutova vrijedi s, + sz + 5, < 3s.

Dokaz. Ova nejednakost se vrlo lako dokazuje primjenom nejednakosti trokuta: Svaka
stranica trokuta je manja od zbroja preostalih dviju stranica. Primijenimo sada nejednakost
trokuta na trokute AABA; 1 AACA;.

Uz oznake kao na slici vrijedi:
Sq <C+p,

Sqe <b+gq.
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Zbrajanjem dobivamo:

2s¢ <b+c+p+aq,

odnosno zbog p + g = a imamo
2s, <a+b+c,
tj.
Sq < S.

Na analogan nacin bismo dobili i1 nejednakosti sz < 515, < s, a nakon zbrajanja tih
nejednakosti dobivamo trazenu tvrdnju:

So + 85g+ 85, < 3s.

Dokazimo sada da vrijedi jo$ jaca nejednakost od prethodne:
Primjer 3. Za duljine simetrala kutova vrijedi s, + sg + 5, < 2s.

Dokaz. U Primjeru 1. je koriStenjem formule za duljinu simetrale 1 AG nejednakosti do-
kazano da vrijedi:

_ 2+be

" b+c

S

- fs(s —a) < Vs(s - a). (2.11)
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Ponovnim koriStenjem AG nejednakosti za pozitivne realne brojeve s 1 s — a dobivamo:

s+s—a
— < _
Vs(s —a) >

tj.

VsGs —a) < 232_‘1, (2.12)

s time da u ovom slucaju vrijedi stroga nejednakost jer je s # s — a. 1z nejednakosti (2.11])

i (2.12]) dobivamo

2s—a
Sq <
Analogno bismo dobili nejednakosti:
2s=b
Sp <
te
< 2s —c
s
7 2

Zbrajanjem dobivenih nejednakosti dobivamo novu nejednakost

2s—a+2s—b+2s—c
2 2 2

So +8g+ 5, <

odnosno
So + 85g+ 85, <2s,

Sto je i trebalo dokazati. O

Sljedece tri nejednakosti su posljedice dokazanih ocjena s, < Vs(s —a), sg < Vs(s —b) 1
sy, < Vs(s—o).

Primjer 4. Za duljine simetrala kutova s, sz 1 s, vrijedi s,s35, < rs® pri éemu je r
polumjer trokutu upisane kruznice.

Dokaz. MnoZzenjem prethodno spomenutih nejednakosti dobivamo

SaSpSy < \/s(s—a)- \/s(s—b)- \/s(s—c)
= sx/s(s—a)(s—b)(s—c)

=s-P=s-rs=rs,

pri ¢emu smo upotrijebili Heronovu formulu za povrsinu trokuta i Teorem [1.2.4] |
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Primjer 5. Za duljine simetrala kutova s, sz i s, vrijedi s2 + 53

2 2
B+sySs.

Dokaz. Kvadriranjem nejednakosti s, < Vs(s—a), s < Vs(s—b)i1s, < Vs(s—c)

imamo:
se < s(s—a),s; < s(s=b)is; < s(s—c).

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo:
s§+s§+si <s(s—a+s-b+s—c)=s[3s—(a+b+c)] =s3s—2s) =5

Sto je i trebalo dokazati.

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako se radi o jednakostrani¢nom trokutu.

Primjer 6. Za duljine simetrala kutova s,, sz i s, vrijedi s,55 + 555, + S48, < 5%

Dokaz. UvrStavanjem nejednakosti s, < Vs(s—a), sg < Vs(s—b)is, < Vs(s—c)u

lijevu stranu traZene nejednakosti dobivamo:

SaSg + SgSy + a8y < \/s(s—a)- \/s(s—b)+ \/s(s—b)- \/s(s—c)+ \/s(s—a)- \/s(s—c)
=s(Vs-a)s=b)+ s =b)(s- )+ Vs - a)s - 0)).

Primjenom AG nejednakosti na ¢lanove s —a, s — b 1 s — ¢ dobivamo

s—a+s—-b s-b+s—-c s—-a+s-—-c
SaSg + SpSy + 8485, < 8 5 + > + 5

= %s[2s—(2s—c)+2s—(2s—a)+2s—(2s—b)]

1 1
:Es(a+b+c):§s-2s=sz.

Dakle, 5,55 + Sgs, + S5, < 57, pri Cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jedna-
kostraniCan. O
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- Lo : o I 9
Primjer 7. Za duljine simetrala kutova s,, sg 1 s, vrijedi — + = + = > —.
527 s

a 5 y

Dokaz. 1z nejednakosti s, < Vs(s —a), sz < Vs(s —b)is, < Vs(s — c) imamo:

1 1 1 1 1 1
Y Z s T o Z s 5 Z *
27 s(s—a) sé s(s=b) 52~ s(s—c)

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo

1+1+1> 1 N 1 N 1
252 52 s(s—a) s(s—Db) s(s—c)

Vi b%
1( 1 1 1 )

= — + +
s\s—a s-b s-—-c

1 (s=-b)(s—-c)+(s—-a)(s—c)+(s—a)(s—Db)

s (s —a)(s —b)(s - c)

s> —bs—cs+bc+s>—as—cs+ac+ s> —as—bs+ab
- s(s — a)(s — b)(s — c)

_ 35 =2s(a+b+c)+ab+bc+ac

P? ’

(2.13)

pri ¢emu smo kod posljednje jednakosti iskoristili Heronovu formulu za povrSinu trokuta.
Koristenjem Heronove formule i Teorema dobivamo

(s—as=b)s=c)  abe
s s
B s> —(a+b+c)s* + (ab + bc + ac)s — abc + abc

r* +4Rr =

s
=s>—(a+b+c)s+ab+bc+ac

=ab + bc + ac — §°,

tj.
r* + s* +4Rr = ab + bc + ac. (2.14)

Uvrstavanjem Cinjenica da je a + b + ¢ = 2s, P = rs te jednakosti (2.14) u jednakost (2.13))
dobivamo

1 1 1 >3s2—452+r2+s2+4Rr
sz s s r2s?
r2 + 4Rr

252
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Sada zbog Eulerove nejednakosti R > 2r vrijedi da je

2+ 4Rr  r* + 8r? 9

r2s2 T 282 20
1 1 1 9 .. .. Do . o .
Dakle, — + — + — > — Sto je i trebalo dokazati. Pritom, jednakost vrijedi ako 1 samo
Se Sz Sy S
ako se radi o jednakostranicnom trokutu. O

Zadatci ovog tipa Cesto se pojavljuju na srednjoSkolskim natjecanjima iz matematike.

Primjer 8. (Bosna i Hercegovina, 1990.) Za duljine simetrala kutova s,, sg i s, vrijedi

S K S
_"+_'3+_7'S
a b c

Dokaz. KoriStenjem nejednakosti s, < Vs(s—a), sg < Vs(s—b)is, < Vs(s—c), for-
.. a-v, b-v, CVe | ... . . .. .
mule za povrSinu trokuta P = 5 = = te Cinjenice iz Primjera 1. da je

s
2r

2
duljina visine manja ili jednaka duljini simetrale kuta, tj. v, < s,, vy < Sgi1 Vv, < 5,
dobivamo sljedece:

Sa Sﬁ Sy _ SaVa sﬁvb syvc

s et 2 T T op

Lo o 5
Sﬁ(sa+sﬁ+s7)
< —[s(s—a)+ s(s—b)+ s(s—c)]
2rs

1
=—((s—a+s—-b+s—c)
2r

:i[3s—(a+b+c)]
2r

1 s
= —Bs—-25) = —.
2r( s 5) 2r

N S N A ee . . . . .y
Jednakost — + f + L= > vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.
a C r

O

U sljedecem primjeru dajemo zadatak koji se pojavio na medunarodnoj matematickoj
olimpijadi.
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Primjer 9. (IMO 1991.) Zadan je trokut AABC. Neka su A, By i C; tocke u kojima
simetrale kutova S<CAB, s*ABC 1 < BCA sijeku stranice BC, CA, AB redom te neka je S
srediSte trokutu upisane kruznice. Tada vrijedi:

|AS|-|BS|-|CS]| 8

Lo <
4 |AA|-|BBy|-|CCy| — 27

C
b By
Ay a
A C, B
c
Dokaz. Prema Korolaru [2.1.6 vrijedi
|IAS| _D+c
|SA1|_ a
Stoga je
AS| 1 1 3 1 3 1 _ b+c
IAA)|  JAAY T JAST+ISAN 1+ ISAll 1% a+b+c
AS]| S| S| b+c
BS| a+c _ICS|  a+b

Anal bi dobili da vrijedi = - )
nalogno bismo dobili aVﬂJel|BBl| a+b+c1ICC1| a+b+oe

Kako je a + b + ¢ = 2, imamo:
AS| _2s—a |BS| _2s-b |CS| 2s-c
IJAA;|  2s ’|BBy|  2s |CC,| = 2s
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Zbog odnosa izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine vrijedi sljedeca nejednakost:

AS| _1BS| _ IcSI Y’
AS| 1BS| ICS| _|1AA[ " BB/ ICCil
AA| " IBB| ICCil 3

2s—a+2s—b+2s—c\

_ 2s
3
4s\?
as] 2y 8
3] \3) 27

Time je dokazana desna strana nejednakosti. DokaZimo sada i lijevu stranu. OCito je

|AS| |BS| |CS| _(@2s-a)2s - b)2s —c)
[AA|| IBBy| ICCy| 853
1 N (2s —a)(2s — b)(2s —¢) — 2s°
4 8s3 '
Primijetimo da je dovoljno dokazati da je
(2s —a)2s — b)(2s —¢) — 25>
8s3

Medutim, ta nejednakost slijedi iz niza jednakosti:

> 0.

(2s —a)2s — b)2s — ¢) — 25> = 85> — abc + 2s(ab + ac + bc) — 4s*(a+ b + ¢) - 25°
= 2s(ab + ac + bc — s*) — abc

b 2

:2s(ab+ac+bc—W)—abc

2ab + 2 2bc —a® — b* - 2
C@ibto). ab + 2ac + : a e
_a’b+ab® +bc* + b’c +ac’ + a’c —a’ — b’ — ¢ + 2abc
B 4
_db+c-a)+b(a+c—Db)+c(a+b-c)+2abc
- n )

Zbog nejednakosti trokuta ovaj je izraz uvijek veéi od 0 ¢ime je dokazana i lijeva strana
nejednakosti. O
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2.4 Zadatci

U ovoj ¢emo tocki prezentirati nekoliko zadataka u kojima se primjenjuje teorem o sime-
trali kuta u trokutu 1 njegove inacice te prethodno dokazane nejednakosti. Mnogi od njih
pojavili su se na najviSim razinama srednjoSkolskih matematickih natjecanja. Ukoliko niSta
nije napomenuto, S,, Sz 1 5, su duljine simetrala kutova trokuta, v,, v 1 v. duljine visina te
R 1 r polumjeri opisane i upisane kruZnice trokutu.

Zadatak 1. (Crux Mathematicorum, 1992.) Neka je AABC pravokutan trokut s pravim
kutom kod vrha C. Neka je D noZiSte visine povucene iz vrha C te neka su E 1 F' sjecista
simetrale kuta <<CAB s CD i CB redom. Dokazite da je |BD| > 2|EF|.

Rjesenje.

Ozna¢imo s G noZiste okomice iz vrha C na pravac EF. Kako je AF simetrala kuta
< CAB, vrijedi XEAD = %. Oznacimo s 6 mjeru kuta TAED.

Trokut ACEG je pravokutan s pravim kutom kod vrha G i vrijedi <<CEG = ¢ jer su to
vr$ni kutovi. Iz toga slijedi da je <{GCE = %. Trokut AACF je pravokutan s pravim

kutom kod vrha C 1 <<CAF = %. Dakle, <AFC = ¢. Sada za pravokutan trokut AFCG s
pravim kutom kod vrha G vrijedi da je SFCG = %. Stoga je ACEF jednakokracan trokut

s osnovicom FE, tj. |[FC| = |CE|. Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti vrijedi da su navedeni
trokuti medusobno sli¢ni.
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... . |BD| _ . . .
Trebamo izraCunati omjer ﬁ Primjenom Euklidovog teorema o pravokutnom trokutu
2

na trokut AABC dobivamo da je a = vc - BD, tj. |BD| = .
C

Zbog slicnosti trokuta ACGE 1 ACAF vrijedi

CE| _ |FA|
IGE| — |FCI’
pa je
CE|-|FC| |FCP?
G| = ICELIFC) _|FCP.
|[FA| |[FA|
Nadalje, prema Korolaru [2.1.5| vrijedi
ab
FC| = .
IFC] b+c

Primjenom Pitagorinog teorema na pravokutan trokut AAFC, a zatim na trokut AABC

dobivamo
| b b b
AF| = 4 |b? - Vo + o+ = ——\2e + 2be.
IAF] +(b+c)2 b+c b+eyta b+c e
Sada je
b
2
BD| |BD| 1 |BD|-[FA] 1 & p+cV2*+2bc | pie e
- = = e = .. = — . . C C.
IEF| _ 2IGE| 2 |FCP 2 ¢ 2D 2 The
b+ o)

o |BD| ) . |BD| 1 b+c
0] da —. Kak > b, t > - V2c? + 2D
cijenimo sada EF] ojec oje EF| 2 be c
Zbog odnosa izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine vrijedi

1 b 1 2vb 1 4b

_.2*¢ 2¢2 +2b% > — - ‘. 2V4b2c2:_._C:2.

2 c 2 c 2 bc
BD|

Dakle, dobili smo l— > 2,t. |BD| > 2|EF|.
|EF]|
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Zadatak 2. Dokazite da je trokut AABC pravokutan ako teZiSnica i visina iz vrha C dijele
kut pri vrhu C na tri sukladna dijela.
Rjesenje.

Neka teZi$nica i visina iz vrha C sijeku stranicu AB u to¢kama M i N redom. Pokazimo
najprije da su pravokutni trokuti AMNC i1 ANBC sukladni.
Iz uvjeta zadatka vrijedi da je <NCM = << BCN.

—
N

Kateta CN im je zajednicka pa prema K-S-K teoremu o sukladnosti vrijedi AMNC =
ANBC. Dakle, I[MN| = |NB|.

Nadalje, budu¢i da je CM teZi¥nica trokuta AABC, vrijedi [AM| = |MB.

Iz uvjeta zadatka je Y MCA = xNCM, pa je CM simetrala kuta s NCA.

Primjenom teorema o simetrali kuta u trokutu na trokut AANC dobivamo

AC| _ |AM| _ |MB| _2|MN| _

= - = =2,
ICN| |[MN| |MN| |[MN]|

tj.

|AC| = 2|CN]|.
PokaZimo sada da je pravokutni trokut AANC polovica jednakostrani¢nog trokuta. Naime,
prema Pitagorinom teoremu vrijedi da je

AC|? 3IAC?  |AC|V3
IAN| = VJAC]? - |CNP? = |AC|2_%: /|4| _ | 2|xf‘

Dakle, AN je visina jednakostrani¢nog trokuta &ija je duljina stranice JAC|. Stoga je
INCA = 60°, tj. S<MCA = 30°. Prema tome, SMCA = <NCM = <<BCN = 30°,
odakle je *BCA = 90°.
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Zadatak 3. Konstruirajte trokut ako je zadano a, b i s,.
Rjesenje.

Analiza: Neka je CD simetrala kuta XACB = vy, tj. CD = Sy.
Totkom D povucimo paralele sa stranicama AC i BC.

Oznacimo sjecista tih paralela sa stranicama tockama E i F kao na slici.

Pokazimo da je dobiveni ¢etverokut CFDE romb. Kako je CF DE paralelogram, dovoljno
je pokazati da je |CF| = |FD|.

Vrijedi da je <DCF = g Kako je FD || CE, to je YAFD = vy, paje <CFD = 180° — ,

odakle je <CDF = % Dakle, trokut ACFD je jednakokracan, pa je |CF| = |FD|.

Izracunajmo sada duljinu stranice tog romba.
Zbog slicnosti trokuta AABC 1 ADBE imamo da je

JAC| _|AB| _|AD| +|BD| _|AD|

= = = + 1.
|ED| |BD| |BD| |BD|
AD| b AC| b
Prema teoremu o simetrali kuta u trokutu vrijedi IADI = —,paje lacl = — + 1, odakle je
IBD| a |ED| a
1 _1+1 i, |ED| = ab
ED| a b T avp
Konstrukcija:

1° Koriste¢i Talesov teorem o proporcionalnosti duZina konstruirajmo duZinu CF takvu

. ab
daje |CF| = P
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2° Konstruirajmo pomo¢ni trokut ACF D Cije su stranice duljina |CF| = |FD| = i
CD| = s, ¢

3° Tockom D povucimo paralelu s duzinom CF, a tockom C paralelu s duZinom DF.
Sjeciste tih paralela je tocka E.

4° Produljimo duzinu CF preko vrha F do vrha A tako da je |CA| = b.

5° Presjek pravaca AD 1 CE je vrh B.

Rasprava:

Zadatak ima jedinstveno rjeSenje ako je moguce konstruirati jednakokracan trokut CFD,
2ab

a+b
Zadatak 4. (Albanija, 2002.) Dokazite da u svakom trokutu vrijedi

v Vv, V. R+2r
@2 T2 2 :
Sa Sz 8 2Rr

tj. ako je > S5,y

Rjesenje.

Neka su A, By i C; redom noZiSta visina povucenih iz vrhova A, B i1 C, te neka su A,, B; 1
C, redom sjecista simetrala kutova x<CAB, S ABC 1 <*BCA s nasuprotnim stranicama.

Kako je povrsina trokuta AABC jednaka zbroju povrSina trokuta AABA, i AAA,C, imamo
daje

. a Lo«
bs, smE + CS, s1n§ =2P,
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odakle je
2P
Seg = 77—
(b +c)sin
Zbog toga je
Va 2 b+ c)?sin® ¢ b+ (s=Db)(s—c) (Db+)P(s—b)(s—oc)
s2 4 2aP B 2Pabc B 8P’R ’

(b+c)?sin® &
(2.15)
pri ¢emu smo iskoristili Teorem [1.2.9|1 formulu za sinus polovi¢nog kuta.

U daljnjem tekstu ¢emo radi preglednosti koristiti oznaku )| za zbroj trazenih simetri¢nih
Vp Ve

Va v P a
elemenata, npr. oznaka ), — oznaCavatCe — + — + —.
Sa S5 S5

[0

Zbog simetrije, iz (2.15) dobivamo jednakost

Zﬁ 3 Z(b+c)2(s—b)(s—c). (2.16)

2 8P’R

Kako je
b+c’=(G+s—a)l=s*+2s(s—a)+ (s —a),

primjenom Heronove formule dobivamo
Db+l (s=b)s—c) =5 Y (s=b)s —c)+65(s = a)(s = b)(s — ¢)
+(s—a) s —Db)(s—c) ) (s—a)
=5 ) (s=b)(s =) + TP
= s[s ) (s =b)s =) = (s —a)(s = b)(s = )] + 8P*.  (2.17)
Nadalje, vrijedi
5 5= D) s =) = (s —a)(s = b)(s — ©)
=s(s=b)(s—c)=(s—a)s—D)(s—c)+ s(s —a)s —b) + s(s —a)(s — ¢)
=ls-G-al(s-b)(s—c)+s(s—a)[s—b+s—]
=a(s—b)(s—c)+as(s—a)=al[(s—b)(s—c)+ s(s —a)]
:a[sz—bs—cs+bc+s2—as] =a[bc+2s2—(a+b+c)s]
=a [bc +2s% - 252] = abc = 4PR.
Sada, uvrStavanjem dobivene jednakosti u dobivamo da je

Z(b +¢)%(s — b)(s — ¢) = 4PRs + 8P* = 4P(Rs + 2P).
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1z (2.16)) i Teorema [1.2.4]slijedi jednakost

vo 4P(Rs+2P) Rs+2P Rs+2rs R+2r
s 8P:R 2PR  2Rrs  2Rr’

Sto je 1 trebalo dokazati.

Zadatak 5. (Brazil, 1999.) U trokutu AABC, simetrala kuta <xCAB sijeCe stranicu BC i
opisanu kruZnicu redom u tockama A, i A,. Tocke By, B, C; i C; definirane su na isti
nacin. Dokazite da vrijedi nejednakost

Add BBl GGl 3
[BA|+ICAs|  ICByI +1ABy|  JAG, [ +1BCol ~ 4

Rjesenje.

Kako je AA; simetrala kuta <{CAB, to su mjere obodnih kutova nad tetivama BA, i CA,
jednake. Stoga je
|BA;| = |CA,|. (2.18)

C

‘\ .

A B

Co

Nadalje, <CAA, = <xCBA; jer su to kutovi nad istim lukom, te <AA;C = {BAA; jer su
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to vrs$ni kutovi. Zbog toga su prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuti AAA,C 1 AA;BA,
sli¢ni. Dakle, vrijedi

|A1As|  |CA| a
= = 2.19
|BA,| JAC]  b+c .19)
b
jer prema Korolaru [2.1.5| vrijedi da je |CA;| = baT' Sada iz (2.18) i (2.19) dobivamo
¢
jednakost
|A1A2l  a

|BAs| +1CAsl — 2(b +¢)
pa lijeva strana zadane nejednakosti poprima oblik

1 Z a

244db+c
Uvedimo sada sljedecu supstituciju: a + b = x, b + ¢ = y, a + ¢ = z. KoriStenjem navedene
supstitucije i odnosa izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobivamo

1 a 1 x+y—-z 1 x y\ 3 _ 1 xy 3 3
DN RPN Y RS T DIN LIS

Pritom jednakost vrijedi ako i samo akojex =y =2zt.a=>b =c.

Zadatak 6. (Svedska, 2005.) U trokutu AABC simetrale kutova xCAB i <ABC sijeku
nasuprotne stranice redom u to¢kama D i E. Ako je y > 60°, dokazimo da je
|AE| + |BD| < c.

Rjesenje.




POGLAVLIJE 2. TEOREM O SIMETRALI KUTA U TROKUTU 44

bc . ac
1|BD| =
+c b+c

Prema Korolaru[2.1.5|{imamo da je |AE| =
a

Stoga vrijedi

|JAE|+|BD| b a _a+b*+ac+bc
c _a+c+b+c_ (a+c)b+c)
S obzirom da je funkcija kosinus padajuca na intervalu (0, 7r), vrijedi cosy < cos 60°.
Zbog toga, koriStenjem poucka o kosinusu, dobivamo da je

a+b*-2 1

<
2ab 2’

(2.20)

odakle je
a*+b* < ab+ . (2.21)

Sada zbog (2.21)) za brojnik izraza (2.20) dobivamo
a+b+ac+bc<ab+c?+ac+bc=ab+c)+cb+c)=(a+c)b+c).

Dakle, vrijedi nejednakost

|AE| + |BD| - (a+co)b+c)
c (a+c)b+c)
odakle je [AE| + |BD| < c, §to je 1 trebalo dokazati.

b

Zadatak 7. (Moldavija, 2003.) Dokazite da u svakom trokutu vrijedi nejednakost
SaSp + SpSy + 8,8¢ < s V3r2 + 12Rr.
Rjesenje.

Iz ve¢ dokazanih nejednakosti s, < Vs(s —a), s < Vs(s—b)is, < Vs(s — c) te odnosa

izmedu aritmeticke i kvadratne sredine, dobivamo sljede¢i niz nejednakosti

SaSg+ SpSy + 5,8, < 8 \/(s —a)(s—b)+s \/(s -b)(s—c)+s \/(s —c)s—a)
< s\/3[(s—a)(s—b)+(s—b)(s—c)+(s—c)(s—a)]

:s\/3[(s2—(a+b)s+ab)+(52—(b+c)s+bc)+(52—(a+c)s+ac)]

=5 \/3(ab + bc + ac — 52).
Sada, koriStenjem jednakosti (2.14), dobivena desna strana nejednakosti poprima oblik

sv3(ab + bc + ac — §2) = s\/3(r> + 4Rr) = s V3r2 + 12Rr,

Sto je 1 trebalo dokazati. Pritom, jednakost vrijedi samo u slucaju jednakostrani¢énog tro-
kuta.



Poglavlje 3

Simetrala kuta i opisana kruzZnica

U ovom poglavlju navest ¢emo dva teorema koji povezuju simetralu kuta trokuta i trokutu
opisanu kruZnicu. Primjenom tih teorema rjeSavaju se neki vrlo sloZeni problemi koji se
pojavljuju na natjecanjima.

3.1 Simetrala kuta raspolavlja luk

Teorem 3.1.1. Simetrala unutarnjeg kuta iz jednog vrha trokuta i simetrala stranice nasu-
prot tom vrhu sijeku se na tom trokutu opisanoj kruznici.

Dokaz. Neka je kruznica k opisana trokutu AABC.

Simetrala stranice BC sijece stranicu BC u to¢ki M, a kruZnicu k u tocki N.

45
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S obzirom da ona raspolavlja stranicu E tj. |BM| = |MC]| 1 okomita je na nju, ona
raspolavlja i pripadni luk BC, tj. |BN| = |[NC]|.
Buduci da su obodni kutovi nad jednakim lukovima sukladni, vrijedi da je

4 BAN = 4 NAC = %

Dakle, simetrala kuta <tCAB prolazi tockom N ¢ime je dokazana tvrdnja teorema. O

Teorem 3.1.2. Neka simetrala kuta S BAC sijece kruznicu opisanu trokutu AABC u tocki
N # A. Neka je M tocka na duzini AN. Tocka M je srediste trokutu AABC upisane kruZnice
ako i samo ako je |MN| = |BN|.

Dokaz. Kako je AN simetrala kuta <tBAC, te iz Cinjenice da su kutovi SNBC i <CAN
obodni kutovi nad istim lukom, vrijedi <xBAN = < CAN = <CCBN.

A

/P>

M

=

Kako tocka M lezi na simetrali kuta <t BAC, ona je srediSte upisane kruznice trokutu AABC
ako 1 samo ako lezi na simetrali kuta <xABC, a to je dalje ekvivalentno s

© ACBM = XABM

& SMBN — <<CBN = <BMN — <tBAN

& IMBN = <BMN

< |MN| = |BN].
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3.2 Zadatci

Rijesimo sada neke sloZenije zadatke koji su se pojavili na natjecanjima, a rjeSavaju se
primjenom teorema iz prethodne tocke.

Zadatak 1. (Australija 1982.) Neka u trokutu AABC simetrala kuta <tBAC sijece tro-
kutu opisanu kruznicu u tocki Ay, simetrala kuta < ABC u tocki B, i simetrala kuta SYACB
u tocki C;. Dokazite da vrijedi |[AA,| + |BB;| + |CC,| > |AB| + |BC| + |CA].

Rjesenje.

Neka je M srediSte trokutu upisane kruZnice.

C

Prema Teoremu [3.1.2] vrijedi
IMCy| = |ACy| = |BC\],
t].
2IMC,| = |AC,| + |BC,|.
Primjenom nejednakosti trokuta na trokut AAC; B dobivamo
|ACy| + |BCy| > |ABI.
Dakle, 2|MC,| > |AB|. Analogno bismo dobili 2|MA,| > |BC|i2|MB,;| > |AC].

Takoder, zbog nejednakosti trokuta vrijede nejednakosti
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|AM| + |BM| > |AB|, |BM| + |CM| > |BC|1i|CM| + |AM| > |AC].
Zbrajanjem svih nejednakosti dobivamo
2IMC | +2|MA | +2|M B|+|AM|+|BM|+|BM|+|CM|+|CM|+|AM| > 2|AB|+2|BC|+2|AC]|.

No, kako vrijedi |AA|| = |[AM| + |MA,|, |BB,| = |BM| + |[MB;| i |CC,| = |CM| + |MC4|,
uvrStavanjem u prethodnu nejednakost dobivamo

2(1AA1| + |BB,| + |CCil) > 2(|AB| + |BC| + |CAJ),
tj.
|AA | + |BB,| + |CCy| > |AB| + |BC| + |CA]
Sto je 1 trebalo dokazati.
Sljedeca tri zadatka pojavila su se na medunarodnoj matemati¢koj olimpijadi.

Zadatak 2. (IMO 1989.) Neka je ABC jednakokragan trokut s krakovima AB i AC.
KruZnica k iznutra dodiruje trokutu opisanu kruznicu, te stranice AB 1 AC u tockama P 1
Q redom. Dokazite da je poloviste duzine PQ srediSte tom trokutu upisane kruZnice.

Rjesenje.

Oznacimo s M polovise duZine PQ i s K sjeciste simetrale kuta <BAC i luka BC kao
na slici. Zbog simetrije je AK promjer trokutu ABC opisane kruznice, a K je poloviste
kruznog luka PQ kruZznice k.
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Promatrajmo sada kruZnicu k, njezinu tetivu PK i tangentu AB. Prema Teoremu m
vrijedi <{BPK = < PQK, a zbog simetrije je SKPQ = < POK. Dakle, <BPK = <KPM
iz Cega slijedi da je PK simetrala kuta <tBPQ. Prema Talesovom teoremu o obodnom kutu
nad promjerom vrijedi <ABK = 90° = < PMK, §to znaci da se tocke P, M, B i K nalaze
na kruznici promjera PK. Dakle, koristenjem Korolara dobivamo tvrdnju

IMBK = <MPK = <BPK = <BMK
1z Cega je
|IKM| = |KB].

Sada prema Teoremu [3.1.2]slijedi da je toCka M srediSte upisane kruzZnice trokutu AABC.

Zadatak 3. (IMO 2002.) Neka je BC promjer kruZnice k sa sredi§tem O. Neka je to¢ka A
na kruZnici k takva da je 0° < SAOB < 120°, a tocka D poloviste luka AB koji ne sadrzi
tocku C. Pravac kroz tocku O paralelan s pravcem AD sijece AC u tocki J. Simetrala
duZine OA sijece kruZnicu k u totkama E i F. Dokazite da je tocka J srediste upisane
kruZnice trokutu ACEF.

Rjesenje.

Zbog uvjeta zadatka XAOB < 120°, totka J se nalazi unutar trokuta CEF. Radijus OA i
tetiva EF su okomiti i medusobno se raspolavljaju iz &ega slijedi da je Getverokut EOFA
romb. Stoga je tocka A poloviste kruZznog luka EF.

Znamo da u rombu EOFA vrijedi jednakost sljedecih kutova:

JAEF = SOEF = YAFE = SEFO.
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Takoder, vrijedi <ECA = SEFA 1 SAEF = <ACF jer su to obodni kutovi nad istim
lukovima.
Dakle, vrijedi XECA = SXACF, odnosno CA je simetrala kuta <ECF.

1 _
Kako je |OA| = |OC|1 <xAOD = §<IAOB = JOAC, slijedi DO || AJ. Stoga je Cetverokut

ODAJ paralelogram. Dakle, |[AJ| = |DO| = |EO| = |AE|. Sada primjenom Teorema [3.1.2
dolazimo do traZene tvrdnje.

Zadatak 4. (IMO 1989.) U siljastokutnom trokutu AABC, simetrala kuta st BAC sijeCe
trokutu opisanu kruZnicu u tocki A;. Na isti su nacin definirane tocke B i C;. Neka je
tocka A sjeciSte pravca AA; sa simetralama vanjskih kutova kod vrhova B i C. Analogno
su definirane tocke By i C. Dokazite da vrijede sljedece tvrdnje:

a) PovrSina trokuta AA(ByC je dvostruko veca od povrsine Sesterokuta AC; BA|CB;.

b) Povrsina trokuta AA(ByCy je najmanje Cetiri puta veca od povrsine trokuta AABC.

Rjesenje.

a) Neka je toCka [ srediSte upisane kruznice trokutu AABC. S obzirom da su simetrale
unutarnjeg i vanjskog kuta u trokutu okomite, vrijedi da je <tByBAy = 90°. Prema Teoremu
je |A11] = |A;B|. Dakle, A, je polovisSte hipotenuze pravokutnog trokuta AIBA, iz Cega
slijedi
P(AIBAy) = 2P(ABIA)).

Rastavljanjem Sesterokuta ACyBA;CB; na Sest trokuta sa zajednickim vrhom u tocki 7 i
primjenom analognog zakljucka kao i u prethodnom koraku na svih Sest trokuta, dobivamo
trazenu tvrdnju.
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b) Uocimo najprije da je zbog a) dijela zadatka dovoljno dokazati da vrijedi nejednakost
P(AC,BA,CB;) > 2P(ABC).

Neka je H ortocentar trokuta ABC. Pravac AH sijete stranicu BC u tocki D, a kruZnicu
opisanu trokutu ABC u tocki A,. Primjenom Korolara[I.1.5 o obodnim kutovima nad istim
lukom, imamo

JA;BC = 4A,AC = <DAC =90° — <ACD = <HBC

Analogno dobivamo 4A,CB = <HBC iz cega primjenom K-S-K teorema o sukladnosti
slijedi ABA,C = ABHC. Kako je tocka A; poloviste luka BC, udaljenost tocke A; od
pravca BC ne moZze biti manja od udaljenosti tocke A, do tog pravca. Dakle,

P(ABA,C) > P(ABA>C) = P(BA,CH) > 2(PABHC).

Konacno, rastavljanjem Sesterokuta ACBA;CB; na tri Cetverokuta sa zajednickim vrhom
H, kao na slici, slijedi tvrdnja.
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Poglavlje zavrSavamo zadatkom koji se pojavio na Azijsko - pacifickoj matematickoj
olimpijadi.
Zadatak 5. (APMO _2006. ) Neka su A i B dvije razlﬁite tocke na danoj kruznici k i tocka
P poloviste duZine AB. Neka kruZnica k; dodiruje AB u tocki P te neka dodiruje kruznicu
k. Neka je t tangenta tockom A na kruznicu k; razlicita od AB. Nadalje, neka je tocka

C # A sjeciSte tangente 7 i kruznice k. Tocka Q je poloviste duZine BC, a k, kruznica koja
dodiruje BC u toc¢ki Q i dodiruje AC. Dokazite da kruZnica k, dodiruje kruZnicu k.

Rjesenje.

Neka simetrala duZine AB sije¢e kruZnicu k u to¢kama M i N kao na slici. Zbog simetrije
vrijedi da je NP promjer kruZnice k;, a njegovo poloviste, totka L, srediite kruZnice k;.
Neka pravac AL sijeCe kruznicu k u tocki Z. Zatim, pravac ZQ sijeCe CM u tocki J 1
kruZnicu k u tocki K.

Kako su AB 1 AC tangente na kruZnicu k;, AL raspolavlja kut .CAB, pa je tocka Z poloviste
luka BC. Prema Teoremu ZQ je simetrala stranice BC.

Kako je Q poloviste od BC, imamo <ZQB = 90° = <LPA i 3JQOC = 90° = < MPB.
Nadalje, <ZBQ = 9ZBC = < ZAC = <4 LAP jer su to obodni kutovi nad istim lukom.
Dakle, trokuti AZQB i ALPA su sli¢ni.

Kako je M poloviste luka AMB, vrijedi <JCQ = <MCB = <MCA = <MBP iz Cega
sijedi da su i trokuti AJQC i AMPB sli¢ni.

Primjenom Teorema o potenciji to¢ke dobivamo

|AP| - |BP| = |NP|-|MP| =2|LP|-|MP|. (3.1)



POGLAVLIJE 3. SIMETRALA KUTA I OPISANA KRUZNICA 53

Zbog navedenih sli¢nosti trokuta i jednakosti (3.1)) vrijedi
1 _|LPI-IMP| _ |ZQI-|JQI

2 |AP|-|BP|  |BQ|-|CQI

Ponovno, zbog Teoremal|l.1.8|vrijedi |KQ| - |ZQ| = |BQ| - |CQ.

. |BO| - |CO|

Stoga je |[KQ| = —————

1Z0| _

Stoga kruZnica sa srediStem u tocki J i promjerom KQ dodiruje kruznicu k u tocki K i

duzinu BC u to¢ki Q. Kako je J na simetrali kuta < BCA, ta kruZnica takoder dodiruje i
AC. Dakle, ta kruznica je k.

= 2|JQ, iz &ega slijedi da je totka J poloviste duZine KQ.



Poglavlje 4

Steiner - Lehmusov teorem

4.1 Povijesna crtica

Steiner - Lehmusov teorem privla¢i mnogo pozornosti sve od svog zacetka 1840. godine,
a Cak se 1 danas, nakon Sto je proslo viSe od 150 godina, pojavljuju njegovi razni dokazi.
Jo§ od priblizno 300.g. pr.Kr. Euklid je pokuSavao aksiomatizirati geometriju, podrucje
koje se do tada empirijski otkrivalo i spoznavalo. U Euklidovim aksiomima i teoremima
opisani su trokuti, Cetverokuti, kruZnice, poligoni, te su opisane i mnoge povezanosti
izmedu njih. Zbog tih sli¢nosti i svojstava, uspostavljene su specificne vrste trokuta: raz-
nostrani¢an, jednakostraniCan te jednakokraCan, na kojeg ¢emo posebno obratiti paZznju u
nastavku ovog rada. Karakteristike teZiSnica, visina, simetrala kutova, itd. jednakokracnog
trokuta detaljno su opisane u Euklidovim Elementima 1 narednim radovima. Stoga pomalo
zacuduje kako postoji svojstvo jednakokracnog trokuta koje se joS dokazuje, gotovo 1500
godina kasnije. Pitanje jesu li duljine simetrala kutova jednakokra¢nog trokuta sukladne
bilo je direktna posljedica K-S-K teorema o sukladnosti, Sto je pokazano joS u Elementima.
No, ¢ini se kako je obrat tog teorema bio zanemaren sljedecih mnogo godina, a novi dokazi
se pojavljuju jos i danas.

Prvi konkretan dokaz o postavljanju tog pitanja nalazi se u pismu koje je C. H. Lehmus
napisao C. Sturmu 1840. godine traZe¢i od njega geometrijski dokaz. Sturm je taj problem
prosljedio drugima, a jedan od prvih koji su dali rjeSenje tom problemu bio je Jacob Ste-
iner.

Tako je nastao teorem poznat pod nazivom Steiner - Lehmusov teorem: Ako su duljine
simetrala dvaju unutarnjih kutova u trokutu jednake, trokut je jednakokracan. Steiner -
Lehmusov teorem od tada zaokuplja mnogo paZnje, te su se mnogi dokazi pojavljivali na-
rednih stotinjak godina, Sto je rezultiralo s viSe od 80 prihvacenih dokaza.

U nastavku ovog rada pokazat ¢emo nekoliko dokaza Steiner - Lehmusovog teorema, a
prije toga ¢emo se joS osvrnuti na njihove sli¢nosti 1 razlicitosti. Najkraci trigonometrijski

54
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dokaz dao je Mowaffaq Hajja [6] koriste¢i teorem o simetrali kutova u trokutu 1 poucak o
sinusu, a dokazuje se obratom po kontrapoziciji. Rébert Oldh - Gal i J6zsef Séandor u [[17]]
prezentiraju Cetiri trigonometrijska dokaza. Prvi od njih dao je V. Cristescu 1916. godine,
a dokazuje se koriStenjem poucka o sinusu i nekoliko trigonometrijskih identiteta. Drugi
je dao Plachy 2000. godine, no sli¢an se moZe naci i ranije 1983. u djelima Ken Seydela 1
njegovog studenta Newmana. Dokaz se svodi na kotradikciju, a pritom se koristi formula
za povrSinu trokuta preko sinusa kuta, poucak o sinusu i sinus razlike kutova. Za treci do-
kaz autor je nepoznat, a potjeCe iz Rusije. Takoder se dokazuje svodenjem na kontradikciju
te koriStenjem formule za povrSinu trokuta preko sinusa kuta i formule za sinus dvostrukog
kuta. Cetvrti je dokaz inspiriran dokazom M. Hajje spomenutim maloprije, no u ovom ga
radu neCemo navoditi. Svi navedeni dokazi mogu se pronaci u [

Spomenimo sada i neke geometrijske dokaze, tj. dokaze koriStenjem konstruktivnih me-
toda. Jedan od njih pripisuje se A. L. Fetisovu, a svodi se na kontradikciju. Dokaz koriStenjem
koncikli¢kih tocaka pripisuje se G. Gilbertu i D. MacDonnellu te se takoder svodi na kon-
tradikciju. David Beran u ¢lanku SSA and the Steiner-Lehmus Theorem iz 1874. predstavlja
dokaz napravljen 1840. kojeg pripisuje F. G. Hesseu. Time se to smatra jednim od prvih
dokaza koji su se pojavili kao odgovor na Sturmov zahtjev. U tom dokazu Koristi se S-S-K
teorem o sukladnosti i jedan je od direktnih dokaza Steiner - Lehmusovog teorema, tj. ne
dokazuje se svodenjem na kontradikciju. K. R. S. Sastry je u clanku A Gergonne Analogue
of the Steiner-Lehmus Theorem dao Cetiri dokaza teorema od kojih je jedan direktan, a
ostala tri se svode na kontradikciju. Detaljnije o tome Citatelj moZe vidjeti u radu [J5].

Cini se kako je svodenje na kontradikciju najéeséi na¢in dokazivanja Steiner - Lehmusovog
teorema.
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4.2 Trokut sa sukladnim teziSnicama odnosno visinama

Za razliku od Steiner - Lehmusovog teorema za simetrale, odgovarajuci dokaz za teziSnice
1 visine je iznimno jednostavan 1 ide direktno.

Teorem 4.2.1. Neka su u trokutu AABC duljine teZisnica povucenih iz vrhova A i B medusobno
jednake, tj. |AA | = |BB;|, gdje su A, i By polovista stranica BC i AC. Tada je |AC| = |BC).

Dokaz. Neka je tocka T teziSte trokuta ABC.

Prema Teoremu vrijedi
2 2
|AT| = Z1AA\| = 3|BBy| = BT,

zbog Cega je
ITA| = |TB,l.

Kako je XATB; = 9<BTA, jer su to vr$ni kutovi, vrijedi da su trokuti AAT B, i ABTA,
sukladni prema S-K-S poucku o sukladnosti trokuta. Zbog toga je |AB,| = |BA|, t.

1 1
5|AC| = 5|BC| = |AC| = |BC|.

Promotrimo sada trokut s dvije sukladne visine.
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Teorem 4.2.2. Neka su u trokutu AABC duljine visina povucenih iz vrhova A i B medusobno
jednake, tj. |AD| = |BE|, gdje su D i E noZista visina na stranicama BC i AC. Tada je
|AC| = |BC|.

Dokaz. 1. slucaj (visine unutar trokuta)

Pravokutni trokuti AABD i AABE imaju zajednicku hipotenuzu i podudaraju se u jednoj
kateti, pa su prema S-S-K~ teoremu o sukladnosti trokuta sukladni.

Stoga je SEAB = < DBA, odnosno <CAB = {CBA. Budu¢i da su nasuprot jednakim
kutovima trokuta pripadne stranice sukladne, to je |[AC| = |BC].

2. slucaj (visine izvan trokuta)

Pravokutni trokuti AACD 1 ABCE podudaraju se u jednoj stranici te vrijedi SACD =
< ECD jer su to vrini kutovi. Dakle, trokuti AACD i ABCE su sukladni prema K-S-K
teoremu o sukladnosti trokuta. Dakle, |AC| = |BC]|, tj. trokut AABC je jednakokracan.

O
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4.3 Planimetrijski dokazi

U dokazu Steiner - Lehmusovog teorema u knjigama [[1]] i [3] koristi se isti princip. U [1] je
Lema[4.3.2]navedena kao teorem, a nakon njegovog dokaza navodi se kao korolar Steiner -
Lehmusov teorem. U [3] je najprije naveden sam teorem, a potom je dokazana Lema4.3.2]
nakon koje je dokaz teorema naveden kao direktna posljedica leme.

Lema 4.3.1. Ako dvije tetive na kruznici imaju razlicite siljaste obodne kutove, onda manji
kut pripada kracoj tetivi.

Dokaz. Dvije sukladne tetive imaju sukladne srediSnje kutove i sukladne obodne kutove.
Ako imamo dvije razliite tetive, onda je kraca udaljenija od srediSta kruZnice, pa joj je
mjera sredi$njeg kuta manja. Stoga joj je i mjera Siljastog obodnog kuta manja. O

Lema 4.3.2. U trokutu s dva razli¢ita kuta, manji kut ima dulju simetralu.

Dokaz. Neka u trokutu AABC vrijedi 8 > .

Neka su BD i CE simetrale tih kutova. Odaberimo na AD totku F takvu da vrijedi

SFBD = JACE = JECB. Takva tocka postoji jer je <DBA = § > % = JACE.

Neka su G i H sjecista simetrale CE s BF i BD redom. Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti
trokuta, vrijedi AFBD ~ AFGC. Stoga je

IBF| _ |BD|

= . 4.1
CFl = ICGl “-1)
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Kako je u trokutu ABFC kut kod vrha C manji nego kut kod vrha B, vrijedi da je |BF| <

|CF|. Stoga je zbog (4.1)
|IBD| < |CG| < |CE|,

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Teorem 4.3.3. (Steiner - Lehmusov teorem) Ako su duljine simetrala dvaju unutarnjih
kutova u trokutu jednake, trokut je jednakokracan.

Dokaz 1. Pretpostavimo da je sg = s,. Moguca su tri sluCaja, 8 > v, <y i = y. Ako je
B > v, onda je prema Lemi[4.3.2] s < s,. Analogno, ako je 8 < y, onda je sz > s,. Dakle,
mora biti 5 = 7, tj. trokut je jednakokracan.

O

Pokazimo sada jo§ jedan dokaz Steiner - Lehmusovog teorema. Dokaz koji éemo sada
prezentirati svodi se na kontradikciju. Vrlo je elegantan te je jedan od trenutno najkracih
dokaza koji postoje. U dokazu ¢emo koristiti sljedecu lemu:

Lema 4.3.4. Neka su PQOR i XYZ dva trokuta takva da vrijedi |PQ| = |XY| i |QR| = |YZ|.
Ako je SPQOR > < XYZ, onda je |PR| > |XZ|.

Dokaz. Oznacimo |QR| = |YZ| = x, |PQ| = |XY| =y, |PR| = z, |XZ| = w te mjere kutova
S PQOR = 6, <XYZ = ¢. Pretpostavimo suprotno, tj. daje z < w.

Primjenom poucka o kosinusu na trokute APQR 1 AXYZ dobivamo

2 =x*+y* —2xycosé

w? = x% +y* — 2xycos ¢.
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Oduzimanjem dobivenih jednakosti imamo
w? — 22 = 2xy(cos § — cos ).

Kako su z i w prirodni brojevi, vrijedi z2 < w? pa je lijeva strana jednakosti nenegativna.
Dakle, cosd — cos¢ > 0. S obzirom da je funkcija kosinus padajuca na intervalu (0, ),
vrijedi da je 6 < ¢ ¢ime smo dosli do kontradikcije. O

Vratimo se sada na dokaz Steiner - Lehmusovog teorema.

Dokaz 2. Neka su AA;| 1 BB, simetrale kutova <*{BAC 1 <ABC 1 neka je |[AA,| = |BB]|.
Tada je <BAA; = CAA, = % 1 <XCBB; = <ABB; = 'g Da bismo dokazali da je trokut

jednakokracan, tj. da vrijedi |AC| = |BC|, dovoljno je dokazati da je @ = 8. Prepostavimo
suprotno, tj. pretpostavimo da vrijedi a # .
Tadajeilia < Bilia > .

Neka je
a<p. 4.2)

Promatrajmo trokute AABA;| i AABB;. Kako je |[AA,| = |BBy], AB je zajednicka stranica
trokutima i zbog (4.2), koristenjem Leme [4.3.4]slijedi da je

|BA,| < |AB,]. (4.3)
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Nadalje, neka je tocka F takva da je AA|FB,; paralelogram. Ozna¢imo mjere kutova
<):A1FBI = 5, <):A1FB = (,01 <IAlBF = 1,0
Kako je
|B1F| = |AA,| = |BBy],
vrijedi da je
<):BFBl = <):BlBF,

tj.
B
o+teo==+y.
p=5+y
No, kako su u paralelogramu nasuprotni kutovi sukladni, slijedi da je
529
=3
Prema tome,
¢ o=y
2 TP

Sada zbog (4.2) vrijedi ¢ > ¢ iz Cega slijedi da je |[BA;| > |A, F]|.
Kako je |A|F| = |AB;|, imamo da je

|BA:| > |AB,|

Sto je u kontradikciji s (4.3). Dakle, pretpostavka @ < S nije tona. Analogno bismo
zakljucili da ne moZze biti ni @ > S. Dakle, @ = 3, §to znaci da je trokut jednakokracan.

O

U nastavku ¢emo navesti jo§ jedan jednostavni geometrijski dokaz Steiner - Lehmuso-
vog teorema, a pripisuje se M. Gardneru. Dokaz je preuzet iz ¢lanka [18]].

Dokaz 3. Neka je ABC trokut sa sukladnim simetralama kutova XABC 1 {BCA, ¢j.
|BM| = |CN| kao na slici. Ako kutovi S 1 y nisu sukladni, tada jedan od ﬁ'ih mora biti
manji od drugog. Pretpostavimo da je 5 < y. Neka je tocka L na simetrali BM takva da je

JLCN = %ﬁ. Kako je <LBN = < LCN, slijedi da toc¢ke L, N, B i C leZe na istoj kruZnici.
Iz B < y slijedi
B<3B+7) < 5@ +p+p) =90,
tj. vrijedi da je
JXCBN < <LCB < 90°,
Sto znaci da je |BL| < |BM|, tj. tocka L se nalazi na BM.



POGLAVLIJE 4. STEINER - LEHMUSOV TEOREM 62

Kako je |BL| < |CN|, prema Lemi 4.3.1|slijedi da je {LCB < <tCBN, tj. y < 8 ¢ime smo
dosli u kontradikciju s pretpostavkom. Analogno bismo pokazali da ne moZe biti ni y < 3.
Dakle, B = v, tj. trokut je jednakokraCan.
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4.4 Algebarski i trigonometrijski dokazi
U ovoj ¢emo tocki najprije dati algebarski dokaz Steiner - Lehmusovog teorema koristeci

formule za duljine simetrala kutova u trokutu koje smo izveli u Teoremu [2.2.1} a potom
¢emo dati 1 nekoliko trigonometrijskih dokaza.

Dokaz 1. Neka u trokutu AABC vrijedi s, = sg. Tada prema Teoremu [2.2.1] vrijedi

2vVbe ——— 2+ac ——
b+c S(S_a)_a+c s(s=b)
- \/b(s—a): Va(s — b)

b+c a+c

& (@+c) -b(s—a)=(b+c)-als—b)

o g(a+c)2(b+c—a) - g(b+c)2(a+c—b)

& bla+c)*(b+c) —ab(a+ c)* = a(b + c)*(a + ¢) — ab(b + ¢)*
ab|(b+c) = (@+c)’|+ b +c)a+c)bla+c)-ab+c)]=0

oabla+b+2c)b—a)+cb+c)a+c)b—a)=0
ob-a)labla+b+2c)+cb+c)a+c)]=0

© b—-a=0,t. & a=b(jer je izraz u uglatoj zagradi uvijek pozitivan). Dakle, slijedi da
je trokut AABC jednakokracan.

O

Sljedeci dokaz Steiner - Lehmusovog teorema je vjerojatno jedan od najkracih trigono-
metrijskih dokaza, a prema Clanku [17] pripisuje se V. Cristescu.

Dokaz 2. OznaCimo s BB; i CC; simetrale kutova <<ABC i <BCA. Primjenom poucka
o sinusu na trokut ABB;C dobivamo

BB\ _IBC]
siny i (7 + g)
180° —y — -
Kakojey + £ =y+ ——2 "L =90° - 227 yrijedi da je

2

siny
ay”
COS =

|BB| = a -
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Analogno bismo dobili

sin
|CC1| =da- (;B_B .
COS -
) B C . . . A Y Y .Y
Uz pretpostavku da je |BB;| = |CC/| te koristeci identitete siny = 2sin 5 cos 5 sin 5=
a+p . B a+y i
cos , SIn = = cos , dobivamo
2 2
cosy cosa+ﬁ cosa_ﬁ—cosﬁ cosa+y cosa_y 4.4)
2 2 2 T2 2 2 '
Kako je

cos(x + y) - cos(x —y) = (cos xcosy — sin x sin y)(Cos x cOS y + sin x sin y)

2

= cos® xcos?y — sin® xsin® y = cos? xcos® y — (1 — cos® x)(1 — cos? y)

= cos’ xcos’y — (1 — cos® x — cos’ y + cos> xcos y) = cos’ x + cos’y — 1,

jednakost (4.4)) poprima sljedeci oblik:

cos % (cos2 % + cosz'g - 1) = cos§ (cos2 % + cos? % - 1),

tj. nakon sredivanja dobivamo

(cos'g — COs g) (sin2 % + cos’g cos %) =0.
Kako je izraz u drugoj zagradi strogo pozitivan, slijedi da je cos§ — cos % =0,t.8=1.

O
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Godine 2000. 1 2001., njemacki matematicari D. Plachky 1 D. Riithing dali su jo§
neke trigonometrijske dokaze Steiner - Lehmusovog teorema razmatrajuci povrSine odgo-
varajucih trokuta. Sljedeci je dokaz uraden Plachkyjevom metodom. Dokaz je preuzet iz

rada [[17]].

Dokaz 3. Neka su AA; 1 BB, simetrale kutova <CAB i <ABC. OznaCimo njihove du-

. . L | R " .
ljine sa s, 1 sg. Koriste¢i formulu iab siny za povrsinu trokuta AABC, dobivamo

1 ) ﬁ+l . B 1b ) a/+l .
= in=+ = in— = —bs, sin = + —cs, sin —.
2asﬁs > 2cs[,)s 5 = 5bs S 5 T 568 S >

Prema poucku o sinusu vrijedi

sina sinf _ sin(180° - (¢ +B)) _ sin(a + )
a b c B c .

Uz pretpostavku da je s, = s, dobivamo

csina . B . B csinf . « .«
————sin= +¢sinz = —————sin = + ¢sin —,
sin (a + ) 2 2 sin(a+p) 2 2

{j.

. o By .. B
sin(a + B) (sm 5~ sin E) + sin 5 sin8 — sin & sin 5= 0.

e ) ) . a a .
Koristeéi identitet sin @ = 2 sin 5 cos 2 i formule

u-—v u+v

sinu — sinv = 2 sin 3 CoS 7
LU=V . u+v
cosu —cosv = —2sin sin 7
dobivamo
- +
sin(a+ﬁ)(2sina4’800sa4ﬁ)+sin%-25in§cos§—25in%cosgsin§
- +
:sin(a/+ﬁ)(2sina4ﬁcosa4'8)+2sin§(sin%cos§—sin%cos%)
- +
= sin(a +ﬁ)(2sina4’8cosa4’8)+2sin’g(sin%(cos§—cos%))
- + — +
:sin(a/+ﬁ)(2sina4ﬁcosa4’8)+2sin’§(sin%(Zsina4ﬁsina4ﬁ)),

(4.5)
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tj. izraz (4.5) poprima oblik

. a—
2 sin

. a+p .a . B a+,8)_
(sm(a+ﬁ)cos ) +2sm231n23m > =0.

Kako je a + 8 < 180°, izraz u zagradi je strogo pozitivan iz Cega slijedi da je @ = .
O
Sljedeci dokaz je neSto jednostavniji, a kako stoji u [[17] otkrio ga je M. Hajja koji je

naiSao na njega u nekoj “nepoznatoj” ruskoj knjizi.

Dokaz 4. KoristeCi oznake kao 1 u prethodnom dokazu, zapisivanjem povrSine trokuta
ABC na dva nacina (koristeéi trokute ABB, i BB;C), imamo

cs, as
% sinf3 = TB sing + TB sin’g.

Pomocu formule za sinus dvostrukog kuta dobivamo

sgla+ ¢
acsin’gcosg = %sing7

2ac cos'g = (a+c)sg,

tj. imamo da je

2ac B
= —. 4.6
58 a+c 08 2 (4.6)
Analogno,
2bc a
= —. 4.
Sa b e cos > 4.7)

Sada pretpostavimo da je @ > b. Onda je @ > S, tj. % > ’g Kako su kutovi % i g Siljasti,

slijedi da je cos % < cos 'g
Takoder,
bc ac
<
b+c a+c
Stoga zbog (#.6) i [#.7) slijedi s, > s Sto je u kontradikciji s pretpostavkom teorema.
Analogno se pokaZe da ne vrijedi niti a < b. Dakle, a = b, tj. trokut je jednakokracan.

S b<a
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Poglavlje zavrSavamo dokazom M. Hajjae iz rada [6] koji se smatra najkracim trigono-
metrijskim dokazom.

Dokaz 5. Neka su BB; i CC; simetrale kutova SABC i *BCA. Ozna¢imo dobivene od-
sjecke s |AB,| = u, |B1C| = v, |AC,| = m, |C,B| = n.

Pretpostavimo da je v > 8 iz Cega slijedi da je ¢ > b.
Primjenom poucka o sinusu, Teorema [2.1.1]i formule za sinus dvostrukog kuta, dobivamo
b

u+v m+n

b_c¢_ _ _r_r_4_ 9 (4.8)
u m u m u m <c¢ b
i
b
- b . ZCos—siné cosé sin'[j
w_bm_smf m _ “""r" 2 m_""2 "2 m
n% ¢ uw sy u 2cos%sin% u cos% U sinX
cos§ sin % cC,| cos 3
COoS = |BB| sin 5 cos 5

2
. . b ¢ . b ¢ S
No, relacija (4.8) daje — < —, dok (4.9)) daje — > —. Kontradikcija.
u m u m
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada je izu€avanje nekih znacajnih svojstava simetrala kutova tro-
kuta. Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. Nakon uvodnog poglavlja, u drugom poglavlju
bavimo se teoremom o simetrali kuta u trokutu. Dajemo nekoliko dokaza tog teorema kao
1 njegove inacice. Kao primjenu, dobivamo eksplicitne formule za duljine simetrala ku-
tova trokuta. Nadalje, u istom poglavlju izvodimo nekoliko zanimljivih nejednakosti koje
ukljuCuju simetrale kutova trokuta. U treCem poglavlju dajemo nekoliko primjena jednos-
tavne Cinjenice da simetrala kuta trokuta raspolavlja odgovarajuci luk opisane kruznice
trokuta. Nadalje, primjenom glavnih rezultata iz drugog i treCeg poglavlja rjeSavamo
neke sloZenije geometrijske probleme s brojnih matematic¢kih natjecanja za srednjoskolce.
Konacno, u cetvrtom poglavlju dajemo nekoliko dokaza Steiner - Lehmusovog teorema
koji kaZze da ako trokut ima dvije simetrale kutova jednakih duljina, onda je on jednako-
kracan.



Summary

In the present thesis, we study some interesting properties of angle bisectors in a triangle.
The thesis is divided into four chapters as follows: after an introductory chapter, in Chapter
2 we give several variants and proofs of an angle bisector theorem. As an application, we
derive formulas for lenghts of angle bisectors of a triangle. Further, we also study some
inequalities involving angle bisectors of a triangle. In Chapter 3 we utilize a simple fact that
an angle bisector of a triangle bisects the corresponding arc of a circumscribed circle. As an
application of main results from Chapters 2 and 3, we also solve some geometry problems
appearing on numerous mathematical competitions for high school students. Finally, in
Chapter 4 we give several proofs of the Steiner - Lehmus theorem which asserts that if the
triangle has two equal angle bisectors, then it is isosceles.
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