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Uvod

Sjetimo se da smo jo$ kao ucenici osnovne $kole naucili kako prebrojiti elemente nekog
skupa. Naime, svakom elementu pridruzili bismo naziv jednog prirodnog broja. Drugi
nacin, koji je vjerojatno stariji, direktno je usporedivanje elemenata dvaju skupova.
Odnosno, ako svakom elementu prvog skupa moZemo pridruZiti to¢no jedan element dru-
gog skupa, onda kaZzemo da ti skupovi imaju jednak broj elemenata. Sasvim nam je jasno
da na taj nacin moZemo odrediti broj elemenata kona¢nih skupova. No, ukoliko se pitamo
kako usporediti beskonacne skupove, odgovor nije sasvim trivijalan. To je upravo bila mo-
tivacija ovog diplomskog rada. Stoga smo logi¢nim slijedom podijelili ovaj diplomski rad
kako bismo na koncu i odgovorili na to pitanje, u ¢iju je svrhu i sam Cantor, veli¢inu skupa
nazvao kardinalni broj.

Proucavat ¢emo kardinalnost skupova. Za razumijevanje teksta potrebno je poznavanje
osnovnih pojmova iz matematicke analize 1 teorije skupova. Iako su svi osnovni pojmovi
koji su vezani uz temu ovog diplomskog rada navedeni u njemu samome, za bolje razu-
mijevanje dobro bi bilo poznavati pojmove koje smatramo osnovama matematike. Vecina
tvrdnji je detaljno dokazana, a onih nekoliko koje nisu, uglavnom proizlaze iz veé pret-
hodno dokazanih ili se dokazuju na potpuno analogan nacin ve¢ dokazanom. Posebno,
teorem koji nije dokazan je teorem o dobrom uredaju, a njegov dokaz moguce je pronaci u
navedenoj literaturi.

Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo o konacnosti i pre-
brojivosti. Uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije skupova - pojam ekvipotentnih skupova,
konacnog 1 prebrojivog skupa te dokazane vazne tvrdnje u vezi s tim.

U drugom poglavlju bavimo se kardinalnim brojevima. Pocevsi od definicije kardi-
nalnog broja dolazimo do teorema poznatog kao Cantor-Schroder-Bernsteinov. Potom
razradujemo neke osnovne operacije s kardinalnim brojevima.

Trece poglavlje govori o kardinalnom broju realnih brojeva. Pocinjemo s osnovnim
pojmovima iz matematicke analize - pojam maksimuma skupa, minimuma, supremuma i
infimuma. Dajemo definiciju niza, reda, konvergencije niza te konvergencije reda. Koris-
timo decimalni prikaz realnog broja u vaznim tvrdnjama ovog poglavlja. U zadnjem dijelu
poglavlja raCunamo s kardinalnim brojevima.

U Cetvrtom poglavlju najprije uvodimo pojam binarne relacije. Zatim, definiramo
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ureden pa dobro ureden skup. Prvo dokazujemo pomocne 1 bitne tvrdnje koje koristimo
u dokazu vaznog rezultata iz teorije skupova, koji je ujedno i zadnja tvrdnja u ovom di-
plomskom radu.



Poglavlje 1

Konacnost i prebrojivost

1.1 Ekvipotentnost

Definicija 1.1.1. Za skupove S i T kaZemo da su ekvipotentni i pisemo S = T ako postoji
bijekcija f: S — T. Ako skupovi S i T nisu ekvipotentni onda pisemo S # T.

Definicija 1.1.2. Za skup S kaZemo da je konacan ako je S = 0 ili S = {1,2,...,n}, za
nekin € N.

Napomena 1.1.3. Domena i kodomena funkcije mogu biti prazni skupovi.

Napomena 1.1.4. Ako su S, T i V skupovite f: S — T ig: T — V bijekcije, tada je
go f: S — V bijekcija.

Dokaz. Naime, ako su xj,x, € S takvi da je x; # xp, onda je f(x;) # f(x2) (jer je f
injekcija) te je g(f(x1)) # g(f(x2)) (jer je g injekcija).
Prema tome,
(g o Hx1) # (g © fHx2)
tj. g o f je injekcija.
Nadalje, ako je z € V onda postoji y € T takav da je g(y) = z (jer je g surjekcija) pa postoji
x € § takav da je f(x) =y (jer je f surjekcija).
Slijedi
(8o Hx) =g(f(x) = gy) =z

stoga je g o f surjekcija. Dakle, g o f je bijekcija. O

Iz ovoga dobivamo sljedeci zakljucak: ako su §, 71 V skupovi takvida je § = T i
T=V,ondajeS =V.
Uocimo i ovo: ako su S i T skupovi takvidajeS = T,ondaje T = S.
Naime, ako je f: § — T bijekcija, onda je f~!: T — S takoder bijekcija.

3



4 POGLAVLIJE 1. KONACNOST I PREBROJIVOST

Lema 1.1.5. Neka su S i T skupovi takvi da postoji bijekcija g: S — T. Pretpostavimo da
jea€ S ibeT. Tada postoji bijekcija f: S — T takva da je f(a) = b.

Dokaz. Ako je g(a) = b, onda je g traZzena funkcija f. Pretpostavimo da je g(a) # b.
Oznacimo ¢ = g(a).
Definirajmo funkciju h: T — T na sljedeéi nacin:

c, x=b
h(x)=4 b, x=c

X, X#b,x#c.

Tvrdimo da je & bijekcija.
Neka su xy, x, € T takvi da je x; # x,. Imamo Cetiri slucaja.

(]) X1, X2 ¢ {b’ C}'
Tada je h(x;) = x1, h(x;) = x; paje h(x;) # h(xy).

(2) x; €{b,c}, x, ¢ {b,c}.
Tada je h(x;) € {b, c}, h(xy) € {b,c} paje h(xy) # h(x,).

(3) x1 ¢ {b,c}, x, €{b,c}.
Analogno kao u (2) dobivamo h(x;) # h(x,).

(4) x1,x, € {b,c}.
Tadajex; =bix; =cilix; =cix; =b,pajeh(x)) # h(xy).

Dakle, h(x;) # h(x;). Prema tome, 4 je injekcija.
Nekajey e T. Ako jey ¢ {b,c}, onda je h(y) = y. Ako je y = b, onda je h(c) =y, a ako je
y = conda je h(b) = y.
U svakom slucaju postoji x € T takav da je h(x) = y. Prema tome 4 je surjekcija.
Time smo pokazali da je & bijekcija.
Definirajmo f = hog. Funkcija f: S — T je bijekcija (kao kompozicija dviju bijekcija).
Nadalje, vrijedi
f(@) = h(g(@) = h(c) = b,

dakle f(a) = b. ]
Lema 1.1.6. Neka su S i T skupovi, neka je f: S — T bijekcija te neka su xo € S i

yo € T takvi da je f(xo) = yo. Tada je funkcija g: S \ {xo} — T \ {yo} definirana sa
g(x) = f(x),Vx €8 \ {xo} bijekcija.

Dokaz. Uocimo prvo da je funkcija g dobro definirana, naime ako je x € S \ {xo} onda je
f(x) € T\{yo} jer bi u suprotnom vrijedilo f(x) = y, Sto bi bilo u kontradikciji s ¢injenicom
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da je f injekcija (jer je f(xo) = yo).

Neka su x;,x; € S\ {xo}, x1 # xp. Tada je f(x1) # f(x2) (jer je f injekcija) pa je ocito
g(x1) # g(x,). Dakle g je injekcija.

Nekajey € T \ {yo}. Tada postoji x € S takav da je f(x) = y (zato Sto je f surjekcija).
Imamo

f&xo)=yo#y=f(x)

paje f(xp) # f(x) Sto povlaci da je xy # x.
Dakle,
x €S8 \{x}1g(x) = f(x)=y.

Time smo dokazali da je g surjekcija.
Zakljucak: g je bijekcija. O

Propozicija 1.1.7. Za m,n € N takve da je m # nvrijedi {1,...,n} #{1,...,m}.
Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki n € N vrijedi sljedece:
zaVm > nvrijedi {1,...,n} #{1,...,m}.

Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi, naime ne postoji bijekcija {1} — {1,...,m} zam > 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da za neki n € N vrijedi

{1,...,n} £ {1,...,m} za svaki m > n.

Dokazimo da tvrdnja vrijedi zan + 1. Nekajem > n + 1.
Pretpostavimo da je
{1,....,n+1}={1,...,m}

Tada postoji bijekcija f: {1,...,n+ 1} = {1,...,m}.
Prema lemi |1.1.5| moZemo pretpostaviti da je f(n + 1) = m. Prema lemi postoji
bijekcija g: {1,...,n} = {1,...,m—1}.
Dakle,
{1,....n} =A{1,...,.m—1},

non <m-1jer (n+1 < m). Ovo je u kontradikciji s induktivnom pretpostavkom, tj. s
pretpostavkom da tvrdnja koju dokazujemo vrijedi za n.
Prema tome,

{1,....n+ 1} 2{1,...,m}.

Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1 pa zakljuCujemo da tvrdnja vrijedi za svaki
n € N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Korolar 1.1.8. Neka je S neprazan konacan skup. Tada postoji jedinstveni n € N takav da
jeS ={1,...,n}.

Dokaz. Prema definiciji konacnog skupa postoji n € N takavdaje § = {1,...,n}.
Pretpostavimo da postoji m € N takav da je

m+niS ={1,...,m}.

Iz napomene [I.1.4]slijedi da je {1,...,n} = {1,...,m}. No, ovo je u kontradikciji s propo-
zicijom
Time je tvrdnja korolara dokazana. m|

Definicija 1.1.9. Za skup S kaZemo da je prebrojiv ako je S konacan ili S = N.
Lema 1.1.10. Neka je T € S, T # 0. Tada postoji surjekcija S — T.

Dokaz. Odaberimo #y) € T. Neka je f: S — T funkcija definirana s

| x, akojexeT
f(x)_{to, akox¢ T.

Tada je f ocito surjekcija. O
Napomena 1.1.11. Kompozicija dviju injekcija je injekcija. Kompozicija dviju surjekcija
Jje surjekcija.

Dokaz. To je dokazano u napomeni[I.1.4] m|

Lema 1.1.12. Unija konacnog skupa i jednoclanog skupa je konacan skup.

Dokaz. Neka je S konacan skup te neka je T jednoclan skup, T = {xo}.
AkojeS =0,ondajeS UT =T paje S UT konaCan skup.

Ako je S # 0, onda postoji n € N i bijekcija f: {1,...,n} = S.

Akoje xp € S,ondaje S UT =S paje S UT konacan skup.
Ako je xo # S, definiramo g: {1,...,n+ 1} > S UTs

g(i):{f(i), i<n

X0, i=n+1.
Lako se vidi da je g bijekcija. Prema tome S U T je konacan skup. O

Propozicija 1.1.13. Neka je n € N te neka je S skup takav da postoji surjekcija
{1,...,n} = S. Tada je S konacan skup.
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Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Ako je S skup takav da postoji surjekcija {1} — S, onda je S jednoclan skup pa je konacan.
Prema tome, tvrdnja vrijedi zan = 1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka je S skup takav da postoji surjekcija
f{l,...,n+1} > S.

Tada je
S ={f),...,f(n+ 1)}.
Neka je
T'={f(D),..., f(m}
Ocito postoji surjekcija {1, ...,n} — T. Prema induktivnoj pretpostavci skup 7T je konacan.
Iz

S =TU{f(n+1)}

i leme [I.1.12]slijedi da je S konacan skup.
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 pa je time propozicija dokazana. O

Korolar 1.1.14. Svaki podskup konacnog skupa je konacan.

Dokaz. Neka je S konaCan skup te nekaje T € S. Ako je T = 0 onda je T konacan skup.
Pretpostavimo da je 7 # 0. Prema lemi [I.1.10| postoji surjekcija g: S — 7. Bududi da je
S konacan skupi§ # 0 (jer je T # 0) postoje n € N i bijekcija h: {1,...,n} — S.
Tada je

goh:{l,....n} > T

surjekcija (kao kompozicija dviju surjekcija), pa iz propozicije[I.1.13]slijedi da je 7 konacan
skup. O

Teorem 1.1.15. Neka je S neprazan skup. Tada je S prebrojiv ako i samo ako postoji
surjekcijaN — S

Dokaz. Pretpostavimo da je S prebrojiv. Tada je S konacan ili § = N. Ako je S konacan
(a znamo da je S # 0), onda postoji n € N takav da je {1,...,n} = §.
Dakle, postoji bijekcija

g:{l,...,n} = §.

Prema lemi|1.1.10|postoji surjekcija

fN->{l,...,n}

Prema napomeni [I.1.1T]
gof:N—=§
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je surjekcija. Ako je § = N, onda ocito postoji surjekcijaN — S.

Obratno, pretpostavimo da postoji surjekcija f: N — §.

Zelimo dokazati da je S prebrojiv skup. To o&ito vrijedi ako je S konacan.

Pretpostavimo da S nije konacan.

Definirajmo funkciju g: N — § indukcijom na sljedeci naCin: neka je g(1) = f(1).
Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali g(1),. .., g(n) € S. Tvrdimo da postojii € N
takav da

@) ¢ {g(D),...,g(n)}

Pretpostavimo suprotno.
Tada za svaki i € N vrijedi

f@) efg(D),....gm)}.
Neka je x € §. Bududi da je f surjekcija postoji i € N takav da je x = f(i).
Slijedi
x € f{g(l),...,gnm}.
Prema tome S C {g(1),...,g(n)}.
Neka je
h:{1,....n} — {g(1),...,g(nm)}, h(i) = g() Vie{l,...,n}.
Ocito je h surjekcija pa iz propozicije[1.1.13[slijedi da je skup {g(1), ..., g(n)} konacan. 1z
S C{g(1),...,g(n)}ikorolara[I.I.14]slijedi da je S konacan skup, §to je u kontradikeiji s
pretpostavkom da S nije konacan.
Prema tome postoji i € N takav da f(i) € {g(1),...,g(n)}.
Neka je
k=min{i e N | f(i) ¢ {g(1),...,g(n)}}.
Definiramo g(n + 1) = f(k).
Uoc¢imo da
fk) ¢ {g(D), ..., g(n)},
dakle
gn+1) ¢ {g(l),...,gm)} (1.1)

Time smo definirali funkciju g: N — §. Dokazimo da je g bijekcija.
Nekasu i, j € N takvi da je i < j. Definirajmo n = j— 1, tada je j = n+ 1 paiz (I.1) slijedi

g(j) &{g(l),...,g(j = D}

Izi < jslijedi i < j— 1 pa zakljuCujemo da je g(j) # g(i). Dakle g(i) # g(j) zasve i, j € N
takve da je i < j. Stoga je g injekcija.
Da bismo dokazali da je g surjekcija dovoljno je dokazati sljedece:

VieN JjeN takavdaje ()= g(j). (1.2)
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Naime, ako je x € S onda postoji i € N takav da je x = f(i) (jer je f surjekcija), pa ako

vrijedi (I.2)) onda postoji j € N takav da je f(i) = g(j) paje x = g()).
Dokazimo indukcijom po n € N da je

J), ..., f(n) € {g(1),...,gm). (1.3)

Zan =1 ovo vrijedi zbog g(1) = f(1).
Pretpostavimo da (I.3)) vrijedi za neki n € N.
Tvrdimo da je

J),....f(n+1)ef{g),...,gn+ 1}
Iz odmah slijedi da je

fD),..., f(n) € {g(l),...,g(n+ 1)}

Pretpostavimo da
fn+1)¢{g(1),...,g(n+ 1)} (1.4)

Tada
S+ 1) ¢{g(1),...,gm},

pa zbog (T3,
n+1=min{i e N| f(i) ¢ {g(1),...,g(n)}}.

Iz definicije funkcije g slijedi g(n + 1) = f(n + 1), a to je u kontradikeiji s (I.4).
Dakle,
fn+1)e{g(l),...,g(n+ 1)}

i time je induktivni dokaz zavrSen. Dakle (1.3) vrijedi za svaki n € N.
Posebno za svaki i € N vrijedi

f@) e {g(D), ..., g0}

pa zaklju€ujemo da vrijedi (1.2)).
Prema tome, g je surjekcija. Time smo dokazalidaje g: N — § bijekcijapaimamoN = §,
Sto znaci da je S prebrojiv skup. O

Korolar 1.1.16. Neka je S prebrojiv skup te neka je T C S. Tada je T prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je T = 0, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je 7 # (. Tada je S # 0, pa prema teoremu postoji surjekcija
f: N — S. Nadalje, prema lemi [I.1.10] postoji surjekcija g: S — 7.

Imamo daje gof: N — T surjekcija pa iz teoremal[l.1.15slijedi da je T prebrojiv skup. O
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1.2 Unije i familije skupova
Propozicija 1.2.1. Neka su A i B konacni skupovi. Tada je A U B konacan skup.

Dokaz. Vrijedi
AUB=(A\B)U B,

a skupovi A\B i B su disjunktni. Stoga moZemo odmah pretpostaviti da su A 1 B disjunktni
skupovi. Nadalje, tvrdnja je ocita ako je barem jedan od skupova A i B prazan, stoga
mozemo pretpostaviti da su A i B neprazni.

Bududi da su A i B konacni postoje n, m € N i bijekcije

fi:A-={l,....,n}i fo: B—>{l,...,m}.
Definiramo funkcijug: AUB — {1,...,n,n+1,...,n+m}s

g(x):{ fi(x), x€eA

H(x)+n, xe€B.

Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su x,x € AU B, x # X.
Akosu x,x € Aili x,X € B, onda je g(x) # g(X) jer su f; 1 f, injekcije. Akosux € A1
X € Bonda je

g(x) = filx) Sn <n+ fr(%) = g(x)

pa je
g(x) # g(%).
Do istog zakljucka dolazimo ako je x € B1i X € A. Prema tome g je injekcija.
Neka je
vell,...,n,n+1,...,n+mj.

Ako je y < n onda postoji x € A takav da je fi(x) =y (jer je f; surjekcija), pa je g(x) = y.
Ako je y > nonda je
n+l1<y<n+m

paje
I<y-n<m.
Bududi da je f> surjekcija postoji x € B takavdajey —n = fo(x).
Slijedi g(x) = y. Prema tome, g je surjekcija.
Dakle,
AUB={l,...,n+m}

pa je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Propozicija 1.2.2. Ako jen € N te ako su Ay, ..., A, konacni skupovi onda je A; U ...UA,
konacan skup.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
Nekasu Ay,..., A, konacni skupovi.
Vrijedi
A] U... UA,H_] = (A] U ...UAn)UA,H_]

pa iz induktivne pretpostavke i propozicije slijedidajeA; U...UA,,; konacan skup.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 1.2.3. Neka je F konacna familija konacnih skupova. Tada je \Jp.s F konacan
skup.

Dokaz. Ako je ¥ = 0 onda je

L JF=0

FeF
pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je ¥ # 0. Tada postoje n € N i bijekcija A: {1,...,n} > F.
Slijedi
F ={A(),...,A(n)}

pa je

| JF=amu...uam).

FeF
Skupovi A(1), ..., A(n) su konacni pa prema propoziciji[[.2.2]imamo da je A(1)U...UA(n)
konacan skup.
Dakle, | Jre# F je konaCan skup. O

Propozicija 1.2.4. Skup N X N je prebrojiv.

Dokaz. Za prost broj p neka je f,: N — N funkcija koja broju x € N pridruZuje eksponent
kojim p dolazi u rastavu broja x na proste faktore.
Definirajmo

g: N = NXN, gx) = (f2(x), f3(x)).

Tada je g surjekcija. Naime, ako su a, b € N onda za x = 293% vrijedi

g(x) = (a, b).

Prema teoremu [I.1.15|skup N x N je prebrojiv. |



12 POGLAVLIJE 1. KONACNOST I PREBROJIVOST

Propozicija 1.2.5. Neka je ¥ prebrojiva familija prebrojivih skupova. Tada je | Jpeq F
prebrojiv skup.

Dokaz. MoZemo pretpostaviti da @ ¢ ¥ . Inace gledamo familiju 7 \{0} koja je prebrojiva
(korolar [I.1.16) te ¢iji elementi su prebrojivi neprazni skupovi.
Ako je ¥ = 0, onda je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je ¥ # (. Prema teoremu
postoji surjekcija A: N — F.
Dakle,
F ={A(1),AQ2),...}.

Neka je n € N. Skup A(n) je neprazan prebrojiv pa prema teoremu [I.1.15] postoji surjekcija
X" N — A(n).
Tvrdimo da je

JF=t"@Inien. (1.5)

FefF
Ako sun,i € N, onda je x"(i) € A(n), dakle x"(i) € F, gdje je F € F.

Prema tome,
¥@el| JF.
FeF

Obratno, neka je y € (Jres F. Tada postoji F € F takav da je y € F. Nadalje, postoji
n € N takav da je F = A(n). Dakle, y € A(n). Bududi da je x" surjekcija postoji i € N takav
da je y = x"(i). Time smo pokazali da vrijedi (1.5).
Definirajmo funkciju

FiNXN - U F, f(n,i) = x"(i).

FeF

Iz slijedi da je f surjekcija. Prema propoziciji[l.2.4, NxN je prebrojiv skup pa postoji
surjekcija g: N — N X N.

Funkcija
fog:N—> U F
FefF
je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. Prema teoremu Urer F je prebrojiv
skup. O

Korolar 1.2.6. Neka su S i T prebrojivi skupovi. Tada je S U T prebrojiv skup.

Dokaz. Nekaje F = {S,T}. Ocito je ¥ prebrojiva familija prebrojivih skupova. Iz propo-
zicije slijedi da je |Jges F prebrojiv skup.

No, odito je
U F=SUT.



Poglavlje 2

Kardinalni brojevi

2.1 Klasa svih skupova

Pretpostavimo da postoji skup svih skupova. Oznac¢imo ga sa V.
Definirajmo

A={SeVIS¢S}h

Tada je A skuppaje A e V.

Ako A ¢ A, onda prema definiciji od A, vrijedi A € A Sto je ocito nemoguce. Akoje A € A,
onda iz definicije od A slijedi da A ¢ A.

Stoga zakljuCujemo da ne postoji skup svih skupova.

Zelimo, za zadani skup S, definirati kardinalni broj skupa S kao skup svih skupova T
takvih daje S = T'. No, skup svih takvih 7" ne mora postojati (prethodno smo vidjeli da ne
postoji skup svih skupova). Stoga ¢emo koristiti pojam klase.

Pojam klase te pojam "’biti element klase” shvacamo na isti nacin kao pojam skupa i pojam
’biti element skupa”. Jedina razlika izmedu ovih pojmova je u sljedeem: smatramo da
postoji klasa svih skupova.

Za oznacCavanje skupova koristimo { i }, a za oznacavanje klasa koristit ¢emo { i }. Praznu
klasu oznacavamo #. Da je x element klase K oznacavamo x € K. Klasu svih skupova
oznacavamo s J.

Definicija 2.1.1. Neka je S skup. Tada postoji klasa svih skupova T takvih da je S = T.
Naime, to je upravo klasa

{Tel|S=T)

Tu klasu oznacavamo sa card S i nazivamo kardinalni broj skupa S .
Dakle,

cardS ={T skup | S = T}.

13
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Propozicija 2.1.2. Neka su S i T skupovi. Tada je S = T < cardS = cardT.

Dokaz. Pretpostavimodaje S = T.

Nekaje V € cardS. Tadaje Vskupi § = V. Kakoje S = T slijedidaje T = V. Prema
tome V € card 7. Analogno vidimo da za svaki V € card T vrijedi da je V € card S.
Prema tome, card S = card T.

Obratno, ocito je S € card S paslijedidaje S € card7, atopovlaCidaje S = T. O

Ako kaZemo da je k kardinalni broj, to ¢e znaciti da je k = card S za neki skup S.

Definicija 2.1.3. Neka su k, i k, kardinalni brojevi. Pisemo k| < k, ako postoje skupovi A
i B takvi da je k; = card A i k, = card B te takvi da postoji injekcija A — B.

Propozicija 2.1.4. Neka su k| i k, kardinalni brojevi takvi da je k, < k,. Neka su S i T
skupovi takvi da je ky = card S i k, = card T. Tada postoji injekcija S — T.

Dokaz. Zbog k; < k; postoje skupovi A 1 B takvi da je k; = card A 1 k, = card B te takvi da
postoji injekcija g: A — B.
Imamo card S = card A icardT = card B. 1z propozicije 2.1.2slijedidaje S = AiT = B.
Stoga postoje bijekcije f1: S - Aifor: B—>T.
Funkcija

(aogofi:§ =T

je injekcija (kao kompozicija injekcija). Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Iz propozicije slijedi da za sve skupove S 1 T vrijedi sljedeca ekvivalencija:
cardS < card7 < dinjekcijaS — T. 2.1)
Propozicija 2.1.5.
(1) Za svaki kardinalni broj k vrijedi k < k.
(2) Ako su ki, k; i ks kardinalni brojevi takvi da je ky < k, i k; < k3 onda je ki < k;.
Dokaz.

(1) Neka je S skup takav da je kK = cardS. Funkcija f: § — S, f(x) = x, je oCito
injekcija. Prema tome k < k.

(2) Nekasu A, B1C skupovi takvi da je card A < card Bicard B < card C. Tada postoje
injekcije f: A - Big: B— C.
Funkcija g o f: A — C je injekcija, dakle card A < card C.
Time je tvrdnja (2) dokazana.
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2.2 Cantor-Schroder-Bernsteinov teorem

Lema 2.2.1. Neka su X, Y i Z skupovitakvidaje X CY CZiX =Z. Tadaje Y = Z.

Dokaz. Prema pretpostavci postoji bijekcija f: Z — X.

Za svaki n € N definirajmo funkciju f": Z — Z indukcijom na sljede¢i nacin: neka je f°
identitetana Z, tj. f°(z) =z, Vz € Z.

Pretpostavimo da smo definirali f": Z — Z zanekin € N.

Definirajmo f**!': Z — Z sa

@ =f(f"), Vze Z
Definirajmo funkciju g: Z — Y na sljedeci nacin:

oo = { @, 2 € Uer, NZ\Y)

z, 1nace.

Uocimo da je funkcija g dobro definirana, tj. da je g(z) € Y, Yz € Z. Naime, u prvom
slu¢aju to je istina jer je
f@eX, aXCY

U drugom sluc¢aju imamo

s@=zize | @

neNy

Posebno
z¢ fZ\tj.z ¢ Z\Y.

Stogajeze Y, tj. g(z) €Y.
Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su zy,z, € Z takvi da je z; # 5.
Tvrdimo da je

8(z1) # g(22). (2.2)
(1)
21, 22 € U fH(Z\Y).
neNy
Tada je g(z1) = f(z21) 1 8(z2) = f(22), a f(z1) # f(z2) jer je f injekcija.
Stoga vrijedi (2.2).
(2)

wone )@,

HGN()

Tada je g(z1) = 211 g(z2) = 22 pa zbog z; # z; vrijedi (2.2).
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(3)
aelJram nel ) rew.

neNy neNy

Slijedi da postoji m € Ny takav da je z; € f™(Z\Y). Slijedi da je z; = f™(a) za neki

aeZ\Y.
Stoga je

f@) = f(f"(@) = f"'(a) paje f(z1) € f"(Z\Y).

Prema tome

fenelJ @i g e r@w.

neNy n€Ny

S druge strane g(z») = z, pa

g ¢ | raw.

neNy

Dakle, vrijedi (2.2).

(4)
ael )@, ael ) r@w.

neNy neNy
Na isti na¢in kao u treem sluc¢aju dobivamo da vrijedi (2.2)).
Zakljucak: g je injekcija.
NekajeyeY.

(1)
ve | ) raw.

neNy

Tada je g(y) = y.

(2)
ve [ Jraw.

neNy

Tada postoji m € Ny takav da je y € f"(Z\Y). Stoga jey = f™(a) zanekia € Z\Y.
Uocimo da je m > 1 (jer ako je m = 0 imamo y = f%(a) = a € Z\Y, a to je nemoguce

jerjeyeY).
Definirajmo z = ™ !(a).
Vrijedi
ce i@\ pajeze | @),

neNy
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Stoga je
2@ = f(@) = f(f"@) = '@ =».

Dakle g(z) = y.
Zakljucak: g je surjekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. O
Napomena 2.2.2. Neka su S i T skupovi te neka je f: S — T injekcija. Tada je S = f(S).
Dokaz. Naime, funkcija g: § — f(§) definirana s g(x) = f(x) je ocito bijekcija. O
Napomena 2.2.3. Neka su S,T i V skupovite f: S — T ig: T — V funkcije. Neka je
ACS. Tada je (g o [)(A) = g (f(A)).
Dokaz. Neka je z € (g o f)(A). Tada postoji x € A takav da je z = (g o f)(x). Slijedi
z = g (f(x)). Ocito je f(x) € f(A) paje

g(f(x) € g(f(A) 4.z € g(f(A).
Obratno, pretpostavimo da je z € g (f(A)). Tada postoji y € f(A) takav da je z = g(y).
Nadalje, postoji x € A takav dajey = f(x).
Slijedi
z=g(f(x) = (go fx).

Prema tome z € (g o f)(A). m|

Napomena 2.2.4. Neka je f: S — T funkcija te neka su A i B podskupovi od S takvi da
je A C B. Tada je ocito f(A) C f(B).

Teorem koji slijedi poznat je 1 pod nazivom Cantor-Schroder-Bernsteinov teorem.

Teorem 2.2.5. Neka su k, i k, kardinalni brojevi takvi da je ki < k, i k;, < ky. Tada je
kl = kz.

Dokaz. Nekasu S i T skupovi takvi daje k; = cardS ik, = cardT.

Prema pretpostavci teorema postoje injekcije f: S - Tig: T — §S. Tadajegof: S — S
takoder injekcija pa prema napomeni vrijedi S = (g o f)(S).

Prema napomeni vrijedi

(g0 N)S) =g (f(S)).

Stogaje S = g (f(S)). Oc¢ito je f(S) C T pa prema napomeni[2.2.4]vrijedi g (f(S)) C g(T).
Imamo dakle

g(f(S)cg(T)csS

g(f(§) =S.
Iz leme[2.2.T|slijedi S = g(7'). Prema napomeni [2.2.2)vrijedi g(7') = T pa zakljucujemo da
je S = T. Iz propozicije 2.1.2]slijedi da je k; = k. ]
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2.3 Osnovne operacije s kardinalnim brojevima

Propozicija 2.3.1. Neka su S i T skupovi takvi da je S # 0 te neka je f: S — T injekcija.
Tada postoji surjekcijaT — S.

Dokaz. Prema napomeni 2.2.2] vrijedi § = f(S). Stoga postoji bijekcija i: f(S) — S.
Ocito je f(S) neprazan podskup od T (jer je S # 0) pa prema lemi|l.1.10|postoji surjekcija
g: T — f(S). Funkcijahog: T — § je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. O

Propozicija 2.3.2. Neka su S i T skupovi te neka je f: S — T surjekcija. Tada postoji
injekcijaT — S.

Dokaz. Zay € T neka je
Ay) ={xeS§ | flx) =y}

Za svakiy € T vrijedi A(y) # 0 (jer je f surjekcija) pa odaberimo neki element od A(y) i
oznacimo ga s g(y). Na taj nacin smo dobili funkciju g: T — S takvu da je g(y) € A(y) za
svakiye T.

Nekasuy; iy, € T, y; # y,. Skupovi A(y;) i A(y») su disjunktni (kad bi postojao neki x
koji se nalazi u presjeku ovih skupova, onda bi vrijedilo f(x) = y; i f(x) = y,, Sto je ocito
nemoguce) pa zbog g(v1) € A(y) i g(2) € A(y2) imamo g(y,) # g(r2).

Prema tome g je injekcija. |
Korolar 2.3.3. Neka su S i T skupovi. Tada je
cardS < cardT < dsurjekcijaT — S.
Dokaz. Prema zadnje dvije propozicije vrijedi
JinjekcijaS — T <= dsurjekcijal — S.
Iz ovoga i (2.1)) slijedi tvrdnja korolara. m|

Lema 2.3.4. Neka su S i T skupovi. Tada postoje disjunktni skupovi S’ i T’ takvi da je
S'=SiT' =T.

Dokaz. Ako stavimo S’ = {1} x S 1 T = {2} X T, onda su S’ i T’ skupovi s trazenim
svojstvom. O

Lema 2.3.5. Neka su S, T, S’' i T" skupovi takvida S N"T =0, S'NT" =0, S =S’ i
T=T.TadajeS VT =S"UT".
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Dokaz. KakojeS =S'1T = T’ postoje bijekcije f: § —» S'1g: T = T'.
Definirajmo funkciju h: S UT — S’ U T’ na sljedeci nalin:

| fx), xe€S§
h(x) = { g(x), xeT.

Tvrdimo da je & bijekcija. Neka su x;, x, € S UT, x; # x5.

Ako su xj, x; € S onda je f(x;) # f(x) jer je f injekcija, dakle h(x;) # h(x,).

Do istog zakljucka dolazimo kada su x, x, € T.

Pretpostavimo da je x; € S 1 x, € T. Tada je h(x;) = f(x1) € S’ 1 h(x;) = g(x;) € T’ pa
zbog S’ N T’ = Q vrijedi h(x;) # h(x,).

Do istog zakljucka dolazimo kada je x; € T 1 x, € S. Time smo pokazali da je 4 injekcija.
Nekajey € S"UT’. Ako jey € §’ tada postoji x € § takav da je f(x) = y (jer je f
surjekcija) tj. h(x) = y.

Ako je y € T’ tada postoji x € T takav da je g(x) = y tj. A(x) = y.

Zakljucak: h je surjekcija.

Prema tome, 4 je bijekcija, odnosno S UT =S’ UT". O

Definicija 2.3.6. Neka su k; i k, kardinalni brojevi. Iz leme slijedi da postoje disjun-
ktni skupovi A i B takvi da je ky = card A i k, = card B.
Definiramo

ki + k, = card(A U B).

Za ki + ky kaZemo da je zbroj kardinalnih brojeva k i k.

Pokazimo da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A 1 B.
Pretpostavimo da su A’ 1 B’ disjunktni skupovi takvi da je k; = card A’ i k, = card B’.
Tada je A = A’ 1 B = B’ pa iz prethodne leme slijedi da je

AUB=A"UB,

tj.
card(A U B) = card(A” U B).

Dakle, definicija kardinalog broja k; + k, zaista ne ovisi odabiru skupova A i B.
Propozicija 2.3.7. Neka su ky, k, i k3 kardinalni brojevi. Tada vrijedi:

(1) ki +ky =ky + ky,

(2) (ki + k) + k3 = k1 + (k2 + k3),

(3) ki +card( = k.
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Dokaz. Tvrdnje (1)1 (3) direktno slijede iz Cinjenice da za sve skupove A i B vrijedi
AUB=BUAiIAUD=A.
Neka su A’, B" i C’ skupovi takvi da je k; = card A’, k, = card B’ i k3 = card C".

Definirajmo
A={1}xA", B={2} xB'iC={3}xC".
Tada su skupovi A, B 1 C u parovima disjunktni te vrijedi

k; =cardA, k, = card B1 k3 = card C.

Skupovi A U B i C su ocito disjunktni. Takoder, skupovi A i B U C su disjunktni.
Imamo

(ky + ky) + k3 = card(A U B) + card C
=card((AUB)UC)
=card(AU (BUC(C))
=cardA + card(BU C) = ky + (ky + k3).

Lema 2.3.8. Neka su A, B, A’ i B" skupovi takvidajeA = A" i B=B'.
Tadaje AXB=A"XB.

Dokaz. Nekasu f: A — A’ig: B — B’ bijekcije.
Definirajmo funkciju

h:AXB— A" XB, hix,y) = (f(x),g)).

Zelimo pokazati da je h bijekcija. Neka su z;, 20 € A X B, 71 # 2. Imamo z; = (x1,y1) 1
22 = (x2,y2), gdje su x;, x, € A1y, y, € B. Izz1 # zp slijedi x; # xp 1li y; # y, paiz
¢injenice da su f 1 g injekcije slijedi da je f(x;) # f(x2) ili g(y1) # g(12).
Stoga je

(f(x1), g0 # (f(x2), 8002))

tj. h(z1) # h(z). Prema tome £ je injekcija.
Nekajew € A’XB’. Tadajew = (u,v) gdjesuu € A’iv € B’. Buduéi da su f i g surjekcije
postoje x e Aiy € Btakvidaje f(x) =uig(y) =v.
Neka je z = (x, ).
Tadajez € AX Bteje
h(z) = (f(x),8() = (u,v) = w,
dakle h(z) = w. Prema tome 4 je surjekcija.
ZakljuCak: AXB=A"XB'.
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Definicija 2.3.9. Neka su k; i k, kardinalni brojevi. Tada postoje skupovi A i B takvi da je
k; =cardA i k, = card B.
Definiramo

ki -k, =card(A X B).

Za ki - ky kaZemo da je umnoZak kardinalnih brojeva k, i k.
Da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A i B slijedi direktno iz prethodne leme.
Propozicija 2.3.10. Neka su ky, k, i k3 kardinalni brojevi. Tada vrijedi:
(1) ki -ky =ka - ki,
(2) (ki - ko) - k3 = ki - (ky - k3).

Dokaz. Neka su A, Bi C skupovi takvi da je k; = card A, k; = card Bi k3 = card C.
Definirajmo funkciju
h: AXB— BXA, h(x,y) =(,Xx).
Ocito je h bijekcija.
Stoga je
AXB=BXA, tj.card(A X B) = card(B X A).

Iz ovoga odmabh slijedi tvrdnja (7).
Neka je
g: AXB)XC —>AX(BxC(C)

funkcija definirana sa

g((x,),2) = (x,(,2) .

Ocito je g bijekcija.
Slijedi
AXB)xC=zAx(Bx(O),
t].
card (A X B) X C) = card (A X (Bx C))
pa zakljuujemo da vrijedi tvrdnja (2). O

Propozicija 2.3.11. Neka su k,, k, i k3 kardinalni brojevi.
Tadaje (kl + kz) . k3 = (klkg) + (k2k3)

Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k; = cardA, k, = cardB, k3 = cardC i
ANB=0.
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OCitoje AUB)XC=AXCOUBXxCO)te(AXC)N(BXxC)=0.

Stoga vrijedi:
(ki + ky) - ks =card(AU B) - cardC
=card(AUB)x ()
=card(AX C)U (Bx())
=card(AXC)+card(BXC) =k - ks + ks - k5.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Oznacimo 0 = card (. Uocimo da je 0 = {0}. Prema propoziciji[2.3.7| vrijedi k + 0 = k
za svaki kardinalni broj k.
Za skup S kaZzemo da je jednoclan ako postoji a takav da je S = {a}. Akosu S i T skupovi
takvi da je S jednoclan onda je S = T ako i samo ako je 7 jednoclan skup.
Stoga je kardinalni broj bilo kojeg jednoclanog skupa klasa svih jednoc¢lanih skupova. Tu
klasu oznacavamo 1.
Dakle, 1 = card § za svaki jednoclan skup S.

Propozicija 2.3.12. Za svaki kardinalni broj k vrijedi 1 - k = k.

Dokaz. Neka je S skup te neka je A jednoclan skup. Imamo A = {a} za neki a.
Vrijedi
AXS ={(a,x)| xe S}
Funkcija§ — A X S, x — (a, x) je ocito bijekcija.
Stogaje S = A XS paje
cardS =card(A X S)
=cardA -card S
=1-cardS.

Dakle, cardS =1 - card S za svaki skup S.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.3.13. Neka su ki, k, i ks kardinalni brojevi takvi da je ky < k,. Tada je
kl +k3 Sk2+k3ik1 'k3 Skg'k3.

Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k; = card A, k, = card Bi k3 = card C.
Mozemo pretpostaviti, kao u dokazu propozicije da su skupovi A, B i C u parovima
disjunktni. 1z k; < k; slijedi da postoji injekcija f: A — B.

Definirajmo funkcijug: AUC - BUC's

g(x):{f(x)’ x€eA

x, xe€eC.
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Tvrdimo da je g injekcija.
Neka su x;, x, € AU C takvi da je x; # x,. Ako su x;, x, € A, onda je g(x;) # g(x,) jer je
f injekcija.
Ako su x, x, € C, onda je ocCito g(x;) # g(x;). Akoje x; € Aix, € C, onda je g(x;) € B,
g(x;) € C pazbog BN C = () imamo g(x;) # g(xy).
Zakljucak: g je injekcija.
Stoga je
card(AUC) <card(BUC).

Imamo
ki+ks=card(AUC) <card(BUC) =k + k3.

Definirajmo funkciju
h: AXC — BXxC, h(a,c) = (f(a),c).

Tada je h injekcija, naime ako su x,x” € A X C takvi da je x # x’, onda je x = (a,c),
X =(a,c"),gdijesua,a € Aic,c’ € Ctakvidajea # @' ili ¢ # ¢’ paslijedi f(a) # f(a’)
ili ¢ # ¢, stoga je h(x) # h(x').
Stoga je

card(A X C) <card(BX C) pajek; - k3 < ky - k3.

Neka su A i B skupovi. Sa A® ¢emo oznacavati skup svih funkcija B — A.
Dakle,
A® = {f funkcija | f: B — A}.

Primjer 2.3.14. Nekasua,bictakvidajea# b,a+cib # c.
Zax,y€{a,b,c}nekaje f,,: {1,2} — {a,b, c} funkcija takva da je

Jo (D) =x1fy(2) =y.

Tada je
{a, b’ C}{]’z} = {faaa f;zb» f;lca fba’ fbb’ fbc’ ‘fccb ,fcb’ ‘fCC} .

S druge strane za x,y, z € {1, 2} neka je g,,.: {a, b, c} — {1, 2} funkcija takva da je

8xyz (a) = x, 8xyz (b)=yi 8xyz () =z
Tada je
{1, 2}{a’b’6} = {8111, 8112, 8121, 81225 211> 8212, 221, 8222} -

Uocimo da skup {a, b, c}'""* ima 9 elemenata i 9 = 3? te da skup {1, 2}!“*“) ima 8 elemenata
i2’=8.
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Propozicija 2.3.15. Neka su S, T i V skupovi te neka su f: S — T i g: T — V funkcije.
(1) Ako je g o f injekcija, onda je f injekcija.
(2) Ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.

Dokaz.

(1) Pretpostavimo da je g o f injekcija. Neka su x;, x, € S, x; # x5.
Tada je

(go f)(x1) #(go f)(x) . g(f(x1) # g (f(x2)
paje oCito f(x;) # f(xz). Dakle, f je injekcija.

(2) Pretpostavimo da je g o f surjekcija. Nekajez € V.
Tada postoji x € S takav da je

(8o H®) =12 4.g(f(x) =z

Time smo dokazali da za svaki z € V postoji y € T takav da je g(y) = z.
Prema tome, g je surjekcija.
m]

Definicija 2.3.16. Neka je X skup. Definirajmo funkciju idy: X — X, idx(x) = x za svaki
x € X. Za idx kaZemo da je identiteta na skupu X.

Ocito je idy bijekcija.
Propozicija 2.3.17. Neka su S i T skupovitenekasu f: S - Tig: T — S funkcije takve
daje go f =ids te f o g = idr. Tada je f bijekcijai f~' = g.

Dokaz. 1z gof = ids itvrdnje (1) iz propozicije[2.3.15|slijedi da je f injekcija. Iz fog = idr
i tvrdnje (2) iz propozicije slijedi da je f surjekcija.
Prema tome f je bijekcija.
Nekajey e T. Tadaje f~! (y) = x, gdje je x € S takav da je f(x) = y.
Slijedi
g(f(x) =g

pa je

x = g(y) (er je g o f = ids).
Dakle, f~' (y) = g(y) za svaki y € T. Prema tome ! = g. o

Lema 2.3.18. Neka su A, A’, Bi B’ skupovi takvidaje A=A’ i B= B'. Tada je A® = A’?'.
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Dokaz. Neka su a: A — A’ i b: B — B bijekcije. Neka je ®: A® — A’F funkcija
definirana s ®(f) = ao fob~! zasvaki f € AB te nekaje ¥: A’ — AP funkcija definirana
sW(g)=a'ogobzasvakige A%,

Tvrdimo da je funkcija @ bijekcija. To e slijediti iz propozicije ako pokazemo da
je®o¥ =idyw 1Y oD =idys.

Neka je f € AB,

Imamo

(Fo®)(f)=¥(@()="¥(aofob)=a"o(aofob)ob=1.
Dakle,
(¥ o ®) (f) = f = idu(f).

Prema tome W o @ = idys.
S druge strane, za svaki g € A’ vrijedi

(o) (g) = D(P(@)=D(a ogob)=ao(a'ogob)ob™ =g

Prema tome, ® o ¥ = id,» .
Zakljucak: @ je bijekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Definicija 2.3.19. Neka su k, i k, kardinalni brojevi. Tada postoje skupovi A i B takvi da
je ky = card A i k, = card B. Definirajmo kardinalni broj k’fz na sljedeci nacin:
3
k}* = card (AB).

Uocimo da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A i B. Naime, ako su A" 1 B’ skupovi

takvi da je k; = card A" i k, = card B’, ondaje A’ = A i B’ = B pa iz leme[2.3.1§]slijedi
AB = A% | tj. card (AB) = card (A’B').
Primjer 2.3.20. Za skup A neka je z4: 0 — A prazna funkcija. Neka je k kardinalni broj.
Imamo k = card A, A je skup.
Vrijedi
K = card (A") = card {z4} = 1.

Dakle, k° = 1 za svaki kardinalni broj k.
S druge strane, ako je k kardinalni broj te A skup takav da je k = card A onda je

k_ A\ card 0, akoje A #0
0 —card((Z) )_{Card{zA}, ako je A = 0.
Iz ovoga zakljucujemo da je

0 = 0, akojek+#0
1, akojek=0.
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Primjer 2.3.21. Neka je k kardinalni broj. Neka je A skup takav da je k = card A. Neka je
C bilo koji jednocClan skup. Neka je ¢ takav da je C = {c}.
Imamo funkciju f: A — C definiranu s f(x) = ¢ za svaki x € A.
Dakle, C# je neprazan skup.
S druge strane ako su f, g € C*tj. f,g: A — C, onda za svaki x € A vrijedi f(x) = ¢ = g(x)
pa ocito vrijedi f = g. Prema tome, C* je jednoclan skup.
Imamo
1" = cardC* = 1.

Prema tome 1° = 1.
S druge strane, tvrdimo da je k! = k. U tu svrhu dokaZimo da je A = AC.
Definirajmo f: A — A€ na sljedeéi nadin: za x € A imamo da je f(x): C — A funkcija
takva da je f(x)(c) = x.
Ako su x;, x, € A takvi da je x; # xp, onda je f(x1)(c) # f (x2)(c) paje f(x1) # f (x2).
Prema tome f je injekcija.
Nadalje, ako je g € A€ tada za x = g(c) vrijedi g = f(x) (jer se funkcije g i f(x) podudaraju
u jedinoj tocki svoje domene: g(c) = x, f(x)(c) = x). Prema tome f je surjekcija, time
smo pokazali da je A = A€,
Stoga je

k' = card A€ = card A = k.

Dakle, k' = k.

Propozicija 2.3.22. Neka su a, b i ¢ kardinalni brojevi. Tada vrijedi a”* = a® - a°.

Dokaz. Odaberimo skupove A, Bi C takve daje a = cardA, b = card Bic = cardC. Pri
tome moZemo pretpostaviti da su skupovi B i C disjunktni.
Imamo

b+c=card(BUC) pajea” = card (ABUC),

s druge strane
a® = card (AB) ia‘ = card (AC)

paje
a’ - a¢ = card (AB X AC).
Stoga je dovoljno dokazati
ABUC ~ AB XAC.
Uod&imo sljedece: ako je f € ABC, onda je f: BUC — A paimamo restrikcije

ﬁB:B%AiﬁC:C—)A,
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dakle
(ﬁBa ﬁc) S AB X AC.

Definirajmo
D: APC — AP x AC sa O(f) = (fis, fic) » za svaki f € APYC,

Tvrdimo da je ® bijekcija. Neka su fi, f>» € ABYC takvi da je fi # f>.

Imamo fi, f,: BUC — A1 fi # f, papostoji x € BU C takav da je fi(x) # fo(x).
Slijedi x € Bili x € C.

Ako je x € B onda imamo

(fup) (@) = fi(x) # fo(x) = (fu8) (%),

6.
(fus) (x) # (fas) (x)

paje fis # fop, a onda je oCito D (f1) # ® (f2).

Do istog zakljucka dolazimo ako je x € C.

Dakle, @ (f;) # @ (f>) pa zakljuCujemo da je @ injekcija.

Neka je w € AZ x AC. Imamow = (g, h) gdjejeg: B— Aih: C — A.
Definirajmo f: BU C — A na sljedeci nadin:

_ | gx), xeB
T = { ().

xeC.

Imamo f € ABYC i ocito vrijedi fiz = g i fic = h.
Stoga je
O(f) = (8, 1) 1. D(f) = w.
Time smo dokazali da je @ surjekcija.
Dakle, @ je bijekcija.
Prema tome
ABYC = AB 5 A€ pae ab* = - .

Propozicija 2.3.23. Neka su a, b i ¢ kardinalni brojevi. Tada vrijedi (ab)c = a’.

Dokaz. Nekasu A, B 1 C skupovi takvida je a = cardA, b = card Bic = card C.
Imamo

(ab)c = card ((AB)C) ia” = card (ABXC) :



28 POGLAVLIJE 2. KARDINALNI BROJEVI

Stoga je dovoljno dokazati da je (AB)C =~ ABXC,

c
Uocimo sljedece: ako je f € (AB) ,ondaje f: C > ABpazaxe Biye Cimamo
fO) €A . f(»): B— A

pa je

[fO] (x) € A.
Definirajmo funkciju @: (AB)C — APB*C na sljedeéi nadin: za f € (AB)C neka je
®(f): Bx C — A funkcija definirana sa

O(f)(x,y) = [f()] (x), zasvex e Biy € C.

Dokazimo da je ® bijekcija.
c
Neka su fi, f, € (AB) takvi da je f; # f>. Dakle, fi i f, su dvije razlicite funkcije sa C

u A8 pa slijedi da postoji y € C takav da je f;(y) # f>(y). Sada imamo da su fi(y) i fo(y)
dvije razlicite funkcije sa B u A pa slijedi da postoji x € B takav da je

[i] () # [LOW] (), 4. P(fi)(x, ) # P(H2)(x, ).

Stoga je ©(f1) # O(f>). Prema tome @ je injekcija.
Neka je g € AB*C_ Dakle, g: BX C — A.
Definirajmo funkciju f: C — A® na sljedeéi nadin: za y € C nekaje f(y): B — A funkcija
definirana sa
[f] (x) = g(x,y), za svaki x € B.

c
Dakle, f € (AB) . Odmah se vidi da je O(f) = g. Time smo pokazali da je @ surjekcija.
Stoga imamo da je @ bijekcija.
Prema tome,
c
(AB) ~ ABXC‘

Propozicija 2.3.24. Neka je A skup. Tada je {0, 1}* = P(A).
Dokaz. Definirajmo funkciju ¥: {0, 1}* — P(A) sa

Y(f)={xeAl f(x)=1} zasvaki f € {0,1}".
Neka su fi, f> € {0, 14, f1 # f>. Postoji xy € A takav da je fi(xo) # fo(x0).

Ocito je
Ji(xo), fa(xo) € {0, 1}.
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Ako je fi(xo) = 1, onda je f>(xp) = 0 te imamo xy € W(f1) 1 xo € Y(f2) paje Y(f1) # V(f2),
a ako je fi(xo) = 0, onda je f>(xp) = 1 pa analogno zakljuc¢ujemo da je ‘Y(f) # Y(f>).

U svakom slucaju je W(f)) # Y(f>) pa zakljucujemo da je ¥ injekcija.

Neka je B € P(A).

Definirajmo funkciju f: A — {0, 1} sa

] 0, xeA\B
fx) = { 1, x€B.
Ocito je Y(f) = B. Dakle, ¥ je surjekcija, pa imamo da je ¥ bijekcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.3.25. Neka je S skup. Tada ne postoji surjekcija S — P(S).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji surjekcija f: S — P(S).
Definirajmo
A={xeS|x¢fln)}.

Ocito je A € S, dakle A € P(S). Buduci da je f surjekcija postoji xo € S takav da je
f(x0) = A. Imamo dva slucaja:

(1) xy € A.
Dakle, xo € f(xp), a to znaci da xy ¢ A. Kontradikcija.

(2) xo & A.
Dakle, xo ¢ f(xp), a to znaci da je xo € A. Kontradikcija.

U oba slucaja smo dobili kontradikciju. Zaklju¢ujemo da ne postoji surjekcija § — P(S).
|

Za skup S kazemo da je dvoclan ako postoje ai b takvidajea # b1 S = {a,b}.
Ako su § 1T skupovi takvi da je S dvocClan, onda je § = T ako 1 samo ako je 7" dvoclan
skup. Stoga je kardinalni broj bilo kojeg dvoclanog skupa klasa svih dvoclanih skupova.
Tu klasu oznacavamo s 2. Dakle, 2 = card S za svaki dvoclani skup.

Neka su k; 1 k;, kardinalni brojevi takvi da je k; < k> 1 k; # k. Tada piSemo k; < k.

Propozicija 2.3.26. Za bilo koji kardinalni broj k vrijedi k < 2*.
Dokaz. Neka je k kardinalni broj. Neka je A skup takav da je k = card A.
Vrijedi

2" = card {0, 1}
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pa iz propozicije [2.3.24|slijedi 2* = card P(A).
Treba dokazati da je

cardA < cardP(A)i card A # card P(A).

Prema propoziciji [2.3.25| ne postoji surjekcija A — P(A) pa ne postoji ni bijekcija A —
P(A), Sto znaci da skupovi A i P(A) nisu ekvipotentni, a to povlaci card A # card P(A).
Definirajmo funkciju f: A — P(A) s

f(x) = {x} zasvaki x € A.

Neka su xi, x, € A takvi da je x; # x,. OCito je f(x;) # f(x;). Dakle, f je injekcija.
Time smo pokazali da je card A < card P(A).
Dakle, k < 2. O

Propozicija 2.3.27. Neka su S i T neprazni skupovi takvi da postoji injekcija S — T. Tada
postoji surjekcija T — S.

Dokaz. Nekaje f: S — T injekcija. Odaberimo sy € S.

Definirajmo g: T — S na sljedeci naCin: nekajey € T. Akoy ¢ f(S) onda definiramo
g(y) = so. Ako je y € f(S) onda postoji jedinstveni x € § takav da je f(x) = y pa
definiramo g(y) = x.

Na taj nacin smo definirali funkciju g: T — S za koju ocito vrijedi g (f(x)) = x za svaki
x € §, aSto povlaci da je g surjekcija. O

Propozicija 2.3.28. Neka su k, k, i ks kardinalni brojevi takvi da je k\ < k,. Tada vrijedi:
(1) Ky <K ako je ki # 0,
(2) K <KL
Dokaz. Nekasu A, B 1 C skupovi takvi da je k; = card A, k, = card Bi k3 = card C.
(1) 1z ky < k; slijedi da postoji injekcija A — B. Pretpostavimo da je k; # 0. Prema
propoziciji[2.3.27] postoji surjekcija ¢ : B — A (skup A je neprazan jer je k; # 0).

Uotimo sljedece: ako je f € C4, onda je f o ¢ € C5.
Definirajmo funkciju h: C* — C8B sa

h(f) = foe.

Tvrdimo da je & injekcija.
Neka su fi, f» € CA takvi da je f; # f>. To znaci da postoji x € A takav da je
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f1(x) # fo(x). Kako je ¢ surjekcija postoji z € B takav da je ¢(z) = x.
Dakle,
J1(@(@) # f(¢(2) 4. (fi 0c9) (2) # (2 09) ().
Stoga je
fiow # froety. h(f) # h(f2).
Time smo pokazali da je h: C* — C? injekcija.
Prema tome, k];] < k/;z.

(2) Znamo da postoji injekcijay: A — B.
Definirajmo funkciju #: A — BC sa

h(f) = ¢ o f zasvaki f € A°.

Dokazimo da je & injekcija. Neka su fi, f» € AC takvi da je f; # f>. Tada postoji
x € C takav da je fi(x) # fo(x).
Buducdi da je funkcija ¢ injekcija slijedi da je ¥ (fi(x)) # ¥ (f2(x)).
Dakle,
Yo fi # o frtj. h(fi) # h(f2)

paje h: A — BC injekcija. Iz toga zakljucujemo da vrijedi k;* < k5.






Poglavlje 3

Kontinuum

3.1 Omedeni skupovi

Definicija 3.1.1. Neka je S C R te M € R. KaZemo da je M gornja meda skupa S ako za
svaki x € S vrijedi x < M.

Analogno definiramo pojam donje mede skupa.

Definicija 3.1.2. Ako je S C R te ako S ima barem jednu gornju medu onda kazemo da je
S odozgo omeden skup.

Analogno definiramo pojam odozdo omedenog skupa.

Definicija 3.1.3. Neka je S C R te neka je M € S takav da je M gornja meda skupa S .
Tada za M kaZemo da je maksimum skupa S .

Analogno definiramo pojam minimuma skupa.

Definicija 3.1.4. Neka je S C R te neka je A € R takav da vrijedi sljedece:
1) A je gornja meda od S,

2) A < M za svaku gornju medu M od S .

Tada za A kaZemo da je supremum skupa S .

Pretpostavimo da je S € RidasuA i B supremumi od S. Tada su A i B gornje mede
od S paimamo da je A < B (jer je A supremum) te B < A (jer je B supremum).
Stoga je A = B. Prema tome, supremum skupa ako postoji mora biti jedinstven.
Pretpostavimo da je S C R te da je M maksimum skupa S. Tada je M gornja meda od
S (ocito) te za svaku gornju medu N od S vrijedi M < N (jerje M € S).
Dakle, M je supremum skupa S .
Obratno, supremum skupa ne mora biti maksimum skupa, naime supremum skupa ne mora

33
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biti element tog skupa.

Naprimjer, neka je S = (—oo, 1). OCito je 1 gornja meda od S, a kada bi postojala gornja
meda M od S takva da je M < 1, onda bi postojao x € R takavdaje M < x < 1, ato bi
znacilo da je x koji je element skupa S veéi od gornje mede M, Sto nije moguée. Prema
tome, 1 je supremum skupa S. Oc¢ito 1 ¢ S.

Ako skup ima supremum, onda je ocito odozgo omeden (i neprazan, naime prazan skup
nema supremum jer je svaki realan broj gornja meda od @ pa ne postoji najmanja gornja
meda od ). Obratno, svaki neprazan odozgo omeden skup ima supremum i to je posljedica
sljedece tvrdnje.

Aksiom potpunosti. Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je x <y za svaki
x € Aisvakiy € B. Tada postoji 7 € R takav da je x < 7 <y za svaki x € A i svakiy € B.

Propozicija 3.1.5. Neka je S C R, neprazan odozgo omeden skup. Tada S ima supremum.

Dokaz. Neka je G skup svih gornjih meda skupa S. Tada za svaki x € S isvakiy € G
vrijedi x < y.

Nadalje, G # 0 jer je S odozgo omeden. Prema aksiomu potpunosti postoji A € R takav da
jex <A <yzasvaki x € § isvakiy € G. OCito je A supremum skupa S'. O

Definicija 3.1.6. Neka je S C R te neka je B € R. KazZemo da je B infimum skupa S ako
vrijedi sljedece:

1) B je donja meda skupa S,

2) B > m za svaku donju medu m skupa S .

Analogno, kao i u slu¢aju supremuma vidimo da infimum skupa, ako postoji, mora biti
jedinstven.
Nadalje, ako je m minimum skupa S, onda je m i infimum skupa S .

Sljedeca propozicija se dokazuje analogno kao prethodna.

Propozicija 3.1.7. Neka je S C R, neprazan odozdo omeden skup. Tada S ima infimum.

Definicija 3.1.8. Za skup S C R kaZemo da je omeden ako je omeden odozgo i odozdo.

3.2 Nizired

Definicija 3.2.1. Neka je S skup te neka je x: N — S. Tada za x kaZemo da je nizu S. Za
n € N umjesto x(n) pisemo x,. Funkciju x oznacavamo i s (x,),ey ili (x,).

Definicija 3.2.2. Neka je (x,) niz u R te neka je a € R. KaZemo da niz (x,) teZi ili ko-
nvergira prema a i pisemo x, — a ako za Ve > 0 dny € N takav da za ¥Yn > ny vrijedi
|x, —a| < &. U tom slucaju za a kaZemo da je limes niza (x,).
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Definicija 3.2.3. Za niz (x,) u R kaZemo da je konvergentan ako postoji a € R takav da
X, — a.

Primjer 3.2.4. Neka je ¢ € R te neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = ¢, Yn € N. Tada je
ocito da x,, — c.

Definicija 3.2.5. Za niz (x,) u R kaZemo da je omeden ako je {x, | n € N} omeden skup u
R.

Definicija 3.2.6. Za niz (x,) u R kazemo da je rastuci ako za svaki n € N vrijedi x, < x,,.
Definicija 3.2.7. Za niz (x,) u R kaZemo da je padajuéi ako za svakin € N vrijedi x, > X1.
Lema 3.2.8. Neka je (x,) nizuR.

(1) Pretpostavimo da je (x,) rastuci niz. Tada za sve n, m € N takve da je n < m vrijedi
Xp < X

(2) Pretpostavimo da je (x,) padajuci niz. Tada za sve n, m € N takve da je n < m vrijedi
X, = X,

Dokaz.

(1) Fiksirajmo n € N. Dokazimo indukcijom da za svaki m > n vrijedi x,, < x,,,.
Tvrdnja je oCita za m = n.
Pretpostavimo da za neki m > n vrijedi x,, < x,,,.
Prema pretpostavci imamo x,, < x,,.; stoga je x,, < X,,4+1. Time je tvrdnja dokazana.

(2) Tvrdnju dokazujemo analogno.
O

Propozicija 3.2.9. Neka je (x,) rastuci niz, te neka je a supremum skupa {x, | n € N}. Tada
X, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji ny € N takav da je a — € < x,,,. U suprotnom bi
za svaki n € N vrijedilo x,, < a—g, §to bi znacilo da je a — & gornja meda skupa {x, | n € N},
a to nije moguce jer je a najmanja gornja meda skupa {x, | n € N}.
Dakle, postoji ny € N takav da je a — € < x,,. Neka je n > ny.
Tada je

a—&e<x,y<x,fa<a+e

pa je
X, €{a—¢g,a+e)t.|x, —al <e.

Dakle, za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €. Prema tome, x,, — a. m|
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Propozicija 3.2.10. Neka je (x,) padajuci niz, te neka je a infimum skupa {x, | n € N}.
Tada x, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji ny € N takav da je x,, < a + &. U suprotnom bi
za svaki n € N vrijedilo x, > a + &, §to bi znacilo da je a + € donja meda skupa {x, | n € N},
a ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je a infimum skupa {x, | n € N}.

Dakle, postoji ny € N takav da je x,, < a + &.

Sada, analogno kao u dokazu prethodne propozicije dobivamo da za svaki n > ng vrijedi
|x, — a| < &. Prema tome, x, — a. m|

Primjer 3.2.11. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = % Tada x, — 0.

Dokaz. Dokazimo to. OCcito je (x,) padajuéi niz. Prema prethodnoj propoziciji dovoljno
je dokazati da je O infimum skupa {% | n € N}. Ocito je 0 donja meda skupa {% | n € N}
Pretpostavimo da postoji donja meda B ovog skupa, takva da je 0 < B. Odaberimo prirodan
broj n takav da je % < n. Slijedi % < B, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je B donja
meda skupa {% | n € N}. Prema tome, O je infimum danog skupa. i

Korolar 3.2.12.
(1) Neka je (x,) rastuci i omeden niz. Tada je (x,) konvergentan.
(2) Neka je (x,) padajuci i omeden niz. Tada je (x,) konvergentan.
Dokaz.

(1) Skup {x, | n € N} je omeden pa ima supremum (prema propoziciji 3.1.5). 1z propo-
zicije slijedi da (x,) tezi tom supremumu. Dakle, (x,) je konvergentan niz.

(2) Tvrdnju dokazujemo analogno.
O

Propozicija 3.2.13. Neka je (x,) niz u R te neka su a, b € R takvi da x, — ai x, — b.
Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. a # b.
Definirajmo

b — al

7

Kako x, — a postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi |x, — a| < €.
Kako x, — b postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — b| < €.
Neka je n = max{n,, ny}.
Imamo

2e=b—al=b—x,+x,—a| <|b—x,|+|x,—a| <e+&=2¢.
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Dakle, 2¢ < 2¢& §to je nemoguce. ZakljuCujemo da je a = b. O

Definicija 3.2.14. Neka je (x,) nizu R. Za n € N definiramo s, = }i_, Xx;. Za uredeni par
nizova ((x,), (s,)) kaZemo da je red i oznacavamo ga s ), x,.

Definicija 3.2.15. Ako je n € N, onda za s, kaZemo da je n-ta pracijalna suma reda }’, x,,.

Definicija 3.2.16. Neka je Y, X, red te a € R. KaZemo da je a suma reda 3, x,, ako je a
limes niza parcijalnih suma tog reda.

Sumu reda (koja je, ako postoji, jedinstvena prema propoziciji|3.2.13)) oznacavamo sa
S k.
n=1

Definicija 3.2.17. Ako suma reda ),y X, postoji (tj. ako je niz parcijalnih suma ovog reda
konvergentan), onda za red ), X, kaZemo da je konvergentan.

Propozicija 3.2.18. Neka su x, i y, nizovi realnih brojeva, te neka su a, b € R takvi da
X, = aiy, = b. Neka je A € R. Tada vrijedi:

(1) Ax, — Aa,

(2) —x, = —q,

(3) X, +y, > a+b.
Dokaz.

(1) MozZemo pretpostaviti da je 4 # 0. Kako x, — a postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi |x, — a| < ﬁ
Za svaki n > ng vrijedi

&

=&
|4

|[Ax, — Aa| = |Allx, —al < |4] -

Dakle, [1x, — Aa| < € za svaki n > ny. Time je tvrdnja dokazana.
(2) Tvrdnja slijediiz (/) za A = —1.

(3) Neka je e > 0.
Zbog x, — a postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi |x, —a| < %.
Takoder, zbog y, — b postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi [y, — b| < £.
Neka je
ny = max{n,, ny}.



38 POGLAVLIJE 3. KONTINUUM

Tada za svaki n > n; vrijedi

|<xn+yn>—(a+b)|=|xn—a+yn—b|s|xn—a|+|yn—b|<§+§:s.

Dakle, | (x, +y,) —(a + b)| < € zasvaki n > n; pa vrijedi x, +y, — a + b.

Lema 3.2.19. Neka je g € (0, 1). Tada vrijedi ¢" — 0.

Dokaz. Nekajen € N.
Imamo

qn+l — qn g < qn.
Dakle, niz (¢"),.y je padajudi. Stoga je dovoljno, prema propoziciji dokazati da je O
infimum skupa {¢" | n € N}. Ovaj skup je oc¢ito odozdo omeden pa prema propoziciji
postoji infimum od {g" | n € N}, ozna¢imo ga s m. OCito je 0 donja meda skupa {g" | n € N}
pa vrijedi 0 < m.
Pretpostavimo da je 0 < m. Tada je m < im iz ¢ega zakljuCujemo da ém nije donja meda
skupa {¢" | n € N} (jer je m najveca donja meda tog skupa). Stoga postoji n € N takav da je
q" < ém, iz Gega slijedi da je ¢"*! < m a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je m infimum
skupa {g" | n € N}.
Dakle, m = 0. O

Primjer 3.2.20. Neka je g € (0,1). Red Y., q" je konvergentani Y, | q" = %{.

Dokaz. DokaZimo to.
Neka je (s,) niz parcijalnih suma ovog reda. Neka je n € N.

Vrijedi
=4
i=1
=qg+q+...+q"
:q(1+q+...q"_1)
_ =4
q n 4
= + :
1-¢g ql—q
Dakle,
Sp = 1 +4" T 7a svakin e N.
l-qg " 1-gq

Iz leme [3.2.19|i prve tvrdnje iz propozicije [3.2.18|slijedi da s, teZi u l%q. O
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Propozicija 3.2.21. Neka je ),y x, red takav da je x, > 0 za svaki n € N. Pretpostavimo
da postoji A € R takav da je Y, x; < A za svaki n € N. Tada je red Y, X, konvergentan
i0< Y x, <A

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda )}, X,,. Prema pretpostavci za svaki n € N
vrijedi s, < A.
Dakle, A je gornja meda skupa {s, | n € N}.
Neka je
a = sup{s, | n € N}.

Ocitoje 0 < a < A.
Za svakin € N vrijedi

n n n+l

Sp = xiszxi+xn+1: § Xi = Sn+l

i=1 i=1 i=1

pa zakljuujemo da je niz (s,) rastuéi. Prema propoziciji vrijedi s, — a.
Dakle, red ), X, je konvergentan i

(o)
E X, =a

n=1
paje
0< Z x, < A.
n=1

O

Lema 3.2.22. Neka je (x,) rastuci niz te neka je a € R takav da x, — a. Tada je x, < a za
svaki n € N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji N € N takav da je a < xy. Tada za svaki
n > N vrijedi x,, > xy.
Nekajee = xy —a. Tadaje e > 01 a + € = xy. Buduéi da x, — a postoji ny € N takav da
za svaki n > ny vrijedi

|x, —al <etj.x, €{a—¢€,a+e¢).

Slijedi da je x, < a + €tj. x, < xy za svaki n > n.
Neka je n = max{ng,N}. Tadajen > nyin > Ntj. x, < xy1x, > Xy, a to je ocito

nemoguce. O

Propozicija 3.2.23. Neka je ), X, konvergentan red takav da je x, > 0 za svaki n € N.
Tada je Zk Xy < Yooy Xy za svaki k € N.

n=1
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Dokaz. Neka je (s;) niz parcijalnih suma reda ), ;-

Imamo
(o8]
Sk — Z Xns
n=1

a iz dokaza propozicije(3.2.21|slijedi da je niz (i) rastudi.
Prema prethodnoj lemi vrijedi

(o)
S < Zx,, za svaki k € N.

n=1

O

Propozicija 3.2.24. Neka je ), X, konvergentan red te neka je ¢ € R. Tada je red
et CX, konvergentan i Y, cx, = ¢ Y00y Xy

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda )}, x, te neka je (z,) niz parcijalnih suma
reda ),y cx,. Nekajen € N.
Imamo

Dakle, z, = ¢ - s,, za svaki n € N.
Imamo

n=1
pa iz prve tvrdnje propozicije[3.2.1§|slijedi
Cc- Sy —>C'an, tj. 2, —>C'an.
n=1 n=1
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 3.2.25. Neka su ) ,c Xn § X pen Yo tedovi takvi da je 0 < x, < y, za svakin € N
Pretpostavimo da je red ), v, konvergentan. Tada je konvergentan i red ), o X, te vrijedi

Dimel Xn < Yimet Ve

Dokaz. Neka je (s;) niz parcijalnih suma reda ),y X, te neka je (z;) niz parcijalnih suma
reda ), vu- Neka je k € N.
Iz ¢injenice da za svaki n € N vrijedi x,, < y, 1 propozicije|3.2.23|slijedi

k 00
sk:Z-an yn:stzyn-
n=1 n=1

Dakle, s, < 3", y» za svaki k € N. Iz propozicije [3.2.21|slijedi tvrdnja leme. O

k

n=1
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3.3 Decimalni prikaz realnog broja

Propozicija 3.3.1. Neka je (a,) nizu {0, ...,9}. Tada je red ),
0<>™, =<1

n=1 10

1

Dokaz. Za svaki n € N ocito vrijedi

a, 9
< < )
0= 10 — 10"

Red ) v 1%,1 je konvergentan prema primjeru (3.2.20|1 propoziciji [3.2.24| te vrijedi

An

Iz prethodne leme slijedi da je red Y., 1 konvergentan i

Teorem 3.3.2. Neka je x € [0, 1). Tada postoji niz (a,) u {0, ...,9} takav da je
X= 20l i

Dokaz. Definirajmo niz realnih brojeva (y,) induktivno na sljedeéi naCin:

vy = 10x — [10x],
YVus1 = 10y, — [10y,] za svaki n € N.

Uocimo da je y, € [0, 1) za svaki n € N.
Stoga je
0<10y, <10
paje
[10y,] €10,...,9}

& konvergentan i

41

(3.1)
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za svaki n € N. Takoder, | 10x] € {0,...,9}.
Definirajmo niz (a,) u {0, ..., 9} na sljedeci nacin:

a; = |10x], a,41 = [10y,] za svakin € N.

Iz @ Sh.]edl Yo+l = 107n — dpy paje
Yn+1 _ Yn aptl

107+1 - 107 107+1

za svaki n € N. (3.2)

Tvrdimo da za svaki n € N vrijedi

10n B Z 105" 53
DokaZimo ovo indukcijom po n.
Imamo
vy = 10x — [10x] = 10x — a;
pa slijedi
Nn_ @
10 10°

Dakle, (3.3)) vrijedi zan = 1.
Pretpostavimo da (3.3)) vrijedi za neki n € N. Iz (3.2)) i (3.3) slijedi

Yn+1 _ Yn aptl

1 0n+1 10" 10n+1

Ap+l
Z l Ok 0n+ 1
n+l

- _Zlok

Dakle, (3.3)) vrijedi za n + 1. Time smo dokazali da (3.3) vrijedi za svaki n € N.
Neka jen € N.

Vrijedi
ar | _ ‘ Yol _ Vn 1
- —| = < .
— 10k 10" 100 107
Dakle,
n a 1 n .
X — — | <|=| za svakin € N, (3.4)
— 1 10
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Neka je &€ > 0. Prema lemi [3.2.19|postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi (%)n <e&.

Iz (3.4) slijedi da za svaki n > ny vrijedi

n
T
10%
Prema tome niz parcijalnih suma reda 3}, 1¢ teZi prema x.

Dakle, N
=3 1“0

n=1

< &.

Definicija 3.3.3. Neka je ) x, konvergentan red. Za k € N, k > 2 definiramo

) o0 k—1
Z X, = E Xp — Xn.
n=k n=1 n=1
Dakle,
) k-1 00
DI Y o
n=1 n=1 n=k

(3.5)

Propozicija 3.3.4. Neka je ), x, konvergentan red te neka su k, | € N takvi da je k < L

Tada je

00 1
2=
n=k n=k n=I+1

Dokaz. Zak = 1 tvrdnja vrijedi prema (3.5).
Pretpostavimo daje k > 2. Nekajeo = 3,7, x
Imamo

l 00 [ [
DI YT LR

n=k n=I[+1 n=k n=1
1 k-1 [
_ xnw_( x,,+zxn)
n=k n=1 n=k
k—1
=0 — Xn
n=1
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Dakle,

O

Lema 3.3.5. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x,, — a. Neka je
N € N te neka je (y,) niz realnih brojeva definiran s y, = x,,y za svakin € N. Tada y, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €.
Akojen >ng,ondajen+ N > ngpaje|x,.y —al <&, .|y, —al <e Dakle,y, - a. O

Propozicija 3.3.6. Neka je ), x,, konvergentan red te neka je k € N, k > 2.
Definirajmo niz
) s Yn = X1

za svaki n € N. Tada je red )y, konvergentan i vrijedi
Z Xn = Z Yn-
n=k n=1

Dokaz. Neka je (s;) niz parcijalnih suma reda )’ y, te neka je (#;) niz parcijalnih suma reda
>, x,. Nekajei e N.
Imamo

Il Il I
P17 17 10
s

Dakle,

S = liv(k—1) — X, Za svaki i € N. (36)
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Znamo dat; — )° | X, pa iz prethodne leme slijedi da

Liv(k-1) = Z Xn-
n=1

1z (3.6)), trece tvrdnje iz propozicije3.2.18|i primjera[3.2.4] slijedi da

00 k-1 o)
s; — E X, — Xn, 4. s,-—)an.

n=1 n=1 n=k

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 3.3.7. Neka su ), x,,i ).y, konvergentni redovi takvi da je O < x,, <y, za svakin € N
te takvi da je x; <y za neki k € N. Tada je

Dokaz. Prema lemi [3.2.25] vrijedi

n=1 n=1

Pretpostavimo da je
Z X, = Zyn, (3.7)
n=1 n=1

Neka je (s;) niz parcijalnih suma reda ) x, te neka je (#;) niz parcijalnih suma reda ) y,.
Oznacimo A = y; — x;. OCito je 4 > 0.

Neka je i € N.
Imamo
i+k i+k
Livk — Sivk = Zyn - an
n=1 n=1
i+k
= Z(yn—xn)Zyk—xk=/l-
n=1
Dakle,

tivk — Sk = A zasvaki i € N, (3.8)
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Definirajmo niz (z;) sa z; = tiyx — Sisk-

Prema lemi [3.3.5] vrijedi
[ee] [ee]
tisg — Zyn 1Sipp — an
n=1 n=1

pa iz i propozicije [3.2.18] slijedi z; — 0. Prema (3.8)) vrijedi z; > A za svaki i € N.
Kako z; — 0 postoji ny € N takav da za svaki i > n vrijedi da je |z; — 0] < A. Slijedi z; < 4
za svaki i > ng Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je z; > A za svaki i € N.

Zakljucak:

O

Lema 3.3.8. Neka su ), a, i ), b, konvergentni redovi. Pretpostavimo da je k € N takav da
je 0 < a, < b, za svaki n > k te takav da je a,, < b,, za neki m > k.

Tada je N N
Z a, < Z b,.
n=k n=k

Dokaz. Za k = 1 tvrdnja vrijedi prema prethodnoj lemi. Pretpostavimo da je k > 2.
Definirajmo nizove (x,) i (y,) s
Xn = Ani(k-1)

Yn = bpi—1) za svaki n € N.
Prema propoziciji [3.3.6] vrijedi
Zan:anian:Zyn. 3.9
n=k n=1 n=k n=1
Zasvakin € Nvrijedin+ (k—1) = (n — 1) + k > k pa je prema pretpostavci leme
0< Antk-1) < bn+(k—l), tj. 0< X, < Yu.

Definirajmo n = m — k + 1. Zbog m > k imamo n € N.
Vrijedi
Xn = Agm-k+1)+(k-1) = Am < bm = Dn-kr1)+(k-1) = Y-
Dakle, x, < y,.
Prema prethodnoj lemi vrijedi

Iz ovoga i (3.9) slijedi tvrdnja leme. m|
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Lema 3.3.9. Neka je ) a, konvergentan red takav da je a, > 0 za svaki n € N. Tada za

svaki k € N vrijedi
D an (3.10)
n=k

Dokaz. Za k =1 tvrdnja slijedi iz propozicije|(3.2.23
Pretpostavimo da je k € N, k > 2. Definirajmo niz (x,) s X, = dy+¢-1) za svakin € N. Za
svaki n € N je x, > 0 pa iz propozicije [3.2.23[slijedi da je x; < X7 X,.

Imamo
(o) (o)
w=n<Y n=Ya

n=1 n=k
tj. (3.10) vrijedi. m|
Lema 3.3.10. Neka je k € N. Tada je
oL
100 10+

n=k+1

IA

ag

Dokaz. Za svakin € N definirajmo a, = 19W 1Xx, = a,. Dakle, x, = 10% za svakin € N,

Koriste¢i propoziciju propoziciju [3.2.24]i primjer [3.2.20] dobivamo

0 g .
TP IR

n=k+1 n=k+1 n=1

9 9
:Z:;lomkzzl_ok'lon

n :i L G.11)

Pretpostavimo da ne postoji ny € N takav da je a, = 9 za svaki n > ny te da ne postoji
ny € N takav da je b, = 9 za svaki n > ny. Tada je a, = b, za svaki n € N.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je k = min{n € N | a, # b,}.
Tvrdimo da je

3.12
o 10" 10" (3.12)
(3.12) je ocito za k = 1. Pretpostavimo da je k > 2.
Iz propozicije |3.3.4|slijedi
) a k—1 a o0 a
n — n n 1
2,70 = 2410t 2o G5
n=1 n=1 n=k
i
00 bn k—1 bn o0 bn
= + . 3.14
; TR Z:]; 10" (3.14)
Iz definicije broja k slijedi da je a; = by, ..., a1 = by_;.
Stoga je
= oy
— = —. 3.15
; 10" & 10 (3-15)
Iz (3.13), (3.14) i (3.11) slijedi
k—1 a 00 k—1 00
2410 + ; 3 Zk o pa iz (3.15) slijedi (3.12).

Vrijedi a; # by. Pretpostavimo da je a; < b;. Tada je a; + 1 < b;. Prema pretpostavci
propozicije postoji n > k + 1 takav da je a, # 9 pa slijedi a, < 9 pa iz leme [3.3.§]slijedi

n=k+1 10” 10”
Stoga je, prema lemi [3.3.10]
o dy 1
—. 1
10" = 10% ©.16)
n=k+1
Koristeéi propoziciju (3.3.4] (3.16) i lemu dobivamo
an_ak+ - an<ak+1
410" 105 £d 10" T 106 10F
n= n=k+1
a,+1

Zr < n
10k~ 10% — o 10"
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Dakle,

o ay > by
;f0n<;10n

Sto je u kontradikeiji s (3.12).
Analogno dobivamo da pretpostavka b; < a; vodi na kontradikciju. Time je tvrdnja propo-
zicije dokazana. O

3.4 Kardinalni brojevi nekih skupova
Definicija 3.4.1. Definirajmo N, = card N.
Propozicija 3.4.2. Vrijedi X, - Ry = No.

Dokaz. 1z propozicije 1 teorema slijedi da postoji surjekcija s Nu N x N. Iz
korolara [2.3.3]slijedi da je Ny - Ny < No.
S druge strane, iz 1 < Ny i propozicije[2.3.13[slijedi da je 1 - Ny < Ny - N, tj. 8o < Np - Ny

(propozicija2.3.12).

Dakle, 8, - 8y = Ny prema teoremu [2.2.5] m|
Propozicija 3.4.3. Vrijedi 2™ = K"

Dokaz. Tmamo 2 < 8, pa prema drugoj tvrdniji iz propozicije [2.3.28| vrijedi 2™ < NONO.

S druge strane, iz propozicije [2.3.26|slijedi 8y < 2™ pa koriste¢i propozicije[2.3.28} [2.3.24

i[3.4.2] dobivamo
N2 () 2o

dakle Ngo < 2™ Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Definicija 3.4.4. Definirajmo ¢ = cardR. Ovaj kardinalni broj nazivamo kontinuum.
Propozicija 3.4.5. Neka sua, b € R, a < b. Tada je card{a, b) = c.

Dokaz. Nekasuu,ve R, u<v.
Dokazimo da je
(a,b) = (u,v). (3.17)

Definirajmo f: {a, b) — (u,v) sa

f(x):(x—a)Z:Z+u.
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DokaZimo prvo da je funkcija f dobro definirana, tj. da je f(x) € (u,v) za svaki x € (a, b).

Neka je x € (a,b). Tadajea < x < bpaje 0 < x—a < b—a. MnoZenjem ovih nejednakosti

s ;= dobivamo
0<(x-a)—

b

v u.0< f)—u<v—upajeu< f(x)<v.
a

Ocito je f injekcija.
Nekajey e (u,v). TadajeO <y—-u<v-—-upaje

a

b— b
a<b—a,tj.a<(y—u) +a<b.

0<(y—u) —
V—Uu V—Uu

Definirajmo

a
+a.

x=Q-u
Tada je x € {(a, b) 1 vrijedi f(x) = y. Prema tome, f je surjekcija.
Dakle, vrijedi (a, b) = (u,v).
Posebno (a, b) = (-1, 1). Dokazimo sada da je (-1, 1) = R. Definirajmo f: (-1,1) - R
sa
X
fx) = T
Tvrdimo da je f bijekcija. Pretpostavimo da su x,y € (-1, 1) takvi da je f(x) = f(y).
Imamo
X )
I=Ixl  1-ly

(3.18)

pa je
x—xlyl =y -yl (3.19)
Iz 1—1|x| > 0,1 -]yl > 01 (3.18) slijedi da su x i y istog predznaka. Sada lako slijedi da je

xlyl = ylx| pa iz (3.19) zakljuCujemo da je x = y. Time smo dokazali da je f injekcija.
Nekajey e R.

Definirajmo
X = Y
1+ 1yl
Vrijedi |x] = 2L pa je ogito |x] < 1, tj. x € (=1, 1).

1+l
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Vrijedi

Dakle, f(x) = y. Prema tome f je surjekcija. Time smo dokazali da vrijedi (—1,1) = R.
1z {a,b) = (—1, 1) slijedi {a,b) = R pa je

card{a, b) = card R tj. card{a,b) = c.

Teorem 3.4.6. Vrijedi 2™ = c.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je 2™ < cic < 2™,
Imamo
2% = card ({0, 1}") i c = card R

paje za 2™ < ¢ dovoljno dokazati da postoji injekcija {0, 1}'¥ — R. Neka je f: {0,1}¥ - R
funkcija definirana sa
ay

10

Fl@)a) =Y
n=1
Pretpostavimo da su (a,) ey > (bp)nen € 10, 1}Y takvi da je

J (@nner) = f (Dn)per) -

Tada je

pa iz propozicije [3.3.11] slijedi da je a, = b, za svaki n € N, tj. (@) e = (by),en. Prema
tome f je injekcija pa slijedi 2™ < ¢. Prema propoziciji vrijedi 28 = card NV
Nadalje, prema propoziciji [3.4.5 vrijedi da je card(0, 1) = c.
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Definirajmo funkciju g: (0,1) — N na sljede¢i nain: za x € {0,1} neka je g(x) =
(a, + 1),ay, pri cemu je (a,),aq niz u {0, ..., 9} takav da je

=21

n=1

(takav niz (a,),cy postoji prema teoremu [3.3.2)).
Pretpostavimo da su x,y € {0, 1} takvi da je g(x) = g(y). Imamo da je g(x) = (a, + 1),y 1
gy) = (b, + 1),an gdje su (a,),ens (bp)nen nNizovi u {0, ..., 9} takvi da je

O by,
=2, aonly:;mn'

n=1

p—

Iz g(x) = g(y) slijedi da je a,, = b,, za svaki n € N.

Stoga je N N
PN

n=1 n=1

,ox=y

Time smo dokazali da je g injekcija pa zakljutujemo da je ¢ < 2™. 12 2% < ¢cic < 2™
slijedi tvrdnja teorema. m|

Primjer 3.4.7.

(1) Vrijedi
NO +N0 = INO + INO = (1 + I)NO = ZNO

Nadalje, vrijedi
NOZIN()SZNQSN()‘NO:N().

Stoga je 28y = Ny. Dakle, 8y + 8y = 8.

(2) Imamo
c-c=2% . 2% = Nt — oNo —

Dakle, c-¢c = c.

(3) Vrijedi
c+c=2c<c-c=c.

Dakle, ¢ + ¢ < c. S druge strane c = c+ 0 < c+c. Stogajec+c =c.

(4) Imamo .
¢ = (2%) =2%,
Vrijedic < Np-c <c-c=c.StogajeN - c = c.Dakle, c¢ = 2°.



Poglavlje 4

Usporedivost kardinalnih brojeva

4.1 Dobro uredeni skupovi

Definicija 4.1.1. Neka je S skup. Za svaki podskup od S XS kaZemo da je binarna relacija
na skupu S. Ako je p binarna relacija na skupu S, onda za x,y € S umjesto (x,y) € p
pisemo i xpy.

Neka je < binarna relacija na skupu §. Za < kaZemo da je
1) refleksivna relacija na S ako za svaki x € S vrijedi x < x.

2) antisimetri¢na relacija na S ako za sve x,y € S takve daje x < yiy < x vrijedi
xX=y.

3) tranzitivna relacijana S ako zasve x,y,z € S takvedajex <yiy < zvrijedi x < z.

Definicija 4.1.2. Pretpostavimo da je S skup te da je < refleksivna, antisimetricna i tran-
zitivna relacija na S. Za < kaZemo da je uredaj na S ako za sve x,y € S vrijedi x <y ili
y < x. U tom slucaju za uredeni par (S, <) kaZemo da je ureden skup.

Definicija 4.1.3. Neka je (S, <) ureden skup. Neka je A C S te ay € A. KaZemo da je a
najmanji element od A u (S, <) ako za svaki x € A vrijedi ay < x. Najmanji element od A
oznacavati ¢emo s min A.

Definicija 4.1.4. Neka je (S, <) ureden skup takav da za svaki A C S takav da je A # ()
vrijedi da A ima najmanji element u (S,<). Tada za (S, <) kaZemo da je dobro ureden
skup.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, a dokaz se moze naci u [3]].

53
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Teorem 4.1.5. Neka je S skup. Tada postoji uredaj < na S takav da je (S, <) dobro ureden
skup.

Definicija 4.1.6. Neka su (S,<) i (T, <’) uredeni skupovi te neka je f: S — T. Za f
kazZemo da je rastuca funkcija (s obzirom na < i <’) ako za sve x,y € S takve da je x <y
vrijedi f(x) <" f(y).

Definicija 4.1.7. Neka je (S, <) ureden skup te neka je T C S. Definirajmo binarnu rela-
aciju <" na T tako da za t, t, € T stavimo t, <’ t, ako je t; < t,.
Dakle,

<={t;,h) eTXT | (t;,) €<ty <'=(TXxT)N <.

Uocimo da je (T, <") ureden skup. Za <" kaZemo da je uredaj na T induciran uredajem <.
Definicija 4.1.8. Neka je (S, <) ureden skup. Za x, € S definiramo

Pes.o (x0) ={x €S | x < xol.
Za ps <) (xo) kaZemo da je pocetni dio od x, u (S, <).

Neka je (S, <) ureden skup. Ako su x,y € § takvidaje x < yix # y, onda piSemo
x < y. Uocimo sljedece: ako je x < y, onda ne vrijedi y < x (tj. y £ x). Obratno, ako ne
vrijedi da je y < x, onda je x < y (imamo y £ x, a to znaci da je x < y te takoder x # y zbog
y £ x). Pretpostavimo da su x,y iz takvidaje x < yiy < z. Tada je x < z. Naime, imamo
x < z (zbog tranzitivnosti relacije <). Kada bi vrijedilo x = z onda bismo imali daje y < x,
Sto je nemoguce zbog x <y, stoga je x # z.

Propozicija 4.1.9. Neka su (S, <)i (T, <) dobro uredeni skupovi. Ako suxy € S iy;,y, €T

takvi da postoje rastuce bijekcije f: ps.<) (X0) = pa<)y(V1) i &t Pis.<) (X0) = par.<y(V2)
(pri tome na zadanim uredajima gledamo inducirane uredaje), tada je y;, = y, i f = g.

Dokaz. Neka je A skup svih xy € S koje imaju sljedece svojstvo: ako su y;, y, € T takvi
da postoje rastuce bijekcije

Jpis.s (x0) = pa.<y 1)
i
8: Pes.o) (X0) = par.<) (v2)
ondajey; =y if =g Zelimo dokazati A = S, ako to dokaZzemo onda smo gotovi.
Pretpostavimo suprotno tj. daje A # S. Tada je S \ A # 0 pa buduci da je (S, <) dobro
ureden skup, S \ A ima najmanji element u (S, <).

Neka je
a=min(S \ A).
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Neka su y;, y, € T te neka su

fipso @ = pr<y(y1) 18: pis.< (@) = pa<y(32)

rastuce bijekcije. Neka je xp € S takav da je xp < a.
Tada je
Pi.9) (x0) € pis.s) (@)

Takoder iz xy € ps <) (@) slijedi

f(xo0) € par.<y 1) paje f(xo) <’ y1.

Tvrdimo da je
f (P9 (x0)) = pa<y (f (x0)) - 4.1)

Neka je y € f(ps.< (x0)). Tada postoji x € ps.«) (x) takav da je f(x) = y. Slijedi da je
x < xppaje

f) < fxo) 4.y < fxo).

Dakle y € pr.<) (f (x0)).
Prema tome,

f (s, (x0)) € pa<y (f (x0)) -

Obratno, neka je y € pr.<)(f (x0)). OCito je y € pr.<)(y1) pa buduéi da je f bijekcija
postoji x € ps <) (@) takav da je f(x) = y. Tvrdimo da je x < xp. Pretpostavimo suprotno.
Tada je xp < x pa je f(xo) <" f(x) (jer je f rastuCa), no imamo i f(xy) # f(x) (Jer je f
injekcija).
Dakle,

fxo) <" f(X) 4. f(xo) <"y

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je y € pir.«) (f (xp)) . Prema tome, x < x( pa je

X € ps.<) (o). Iz ovogaiy = f(x) slijedi y € f (pes.<) (x0)) -
Dakle,

pa.<y (f (x0) € f (ps.< (x0)) -

Time smo pokazali da vrijedi (4.1)).
Definirajmo funkciju

1 pis.o (X0) = pa<y (f (x0), f/(x) = f(x).

Funkcija f” je injekcija jer je f injekcija. Nadalje, f je surjekcija zbog (4.1). Takoder,
imamo da je f” rastuca funkcija. Dakle, f” je rastuca bijekcija.
Posve analogno dobivamo da postoji rastuca bijekcija

g .o (X0) = par.< (g (x0)).
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Znamo daje xo < @i =min(S \ A) paslijedi da xy ¢ S \ A. Dakle, x, € A.
Iz definicije skupa A slijedi da je f(xo) = g(xo). Prema tome, za svaki x, € S takav da je
Xo < a vrijedi

S (x0) = g(xo).

Tvrdimo da je f(a@) = y;.
Pretpostavimo da je f(a@) # y;. Sigurno je

fl@) <y

(Jerjea € pis.< (@i f: ps.< (@ — pa<y (1) paje f (@) < yi.
Buduci da je f bijekcija postoji x € ps <) (@) takav da je y; = f(x).
Imamo

x<apaje f(x) < f(a),

aiz ovogai f(a) < y; slijedi f(x) < y;. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je
f0) =y
Prema tome,

f@) =y

Analogno dobivamo da je g (@) = y».
Dokazimo da je y; = y,. Pretpostavimo suprotno. Tada je y; <" y, ili y, <" y;. Bez
smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je y; <’ y,.
Vrijedi y1 € pir.<) (y2) pabuducidaje g: ps.<) (@) = par.<) (y2) bijekeija postoji
X € ps.< (@) takav da je g(x) = y;. Imamo x < «, a kada b1 vrijedilo x = @ onda bismo
imali da je y; = g (@) = y», §to je u kontradikciji s y; < y,.
Stoga je
x < a paimamo y; = g(x) = f(x),

dakle y; = f(x), a znamo da je y; = f (@) pa slijedi f(x) = f (@) Sto je u kontradikciji s
¢injenicom da je x < « te da je f injekcija.
Zakljucak: y; = y,. Takoder, slijedii f = g.
Na temelju ovoga zakljuCujemo da je @ € A. To je u kontradikciji s ¢injenicom da je
a=min (S \ A). Prema tome A = § 1 time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 4.1.10. Neka su (S, <) i (T,<") uredeni skupovi te neka su xy € S i yy € T. Neka je

[ pis.o (X0) = pa.<y o) rastucéa bijekcija. Neka je x € ps <) (xo).
Tada je

f (pis.o (0) = par.<y (f () (4.2)

te je funkeija g: pis.< (x) = pae (f (O, §&) = (), rastuca bijekcija.
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Dokaz. Nekaje z € pis <)(x). Tadaje z < x pa je

f@) < f(x0)
tj.

f@) € pa.<) (f(2).
Time smo dokazali da je
J(ps.9 () € pa.«y (f ().

Obratno, neka je w € pir< (f (x)). Tadaje w <" f(x), a f(x) <" f(xo) (jer je x < xo).
Stoga je

w <" f(xo).
No, ocito f(xp) = yo pa je

w <"y
tj.
w € pr.<y (Vo).

Bududi da je f bijekcija postoji z € ps.<) (%) takav da je f(z) = w. Dokazimo da je z < x.
Pretpostavimo suprotno. Tada je x < z pa iz Cinjenice da je f rastuca injekcija slijedi da je

f) < f@ 4. f(x) <" w,

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je w € pr.<y (f (x)).
Dakle,

Z5X tj. Z € P, (x).

Odnosno, za svaki w € pr.<) (f (x)) postoji z € ps.<) (x) takav da je w = f(2).
Prema tome,

pa<) (f (X)) € f(pes.o ().

ZakljuCujemo da (4.2) vrijedi.
Funkcija g oc€ito je rastuca bijekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. O

4.2 Hartogsov teorem

Kao $to 1 sam naziv ovog potpoglavlja govori, teorem koji slijedi poznat je kao Hartogsov
teorem.

Teorem 4.2.1. Neka su ky i k, kardinalni brojevi. Tada je ky < ky ili k, < ky.
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Dokaz. Neka su S 1T skupovi takvi da je k; = card S 1k, = card T. Prema teoremu4.1.
postoje <1 <’ takvi da su (S, <) i (T, <’) dobro uredeni skupovi.
Neka je

Q ={x €S |y € TiJrastuca bijekcija pi <) (x) = pr.<) )}

Uocimo da prema propoziciji za svaki x € Q postoji jedinstveni y € T takav da
postoji rastuca bijekcija p(s <) (x) = par.<) (V).

Definirajmo funkciju #: Q — T na sljedeéi nacin: za x € Q neka je h(x) =y, pri ¢emu je y
(jedinstveni) element od T za kojeg postoji rastuéa bijekcija pes <) (x) = pr.<) (¥).
Tvrdimo da je A rastu€a injekcija. U tu svrhu dovoljno je dokazati sljedece: ako su xj,
x; € Q takvida je x; < xp, onda je h(x;) < h(x,).

Neka su xy, x, € Q takvi da je x; < x,. Neka je y, = h(x,).

Tada postoji rastuca bijekcija

fips.o(x2) = par<y ().

Imamo
X1 € ps,<) (x2)

pa prema lemi postoji rastuca bijekcija
Pes.o (xX1) = par.<) (f (x1)).

Iz definicije funkcije & slijedi da je h(x;) = f(x;). Koristeci Cinjenicu da je f rastuéa
injekcija dobivamo

h(x)) = f(x1) < f(x2) = y2 = h(xy), tj. h(x;) <" h(x).

Prema tome, £ je rastuca injekcija.
TVRDNJA 1: Akosux € Qix’ € S takvidaje x’ < x, onda je x’ € Q.
Dokazimo ovu tvrdnju.
Pretpostavimo da su x € Q1 x’ € § takvi da je x* < x. Kako je x € Q postoje y € T 1
rastuca bijekcija
fips.o )= pra) ).

Imamo X" € ps <) (x) pa prema lemi [#.1.10| postoji rastuca bijekcija

P (X)) = paoy (f(X)).

Stoga je x’ € Q.

TVRDNJA 2: Akosuy e h(QQ)iy’ € T takvidaje y’ <’ y, onda je y' € h(Q2).
Dokazimo ovu tvrdnju.

Pretpostavimo dasuy € h(Q)iy € T takvidajey <’ y.
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Slijedi da postoji x € Q takav da je h(x) = y. Iz ovoga zakljuCujemo da postoji rastuca
bijekcija

Jps. () = paray ().
Imamo y’ € pr<) (y) pabuducidaje f bijekcija postoji x” € ps <) (x) takav daje f(x') = y'.
Prema lemi postoji rastuéa bijekcija

Pis.o () = par< (f(X)).

tj. postoji rastuca bijekcija
ps.o () = pa< (V).
Iz ovoga je ocito da je x’ € Q te da je h(x") = y'.
Dakle, y" € h(€2). Time je TVRDNJA 2 dokazana.
Dokazimo sada sljedece: postoji injekcija S — T ili postoji injekcija 7T — S.
Imamo dva slucaja.

(1) Q=S.
Prema dokazanom, 4: S — T je injekcija.

2) Q+S.
Tvrdimo da je h(Q2) = T. Pretpostavimo suprotno tj. da je h(QQ) # T.
Imamo da je S \ © neprazan podskup od S pa buduci da je (S, <) dobro ureden skup,
S\ © ima najmanji element.
Neka je
Xo=min(S \ Q).

Isto tako zaklju¢ujemo da skup 7"\ ~(2) ima najmanji element (u (7, <’)) pa neka je
yo = min (7" \ h(Q)).

Uocimo sljedece: ako je x € § takav da je x < xp, onda je x € Q. Naime, u
suprotnom bismo imali da je x € § \ Q Sto bi bilo u kontradikciji s ¢injenicom da je
Xo =min(S \ Q).

Nadalje, ako je y € h(Q2), onda je y <" y, jer bismo u suprotnom imali y, <’ y pa bi
TVRDNJA 2 povlacila da je y, € h(€2), Sto je prema definiciji od y, nemogude.
Dakle, ako je x € S takav da je x < xy, onda je x € Q te je h(x) € h(Q) pa je
h(x) <’ yo.

MoZemo definirati funkciju

fipe.g (x0) = per<y o)

na sljedeci nacin:

Fx) = { h(x), x< xg

Yo, X = Xp.
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Tvrdimo da je f rastuca bijekcija.
Pretpostavimo da su x, x, € ps <) (xp) takvi da je x; < x,.
Ako je x; < xg, onda imamo i x; < xq pa je

f(x1) = h(x)) <" h(xy) = f(xy) jer je h rastuca injekcija,

dakle f(x1) <" f(x2).
Ako je x, = xp, onda je x; < Xy pa imamo

fx1) = h(x) < yo = f(x0) = f(x2),

dakle f(x1) <" f(x2).
Prema tome, za sve x;, X2 € ps.<) (Xp) takve da je x; < xp vrijedidaje f(x;) <" f(xp).
Time smo dokazali da je f rastuca injekcija.
Neka je
y € pa<) o) -

Tvrdimo da postoji x € ps <) (xo) takav da je f(x) = y.
To je ocito ako je y = yo. Pretpostavimo da je y <’ yo. Tada je y € h(QQ) (prema
definiciji od y,) pa postoji x € Q takav da je h(x) = y.
Vrijedi da je x < Xy, naime u suprotnom bismo imali xy < x pa bi iz TVRDNJE 1
slijedilo da je xy € Q, a to je nemoguée prema definiciji od xo.
Dakle,

X € ps.o (x0) i f(x) = h(x) = .

Time smo dokazali da je f surjekcija.

Dakle, f je rastuca bijekcija pa je stoga x, € Q. Kontradikcija.

Prema tome, h(Q2) = T'. To znaci da je h surjekcija pa slijedi da je i bijekcija.
Postoji bijekcija T — Q pa postoji injekcija 7 — S (jer je Q € S).

Dokazali smo sljedece:
postoji injekcija § — T ili postoji injekcija T — S.
Prema tome,
ki <k iliky < k.
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Sazetak

Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. Prvo poglavlje je o kona¢nim i prebrojivim skupovima
u kojem smo definirali neke pojmove te iskazali i dokazali neke tvrdnje koje predstavljaju
osnovu za daljnje razumijevanje.

U drugom poglavlju govorimo o kardinalnim brojevima. Kako bismo definirali kar-
dinalni broj, govorimo o nepostojanju skupa svih skupova 1 uvodimo pojam klase. Kao
vazniju tvrdnju ovog poglavlja dokazujemo Cantor-Schrioder-Bersteinov teorem te izno-
simo osnovne operacije s kardinalnim brojevima.

U tre¢em poglavlju definiramo neke osnovne matematicke pojmove i dokazujemo bitne
tvrdnje iz matematicke analize koje su nam vazne za klju€ne tvrdnje ovog poglavlja.

Za kraj, Cetvrto poglavlje zapocCinje s definicijom binarne relacije. U njemu govorimo o
dobro uredenim skupovima te dolazimo do usporedivosti kardinalnih brojeva, o kojoj nam
govori zadnja vazna tvrdnja ovog diplomskog rada.






Summary

This thesis is divided into four chapters. The first chapter deals with finite and infinite
countable sets in which we defined some notions and stated and proved some statements
which represent the foundation for the further understanding.

In the second chapter we are dealing with cardinal numbers. To define cardinal number,
we are proving that set of all sets does not exist and we are introducing the notion of a
class. As important statement of this chapter, we are proving the Cantor-Schroder-Berstein
theorem and providing basic operations with cardinal numbers.

In the third chapter we are defining some basic mathematical notions and proving im-
portant statements from the field of mathematical analysis which are of great importance
for this chapter.

In the end, the forth chapter starts with the definition of a binary relation. This chapter
deals with well-ordered sets and comparability of cardinal numbers which is especially
mentioned in the last important statement of this thesis.
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