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Uvod

Problem toka kroz mrezu predstavlja vaznu skupinu optimizacijskih problema te je jedan
od klju¢nih problema u operacijskim istraZzivanjima, raCunarstvu i kombinatorici. U ovom
radu prvenstveno ¢emo se posvetiti problemu pronalaska maksimalnog toka kroz mrezu.
Problem pronalaska maksimalnog toka kroz mrezu predmet je proucavanja joS od 1950-ih.
Ima mnoge primjene u transportu, prijevozu, telekomunikacijama i izradi rasporeda. Mi
¢emo navesti samo neke od tih primjena. Postoje mnogi efikasni algoritmi za rjeSavanje
ovog problema, poput Ford-Fulkersonovog algoritma i Edmonds-Karpovog algoritma, koje
¢emo opisati u poglavljima 2. i 3. Prije samog opisa navedenih algoritama, donosimo neke
osnovne definicije za bolje razumijevanje problema. Nakon opisa algoritama, navodimo
proSirenja problema toka kroz mreZu, koja su nam potrebna za postavljanje i rjeSavanje
problema provodenja nadzora i odredivanja rasporeda letenja.



Poglavlje 1

Tok kroz mrezu

1.1 Definicije

Kao §to smo vec naveli, problem toka kroz mreZu oznacava skupinu vaznih optimizacijskih
problema koji se mogu prikazati pomocu usmjerenih grafova. Definiramo pojam mrezZe
(eng. flow network) kao usmjereni graf s nenegativnim teZinama bridova. Bridove grafa sli-
kovito zamiSljamo kao cijevi koje prenose, primjerice, megabajte ili neku tekuéinu, ovisno
o problemu kojeg rjeSavamo. Svaki brid grafa ima zadan kapacitet koji ogranic¢ava koli¢inu
tvari koje prenosimo kroz mrezu. Osim kapaciteta, graf ima posebno naznacen pocetni vrh,
kojeg nazivamo izvor, te krajnji vrh, kojeg nazivamo ponor. Ideja je pronaci najveéi ukupni
protok tvari od izvora do ponora.

Sljedece definicije 1 primjeri su preuzeti iz [3].

Definicija 1.1.1. MreZa je usmjereni graf G = (V, E) u kojem svaki brid (u,v) € E ima
nenegativan kapacitet c(u,v) > 0. Za (u,v) ¢ E definiramo c(u,v) = 0. MreZa sadrZi dva
posebno naznacena vrha: izvor s i ponor t.

Pretpostavljamo da ne postoji brid koji ulazi u s, kao ni brid koji izlazi iz t. Takvu
mrezu ponekad nazivamo s-f mreza. Osim toga, pretpostavljamo da se svaki vrh grafa
nalazi na nekom putu od izvora do ponora. Iz toga slijedi m > n — 1, pri ¢emu je n = |V| i
m = |E|. Takoder, pretpostavljamo da su vrijednosti kapaciteta cijeli brojevi.

Primjer 1.1.2. Jedan primjer mreZe prikazan je na slici

Definicija 1.1.3. Za danu s-t mreZu, tok (ili s-t tok) definiramo kao funkciju f koja presli-
kava svaki brid u nenegativan realan broj i zadovoljava sljedece uvjete:

1. Ogranicenje kapaciteta: Za svaki brid (u,v) € E, vrijedi f(u,v) < c(u,v).
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Slika 1.1: Mreza

2. Ocuvanje toka: Za sve v € V \ {s,t}, ukupan tok kroz bridove koji ulaze u vrh v,
jednak je sumi toka kroz bridove koji izlaze iz vrha v.

Zahtjev oCuvanja toka moZemo 1 formalnije zapisati. Pretpostavimo najprije da za svaki
brid (u,v), koji nije iz E, vrijedi f(u,v) = 0. Tada ukupan tok u vrh v definiramo kao
firw) = 2wwev f(u,v), dok ukupan tok iz vrha v definiramo kao f*(v) = 3, ey f(V, W).
Iz zahtjeva o¢uvanja toka slijedi f™(v) = f°“(v), za svaki vth v € V \ {s,}. Vrijednost
f(u,v) nazivamo tok kroz brid (u, v).

Definicija 1.1.4. Ukupan tok, u oznaci |f|, definiramo kao sumu svih tokova koji izlaze iz
vrha s.

A= () = ) fls,w).

weV

Definicija 1.1.5. Problem maksimalnog toka (eng. maximum-flow problem) definiramo kao
problem pronalaska toka maksimalne vrijednosti od vrha s do vrha t, za zadanu mreZu
G = (V,E) te izvor s i ponor t.

Primjer 1.1.6. Na slikama[l.2]i[I.3| koristimo f]c notaciju na svakom bridu, kako bismo
naznacili tok f i kapacitet c. Vrijednost toka prikazanog na slici[l.2]iznosi 5+ 5+ 8 = 18,
dok vrijednost maksimalnog toka prikazanog na slici iznosi 8 + 8 +5 = 21.

Definiciju ponekad nazivamo definicija toka zasnovana na bridovima. Postoji i
njoj ekvivalentna definicija, koju nazivamo definicija toka zasnovana na putu (eng. path-
based flow). s-t put definiramo kao bilo koji put od vrha s do vrha ¢ u grafu.

Definicija 1.1.7. Tok zasnovan na putu je funkcija koja svakom s-t putu dodjeljuje nenega-
tivan realan broj takav da, za svaki brid (u,v) € E, ukupan tok kroz sve puteve koji sadrZe
brid (u,v) nije veci od c(u, v).
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5/10

5/5 5/10

Slika 1.2: Tok kroz mrezu
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Slika 1.3: Maksimalan tok kroz mrezu

Vrijednost toka zasnovanog na putu definiramo kao ukupnu sumu svih tokova na svim
s-t putevima. Iz navedenih definicija proizlazi sljedeca tvrdnja, koju ne¢emo dokazivati.

Teorem 1.1.8. Za zadanu s-t mrezu G, pod pretpostavkom da ne postoje bridovi koji ulaze u
s, kao ni bridovi koji izlaze iz t, vrijednost toka zasnovanog na bridovima mreZe G iznosi x,
ako i samo ako mreZa G ima tok zasnovan na putu koji, takoder, ima vrijednost x.



Poglavlje 2

Ford-Fulkersonov algoritam

2.1 Definicije

Ford-Fulkersonov algoritam je jedan oblik pohlepnog algoritma koji pronalazi maksimalan
tok u mreZi. Ce$ée ga zovemo metodom, obzirom da pristup pronalaska bridova u kojima
povecavamo tok u rezidualnom grafu nije u potpunosti odreden. Algoritam su objavili
Lester Randolph Ford jr. 1 Delbert Ray Fulkerson, 1956. godine, te je jedan od najpoznatijih
algoritama za rjeSavanje problema toka kroz mreZu. Prije nego opiSemo sam algoritam,
razmotrimo zasto obican pohlepni algoritam za racunanje maksimalnog toka nije primjeren
zarjeSavanje problema toka kroz mrezu. Ideja za pohlepni algoritam motivirana je pojmom
toka kroz mrezu, zasnovanog na putu kroz graf. Inicijalno, tok kroz svaki brid je jednak
nuli. Zatim, traZimo bilo koji put P od s do ¢, takav da je kapacitet svakog brida na putu P
strogo pozitivan. Neka je c¢,,;, najmanji kapacitet bilo kojeg brida na putu P. Tu veli¢inu
nazivamo usko grlo kapaciteta puta P. Pustimo c,,;, jedinica toka kroz put P. Za svaki
brid (u#,v) € P, postavimo f(u,v) < Cuin + f(u,v) 1 smanjimo kapacitet brida (u,v) za
Cmin- Ponavljamo postupak dok ne iskoristimo sve s-f puteve u mreZi sa strogo pozitivnim
kapacitetima bridova. lako navedeni algoritam racuna tok kroz mrezu, lako moZe zapeti
kod racunanja maksimalnog toka kroz mrezu. Promotrimo primjer.

Primjer 2.1.1. Pretpostavimo da kroz mrezu, prikazanu na slici[I.1| pustimo 5 jedinica
toka kroz najgornji put, 8 jedinica toka kroz srednji put te 5 jedinica toka kroz najdonji put.
Dobili smo tok u vrijednosti 18 jedinica. No, nakon prilagodavanja kapaciteta, dobijemo
mreZu prikazanu na slici Uocimo da na novoj mreZi koju smo dobili, nema vise puteva
od s do t sa strogo pozitivnim kapacitetima bridova. Tu pohlepni algoritam staje.

Problem je u tome Sto ne postoji s-f put na kojem mozZemo direktno pustiti tok, bez
prekoracenja nekog kapaciteta. Kako bismo rijeSili problem kojeg imamo kod pohlepnog
algoritma, ideja je, pored povecanja toka u bridovima, smanjiti tok u bridovima koji ve¢
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Slika 2.1: Pohlepni algoritam

prenose tok, sve dok je tok uvijek nenegativan. Kako bismo detaljnije pojasnili ovu ideju,
najprije moramo definirati rezidualnu mrezu i tzv. povecavajuce puteve (eng. augmenting
paths), na kojima pove¢avamo tok.

Primjer definicije i teoremi koje navodimo u nastavku, te pseudokod algoritma
preuzeti su iz [S]].

Definicija 2.1.2. Za mreiu G i tok f, definiramo rezidualnu mreZu Gy, kao mreu s istim
skupom vrhova kao u G te istim izvorom i ponorom, Ciji su bridovi definirani na sljedeci
nacin:

1. Bridovi unaprijed (eng. forward edges): Za svaki brid (u,v), za koji je f(u,v) <
c(u,v), kreiramo brid (u,v) u mreZi Gy te mu dodjeljujemo kapacitet c¢(u,v) =
c(u,v) — f(u,v). Ovaj brid oznacava da moZemo dodati do cy(u,v) dodatnih jedi-
nica toka ovom bridu, bez da narusimo izvorni zahtjev za ocuvanjem kapaciteta.

2. Bridovi unatrag (eng. backward edges): Za svaki brid (u,v), za koji je f(u,v) > 0,
kreiramo brid (v, u) u mrezi Gy te mu dodjeljujemo kapacitet c;(v,u) = f(u,v). Ovaj
brid oznacava da moZemo ponistiti do f(u,v) jedinica toka kroz brid (u,v), to jest,
pustanjem pozitivnog toka kroz suprotan brid (v, u) smanjujemo tok kroz originalni
brid (u,v).

Primijetimo da svaki brid u mrezi G, ima strogo pozitivan kapacitet te da svaki brid u
originalnoj mreZi moZe rezultirati generiranjem najvise dva nova brida u rezidualnoj mreZi.
Dakle, rezidualna mreZa je iste asimptotske veli¢ine kao i zadana mreZa.

Na slici 2.2 prikazana je rezidualna mreZa za mreZu prikazanu na slici

Vazno je uociti da, ako mozemo pustiti tok kroz rezidualnu mrezu, tada moZemo pustiti
tu dodatnu koli¢inu toka kroz originalnu mrezu. Ovu tvrdnju formalno mozZemo zapisati u
lemi koja slijedi, no definirajmo najprije sumu dva toka.



POGLAVLIJE 2. FORD-FULKERSONOV ALGORITAM 7

Slika 2.2: Rezidualna mreza

Definicija 2.1.3. Za tok f i tok f’, njihova suma f + f’ je zbroj tokova kroz sve bridove.
Vrijednost f + [’ jednaka je zbroju |f| + |f'|.

Ako vrijedi f” = f + f’, tada vrijedi f"'(u,v) = f(u,v) + f'(u,v)
Lema 2.1.4. Neka je f tok umreZi G te neka je [ tok u mreZi Gy. Tada je (f + f') tok u G.

Lema implicira da sve Sto trebamo napraviti kako bismo povecali tok, je pronaci bilo
koji tok u rezidualnoj mrezi.

Sada definiramo povecavajuce puteve (eng. augmenting paths) na kojima povecavamo
tok i rezidualni kapacitet.

Definicija 2.1.5. Neka je f tok kroz mreZu G, te neka je Gy pripadna rezidualna mreZa.
Povecavajuci put je jednostavan put P od vrha s do vrha t u mrei Gy. Rezidualni ka-
pacitet ili kapacitet uskog grla puta P je minimalan kapacitet bilo kojeg brida puta P.
Oznacavamo ga s c(P).

Primjer 2.1.6. Na slici[2.3|prikazan je jedan povecavajuci put kapaciteta 3, za rezidualnu
mreZu prikazanu na slici[2.2} Na slici imamo prikazan graf nakon dodavanja toka sva-
kom bridu puta. Obratimo paZnju na brid unatrag (c, b), kod kojeg smo, zapravo, umanjili
tok kroz brid (b, ¢) za 3.

Pustanjem c/(P) jedinica toka kroz svaki brid puta, dobivamo valjani tok u G, a prema
prethodnoj lemi, dodavanjem tog toka toku f, dobivamo i valjani tok za G strogo vece
vrijednosti.
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Slika 2.3: Povecavajuci put

8/10

8/10

Slika 2.4: Tok nakon povecéanja

2.2 Opis Algoritma

Razlika izmedu algoritma opisanog u prethodnoj sekciji i pohlepnog algoritma je u tome
Sto pohlepni algoritam samo povecava tok u bridovima. Obzirom na to da povecavajuci
put moZe povecati tok u suprotnom bridu, zapravo moZemo smanjiti tok na nekom bridu
originalne mreZe.

Dobili smo ideju kako bi trebao izgledati algoritam za pronalazak maksimalnog toka
kroz mrezu. Kre¢emo s tokom vrijednosti 0, te uzastopno pronalazimo povecavajuci put.
Ponavljamo ovaj postupak, sve dok postoji put kroz koji mozemo pustiti jo§ jedinica
toka. Time dobivamo Ford-Fulkersonov metodu (za pravi algoritam, fali jo§ metoda iz-
bora povecavajuceg puta).

U nastavku donosimo pseudokod Ford-Fulkersonovog algoritma.
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Listing 2.1: Ford-Fulkersonov algoritam)
ford-fulkerson-flow (G=(V, E, s, t)) {

£=0
while(true) {

G’ = rezidualna mreza od G za f

if(G’ nema s-t povecavajuci put)

break

P = bilo koji povecavajuci put od G’

c = najmanji kapacitet brida u putu P

povecaj f tako da dodas c toku svakog brida u P
}
return f

Razmotrimo sada sljedeca pitanja:
1. Kako u€inkovito moZemo napraviti povecanje toka?
2. Koliko puta trebamo povecati tok dok ne dodemo do kraja algoritma?

3. Ako ne moZemo napraviti viSe niti jedno povecanje, jesmo li pronasli maksimalan
tok?

Prije nego odgovorimo na prvo pitanje, definirajmo red veli¢ine neke funkcije (sljedeca
definicija je preuzeta iz [8]]).

Definicija 2.2.1. Neka su f, g : D — R dvije funkcije na odozgo neogranicenom podskupu
DCR.

1. f nije veceg reda velicine od g, ili f ne raste brze od g, u oznaci f(x) = O(g(x)), ako
AC € Ridxy € D, takvi da je Vx > xo, |f(x)] < C|g(x)|.

2. f nije manjeg reda velicine od g, ili [ raste barem jednako brzo kao i g, u oznaci
f(x) = Q(g(x)), ako de > 0i A niz x, € D, n € N, x, = oo, takvi da je Yn € N,
|f () > elg(xn)l-

Sada, za zadane G i f, trebamo izracunati rezidualnu mreZu G ;. To lako moZemo uciniti
u O(n + m) vremenu, pri ¢emu je n = |V|im = |E|. Pretpostavljamo da G, sadrzi samo
bridove sa strogo pozitivnim kapacitetom. Zatim, trebamo odrediti postoji li poveéavajuéi
put od vrha s do vrha ¢t u mrezi G;. To moZemo uciniti pomocu pretraZivanja u dubinu
ili pretraZivanja u Sirinu u rezidualnoj mrezi, tako da krenemo od vrha s i stanemo ¢im
dodemo do vrha t. Pretrazivanje, takoder, mozemo obaviti u vremenu O(n + m). Neka je
P put kojeg dobijemo kao rezultat. Konacno, trazimo brid s najmanjim kapacitetom kojeg
sadrZi put P te pove¢avamo tok f za tu veli¢inu, za svaki brid u putu P.

Prije nego odgovorimo na preostala dva pitanja, moramo definirati pojam reza.
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2.3 Minimalan rez

Tok kroz mrezu ne moZemo povecavati beskonacno, zbog toga Sto postoji podskup bridova
kod kojih dolazi do zasi¢enja kapaciteta. Svaki put od vrha s do vrha # mora pro¢i barem
jednim od tih zasicenih bridova. Stoga, ukupna suma kapaciteta ovih bridova definira
gornju granicu maksimalnog toka. Drugim rijeCima, ti bridovi ¢ine usko grlo toka kroz
mrezu. Takav skup bridova nalazi se na svakom putu od vrha s do vrha t. MoZemo definirati
particiju, koja odvajaja vrhove do kojih mozemo do¢i iz vrha s, od vrhova do kojih ne
mozemo do¢i iz vrha s. Formalnije, rez definiramo u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3.1. Za zadanu mreZu G, definiramo rez, ili s-t rez, kao particiju skupa vrhova
na dva disjunktna podskupa X CViY =V \ X, pricemuje s € X it € Y. Tok kroz mreZu
od X do Y definiramo kao razliku sume tokova od X do Y i sume tokova od Y do X.

Y =) Y fan - > fe.

xeX yeY yeY xeX
Primijetimo da je f(X,Y) = —f(Y, X). Definirajmo joS kapacitet reza.

Definicija 2.3.2. Kapacitet reza (X, Y) je suma kapaciteta u bridovima koji vode od X do

Y, odnosno,
c(X,Y) = Z Z c(x,y).

xeX yeY

Primijetimo da smo zanemarili kapacitet bridova koji vode od Y do X. OCcito nije
moguce pustiti viSe toka kroz rez, od samog kapaciteta reza.

Primjer 2.3.3. Na slici[2.5| prikazan je tok vrijednosti 17 i rez (X,Y) = ({s,a}, {b, c,d, 1}).
pri cemu je f(X,Y) = 17.

X={s,a}, Y=1{b,c,dt}, fXY)=5+0-1+8+5=17.

2.4 Teorem maksimalnog toka

Kako bismo dokazali teorem na kojem se temelji optimalnost Ford-Fulkersonovog algo-
ritma, potrebne su nam sljedece dvije leme.

Lema 2.4.1. Neka je (X,Y) s-t rez u mreZi. Za svaki tok f, vrijednost toka f je jednaka
toku kroz rez, odnosno, f(X,Y) = |f|.

Lema 2.4.2. Za svaki s-t rez (X,Y) i za svaki tok f, vrijedi |f] < c¢(X, Y).
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Slika 2.5: Rez

Sada navodimo teorem poznat pod nazivom Teorem maksimalnog toka ili teorem naj-
manjeg reza. Teorem kaze da se u svakoj mreZi minimalan kapacitet reza ponasa kao usko
grlo koje ograni¢ava maksimalnu koli¢inu toka. Ford-Fulkersonov algoritam staje kada
pronade usko grlo te, na samom kraju, pronalazi oboje, minimalan rez i maksimalan tok.

Teorem 2.4.3. Slijedeca tri uvjeta su ekvivalentna.
1. fje maksimalan tok u mrezi G.
2. Rezidualna mreZa G ne sadrZi povecavajuci put.
3. Ifl =cX,Y), zanekirez(X,Y) uG.

Dokaz. Dokazujemo, redom, sljedece tri implikacije.

1.0 = Dokazujemo kontradikcijom. Ako je f maksimalan tok te ako postoji
povecavajuci put u mrezi G, kad bismo pustili tok kroz taj put, dobili bismo veci
tok od f. Dakle, dobili smo kontradikciju.

2. @I = [3t Ako ne postoji povecavajudi put, tada vrhovi s i ¢ nisu spojeni u rezidualnoj
mreZzi. Neka je X skup vrhova do kojih mozemo doci iz vrha s u rezidualnoj mrezi i
neka skup Y sadrzi sve ostale vrhove. OCito, (X, Y) €ini rez. Obzirom da svaki brid,
kojeg sijeCe rez, mora biti zasi¢en tokom, slijedi da je tok kroz rez jednak kapacitetu
reza, dakle, |f| = ¢(X, Y).

3. Bl = [} Ponovno dokazujemo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoji tok f’
¢ija vrijednost prelazi |f|. 1z toga bi slijedilo |f’| > ¢(X,Y), Sto je u kontradikciji s

lemom O



POGLAVLIJE 2. FORD-FULKERSONOV ALGORITAM 12

Ovim teoremom pokazali smo da Ford-Fulkersonov algoritam u konacnici daje maksi-
malan tok. No, staje li algoritam u konacno mnogo koraka i kolika je njegova vremenska
sloZenost — to razmatramo u sljedecoj sekciji.

2.5 SlozZenost Ford-Fulkersonovog algoritma

Objasnimo najprije kako znamo da algoritam zavrSava u kona¢no mnogo koraka. Prisje-
timo se da smo pretpostavili da su svi kapaciteti bridova cijeli brojevi. Svako povecanje
koje izvedemo, povecava tok za neki cijeli broj. Maksimalan broj povecanja je jednak
sumi kapaciteta svih bridova koji su incidentni s vrhom s. Stoga, nakon kona¢nog broja
povecanja, algoritam mora stati.

Ranije smo definirali n = |V| i m = |E|. Obzirom da smo pretpostavili kako do svakog
vrha moZemo doc€i iz vrha s, slijedi da je m > n — 1. Dakle, n = O(m). Sada vremensku
sloZenost O(n + m) moZemo izraziti kao O(m).

Kao sto smo ve¢ naveli, rezidualnu mreZu mozemo kreirati u vremenu O(n+m) = O(m).
Povecavajuéi put, takoder, mozemo pronaci u vremenu O(m). 1z toga slijedi da za svaki
korak povecavanja trebamo O(m) vremena. Postavlja se pitanje koliko mnogo povecavanja
trebamo?

Nazalost, taj broj moZze biti jako velik. Ako s F* oznacimo vrijednost maksimalnog
toka kojeg trebamo dobiti, ukupan broj povecavajucih koraka moze biti jednak F*. Ako
uzmemo da je svaki povecavajuci korak vremenske sloZenosti Q(m), ukupna vremenska
sloZenost bi bila Q(F*m). Obzirom da F* ne ovisi niti 0 m, niti 0 n, mogao bi biti pro-
izvoljno velik, pa bi 1 vrijeme izraCunavanja moglo biti proizvoljno veliko.

MoZemo zakljuciti da, ako ne odaberemo povecavajuéi put na pravi nacin, mozemo
uvelike povecati sloZenost algoritma.

Postoje mnoge varijacije Ford-Fulkersonovog algoritma, koje rezultiraju mnogo bo-
ljom vremenskom slozenoS¢u. Neki od tih algoritama su Edmonds-Karpov algoritam, vre-
menske sloZenosti O(nm?), Dinitzev algoritam, sloZenosti O(n’m), King, Rao i Trajanov
algoritam iz 1994. godine, vremenske sloZenosti O(nmlog,,, 1., , 1), te danas najbrzi Orli-
nov algoritam iz 2012. godine, vremenske sloZenosti O(nm).

U sljedeéem poglavlju rada opisujemo Edmonds-Karpov algoritam.

2.6 Primjer Ford-Fulkersonovog algoritma

Pokazimo na primjeru kako radi Ford-Fulkersonov algoritam za mreZu sa slike
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Primjer 2.6.1. Najprije odaberemo jedan put u grafu, kako je prikazano na slici[2.6| Za-
tim, uvecavamo tok za najmanji kapacitet brida u putu. Sada ukupan tok kroz mreZu iznosi
|f] = 8. Na slici[2.7\pronalazimo drugi put u grafu i pove¢avamo tok za 5 jedinica. Na slici
je prikazano stanje nakon uvecanja toka za 5 jedinica. Ukupan tok kroz mreZu sada
iznosi |f| = 13. Oznacimo jos jedan put kroz graf. Primijetimo da smo sada oznacili i brid
(c,b). Kroz brid (c, b) Saljemo 3 jedinice toka, odnosno, umanjujemo tok kroz brid (b, c)
za 3 jedinice toka. Sada ukupan tok kroz mreZu iznosi |f| = 16. Na slici oznacavamo
posljednji put kroz graf. Na slici[2.10|vidimo da vise ne moZemo poslati tok kroz niti jedan
put. Maksimalan tok kroz mreZu koji smo pronasli iznosi |f| = 21 jedinica toka.

0/10 0/5

0/3 0/3

0/8 0/10 0/8
0/10

b >
0/3 W
0/5

Slika 2.6: Odabir prvog puta

0/10 0/5

0/3 0/3

8/8 8/10 8/8
= O—=-1D
5/10

b >
0/3 W
0/5

Slika 2.7: Odabir drugog puta
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Slika 2.8: Odabir treceg puta
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Slika 2.9: Cetvrti odabir puta
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Slika 2.10: Kraj izraCunavanja




Poglavlje 3

Edmonds-Karpov algoritam

3.1 Opis Algoritma

Jack R. Edmonds i Richard M. Karp prvi su razvili algoritam za problem toka kroz mrezu
koji radi u polinomnom vremenu. Edmond-Karpov algoritam, objavljen 1972. godine,
zapravo se temelji na Ford-Falkersonovom algoritmu, s time da prilikom pronalaska pove-
¢avajuceg puta, uzima onaj s-¢ put u rezidualnoj mreZzi koji sadrzi najmanje bridova. Takav
nacin rada moZe se posti¢i koriStenjem pretraZivanja u Sirinu za raCunanje povecavajuceg
puta. PretraZivanje u Sirinu efikasno pronalazi najkraci put na osnovu broja bridova.

Iz pseudokoda algoritma, takoder se vidi slicnost s Ford-Fulkersonovim alogritmom.

Listing 3.1: Edmonds-Karpov algoritam
Edmonds -Karp (G=(V, E, s, t)) {

=0
while(true) {
G’ = rezidualna mreza od G za f
if(G’ nema s-t povecavajucih puteva)
break
P = povecavajuci put za G’ s najmanjim brojem bridova.
c = najmanji kapacitet brida u putu P
povecaj f tako da dodas c toku kroz svaki brid od P
}
return f

3.2 Slozenost Edmonds-Karpovog algoritma

Opcenito, pretrazivanje u Sirinu grafa s n vrhova i m bridova zahtijeva O(m + n) vremena.
Kako smo vec¢ pretpostavili da vrijedi m > n — 1, moZemo pisati O(m + n) = O(m). Dakle,

15
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za pronalazak jednog puta P trebamo O(m) koraka. Nakon toga, trebamo O(n) koraka
kako bismo povecali f i O(n) koraka da konstruiramo G’. Ponovno koristimo ¢injenicu da
vrijedi n = O(m) te zaklju¢ujemo da svaki povecavajuci put moze biti izraCunat u vremenu
O(m). Moze se pokazati da, ako koristimo ovu metodu, ukupan broj povecavajucih koraka
1znosi O(nm). 1z navedenog slijedi da je ukupna vremenska sloZzenost Edmonds-Karpovog
algoritma jednaka O(nm?).

Vise o slozenosti Edmonds-Karpovog algoritma mozete pronaci na [2]].

3.3 Primjer Edmonds-Karpovog algoritma

PokaZimo na primjeru kako radi Edmonds-Karpov algoritam za mreZu sa slike

Primjer 3.3.1. Najprije odaberemo jedan put s najmanjim brojem bridova u grafu, kako
Jje prikazano na slici 3.1} Zatim, uvecavamo tok za najmanji kapacitet brida u tom putu.
Sada ukupan tok kroz mreZu iznosi |f| = 5. Na slici pronalazimo drugi put u grafu
s najmanjim brojem bridova i poveéavamo tok za 5 jedinica. Na slici je prikazano
stanje nakon uvecanja toka za 5 jedinica. Ukupan tok kroz mreZu sada iznosi |f| = 10.
Oznacimo jos jedan put kroz graf s najmanjim brojem bridova. Sada ukupan tok kroz
mreZu iznosi |f| = 18. Na slici oznacavamo jedini put kroz graf, kroz koji moZemo
pustiti tok. Primijetimo da smo i ovdje oznacili brid (c,b), kroz koji pustamo 3 jedinice
toka, to jest umanjujemo tok kroz brid (b, ¢) za 3 jedinice toka. Na slici[3.5|vidimo da vise
ne moZemo poslati tok kroz niti jedan put. Maksimalan tok kroz mreZu kojeg smo pronasli
iznosi |f| = 21 jedinica toka.

0/10

Slika 3.1: Odabir prvog puta
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5/10

Slika 3.2: Odabir drugog puta

5/10

Slika 3.3: Odabir treceg puta

5/10

5/10

Slika 3.4: Odabir Cetvrtog puta
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8/10

5/5 8/10

Slika 3.5: Kraj izraCunavanja

3.4 Edmonds-Karpov algoritam na racunalu

Probajmo izracunati maksimalan tok u mreZi iz prethodnog primjera pomoc¢u Edmonds-
Karpovog algoritma na racunalu. Za implementaciju algoritma koristimo programski jezik
Java. Program se bazira na pseudokodu navedenom u listingu Prije nego pokrenemo
program s nasim primjerom, recimo samo da je za pronalaZenje povecavajuéeg puta u grafu
koriStena metoda pretrazivanja u Sirinu, koja automatski pronalazi put s najmanjim brojem
bridova. Donosimo pseudokod navedene metode, prilagoden za potrebe naSeg programa.

Listing 3.2: Metoda pretrazivanja u Sirinu
bfs (izvor, ponor, graf) {
putPronaden = false;
postavi sve vrhove na "neposjecene";
g = new Queue();
queue.add(izvor);
roditelj[izvor] -1;
posjecen[izvor] = true;
while (q != empty) do {
X gqg.dequeue();
y 1;
while (y <= brVrhova) {
if( graf[x][y]>0 && !posjecen[y]) {
roditelj[y]l=x;
queue.add(y);
posjecen[y]=true;

y++;
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if(posjecen[ponor])
putPronaden = true;

return putPronaden;

Za pokretanje programa trebamo jo§ matricu koja prikazuje vrhove i kapacitete bridova,
za nas primjer sa slike[I.]]

0108 0 5 0]
00030 5
03 0103 0

M=10 00 0 0 8
000 3 0 10
00000 0]

Ako unesemo matricu M u na$§ program, dobivamo razliCit izbor puteva od onih u
primjeru [3.3.1] Naime, racunalo odabire sljedece puteve:

s—a—t
s—od-ot
s—>a—c—ot
s—o>b—oc—ot

s—>b—o>d—ot

s vrijednostima toka 5, 5, 3, 5, 3.

Naravno, dobili smo isti krajnji rezultat. Maksimalan tok kroz mreZu iznosi |f| = 21.



Poglavlje 4

ProsSirene verzije problema toka kroz
mrezu

Problem toka kroz mrezu od velike je vaznosti zbog svoje primjene kod rjeSavanja velikog
broja problema. Opisujemo dva korisna proSirenja ovog problema. Navest ¢emo kako se
ti problemi mogu reducirati na problem toka kroz mrezu te kako mozemo iskoristiti isti
algoritam za rjeSavanje oba problema. Mnogi problemi izracunavanja, koji na prvi pogled
nemaju veze s tokom tvari kroz mreZu, mogu se svesti na jednu od ove dvije proSirene
verzije.

Prilikom definiranja proSirenih verzija problema toka kroz mrezu oslanjamo se na [[1]].

4.1 Prvo prosirenje: Cirkulacije sa zahtjevima

Primijetimo da u nasoj osnovnoj definiciji problema toka kroz mreZu imamo samo jedan
izvor s 1 jedan ponor . No, Sto ako imamo skup § izvora, koji generiraju tok, 1 skup T
ponora, koji mogu apsorbirati isti taj tok?

Kod ovakvog problema, tesko je odluciti koji izvor ili ponor uzeti u obzir prilikom
pronalaska maksimalnog toka. Stoga, umjesto povecavanja vrijednosti toka, promatramo
problem kod kojeg izvori imaju fiksne vrijednosti opskrbe (eng. supply values), dok ponori
imaju fiksne vrijednosti zahtjeva (eng. demand values). Cilj je poslati tok iz ¢vorova s
opskrbnim vrijednostima prema onima sa zadanim zahtjevima. U ovom slucaju, ne Zelimo
maksimizirati odredenu vrijednost, ve¢ Zelimo zadovoljiti sve zahtjeve, koriste¢i dostupne
opskrbne vrijednosti.

Pretpostavimo da imamo mrezu G = (V, E) s kapacitetima na bridovima. Svaki vrh
v € V umrezZi G povezujemo sa zahtjevom d,. Ako je d, > 0, to znaci da vrh v ima zahtjev
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d, za tokom. Preciznije, vrh je ponor i Zeli primiti d, jedinica toka viSe nego Sto Salje van.
Ako je d, < 0, to znaci da vrh v ima zalihu —d,. Vrh je izvor i Zeli poslati —d, jedinica toka
viSe nego Sto prima. Ako je d, = 0, vrh v nije ni izvor, ni ponor. Pretpostavljamo da su svi
kapaciteti 1 zahtjevi cijeli brojevi. Sada formalno definiramo cirkulaciju sa zahtjevima.

Definicija 4.1.1. KaZemo da je f cirkulacija sa zahtjevima {d,}, ako je f funkcija koja
pridruzuje nenegativan realan broj svakom bridu i zadovoljava sljedeca dva uvjeta.

1. Uvjeti kapaciteta: Za svaki brid e € E, vrijedi 0 < f(e) < ce.
2. Upvjeti zahtjeva: Za svaki vrh v € V , vrijedi f"(v) — f*(v) = d,.

Sada, umjesto problema maksimizacije, razmatramo problem izvedivosti (eng. feasibi-
lity problem). Zelimo znati postoji li cirkulacija koja zadovoljava navedene uvjete. Postoji
jednostavan uvjet koji mora vrijediti kako bi postojala izvediva cirkulacija — ukupan zbroj
svih zaliha mora biti jednak ukupnom zbroju svih zahtjeva.

Teorem 4.1.2. Ako postoji izvediva cirkulacija sa zahtjevima {d,}, tada vrijedi ), d, = 0.

Iz teorema znamo da vrijedi
Ydo= ) -d.
v:d,>0 v:d,<0

Oznacimo prethodnu vrijednost s D. Navedimo joS neke teoreme bitne za problem cirku-
lacije sa zahtjevima i njegovu vezu s problemom maksimalnog toka.

Teorem 4.1.3. U mreZi G postoji izvediva cirkulacija sa zahtjevima {d,}, ako i samo ako
maksimalan s*-t* tok u mreZi G’ ima vrijednost D. Ako su svi kapaciteti i zahtjevi u G cijeli
brojevi te postoji izvediva cirkulacija, tada postoji cjelobrojna izvediva cirkulacija.

Teorem 4.1.4. Graf G ima izvedivu cirkulaciju sa zahtjevima {d,}, ako i samo ako za sve
rezove (A, B) vrijedi

Z d, < c(A, B).

veB

Dokazi ovih teorema mogu se pronaci u [1].

4.2 Drugo prosirenje: Cirkulacije sa zahtjevima i donjim
granicama

Ovaj problem je, zapravo, poopéenje prethodno navedenog problema. Cesto kod primjena
ne Zelimo samo zadovoljiti zahtjeve na odredene Cvorove, ve¢ Zelimo prisiliti” tok da
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koristi odredene bridove. Zeljeni u¢inak moZemo postiéi tako da, osim uobiajenih gornjih
granica koje predstavlja kapacitet svakog brida, dodamo i donje granice na bridove.

Promotrimo mrezu G = (V, E) s kapacitetom c, i donjom granicom [, za svaki brid e.
Pretpostavljamo da za svaki brid e vrijedi 0 < [, < ¢,. Kao 1 kod prethodnog problema,
svaki ¢vor v, takoder, ima zahtjev d, koji moZze biti ili pozitivan ili negativan. Pretpostav-
ljamo da su svi zahtjevi, kapaciteti i donje granice cijeli brojevi. Zadane veli¢ine imaju
isto znacenje kao u prethodnom problemu, dok donja granica [, znaci da vrijednost toka u
bridu e mora iznositi najmanje /,. U ovom slucaju, cirkulacija kroz mreZu mora zadovoljiti
sljedece uvjete:

1. Uyvjeti kapaciteta: Za svaki brid e € E, vrijedi [, < f(e) < c..
2. Uvijeti zahtjeva: Za svaki vrth v € V, vrijedi f"(v) — f*“(v) = d,.

Ponovno nas zanima postoji li izvediva cirkulacija koja zadovoljava navedene uvjete. Ze-
limo svesti ovaj problem na problem pronalazenja izvedive cirkulacija sa zahtjevima, ali
bez donjih granica. Ve¢ smo vidjeli da se problem pronalazenja izvedive cirkulacije sa
zahtjevima moZe svesti na klasi¢ni problem pronalaska maksimalnog toka.

Znamo da kroz svaki brid e trebamo poslati barem /, jedinica toka. Stoga, definiramo
pocetnu cirkulaciju fy kao fo(e) = [.. Pocetna cirkulacija f, zadovoljava uvjete kapaci-
teta 1 za donje 1 za gornje granice. No, moguce je da ne zadovoljava sve uvjete zahtjeva.

Oznacimo veli¢inu
HORNHOEN YR S
e into v e out of v

s L,. Ako je L, = d,, tada smo zadovoljili uvjet zahtjeva na v. Ako nije, tada moramo
nadrediti (eng. superimpose) cirkulaciju f; prije cirkulacije fy. Time bismo rijesili "nerav-
notezu” u v. Dakle, trebamo f{"(v) — f?“(v) = d, — L,. Postavlja se pitanje koliko nam je
preostalo kapaciteta s kojim bismo mogli postiéi trazenu vrijednost. Obzirom da smo veé
pustili /, jedinica toka kroz svaki brid e, preostaje nam jos ¢, — [, jedinica toka.

Konstruiramo graf G’ s istim vrhovima 1 bridovima, kapacitetima 1 zahtjevima, ali bez
donjih granica. Neka kapacitet brida e bude ¢, — [, te neka zahtjev na ¢vor v bude d, — L,.

Tvrdimo da je naSa konstrukcija ekvivalentna pocetno zadanom grafu, ali bez donjih
granica. Stoga moZemo iskoristiti isti algoritam i za rjeSavanje ovog problema.

Navedimo teorem na koji ¢emo se pozivati prilikom rjeSavanja problema provodenja
nadzora i odredivanja rasporeda letenja.

Teorem 4.2.1. Izvediva cirkulacija u grafu G postoji, ako i samo ako postoji izvediva
cirkulacija u grafu G'. Ako su svi zahtjevi, kapaciteti i donje granice u grafu G cijeli
brojevi te postoji izvediva cirkulacija, tada postoji izvediva cirkulacija koja je cjelobrojna.

Dokaz teorema moze se pronaci u [1]].
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Primjene problema toka kroz mrezu

Vaznost problema toka kroz mrezu zapravo se ne temelji na modeliranju toka kroz mrezu,
ve¢ u ¢injenici da mnogi netrivijalni kombinatorni problemi mogu biti rijeSeni u polinom-
nom vremenu, ako ih svedemo na problem pronalaZenja maksimalnog toka ili minimalnog
reza u usmjerenom grafu. U ovom poglavlju donosimo dva primjera kada je moguce neki
problem svesti na problem toka kroz mrezu. Kod rjeSavanja slicnih problema, ponekad je
potrebno traZenje maksimalnog toka, a ponekad minimalnog reza. Dakle, 1 maksimalan
tok i minimalan rez su podjednako vazZni alati u rjeSavanju mnogih problema. Primjeri koje
navodimo su preuzeti iz [1].

5.1 Provodenje nadzora

Za pocetak ¢emo navesti jedan jednostavan primjer, kojeg ¢emo nazvati provodenje nad-
zora. Provodenje nadzora je zadatak koji Cesto zahtijevaju mnoge tvrtke koje Zele saznati
povratnu informaciju od svojih potrosa¢a. Zanima ih u kojoj mjeri su njihovi potrosaci
zadovoljni uslugom koju tvrtka pruza. Ovaj problem ilustrira kako se konstrukcija, koja se
inace koristi pri rjeSavanju problema bipartitnih grafova, moze prirodno iskoristiti u bilo
kojem slucaju, gdje Zelimo oprezno uskladiti odluke na skupu koji sadrzZi vise opcija. U
ovom slucaju, to bi bilo sastavljanje upitnika uskladivanjem vaZnih pitanja namijenjenih
populaciji potrosaca.

Opis problema

Najveci problem u podrucju prikupljanja podataka (data mining) je upravo istrazivanje o
uzorcima preferencija potroSaca. Uzmimo tvrtku koja prodaje k proizvoda te posjeduje
bazu podataka sa zapisima o kupovini velikog broj potroSaca. Podatke prikuplja pomocu
kartica kluba vjernosti. Tvrtka Zeli provesti nadzor slanjem posebno sastavljenih upitnika
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odredenoj grupi od n potroSaca. Cilj istraZivanja je saznati koje proizvode potroSaci prefe-
riraju. IstraZivanje se temelji na sljede¢im smjernicama.

1. Svaki potroSac ¢e dobiti pitanja o odredenom skupu proizvoda.
2. PotroSa¢ moZze biti ispitan samo o proizvodima koje je kupio.

3. Kako bi upitnici bili informativni, ali ne predugi, da ne odbiju potrosace od ispunja-
vanja, svakog potroSaca i treba pitati o ¢; do ¢} proizvoda.

4. Kako bismo prikupili dovoljno podataka o svakom proizvodu, moramo ispitati od p;
do p’ razliCitih potrosaca o proizvodu ;.

Formalno, problem provodenja nadzora sastoji se od bipartitnog grafa G ¢iji vrhovi
predstavljaju potroSace i proizvode. Izmedu potroSaca i i proizvoda j nalazi se brid ako
je potrosac i kupio taj proizvod j. Za svakog potroSaca i = 1,...,n, imamo ograni¢enja
¢; < ¢, na broj proizvoda o kojima moZe biti pitan. Za svaki proizvod j = 1,...,k, imamo
ograniCenja p; < p’; na broj razli¢itih kupaca koje treba ispitati o proizvodu j. Postavlja se
pitanje moZe li se napisati upitnik za svakog potroSaca, tako da zadovoljava sve navedene
uvjete.

Konstrukcija algoritma

Problem rjeSavamo tako da ga svedemo na problem cirkulacije sa zahtjevima i1 donjim
granicama u mreZi G’, kao na slici

Kako bismo dobili graf G’ iz grafa G, bridove u grafu G usmjeravamo od potroSaca
prema proizvodima. Dodajemo jo§ vrhove s 1 7, s bridovima (s, i) za svakog potroSaca
i =1,...,n1bridovima (j,t) za svaki proizvod j = 1,...,k, te brid (z, s). Cirkulacija u
ovoj mrezi odgovara nacinu na koji su postavljana pitanja. Tok kroz brid (s, i) je jednak
broju proizvoda ukljucenih u upitnik namijenjen potroSacu i. Stoga, taj brid ima kapacitet
¢; 1 donju granicu c¢;. Tok kroz brid (j, #) odgovara broju potrosaca kojima je postavljeno
pitanje o proizvodu j. Stoga, taj brid ima kapacitet p’, i donju granicu p;. Svaki brid (i, )),
koji je usmjeren od potrosaca ka proizvodu kojeg je taj potroSac¢ kupio, ima kapacitet 1 1
donju ogradu 0. Tok kroz brid (¢, s) odgovara ukupnom broju postavljenih pitanja. Dakle,
mozemo mu dodijeliti kapacitet )3, ¢! i donju granicu }; ¢;. Svi vrhovi imaju zahtjev 0.

Nas$ algoritam konstruira mrezu G’ 1 provjerava postoji li izvediva cirkulacija.

Analiza algoritma

Teorem 5.1.1. Graf G’, konstruiran u gore opisanom algoritmu, ima izvedivu cirkulaciju,
ako i samo ako postoji izvedivi (eng. feasable) nacin za konstrukciju nadzora.
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Potrosadi Proizvodi
0,1

Slika 5.1: Provodenje nadzora

Dokaz. Prethodno opisana konstrukcija direktno sugerira nacin na koji bismo mogli provo-
denje nadzora pretvoriti u odgovarajuci tok. Neka brid (7, j) prenosi jednu jedinicu toka ako
je potroSacu i postavljeno pitanje o proizvodu j u nadzoru. Inace ne prenosi nikakav tok.
Neka je tok kroz brid (s, i) broj pitanja postavljenih potroSacu i. Neka je tok kroz brid (j, 7)
broj potrosaca kojima je postavljeno pitanje o proizvodu j, dok je tok kroz brid (z, s) ukupan
broj postavljenih pitanja. Taj tok zadovoljava O zahtjeva, stoga vrijedi zahtjev oCuvanja
toka u svakom vrhu. Ako nadzor zadovoljava ova pravila, tada pripadni tok zadovoljava
kapacitete 1 donje granice.
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Obratno, ako je problem cirkulacije izvediv, tada po teoremu 4.2.1| postoji izvediva cje-
lobrojna cirkulacija, a takva cjelobrojna cirkulacija prirodno odgovara izvedivom provode-
nju nadzora (eng. feasible survey design). Potrosac i ¢e biti ispitan (surveyed) o proizvodu
J», ako 1 samo ako brid (i, j) prenosi jednu jedinicu toka. O

5.2 Raspored letenja

Problem izrade rasporeda letenja u stvarnom Zivotu je jako kompliciran. Aviokompanije se
susrecu s mnogo zahtjeva. Broj ruta koje moraju uskladiti svaki dan mjeri se u tisucama.
Takoder, moraju uskladiti posadu, odrzavanje zrakoplova te udovoljiti potrebama putnika.
Osim toga, moraju voditi racuna o nepredvidivim situacijama, poput vremenskih neprilika
1 kvarova. Mi svodimo ovaj problem na $to jednostavniji primjer, koji bi nam mogao
posluZiti kao temelj u rjeSavanju nekih drugih problema. Stoga ¢emo zanemariti navedene
komplikacije i rjeSavamo samo pojednostavljeni sluca;.

Opis problema

Pretpostavimo da je zadan skup od m letova. Jedan let j odreden je s Cetiri parametra:
aerodromom s kojeg polijeée, aerodromom na koji slijece, viemenom polaska i vremenom
dolaska. Na slici[5.2]je prikazan jednostavan primjer sa Sest letova u jednom danu.

BOS 6 DCA7 DCA 8 LAX 11 LAS S SEA 6

O——0 O——0 O——0

O——0 O——0 O——0

PHL 7 PIT 8 PHL 11 SFO 2 SFO 2.15 SEA 3.15

Slika 5.2: Raspored letenja (a)

Navedimo popis tih letova:

1. Boston (polazak 6 A.M.) — Washington DC (dolazak 7 A.M.)

2. Philadelphia (polazak 7 A.M.) — Pittsburgh (dolazak 8 A.M.)

3. Washington DC (polazak 8 A.M.) — Los Angeles (dolazak 11 A.M.)
4. Philadelphia (polazak 11 A.M.) — San Francisco (dolazak 2 P.M.)
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5. San Francisco (polazak 2:15 P.M.) — Seattle (dolazak 3:15 P.M.)
6. Las Vegas (polazak 5 P.M.) — Seattle (dolazak 6 P.M.)

Uocimo da je u letovima uklju¢eno vrijeme polijetanja i slijetanja, kao 1 aerodromi
polijetanja i slijetanja. Moguce je koristiti isti zrakoplov za let i 1 let j, ako osiguramo da
vrijedi:

1. Mjesto dolaska leta i je upravo mjesto polaska leta j i ima dovoljno vremena za
odrzavanje zrakoplova izmedu ta dva leta.

2. MoZemo dodati let izmedu leta i i leta j, tako da zrakoplov dode od mjesta dolaska
leta i do mjesta polaska leta j u adekvatnom vremenu.

Tako bismo, na primjer, isti zrakoplov mogli koristiti za letove (1), (3) i (6). Taj zrako-
plov bi najprije trebao pri¢ekati u Washingtonu izmedu letova (1) i (3), te ubaciti neki let
izmedu letova (3) i (6). Na slici[5.3|su prikazani takvi letovi.

Slika 5.3: Raspored letenja (b)

Formulirajmo problem. Situaciju ¢emo modelirati kao jako opceniti slu¢aj. Samo ¢emo
reci da je let j dohvatljiv iz leta i, ako je moguce iskoristiti isti zrakoplov za let i i za let j.
Zanemarit ¢emo vrijeme potrebno za odrzavanje zrakoplova i profitabilnost pojedinog leta.
Postavljanje problema ukljucuje i letove i specifikacije parova (i, j), pri ¢emu je kasniji let
J dohvatljiv iz ranijeg leta i. Ti parovi mogu tvoriti proizvoljan usmjereni acikli¢ki graf.
Cilj je odrediti je li moguce odrzati svih m letova, koristeéi najviSe k zrakoplova. Znaci,
trebamo pronaci nacin da Sto efikasnije iskoristimo zrakoplove za $to viSe letova.
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Konstrukcija algoritma

Sada opisujemo algoritam za rjeSavanje problema rasporeda letenja, koji se temelji na pro-
blemu toka kroz mrezu. Neka jedinice toka predstavljaju zrakoplove. Svaki let cemo prika-
zati pomocu jednog brida. Gornje i donje granice kapaciteta na tim bridovima postavljamo
na 1. Time osiguravamo da na svakom bridu postoji to¢no jedna jedinica toka. Za svaki let
postoji to¢no jedan zrakoplov. Neka brid (u;, v;) predstavlja let i i brid (u;, v;) predstavlja
let j. Ako je let j dohvatljiv iz leta i, onda postoji brid iz vrha v; u vrh u; s kapacitetom 1.
Na ovaj nacin, jedinica toka moZe proci kroz brid (u;, v;) i prijeci direktno u (u;, v;), kao Sto
je prikazano na slici Ako dodamo joS$ vrhove izvora 1 ponora, dobivamo mreZu toka.
Definirajmo formalno skup vrhova grafa G.

1. Za svaki let i, graf G ima dva vrha, u; i v;.
2. G imaizvor s 1 ponor t.
Definiramo skup bridova grafa G.

1. Za svaki let i, postoji brid (u;, v;) s donjom granicom 1 i kapacitetom 1. (Svaki let s
popisa se mora odrzati.)

2. Za svaki let i 1 svaki let j, takve da je let j dohvatljiv iz leta i, postoji brid (v;, u;) s
donjom granicom O i kapacitetom 1. (MoZemo koristiti isti zrakoplov za letove i 1 j.)

3. Zasvaki let i, postoji brid (s, ;) s donjom granicom 0 i kapacitetom 1. (Svaki zrako-
plov moZe zapoceti dan s letom i.)

4. Za svaki let j, postoji brid (v;,7) s donjom granicom 0 i kapacitetom 1. (Svaki zra-
koplov moZe zavrsiti dan s letom j.)

5. Postoji brid (s, t) s donjom granicom 0 i kapacitetom k. (Ako imamo viSe zrakoplova
koji nam nisu potrebni, ne moramo ih iskoristiti za niti jedan od letova.)

Vrh s zahtijeva —k jedinica toka, a vrh ¢ zahtijeva k jedinica toka. Svi ostali vrhovi zahtije-

vaju 0 jedinica toka.

Analiza algoritma

Dokazujemo da algoritam za odredivanje rasporeda letenja radi korektno.

Teorem 5.2.1. Postoji nacin da se odrZe svi letovi koriste¢i najvise k zrakoplova, ako i
samo ako postoji izvediva cirkulacija u mreZi G.
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Dokaz. Najprije pretpostavimo da postoji nacin da odrZzimo sve letove, koristeCi k' < k
zrakoplova. Skup letova izveden svakim pojedinim zrakoplovom definira put P u mrezi
G. PusStamo jednu jedinicu toka u svaki takav put P. Kako bismo zadovoljili potpune
zahtjeve na vrhove s 1 ¢, puStamo k — k’ jedinica toka kroz brid (s, ). Dobivena cirkulacija
zadovoljava sve zahtjeve kapaciteta i uvjeta donjih granica.

Obratno, promotrimo izvedivu cirkulaciju u mrezi G. 1z teorema znamo da pos-
toji izvediva cirkulacija s cjelobrojnim vrijednostima toka. Pretpostavimo da je poslano
k' jedinica toka kroz sve bridove, osim brida (s, ). Obzirom da svi ostali bridovi imaju
vrijednost kapaciteta 1 i cirkulacija je cijeli broj, svaki takav brid koji prenosi tok sadrzi
tocno jednu jedinicu toka.

Sada ¢emo to pretvoriti u raspored, tako da pretvorimo tok u skup puteva. Promotrimo
brid (s, u;) koji prenosi jednu jedinicu toka. Prema zakonu ocCuvanja slijedi da brid (u;, v;)
prenosi jednu jedinicu toka. Nastavimo li u ovom smjeru, moZzemo konstruirati put P od s
do ¢, takav da svaki brid na tom putu prenosi jednu jedinicu toka. Taj postupak mozemo
primijeniti na svaki brid oblika (s, u;), koji prenosi jednu jedinicu toka. Na ovaj nacin,
dobili smo &’ puteva od vrha s do vrha 7, od kojih se svaki sastoji od bridova koji prenose
po jednu jedinicu toka. Sada svakom putu P, kojeg smo kreirali na ovaj nacin, moZemo
pridruZiti jedan zrakoplov, kako bismo odrzali sve letove koje taj put sadrZi. O



Bibliografija

[1]

(2]

[4]

[5]

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest i C. Stein, Introduction to Algorithms,
2. 1zd., The MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 2002.

CS 4820: Introduction to Analysis of Algorithms, Lecture notes on the Edmonds—
Karp algorithm (Spring 2010), https://www.cs.cornell.edu/courses/cs4820/
2012sp/handouts/edmondskarp.pdf, posjeceno 9. 9. 2018.

Ford-Fulkerson  Algorithm  for  Maximum  Flow  Problem, https://
www.geeksforgeeks.org/ford- fulkerson-algorithm-for-maximum-flow-
problem/, posje¢eno 9. 9. 2018.

Maximum flow. Edmonds—Karp algorithm in O(min(E? % V, E + FLOW)), https://
sites.google.com/site/indy256/algo/edmonds karp, posjeceno 9. 9. 2018.

D. M. Mount, CMSC 451: Design and Analysis of Computer Algorithms (Lecture No-
tes, Spring 2015), https://www.cs.umd.edu/class/fall2015/cmsc451/Lects/
cmsc451-falll5-1ects.pdf, posjeeno 9. 9. 2018.

J. B. Orlin, Max flows in O(nm) time, or better, STOC ’13 Proceedings of the forty-

fifth annual ACM symposium on Theory of computing, Palo Alto, California, USA,
June 14 2013, 2013, str. 765-774.

Java  Program to  Implement  Ford-—Fulkerson  Algorithm, https://
www.sanfoundry.com/java-program-implement-ford-fulkerson-
algorithm/, posjeéeno 9. 9. 2018.

S. Singer, Predavanja iz kolegija Oblikovanje i analiza algoritama, http://
degiorgi.math.hr/oaa/materijali/scans/pog_l.pdf, posjeceno 9. 9. 2018.

30


https://www.cs.cornell.edu/courses/cs4820/2012sp/handouts/edmondskarp.pdf
https://www.cs.cornell.edu/courses/cs4820/2012sp/handouts/edmondskarp.pdf
https://www.geeksforgeeks.org/ford-fulkerson-algorithm-for-maximum-flow-problem/
https://www.geeksforgeeks.org/ford-fulkerson-algorithm-for-maximum-flow-problem/
https://www.geeksforgeeks.org/ford-fulkerson-algorithm-for-maximum-flow-problem/
https://sites.google.com/site/indy256/algo/edmonds_karp
https://sites.google.com/site/indy256/algo/edmonds_karp
https://www.cs.umd.edu/class/fall2015/cmsc451/Lects/cmsc451-fall15-lects.pdf
https://www.cs.umd.edu/class/fall2015/cmsc451/Lects/cmsc451-fall15-lects.pdf
https://www.sanfoundry.com/java-program-implement-ford-fulkerson-algorithm/
https://www.sanfoundry.com/java-program-implement-ford-fulkerson-algorithm/
https://www.sanfoundry.com/java-program-implement-ford-fulkerson-algorithm/
http://degiorgi.math.hr/oaa/materijali/scans/pog_1.pdf
http://degiorgi.math.hr/oaa/materijali/scans/pog_1.pdf

Sazetak

U ovom radu govorimo o problemu toka kroz mreZu. Najprije definiramo neke osnovne
pojmove koji su nam potrebni za daljnje razmatranje problema. Potom opisujemo Ford-
Fulkersonov algoritam, koji je jedan od najznacajnijih algoritama za rjeSavanje problema
toka kroz mreZzu. Analiziramo sloZenost algoritma te na primjeru pokazujemo kako se
moze izraCunati maksimalan tok kroz mreZzu pomocu ovog algoritma. Prije same analize,
navodimo teorem maksimalnog toka, odnosno, minimalnog reza, koji govori o odnosu ta
dva problema.

Nakon Ford-Fulkersonovog algoritma, opisujemo Edmonds-Karpov algoritam, koji je,
zapravo, jedno poboljSanje Ford-Fulkersonovog algoritma.

Zatim uvodimo neka proSirenja problema toka kroz mrezu, poput cirkulacija sa zah-
tjevima i cirkulacija sa zahtjevima i donjim granicama. Navedena proSirenja posluZit ¢e
nam kod rjeSavanja problema provodenja nadzora i odredivanja rasporeda letenja. Problem
provodenja nadzora i problem odredivanja rasporeda letenja samo su neke od primjena pro-
blema toka kroz mrezu.



Summary

In this paper we talk about the network flow problem. First of all, we define some of
the basic terms needed for the future analysis of the problem. Then we describe the Ford-
Fulkerson algorithm, which is one of the most important algorithms for solving the network
flow problem. We analyse the complexity of the Ford-Fulkerson algorithm and also de-
monstrate by example how to compute the maximum flow by using this algorithm. Before
the complexity analysis, we first talk about Max-Flow/Min-Cut Theorem, that talks about
the relationship between maximum flow and minimum cut problems.

After describing Ford-Fulkerson’s algorithm, we describe the Edmonds-Karp algo-
rithm, which is, actually, one of improvements of the Ford-Fulkerson algorithm.

Finally, we introduce some extensions of the maximum flow problem, like circulati-
ons with demands and circulations with demands and lower bounds. Above mentioned
extensions of the maximum flow will be used to solve the problem of survey design and
airline scheduling. Survey design and airline scheduling are just some applications of the
maximum flow problem.
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