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Uvod

U ovom diplomskom radu istrazjuemo svojstva diskretnih dinamickih sustava u ravnini. U
matematici dinamicki sustav ¢ine mnogostrukost i preslikavanje na toj mnogostrukosti koje
opisuje vremensku ovisnost poloZaja to¢aka mnogostrukosti, pri ¢emu je vrijeme diskretno.
Cilj je istraziti dogoro¢no ponasanje i stanje nekog sustava kroz vrijeme. No, Cesto je vrlo
teSko opisati dugoro¢no ponasanje sustava kao i pronaci rjeSenje jednadzbi pomocu jednos-
tavnih algebarskih izraza. Do sredine dvadesetog stoljeca se smatralo da kretanje moZe biti
ili stacionarno ili oscilirajuée, odnosno fiksno ili preriodi¢no, ili kvazi periodi¢no. Sedam-
desetih godina dvadesetog stoljeca otkriveno je da postoji joS jedan oblik kretanja kojeg
mi danas nazivamo kaoti¢nim, a ¢ije je ponaSanje opisao Henri Poincaré mnogo godina
ranije. Stephen Smale jedan je od najzasluznijih za razvoj dinamickih sustava predstavlja-
njem koncepta preslikavanja potkove koje razmatramo u radu. U dinamickim sustavima
najcescée se promatraju preslikavanja vise varijabli koja nisu linearna. Vrlo Cesto se kom-
pleksno ponasanje moze opisati pomocu jednostavnih algebarskih jednadZzi, no to ne znaci
da je dinamika takvih sustava jednostavna i nezanimljiva. Zapravo ¢emo pokazati da di-
namika ¢ak i u dvije ili tri dimenzije moZe biti dosta sloZzena i neoCekivana. Danas se
dinamicki sustavi primijenjuju u gotovo svakoj znanstvenoj disciplini gdje se Zeli bolje
opisati ponaSanje nekog nelinearnog sustava. ViSedimenzionalna dinamika je jo$ uvijek
dosta mlado i neistraZeno podrucje pa ¢emo u radu napraviti pregled najvaznijih osnovnih
pojmova, svojstva i rezultata. Osnovna literatura koriStena u izradi ovog rada je [?]. U
prvom poglavlju dajemo pregled svojstava dinamike linearnih preslikavanja, te koristimo
dodatnu literaturu [?]. U drugom poglavlju se bavimo dinamikom potkovastog preslikava-
nja te koristimo literaturu [?]. Hiperbolicki automorfizam na torusu nam je tema u treCem
poglavlju, a dodatne knjige [?] i [?]. U Cetvrtom poglavlju proucavamo atraktore, te u pe-
tom dajemo dokaz teorema o stabilnim 1 nestabilnim mnogostrukostima. Dodatna literatura
u petom poglavlju nam je [?] i [?].



Poglavlje 1

Linearna preslikavanja

Definicija 1.1. Neka je k € N i f : R¥ — R Tada za tocku x € R¥ definiramo or-
bitu naprijed kao O*(x) := {x, ), f2(x),.. } Kada je f homeomorfizam moZemo defi-
nirati punu obritu sa O(x) := {f"(x),V n € Z}. Orbitu unatrag definiramo kao O (x) :=
{x. £, £ 20,

Definicija 1.2. Za bijektivno linearno preslikavanje kazemo da je hiperbolicko ako su sve
pripadne svojstvene vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti razlicite od jedan.

()

Dinamika linearnog preslikavanja L ovisi o pripadnim svojstvenim vrijednostima njegove
matricne reprezentacije. Svojstvene vrijednosti dijagonalne matrice su jednake vrijednos-
tima matrice na dijagonali. U tom sluc¢aju su x-os i y-os invarijate preslikavanja L. Sada
u ovisnosti o vrijednostima a i b razlikujemo vise slucajeva.

Zaa,b € 0, 1) iteracijama preslikavanja L tocke ravnine konvergiraju prema 0 = (0, 0)
za sve tocke ravnine.

U slucaju kada je a, b € (1, o) preslikavanje L kroz iteracije udaljuje sve tocke ravnine
od ishodista, odnosne tocke divergiraju prema oo.

Kada je a € {0,1) i b € (1, 00) tocke na x-osi kroz iteracije konvergiraju u 0, a tocke
na y-osi udaljava od 0, ostale tocke ravnine koje nisu na osima divergiraju u oo, slicno za
a € (l,00), b € (0,1) samo se zamjene uloge ordinate i apscise. Kada je a,b € (—1,0)
iteracijama preslikavanja L sve tocke ravnine konvergiraju prema 0 alternirajuéi. Za
a € (-1,0) i b € (—o0,—1) iteracijama preslikavnja L tocke na x-osi konvergiraju u 0
alternirajuci, a tocke na y-osi udaljava od ishodista alternirajuci, ostale tocke divergiraju

Primjer 1.3. Neka je
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u oo. Analogno vrijedi i za a € (—co,—1) i b € (—1,0) samo se zamijene uloge ordinate i
apscise.

Kada su a i b iz (—oo,—1) tada preslikavanje L kroz iteracije sve tocke udaljava od
ishodista alternirajuce, odnosno sve tocke ravnine divergiraju u co.

Za parametar a € {0,1) U (1,00) i za b € (—=1,0) U (—oc0, —1) preslikavanje L se kroz
iteracije na x,y-osi ponasa isto kao sto je prethodno opisano, slicno ako se zamijeni uloga
aib. Dakle, za a i b pozitivne vrijendosti tocke kroz iteracije konvergiraju ili divergiraju od
ishodista, a ako su a i/ili b negativne tada tocke konvergiraju ili divergiraju alterniranjem
oko ishodista.

Slika 1.1: Fazni portret iz primjer zaa=1/21b=2

o, el

Dvije kompleksno konjugirane svojstvene vrijednosti iznose *a - i, ne postoje vise invari-
Jjantni pravci vec¢ preslikavanje L tocke ravnine rotira za kut /2 i one teZe u ishodiste za
parametar |a| < 1, a za parametar |a| > 1 tocke ravnine divergiraju.

Primjer 1.4. Za L oblika

Sada se primjer [I.4 moZe napisati opéenito:

Primjer 1.5. Za L oblika
a b X
L(x) = (—b a) X, ZaX = (y)
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Slika 1.3: Fazni portret iz primjer zaa=-1/2

L je rotacija ravnine oko ishodista za kut arctan (g) Svojstvene vrijednosti su komplekno
konjugirane iznosa a+b-i. Kada su parametri a*+b* > 1 tada sve tocke ravnine divergiraju
uoo,azal < a’®+b* < 1 sve tocke rotacijama oko ishodista tezu u 0.

Napomena 1.6. Sva preslikavanja u gornjim primjerima su hiperbolicka. Za linearno
preslikavanje Cija je apsolutna vrijednost barem jedne svojstvene vrijednosti manja od je-
dan postoji smjer u kojem tocke teze prema 0, dok za konjugirano kompleksni par svojstve-
nih vrijednosti tocke ravnine teze prema 0 po dvodimenzionalnom skupu kao u primjeru
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Propozicija 1.7. Neka f : R® — R? linearno preslikavanje koje ima sve svojstvene vrijed-
nosti po apsolutnoj vrijednosti manje od jedan. Tada lim,_,., f*(x) — 0,Vx € R?.

Dokaz. Prema teoremu o matri¢noj reprezentaciji preslikavanja, f se moze prikazati kao
jedna od Cetiri matrice:

a B 0 A 00 A e 0 A € 0
.- a O 2.10 u O 3.10 4 0 4.10 1 €
0 0 4 0 0 n 0 0 u 0 0 4

gdje su svi elementi matrica realni i € # 0. Neka je V(x,y,z) = x*> +y* + z2. Tvrdimo da
postoji v < 1 takav da za dovoljno mali € > O vrijedi:

Vo f(x) < vV(x)

gdje se jednakost postize ako i samo ako je x = 0.
Za slucaj (1) vrijedi

ax + By
Vo f(x)= Vo[ay—ﬁx]
Az
= (ax +By)* + (ay = Bx)* + (A2)°
— (a,2 +ﬁ2)(.x2 +y2) + 1222
<@+ + D)+ +D)
<vV(x)

gdje je (a? + B* + A%) << 1 pa postoji takav v.
Za (2)

Ax
Vof(x)=Vo (uy}
nz
= (Ax) + ()’ + (72)°
= (O +42 + )+ + )
< vV(x)
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sli¢no vrijedi (A% + u? + n?) << 1, takoder postoji v.
U slucaju (3)

[/lx + ey]
Vof(x)=Vol Ay

Uz
= (Ax + €y’ + () + (uz)’
= () + ) + € + 177
< (A + )P+ + )2
<P+ + ,uz)(xz + y2 +7%)
<vV(x)

kako se € moZe izabrati proizvoljno malim, slijedi da je (1% + €2 +u?) << 1 pa postoji takav
W
U slucaju (4)

Ax + €y
Vof(x)=Vol|dy+ez
Az

=(Ax+ ey)2 + (ly + ez)2 + (/lz)2

= PP+ + D)+ €07 + ) + 22e(xy + y2)

< (B + )X +y? +2°) + 20el(lxyl + |yz| + 1xz])
< (2 + € + 4el)(V(x))

gdje je |xy| < x> +y*. Oznac¢imo v = A% + €> + 4|de|. Znamo da A% < 1, a € moZemo izabrati
dovoljno mail da i umnoZzak |1€| bude manji od 1 iz toga slijedi da bude kompozicija zbroja
manjaod 1 pajev < 1. Zax # 0 slijedi

Vo f'(x) < V'V(x)
te lim,_,., V o f*(x) = 0 no V(x) = 0 ako je x = 0 pa vrijedi da je f"(x) — O. O
Funkcija V konstruirana u dokazu propozicije|l.7|naziva se Ljapunovljeva funkcija.

Definicija 1.8. Neka je F : R" — R" difeomorfizam. Tada je V : R" — R" Ljapunovljeva
funkcija za F centrirana u p ako vrijedi:

1. V(ix)>0zax+p
2. V(p)=0
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3. Vo f(x) < vV(x) gdje se jednakost postiZe ako i samo ako je x = 0

Funkciju V nazivamo striktno Ljapunovljevom ako je V o f"(x) < V'V(x) za x # p.

Moze se pokazati sli¢no kao u prethodnoj propoziciji da lim, . F"(x) — p za sve
x u okolini oko p. Iz definicije slijedi F(p) = p.

Korolar 1.9. Neka je f : R* — R® linearno preslikavanje &ije su apsolutne vrijednosti
svih svojstvenih vrijednosti vece od jedan. Tada lim,_,_, f"(x) — O.

Dokaz. Za preslikavanje f matri¢na reprezentacija je kao u dokazu propozicije[I.7no tada
je za preslikavanje f~! matri¢na reprezentacija dana inverzom reprezentacije za f kao:

1 ad fA 0 1 (mn 0 O
1./12—2 Bl ad 0 2.—10 An O
(@ +B°) 0 0 o +p> Aun 0 0 Au

1 A 0 0 1 2 0 0

3. G Au 0 4. y5 -1 22 0

Hlo o 2 e de A

Za sva Cetriri slucaja dobivamo da su apsolutne vrijednosti svojstvenih vrijednosti ma-
nje od 1 pa moZemo primijeniti propoziciju|l.7|na preslikavanje f~! iz ¢ega slijedi tvrdnja
korolara. O

Propozicija 1.10. Neka su svojstvene vrijednosti od f 11,4, i A3 takve da
1. |41 < 1
2. |31 >1
Tada postoji ravnina W* i pravac W* na kojima
1. za x € W¥vrijedi f(x) € W*ilim, ,f"(x) = 0
2. za x € W" vrijedi f(x) € W" i lim,_,.f"(x) = 0
3. za x ¢ W" U W?* vrijedi lim,_, .| f"(x)| = o

Dokaz. Prema teoremu o matri¢noj reprezentaciji funkcije f dane svojstvene vrijednosti
se mogu prikazati kao:

a —B 0 /11 * 0
1.lg @« 0l2]0 a4 o
0 0 A3 0 0 A
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gdjejes >0akosud; = Lili*x=0. Zax >0sud; =a+if, b, =a—-iB. W je
xy-ravnina, a W" je z-os. Sada za x € W* primjenom propozcije dobivamo 1. tvrdnju,
za x € W* primijenom korolara[I.9na = dobivamo 2. tvrdnju, a 3. tvrdnju dobivamo iz
nejdnakosti u dokazu propozicije|l.7/kao V o f"(x) > v"V(x) pri ¢emu je v > 1. O

Napomena 1.11. Propoziciju moZemo iskazati i za slucaj kada su neke dvije svoj-
stvene vrijednosti po apsolutnoj vrijednosti vece od 1. Tada tocke ravnine W* teZe u 0 za
preslikavanje f~!, tocke pravca W* teZe u 0 za preslikavanje f, a ostale tocke divergiraju
u o,

Definicija 1.12. Invarijatni potprostor W* iz propozcije naziva se stabilni potprostor
od f, a W" nestabilni potprostor.

2 1
Primjer 1.13. Promatrajmo linearno preslikavanje L(x) = (1 1) X

V5 V5

Svojstvene vrijednosti su 3 + >>1i0< % — = < 1 pripadni svojstvene vektori su

2

N

Ovo je primjer preslikavanja kod kojeg sve tocke na pravcu y = (%) x teZe u 0, sve tocke
napravcu’y = — (%) x divergiraju u oo, a tocke van pravaca divergiraju u co.
y

~

Slika 1.4: Fazni portret iz primjera
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-1 0
0

U ovom slucaju su svojstvene vrijednosti —1 i a, 0 je fiksna tocka. Za parametar a € {0, 1)
sve tocke na x-osi imaju period 2, a tocke na y-osi teZe u 0. Ako je a € (1, o) sve tocke na
x-osi imaju period 2, a ostale tocke ravnine divergiraju u . Za a € (—1,0) za x-os vrijedi
isto, a na y-osi tocke teze u 0 alternirajuci. Slicno i za a € (—oo,—1) samo sada tocke na
y-osi divergiraju u oo.

Primjer 1.14. Neka je L(x) = ( X.



Poglavlje 2

Potkovasto preslikavanje

Vrlo vazan primjer preslikavanja sa sloZenim invarijantnim skupom je preslikavanje pot-
kova autora Stevena Smalea. Neka je D = D; U S U D, skup u ravnini koji sadrzi jedini¢ni
kvadrat S i dvije polukruznice D, i D, promjera jedan sa svake strane.

Definiramo F tako da:

prvo se jedini¢ni kvadrat S suzava vertikalno za faktor 6 < % 1 §iri horizontalno za % > 2
te se polukruznicama D, 1 D, smanji radius za faktor ¢.

zatim se tako dobiveni lik uloZi natrag u D u obliku potkove.

Vrijedi F(D) C D i F je injekcija na D, ali nije surjekcija pa F~! nije definirano. Takoder
F nije linearno. Oznacimo sa H, 1 H; horizontalne pravokutnike u D. Tada moZemo
oznaciti praslike horizontalnih pravokutnika kao vertikalne pravokutnike V, := F~'(H) i
V= F7I(H)).

Preslikavanje F definirano sa prethodno opisana dva koraka nazivamo potkovasto presli-
kavanje i vrijedi da je F(S) NS = Hy U H,.

F(Dy)

D, S D, F(Dy) S @

Za dva vertikalna pravokutnika Vo = D; 1 V; = D, definiramo horizontalne pravo-
kutnike Hy = F(Vo) NS i H; = F(V,) N S i primjetimo da je F~! dobro definirana na

10
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F(S)NS = Hy U H jer je surijekcija. Kako F smanjuje S vertikalno onda su V1 V; du-
ljine % pasu Hy i H; visine 6. Takoder F : Vy — Hyi F : Vi — H, preslikava horizontalne
i vertikalne linije ponovno u S pa je F linearno na Vi V;. Oznac¢imo sa & horizontalni
pravokutnik u S koje nazivamo horizontalnom linijom, a sa v vertikalni pravokutnik u S
koji nazivamo vertikalnom linijom. Za h horizontalnu liniju u § ¢ija je slika ponovno u S
znamo da je F(h) ima duljinu 2 pomnoZenu faktorom %, sli¢no za v vertikalnu linijju u §
¢ija je slika ponovno u § znamo da je visina F(v) stisnuta za faktor ¢.

H,

V() Vi

Slika 2.1: Horizontalne i vertikalne linije

Teorem 2.1. (Brouwer teorem o fiksnoj tocki)
Neka je K kompaktan i konveksan skup, neka je f : K — K neprekidna funkcija. Tada
postoji tocka xy € K takva da je f(xy) = Xo.

Kako je F kontrakcija na Dy, prema teoremu [2.1] postoji fiksna tocka p € D i vrijedi
lim F"(g) = p, Yq € D;.

Bududi da je F(D;,) Cc D, sve tocke na D, imaju slicno ponaSanje kao gore. Ako g € §
ali F*(q) ¢ Szaneko k > 0 onda je F*(q) € D, U D, paje F'(q) — p kadan — oco. Za
promatranje dinamike na D vaZno je promatrati toCke Cije se orbite unaprijed nalaze u S
kroz iteracije. Zato definiramo

A={qeS|FgeS, VkeZ}.

Ako tocka F(g) leziu S onda je g € Vj ili g € V. U slucaju kada toc¢ka F(q) ¢ S tada kroz
iteracije tocka leZi izvan S ili u D, U D,. Ako je F?(g) € S tada je sli¢no F(q) € Vo UV},
odnosno g € F~'(Vo)UF~!(V}). Gdje je F~!(V;) praslika skupa V; u S . Skupovi F~'(V,)NS
i F71(V)) N S sadrZe svaki dva vertikalna pravokutnika Sirine 62
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FAXS)NF(S)NS = F*(S)N S ima Cetiri horizontalna pravokutnika H; ; za i, j € {0, 1}

visine ¢2. Opcenito za bilo koji kona¢ni niz nula i jedinica s, . .., s, vrijedi

s =Hy NF(Hg)N---NF"(Hy,)

je horizontalnin pravokutnik visine 6" 1 F"'(S)NS je unija 2" takvih pravokutnika. Opcenito
za beskonacni niz s = (s;) € {0, 1}*" definiramo (2, F'(H,,).

A, = ﬁ F(s) = JFH,)

n=0 N

kao produkt horizontalnog intervala [0, 1] i Kantorovog skupa C,. MoZemo primjetiti da

je F(A,) = A,
Sli¢no, promatramo F~'(Hy) = F'(S)Nn Vyi F7'(H)) = F7'(S) NV, i dobivamo
vertikalne pravokutnike Sirine %. Za bilo koji konacni niz nula i jedinica s_, . .., s_1 vrijedi

H . . o e e e n.,
N2, F7'(H,_,) su vertikalni pravokutnici §irine (%) 1

F_I(HL,,,,...,Ll) = Vso N F_I(HLm) N---N F_n(HS,l)

je vertikalni pravokutnik Sirine (%)n 1 F7"(S)N S jeunija 2" takvih pravokutnika.

Sli¢no definiramo i o
A= ﬂ F(S) = U F\(H,)
n=1 3

§

kao produkt vertikalnog intervala [0, 1] i Kantorovog skupa C_.
Potkova je skup A = A, N A_ = N2_., F'(S) i produkt Kantorovih skupova C, i C_.

i=—00

)

Slika 2.2: Druga iteracija od F na D
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Propozicija 2.2. Preslikavanje F je invarijatno na A.

Dokaz. Treba pokazati da je F(A) C A. Nekaje A = A, N A_. Vrijedi

F(A) = F( ﬁ FYS)N F™ (S ))

n=0

jerje Mooy F™(S) N F1(S) niz ugnjezdenih skupova vrijedi

F(A) = F( ﬁ F(S) N F-"-‘(S)) = ﬁ F'S)NF"S)c A

n=0 n=1
Sli¢no se pokaze za F~!. O

Zelimo uspostaviti vezu izmedu potkovastog preslikavanja i simboli¢ke dinamike. To
moZemo ostvariti tako da promatramo horizontalne linije 7 € A,. Znamo da je F*(h)
ponovno horizontalna linija visine 6 i duljine ((ls)k sadrzana u H, ili H,. Sada pridruzimo
bilo koju to€ku na £ bilo kojem beskona¢nom nizu 0i 1, s = (s;) € {0, 1}' prema pravilu
s; = a ako i samo ako Fi(hy c Vozaa € {0,1}i j = 1,2,3,.... Broj s, nam govori u
kojoj se horizontalnoj liniji & tocka nalazi, a s; nam govori gdje se nalazi njezina slika.
Sli¢no napravimo i za vertikalne linije /. Bilo kojoj tocki na [ pridruzimo beskonacni niz
...85_35_55_1 gdje je s_; = a ako i1 samo ako je Fi(hcV,zaa€{0,1}ij=1,2,3,...
Ako je tocka p iz A, N A_ pridruzujemo joj dva beskonacna niza 0 1 1, jedan niz je za
iteracije funkcije F unaprijed, a jedan za iteracije unatrag za toCku p. Sada pridruZimo
samo jedan niz tocki p na nac¢in da prethodna dva niza spojimo u jedan i definiramo

S(p)=...5.285_1-505152...
gdje je s; = k ako i samo ako je F/(p) € V,.
Definicija 2.3. Preslikavanje S : A — X, nazivamo itinerarom.

Pomocu ovakvog zapisa konstruiramo simboli¢ku dinamiku na A gdje nam decimalna
tocka - predstavlja separator izmedu dva niza.
Definiramo X, kao skup svih beskona¢nih nizova 01 1.

Xy = {s= c 8081 SoS1S2... |S; € {0,1}}

Definicija 2.4. Skup X, nazivamo prostor nizova dva simbola 0 i 1. Opcenito X, je prostor
nizova n simbola pri cemu su simboli cijeli brojevi izmedu 0 in — 1.
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Elementi skupa X, su beskonac¢ni nizovi oblika ...00-00...1li...0101-0101....
MoZemo uvesti metrikuna 2,. Zadvaniza s = ...S5_25_1-808182...1F = ... tof_1 - lotita . ..
definiramo njihovu udaljenost kao

> |si — 1]
d(s’t):Z Al

Kako je |s; — #;| najviSe 1 tada je d dominiran redom 2 };

SIS |

i—0 7 = 4 pared d konvergira.

Propozicija 2.5. Neka je d : £, — X, zadano kao gore. Tada je d metrika na Z,.

Dokaz. Nekasu s, tir € Z, tri beskonacna niza. Jasno je daje d(s,¢) > Oidajed(s,1) =0
ako i samo ako je s = ¢. Bududi da je |s; — ;| = |t; — ;] slijedi da je d(s,t) = d(t, s). Sada iz
|r; — si| + |s; — ;| > |r; — t;] zakljuujemo da je d(r, s) + d(s,t) > d(r, t). Dakle d je metrika
nax,. O

Propozicija 2.6. Neka su s, t € X, i pretpostavimo da za neki prebrojivi podskup indeksa
n—1
I C Z, n = max(i) takav da je s; = t; za svaki i € I. Tada d(s,t) < (%) . Obratno ako je

n—-1
d(s, 1) < (%) tada je s; = t; za svaki i € I.
Dokaz. Neka je I skup indeksa, za n = max(i) takvih da je s; = t; za svaki i € [ tada je

_ ls; — 1| ls; — ] 11
d(s,1) = Z ot Z T Z 2~ gn-l

i<n i>n i>n

Obratno ako je d(s, 1) < 57 tadaje s; = t; zai € I. o

Definicija 2.7. Neka je s € X,. Preslikavanje o : X, — X, definirano kao
O(...85 2851 808182...) = ...85.25_18)" $182....
nazivamo pomak.

Preslikavanje pomaka o pomice svaki ¢lan u nizu za jedano mjesto u lijevo, ekvival-
netno o pomice decimalnu to¢ku jedno mjesto u desno. Ocito ovo preslikavanje ima inverz
koji je dan tako da pomice svaki ¢lan u nizu za jedno mjesto u desno Sto je ekvivalnentno
pomaku decimalne tocke u lijevo za jedno mjesto.

Propozicija 2.8. Pomaka o : £, — X, je neprekidno preslikavanje.

Dokaz. Neka je € > 0, neka su s,t € X, 1 n = max(i) tako da je s; = t; za svaki i € I,
odaberemo € > 2%_, Neka je 6 = zi Ako za t € %, vrijedi d(s,f) < ¢ tada je prema

propozicijisi =ti0(s;) =0(t;) zasvakii e I pajed(o(s),o(t)) < ﬁ <e. O
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Propozicija 2.9. Preslikavanje pomaka o : £, — %, je homeomorfizam.

Dokaz. 1z propoziciji [2.8] vrijedi da je o : £, — Z, neprekidno. Treba pokazati da je o
bijektivno preslikavanje. Buduéi da je o~ takoder pomak niza za jedno decimalno mjesto
u lijevo znamo $to je inverz i o~! je takoder neprekidno preslikavanje po istom argumentu
kao u propoziciji[2.8| pa je o homeomorfizam. O

Buduci da je o preslikavanje definirano na A onda moZemo njega promatrati kao model
za restrikciju preslikavanja F na A.

Definicija 2.10. Nekasu X,Y CR"i f : X — X i g :Y — Y dva neprekidna preslikavanje
tada je h : X — Y topoloSka konjugacija ako vrijedi

(i) h: X — Y je homeomorfizam
(ii) ho f = gohili ekvivalnetno g =ho foh™'ili f =h'ogoh.

Propozicija 2.11. Preslikavanje S : A — %, daje topolosku konjugaciju izmedu preslika-
vanja o i F.

Dokaz. Neka je S : A — X, pokazimo da je S homeomorfizam. Neka su v,w € A
za koje je S(v) = S(w). Kako je S(v) = S(w) slijedi da S(v) i S(w) imaju iste orbite
unaprijed tada v i w leZe na istoj horizontalnoj linji. Sli¢no imaju iste orbite unatrag pa
v 1 w leze na istoj vertikalnoj linji. Presjek vertikalne 1 horizontalne linije je jedna tocka
paje v = wiS jeinjekcija. Nekaje s = ...5.58150 - §182... € Zp. Oznacimo sa
J,={z€e HYUH | |S(2)=...2.02.180" 81 -+ SpZni1Zns2 - - -} 1

Jo={z2eVoUVi|S@ =...2202Zn15pn.--S25_18S0 " S1...8,...}. Vrijedi F"(S) = J,,
buduéi da je S zatvoreni F~! je neprekidno J, je zatvoren. Sli¢no vrijedi i za J_, pa su J,
i Ju41 neprazni i zatovreni. Slijedi da je (),so J» jedna horizontalna linija i (1,59 J, jedna
vertikalna linija iz Cega slijedi da je () J, jedna tocka pa je S (z) = s. Iz Cega slijedi da
je S surijekcija.

PokaZimo joS da je S neprekidno preslikavanje. Neka je € > 0. Postoji n € N takav da
je 2n1_] <e. Zaviwe AjeSOW) =...vov_vo-viva--- 1S(W) = ... woow_ Wy - wiw; .. ..
Kako F suzava domenu vertikalno za faktor ¢, dva niza kroz iteracije od F' se priblizuju
istoj tocki na horizontalnoj liniji. Ako je |[v — w| < §"*! tada postoji najmanji n € N takav
da vy = wy za k < n. Slicno ako je v blizu w tada se v 1 w preslikavaju na istu vertiklanu
liniju nakon n iteracija. Zapravo, postoji 6" > 0 takav da za |[v — w| < 6" vrijedi v_; = w_;
za k # n. Sada izaberemo ¢’ takav da je &' < min(6"*', 6*). Tada za |[v — w| < & vrijedi

(o8]
n=—oo

—(n+1) 0
d(vi, W) dvewy) o6 ¢ 1
SO=SOII< 2 =5 2o Smty S5
=00 =n+
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Dakle, S je neprekidno preslikavanje, sli¢no se pokaze i za S ! pa je S homeomorfizam.

Preostaje nam dokazati konjugaciju, SoF = o0oS. Nekajeve A,S(v)=x=...,x_1,x0"
X1,.... Vrijedi o(S(v)) = o(x) = ..., x_1, X0, X1 * X2,.... Za S(v), x,, ovisi o F", dok za
S (F(x)), x, ovisi o F"! pa je S(F(x)) = ...,%_1, X0, X] - X2,.... 1z Cega slijedi da je F
konjugirano sa o O

Definicija 2.12. Dvije tocke p i p, su unaprijed (unatrag) asimptoticne ako je F"(p,), F"(p;) €
D, Yn >0 (n < 0)ivrijedi lim,_,.|F"(p1) — F"(p2)| = 0 (n > —0).

Dvije tocke su asimptoti¢ne unaprijed ako se njihove orbite priblizavaju jedna drugoj
kako n — oo. Treba primjetiti da za bilo koju tocku g koja izlazi iz S nakon iteracija
unaprijed tocka ¢ je unaprijed asimptoti¢na sa toCkom p € D;. Ako se p; i p, nalaze na
horizontalnoj liniji u A, tada su p; i p, unaprijed asimptoti¢ne. Sli¢no ako se p; i p, nalaze
na vertikalnoj liniji u A_ tada su p; i p, unatrag asimptoti¢ne. Sada mozemo definirati skup
stabilnih i nestabilnih to¢aka za asimptoti¢ne orbite unarpijed i unatrag.

p /\W”m
R

(i
=

Slika 2.3: Stabilni W* 1 nestabilni skup W* za p*

Definicija 2.13. Skup stablinih tocaka za p definiramo kao
Wi(p) = {z| |F"(z) - F"(p)l = 0zan — oo}.
slicno moZemo definirati skup nestabilnih tocaka za p

W' (p) ={z|IF"(2) = F"(p)l = Ozan — oo}.
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MozZemo sada primjetiti da svaka to¢ka u S koja izlazi iz § kroz iteracije unaprijed za
potkovasto preslikavanje pripada skupu stabilnih tocaka za fiksnu tocku iz D;. Stabilni i
nestabilni skupovi toaka za A su dosta sloZeniji. Za fiksnu tocku p* koja je na horizon-
talnoj liniji Ay 1 pripani niz je (...00 - 00...). Sada svaka tocka koja lezi na horizontalnoj
liniji A kroz toCku p* pripada skupu stabilnih to¢aka W*(p*). Takoder za tocku g koju F
preslika na h, postoji n takav da |F"(q) — p*| < 1. Sada za k > 0 vrijedi |F"**(q) — p*| < 6*
i slijedi da ¢ € W*(p*). Zato unija horizontalnih intervala za F*(h,) za k = 1,2,3...leZiu
W*(p*). Bududi da je F(D) C D nestabilni skup toaka za p* ima drugacije ponasSanje. Za
tocke na vertikalnoj liniji /, kroz p* u D pripadaju W*(p*) po definiciji. Sli¢no kao prije
sve praslike F7*(l,) pripadaju takoder u W*(p*).

Stabilne i nestabilne skupove toCaka jednostavnije je opisati na razini simbolicke dina-
mike. Neka je s* = (...s",s", - 558755...) € . Za niz t promatramo indeks u nizu gdje
se prvi puta podudaraju indeksi u 7 i s* oznacimo taj indeks sa N € Z tada za sve n > N Ce
vrijediti da je r € W’(s*). Vrijedi i obrat ako je s* € X, tada W*(s*) sadrZi tono one nizove
koji nakom indeksa n imaju iste vrijednosti kao u s*.



Poglavlje 3

Hiperbolicki automorfizam na torusu

Definicija 3.1. Neka je X topoloski prostor. Za tocke x,y € X kaZemo da su separirane
okolinama ako postoji okolina U tocke x i okolina V tocke y koje su disjunktne, UNV = @.
X je Hausdorffov prostor ako su sve razlicite tocke sadrZane u X u parovima separirane
okolinama.

Definicija 3.2. Kazemo da je M m-dimenzionalna mnogostrukost ako je M Hausdorffov
prostor s prebrojivom bazom koji ima svojstvo da svaka njegova tocka ima okolinu home-
omorfnu s otvorenim podskupom od R™.

Definicija 3.3. Neka je X topoloski prostor. Neka je f : X — X preslikavanje. Tocku x € X
nazivamo nelutaju¢om ako za svaku otvorenu okolinu U tocke x i svaki broj N € N postoji
n > N takav da f"(U) NU # 0. Skup nazivamo nelutajuc¢ ako je kolekcija nelutajucih
tocaka.

Definicija 3.4. Neka je M glatka mnogostrukost, neka je f : M — M difeomorfizam. Tada
je f Smaleov aksiom A difeomorfizam ako zadovoljava slijedece uvijete

1. nelutajuc skup je hiperbolicki skup i kompaktan

2. skup periodickih tocaka za f je gust

18
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U proslom poglavlju promatrali smo dinamicki sustav u ravnini sada ¢emo promatrati
sustav definiran na torusu.
Neka je T2 torus. Prisjetimo se 7?2 = R?/Z*. Neka je (x,y) € R%. Oznadimo sa [x,y] € T?
tocke torusa. Tada [x,y] = [x+ M,y + N] zasve M, N € Z. Neka je n : R> — T? projekcija
zadana sa:

m(x,y) = [x,y].

Ocigledno je n[x + M,y + N] = [x,y] zasve M,N € Z.

Preslikavanje F : R?> — R? Cuva cijelobrojnu mreZu ako vrijedi F (i) ~-F (); -:_ IZ\V/I) €7

Takvo preslikavanje F inducira preslikavanje F na torusu ako je

rrffoee(

Sto se moze prikazati dijagramom

F

R?2 —3 R?

l,r i,, :

F

T2 ) T2

Neka je F linearno preslikavanje Cija determinata matri¢nog prikaza ima vrijednosti 1 ili
—1. Tada inverz od F ima cijelobrojne elemente u mati¢nom prikazu i F je automorfizam
pa je F dobro definirano i F' nazivamo foralni automorfizam.

Definicija 3.5. Neka je L(x) = A - x i neka matrica A ima slijedeca svojstva:
(i) A€ MyZ)
(ii) det(A) = £1
(iii) A je hiperbolicka

Preslikavanje inducirano na T* sa A se naziva hiperboli¢ki automorfizam na torusu u
oznaci Ly.

Bududéi da je det(A) = +1 slijedi da je A~! takoder iz M,(Z) i hiperboli¢ka. Sada A~!
takoder inducira toralni automorfizam koji je inverz od L, pa je L, difeomorfizam na 7.
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Propozicija 3.6. Per (L) je gust skup u T>.

Dokaz. Neka je p toCka na torusu sa racionalnim koordinatama. MoZemo pronaci za-
jednicki djeljitelj k tako da se p moze zapisati u formi [%, g] gdje su a,B,k € Z. Kako
su racionalni brojevi gusti u R tada su takve tocke guste u 7. Ostaje joS pokazati da je p
preiodi¢ka tocka i da je njen period manji ili jednak k*>. MoZemo primjetiti da ima to¢no k>
to¢aka u 72 oblika [%, %”] gdje je 0 < @, B < k. Nadalje, preslikavanje L, tocke tog oblika
preslikava u tocke koje moZemo zapisati u istom obliku, zbog definicje od A. Dakle, L,
zapravo permutira tocke u [" E] 0 < @, < k. Zato postoje i, j € Z takvi da L', (p) = Li(p)

ekl
ili — jl < k*. Primjenimo L, na relaciju i dobivamo L', ”(p) = p i li — j| < k* §to pokazuje
da je to¢ka p periodicka s periodom manjim ili jednakim k?. O

Primjer 3.7. Neka je Ly : T> — T? gdje je A = (% i)

Bududi da je A simetri¢na svojstvene vrijednosti su reciprocne, a pripadni vektori su oko-
miti. Svojstvene vrijednosti iznose:

L =1=3+V5)/2>1id,=1/1=3-V5)/2<1

Preslikavanje udaljuje tocke za faktor A u smjeru svojstvenog vektora v, = ((1 + V5)/2, 1)

i sti§ce tocke za 1/A u smjeru vy, = ((1 - \/5)/ 2, 1). Fiksne tocke preslikavanja dobijemo
iz rijeSenja sustava:

2x+y=x+M
x+y=y+N.

Imamo x = N,y = M — N slijedi da je jedina fiksna tocka [0, 0]. Za tocku (1/2,1/2) imamo
period 3 jer je La[1/2,1/2] = [1/2,0],La[1/2,0] = [0, 1/2], L4[0,1/2] = [1/2,1/2].
Prema propoziciji znamo da postoje invarijantni stabilni potprostor W* i nestabilni
potprostor W* i oba su pravci kroz ishodiste u R?. Neka je sada tocka (x,y) € R?, neka su
ls i 1, pravci kroz tu tocku paralelni sa W* i W". Sada oznacimo projekcije tih pravaca na
T

Welx,yl = =)
Wix,y] = n(l,).

Propozicija 3.8. Neka je (x,y) € R?. Tada je W¥[x, y] stabilni skup pridruZen tocki [x,y] €
T2, to jest ako je [x',y'] € Wi[x, V), tada je d (L;’\ [x',y'], L[ x, y]) — 0, kadan — oo, gdje je
d : T?> — R? udaljenost inducirana euklidskom udaljenoséu. Slicno W*|x, y] je nestabilan
skup pridruZen [x,y] € T?. Ako je [x',y'] € W*[x,y] tada je d (LZ”[x’, Y1, L [x, y]) - 0,
kada n — oo.
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Dokaz. Neka je L(x) = A - x linearno preslikavnja u R>. Neka su (x,y), (x,y") € R?
tocke koje leZe na pravcu paralelnom sa W* € R?. Sa [, ozna¢imo duZinu koja spaja tocku
(x,y) 1 (x',y"). Kako je L linearno onda je L"(/) takoder duzina paralelna sa W*. Duljina
(L") = A} - duljina(l). Kako je A, < 1 onda je O < |L"(x,y) — L"(x,”,y")| < |4} << 1 pa
jed(L"(x,y), L"(x',y")) = 0 kada n — oo, sli¢no se dokaze i za W*. m|

Propozicija 3.9. Neka je [x,y] € T?. Tada su W*[x,y] i W*[x,y] gusti u T? za svaki [x, y).

Dokaz. Tvrdimo da pravac W* ima iracionaln nagib u R?,

Pretpostavimo suprotno da W* ima racionalni nagib u R?. Tada W* prolazi to¢kom (M, N)
za M,N € Z. Kako je L, inducirano matricom A sa cijelim brojevima, onda i L’,(M,N) €
Z?, no to je nemoguce buduéi da je L (M,N) — 0 kada n — oo prema propoziciji
Dakle W* ima iracionalni nagib. Dalje promatramo presjek pravca W say = N i oznacimo
gasa (xy,N). Za (x, 1) je x; recipro¢ni nagib od W* pa je iracionalan. Induktivno mozemo
nastaviti postupak za (xy, N) dobivamo xy = Nx;. Tocku (x;, /) na ravnini projekcija pres-
likava u tocku [a;,0] na torusu za 0 < @; < 1, a pravac y = N se preslikava u kruZnicu
na T2 i a; predstavlja svaku slijedecu sliku [0, N] iracionalne translacije kruZnice na T2,
Prisjetimo se sada teorema iz jednodimenzionalne dinamike koji nam treba u nastavku do-
kaza.

Neka je T (0) = 6 + 2nA translacija kruZnice za A € R. Svaka obrita od T, je gusta na
kruznici ako je 1 € R\ Q.

Prema tom teoremu takve tocke su guste na kruzZnici iz Cega slijedi da je skup stabilnih
to¢aka W* gust na 7. O

Definicija 3.10. Neka je [x,y] € T? periodicka tocka za Ly. Tocku p nazivamo homok-
linickom to¢kom za [x, y] ako je p # [x,y] i p € W' [x,y] N W¥[x, y].

Napomena 3.11. Za hiperbolicki automorfizam W*[x,y] i W"[x,y] se sjeku pod kutem
razlicitim od 0 u homoklinickoj tocki. Homoklinicku tocku s tim svojstvom nazivamo tran-
sferzalna homoklinicka tocka.

Propozicija 3.12. Transverzalne homoklinicke tocke su guste u T?.

Dokaz. Neka je p proizvoljna transverzalna homoklinicka tocka. Buducidaje p € W*¥[x, y]n
W*[x,y], a u propoziciji smo pokazali da su W*[x,y] N W¥[x,y] gusti u T2 onda je i
skup transverzalnih homoklini¢kih to¢ka gust u 7. O

Napomena 3.13. Ako je [x,y] periodicka tocka za Ly, tada bilo koja homoklinicka tocka
za [x,y] teZi prema orbiti od | x, y| kroz iteracija unaprijed ili unatrag za L.
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Teorem 3.14. Neka je L, : T?> — T? hiperbolicki automorfizam. Tada vrijedi
(i) periodicne tocke od Ly su guste u T?
(ii) La je topoloski tranzitivno preslikavanje

(iii) Ly ovisi o poCetnim uvijetima

Slika 3.1: Invarijantni stabilni i nestabilni skup od 0

Dokaz. (i) je dokazano u propoziciji[3.6]

U (ii) treba pokazati da je za svaki par otovrenih skupova U, V € T? postoji n € Z takav da
L'uynv+0

Neka su U i V otvoreni skupovi u 72. Neka je [p] periodicka tocka. Zelimo pokazati da za
to¢ku [p] € U postoji cijeli broj k takav da L [p] € V za k < m. Neka su tocke [r] € U i
[s] € V homoklini¢ke za [0]. Te tocke postoje jer su homoklini¢ke tocke guste u 72 prema
propoziciji [3.12] Neka je € > 0 proizvoljan. Izaberemo otvoreni interval 1, € W*[0] koji
sadrzi tocku [r] 1 ima duljinu 6, slicno odabremo I, € W*[0] koji sadrZi tocku [s]. Sada L}
rasteZe interval I, za faktor |4,|" 1 L}" rasteZe interval I za isti faktor. Sada izaberemo n
tako da

1. d(L:[r],[0]) < €/2
2. d(L;"[s],[0]) < €/2
3. A6 < e

pri cemu je d euklidska udaljenost definirana u okolini 0. Kako su L} (1,) 1 L}"(I,) paraleleni
sa W“[0] 1 W*[0] tada slijedi

0 0
0 < d(Ly(L), L") < d(Ly(1), 0) + d(Ly" (1), 0) < 5d(L3[r], 0) + 5d(Ly"[s1, 0)

<O+ S < o <
= Sltu Altul = Oy €
2 2



POGLAVLIJE 3. HIPERBOLICKI AUTOMORFIZAM NA TORUSU 23

Sada je L’(I,) N L,"(I) # 0. Neka se tocka [¢] nalazi u presjeku. Tada je I, N LZZ"(IS) =
L"[¢] € U pricemuje [p] = I, N L;*"(I,) e Ui L3(I) N1, = Li[ql € Vpaje L'[pl € V
trazena tocka.

Za k > m, neka je h periodicka toCka s periodom m. Za k = [+ m,l < m vrijedi
L’j‘[h] = LZLZ’[h] paje La[h]* = Lg[h] i vrijedi da Lg[h] eV.

(iii) Ako je [p] € T? i [q] € W¥[p] tada L, u svakoj iteraciji poveéava udaljenost slika
toCaka [p] i [¢] za faktor |0,| u smjeru W*[p].
Sada iz (i), (ii) i (iii) slijedi da je L4 kaoti¢na na torusu. O

Teorem 3.15. Neka je Ly : T?> — T? hiperbolicki automorfizam na torusu. Tada L, ima
Jedninstvenu fiksnu sedlastu tocku.

. X o . . .
Dokaz. Nekajev = [y] Prema teoremu o matri¢noj reprezentaciji postoje matrica B slicna

matrica A oblika: (a ﬁ), (/l 1), (/11 0), tojestA ~ B. ZaB = (

P N N ’B)vrijedida
- 2

(01
_ﬁa

1) nije hiperbolicka.

je |l + iB] = 1 pa B nije hiperbilicka. Sli¢no se pokaze i da B = (61 1

Dakle, B je oblika A0 . Vrijedi A" ~ B"i L' = E"'B"Ev, gdje je B" = 40 i
0 A 0 A

AT 0 |x Ax
B'Ev =[] =1
o ][

Kako je L4 hiperbolic¢ki automorfizam vrijedi [4;] > 11 [4,] < 1.

Tada je ||B"EV|| = [j};] = w//l%")cz + /lﬁ"yz — oo pri ¢emu je ||| bilo koja norma. Dakle,
2
Ln

" = E"'(B"E) — oo pa L, ima fiksnu sedlastu tocku. O
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Atraktori

Atraktor je inavrijantni skup prema kojem konvergiraju sve orbite koje su “dovoljno blizu”.
Atraktori su jedini skupovi tocaka koji se jednostavno mogu vidjeti uz pomo¢ iteracija na
racunalu. Do sada smo promatrali primjere atrakora koji su ili fiksne ili priodic¢ke tocke.
Sada ¢emo predstaviti jo§ dva tipa kompleksnijih atraktora. Jedan je solenoid, a drugi
Plykinov atraktor. Ovo su tipovi atraktora koji se nazivaju tranzitivni ili hiperbolicki atrak-
tori. Selenoid je atraktor koji je sadrzan u punom torusu.

Puni torus se definira kao:

Neka je S! jedini¢na kruZnica i neka je B? jedini¢ni disk definiran u ravnini kao

BZ:{(x,y)eR2|x2+y2S 1}

Punim torusom nazivamo kartezijev produkt D = S! x B> C R3, pri ¢emu je njegova
granica torus opisan u prethodnom poglavlju. Neka je (6, p) € D, pri ¢emu je 6 takav da
e? = (cos(2n#), sin(2nd)) € S' i p € B%. Neka je F : D — D dano na sljede¢i nadin:

1 1 27i6
F@,p) = (ZH,Ep+§e )
Opisimo F geometrijski. Neka je * € S!. Disk B*(6") koji je dan sa § = 6§ i pro-
izvoljnim p, F preslikava u disk B*(26"). Slika diska je disk radiusa 11—0 1 centriran u tocki
%(COS(ZH*), sin(26")) u B*(26"). Disk koji se nalazi na § = 6* + r je takoder preslikan u disk
dan sa 6 = 26" i njegova slika je takoder disk radiusa % samo je dijametralno suprotan slici
koja disk B*(6*) preslikava u B*(26%).

Preslikavanje F Siri puni torus u smjeru S !, a suzava ga u smjeru B* i namotava ga dva
puta u smjeru S '. Tako je slika od D po preslikavanju F ponovno puni torus koji se nalazi
u D samo je sada smanjen i dva puta namotan u D. Iz geometrijskog opisa vidimo da F
nije difeomorfizam jer nije surjektivno preslikavanje. Kako je F(D) c D slijedi da su sve
orbite unaprijed sadrzane u D.

24
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Slika 4.1: Puni torus nakon prve iteracije od F

Definicija 4.1. Zatvoren podskup N C R" naziva se klopka za F ako je F(N) sadrZano u
interioru od N.

Kako je F(N) zatvoren i F'(N) C N slijedi da je skup {F"(N) | n € Ny} zatvoren za svaki
n € N. Tada je

A= ﬂ F'(N)

n>0

zatvoren 1 neprazan skup. A je skup toCaka Cije orbite unaprijed i unatrag ostaju u N za
svaki n € Z. Dakle, A Ce biti na$ atraktor.

Propozicija 4.2. A je invarijantan skup.
Dokaz. Treba pokazati da je F(A) C A. Vrijedi
F) = F((Fav)

n>0

no kako su presijeci ugnijezdeni skupovi, vrijedi
F( N F”(N)) = = F'e)
n>0 n>1 n>0

iz Cega slijedi da je F(A) = A1 A je invarijantan skup. O
Napomena 4.3. Invarijantnost od A vrijedi i za F~' takoder.

Definicija 4.4. Skup A nazivamo atraktorom za F ako postoji okolina N od A za koju je
zatvorenje od N klopka i
A= ﬂ F'(N).

n>0
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Ovakva definicja ne daje jedinstvenost atraktora. Naime za potkovasto preslikavanje
skup D je klopka za F, atraktor se ovdje sastoji od fiksne tocke u D, i zatvaraca nestabilnog
invarijatnog potprostora W*. Budu¢i da je D; C D takoder klopka za F atraktor je u ovom
slucaju samo jedna fiksna tocka u D;. Kako bi rijesili ovaj problem treba nam neki oblik
jednoznacnosti atraktora.

Definicija 4.5. A je tranzitivan atraktor za F ako je A atraktor i F topoloski tranzitivno
preslikavanje na A.

Zelimo pokazati da je A = (Mns0 F"(D) tranzitivan atraktor za F te da je F kaoti¢no
preslikavanja na A.

Kako F §iri D za faktor 2 u smjeru S i sti¥¢e ga u smjeru B? za faktor 1/10 slijedi da
F preslikava puni torus u puni torus koji je dva puta namotan u D. Kada primjenimo F na
F(D) dobivamo ponovno puni torus radiusa 1/100 u smjeru B? koji je 2% puta namotan u D
i koji je sadrzan u F(D). Induktivno dobivamo da je F"(D) puni torus radiusa 1/10" u B?
smjeru koji je namotan u D to¢no 2" puta i sadrZan je u torusu F"~!(D). Zapravo za svaki
B(6*), F'(D) je ugnjezden skup od 2" diskova. Sli¢an induktivni proces je 1 za potkovasto
preslikavanje. Ovdje induktivno ugnjezden skup F"(D) daje Kantorov skup za svaki B(6").
Pokazat ¢emo induktivni proces na cilindri¢nom dijelu D zadanom kao

C={6,p) |6 <0<06,}.

Uocavamo da je C N A produkt Kantorovog skupa i luka u smjeru C'. Gdje je luk dan kao
ugnezdeni presjek 2" cijevi u F"(D) N C. Kako svaka iteracija od F steZe radius cijevi za
faktor % intuitivno je jasno da je luk neprekidan.

Neka je x = (6y, po) € A, gdje je 6y € S' i py € B%. Istrazimo sada dinamiku od F na
A. Neka je F"(x) = (6,, p,).- Kako je F(B(6y)) C B(26y) slijedi da je F"(B(6y)) C B(6,).
Zapravo, kako svaka iteracija od F steze B(6) za faktor % slijedi da za y € B%(6)) vrijedi
daje F'(y) € B(6,)1|F(x) - F(y)| < 1(1),,. Dakle, B(6y) je dio stabilnog potprostora W*(x) i
W?(x) se moze zapisati kao

W = U B + n/25.

n,kez

Sli¢no se pokaze da F~! kroz iteracije steZe udaljenosti duz luka za faktor %, pa je luk
kao ugnjezdeni presjek cijevi u F"(D) N C dio nestabilnog potprostora W" za to¢ku x =
(6o, po) € A. MoZemo uociti da tocke iz A imaju sli¢na svojstva kao 1 za potkovasto
preslikavanje i hiperboli¢ke automorfizme na torusu.
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Propozicija 4.6. Vrijedi:
1. F ovisi o pocetnim uvijetima na A\
2. Per(F)je gustu A
3. F je topoloski tranzitivno na A.

Dokaz. Pokazimo da vrijedi 1. Neka je x = (6, po) € A. Bilo koju tocku y priruzenu W*(x)
F kroz iteracije udaljuje od x za faktor 2, pa F ovisi o poCetnim uvijetima. Za dokaza da
su periodicke toCke guste u A uzmemo proizvoljnu okolinu U od x = (6y, po). Tada postoji
60 > 01in € Ztakav je cijev C za F"(D) definirana kao:

1
C= {(9,2) 116 = 6ol < 6, |z = pol < 10"}'

Vrijedi da je C c U. Zelimo pronaéi peridoi¢ku to¢ku u C. Naime, F”(D) je namotan u D
to¢no 2" puta, pa moZemo izabrati m takav da je 2”6 > 2"*'4x. Kako je F"(C) C F"(D)
cijev i namotana je u D 2 - 2" puta slijedi da je F"'(C) N C # 0 . Tada postoji 8" takva da
0" — 6y| < o1 vrijedi F"(B(@") N C) C B(G*) N C. Iz Cega slijedi da F ima fiksnu tocku u
B(8") N C pa je skup periodickih tocaka gust.

Tranzitivnost pokazujemo za x,y € A i U, V okoline tocaka x i y. Sli¢nim postupkom
kao u dokazu 2. napravimo cijevi koji su sadrzane u U 1 V. Nakon n iteracija dobivamo
0" takvu da je B(6") N U disk preslikan u V. Dakle, F*(U) NV # 0 pa je F topoloski
tranzitivno na A O

Uvodimo simboli¢ku dinamiku koju je predstavio R.F.Williams.
Nekaje g: S! — S! dano sa g(#) = 26. Nas model za A ée biti inverzni ograniceni prostor

s (Sl &g isl...).
Preciznije definiramo:
Y= {9: 600,6; ... 16,€S8"igB) = 9,-)}.

Sada ¥ sadrZi sve beskona¢ne nizove to¢aka u S' za koje je 6,,1 jedna od dviju praslika
toCke 6; za svaki j. Primjetimo da X ne sadrzi samo cijele brojeve vec i realne jer sada
poprima vrijednosti to¢aka na krugu.

Primjer 4.7. Primjeri za X

On===...)
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4 21 4 2 4

Na X moZemo definirati metriku sliéno kao i za X, u prethodnim poglavljima. Za
O =(6p0,0,..)1Y = (Woy1¥> . ..) dvije tocke u X definiramo udaljenost izmedu njih kao:

2mif; _ 627riw_,~|

d©.9) =" le >

J=0

pri emu je sa | - | oznaCena ekulidska metrika na R>. Lako se vidi da je d metrika na X. Na
¥ moZemo definirati prirodno preslikavanje slicno verziji pomaka dano sa:

0'(909192 .. ) = (g(90)9192 .. )

Kao u prthodnim poglavljima moZe se pokazati da je o homeomorfizam te da se inverz od
sigma moZze prikazati:
0'_1(909192 .. ) = (919293 .. )

Ako je 6 periodi¢na tocka za g sa periodom n tada niz (6, g"~'(0), g"%(0), ..., g(6),6,...) je
oCito periodian za o sa periodom n. MoZe se pokazati da periodicke tocke od o su guste
u X ida o ima gustu orbitu. Zelimo naéi vezu izmedu o i F.

Neka je 7 : D — S! projektor dan sa (6, p) = 6. Za bilo koju to¢ku x € A definiramo
preslikavanje § : A — X kao

S(x) = (n(x), aF (), nF2(x) ...)

Preslikavanje F' je dobro definirano jer je F difeomorfizam na A iako nije surjektivno na
D. Sada vrijedidaje SoF =coS pricemujeg=Fuo.

Teorem 4.8. Preslikavanje S daje topoloSku konjugaciju izmedu F na A i o na X.

Bududi da nije lagano odrediti nestablni invarijatni podprostor za A onda moZemo is-
koristiti konjugaciju da dokaZzemo da 0 kao niz 0 = (000 ...) pripada nestabilnom pot-
prostoru.
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Teorem 4.9. Nestabilni potprostor od 0 sadrZi tocno niz

X X X
(xa§a§7§,"')
za svaki x € R.
Dokaz. Po definiciji imamo o'(x,%,%,...) =(4,1,4,...).
Tada slijedi da o™ (x,%,%,...) » Okadan — co. Neka je 6 € S'. Tada je g~'(6) tocka

g ili g + 7. Neka je sada ® = (6y0,6, ...) € W*(0). Tada postoji N takav da za sve n > N
vrijedi da je |6,] < 1. Kako tocke Oy, Oy.1, 042, ... sve leZze na desnoj strani polukruga u
S slijedi da je @y, = Oy/2 za drugu prasliku vrijedi da je 6y, = 6y/2 + . Induktivno se
dobiva Oy.x = g—],f pa onda ® zadovoljava traZzeni oblik niza. O

Iz prethodnog teorema moze se zaljuciti da je nestabilni protprostor od O parametriziran
saR. Konjugacijom S dana je veza izmedu nestabilnog potprostora fiksnih tocaka 1 krivulje
koja je slika od W*(0).

Konstrukcija inverzong ogranicenog prostora je dobra za skup aktraktora koje nazi-
vamo prosirujuci atraktori. Takve atraktore karakterizira uniformno Sirenje unutar sa-
mog atraktora. U sluCaju solenoida takav atraktor se moZe modelirati pomocu inverznog
ograni¢enog preslikavanja kao na primjer # — 26 na S'. U opéemo slucaju razlika je samo
da prostor nije S! nego opéenito neka generalizirana diferencijabilna mnogostrukost. Na-
praviti ¢emo primjer takvog atraktora samo necemo dati egzaktnu formulu preslikavanja
nego ¢emo preslikavanje definirati geometrijski.

Slika 4.2

Q%T\HT\T\\\\\
g

|

/L/
L

Neka je R podrucje kao na slicif.2] R je podrucje koje sadrzi 3 tri poludiska, takoder
R ima folijaciju ¢iji su listovi zapravo intervali prikazani na slici. Zapravo to znaci da za
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svaku to¢ku u R postoji segment koji sadrzi tu tocku (list) i svi ti listovi su medusobno
disjunktni.

Slika 4.3

Py,

|
TG G

PB) Pla) Pls)

Sada definiramo preslikavanje P : R — R kao na slici|4.3] Trazimo da preslikavanje P
stiSCe 1 Cuva strukturu lista folijacija. MoZemo primijetiti da je P(R) sadrZano u interijeru
od R pa je R klopka za P. Sada skup A = N,5oP"(R) nazivamo Plykinov atraktor. Kako bi
razumjeli dinamiku na P dovoljno je promatrati dinamiku na listovima. Naime, bilo koje
dvije tocke na istom listu kroz iteracije ¢e i dalje ostati na tom listu samo ¢e biti sve manja
udaljenost izmedu njih, a asimptotski ¢e teziti u atraktor. Zato ¢emo sada stisnuti svaki
list u tocku kao na slici 4.4{1 promatrati inducirano preslikavanje g na tom skupu. Skup
I' nazivamo razgranata mnogostrukost jer ima razgranate tocke na listovima /; i [, za P.
Sada umjesto dinamike na R promatramo dinamiku na I i promatramo kako dijeluje P na
svaki od 4 intervala a, 8, y 1 8. Intervale orijentiramo u pozitivhom smjeru kazaljke na satu.
MoZemo uociti da inducirano preslikavanje g na I" Cuva listove /; i [, tako da g preslika [,
na prvu polovicu od [y, a [; preslika na drugu polovicu od /;.

Preslikavanje g preslika y na «, te @ na 8.8 prvo preslika na g dalje na ¢ u pozitivnom
smjeru pa na y u pozitivnom smjeru pa se u negativhom smjeru vrati na ¢ i na kraju u
negativnom smjeru na 8. Dakle, 8 — B+ 6 + y — 6 — 8. Takoder ¢ se preslika na § u
pozitivnom smjeru pa nay u negativnom i opet se vrati na 6 u negativhom smjeru, odnosno
0 — 0 —y — 9. MoZemo uociti da takvo preslikavanje g Siri sve udaljenosti u razgranatoj
mnogostrukosti I'. MoZemo dokazati da g : I' — I" ima guste periodicne tocke.
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Slika 4.4

o
¥

B

Propozicija 4.10. Neka je I razgranata mnogostrukost i neka je g : I' — T preslikavanje.
Tada g ima guste preiodicne tocke na T

Dokaz. Neka je I neki podinterval u I'. Kako je g ekspanzija tada postoji n takav da g"(])
sadrzano u nekom od intervala @, B, y ili 6. Interval a se preslikava redom u g(a) = S,
gB) =B+y+6-6-FDvigly) = a, dakle g*(a) D a. Zay dobivamo g(y) = a, g(a) =
ig(B) D> ypajeg’(y) Dy. Siknoje g(6) =6+y—-627y,8(y) = a, gla) =Bigp) =4,
dakle g*(6) D ¢ i za 8 imamo g(B) D 6, g(6) C v, g(y) = i g(a) = B pa vrijedi g*(B) D B.
Jasno je sada da postoji m takav da je g"(n) D I' za n oblika «a, S, v ili 6. Iz svega toga
mozemo zakljuciti da g"*"(I) > I'. To znaci da postoji periodicka tocka u 1. O
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Teorem o stabilnim i nestabilnim
mnogostrukostima

Vazno svojstvo koje smo promatrali u prethodna 3 poglavlja je hiperbolicnost. To nam
svojstvo daje jedanu zanimljivu pojavu na strukturama koje smo promatrali, a to je da za
svaku hiperboli¢ku tocku u strukturi postoje 1 stabilni 1 nestabilni invarijatni skup. U ovom
poglavlju istraziti cemo detaljnije stabilne i nestabilne mnogostrukosti.

Definicija 5.1. Fisknu tocku p difeomorfizma F : R" — R" zovemo hiperbolicka ako
DF(p) nema svojstvenih vrijednosti na jedinicnoj kruznici, gdje je DF (p) Jakobijan u tocki
p. Ako je p periodicna s periodom n tada je p hiperbolicka ako DF"(p) nema svojstvenih
vrijednosti na jedinicnoj kruznici.

Napomena 5.2. Primijetimo da su svojstvene vrijednosti Jakobijana od F" iste u svim
tockama orbite. Naime, vrijedi za F" o F/ = F/ o F"" prema pravilu ulancavanja

DF"(F'(p)) - DF'(p) = DF/(F"(P)) - DF"(p)
ako je F"(p) = p vrijedi
(DF’Y"\(p) - DF"(F/(p)) - DF/(p) = DF"(p).

Znamo da su svojstvene vrijednosti slicnih matrica iste. Dakle, svojstvene vrijednosti od
DF"(p) i DF"(F/(p)) su iste.

Definicija 5.3. Neka je F"'(p) = p. Razlikujemo tri tipa hiperbolickih periodicnih tocaka:

1. p je privlacna periodi¢na tocka ili ponor ako su sve svojstvene vrijendosti od DF"(p)
manje od jedan po apsolutnoj vrijednosti.

32
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2. p je odbojna periodi¢na tocka ili izvor ako su sve svojstvene vrijendosti od DF"(p)
vece od jedan po apsolutnoj vrijednosti.

3. p nazivamo sedlastom tockom inace, tj. ako se neke svojstvene vrijednosti od DF"(p)
vece od jedan po apsolutnoj vrijednosti, a neke manje.

U nastavku ¢emo promatrati tvrdnje samo za fiksne tocke u R? jer ée iste tvrdnje i
analogni dokazi vrijediti za periodi¢ne tocke. Takoder tvrdnje vrijede i za viSe dimanezije
ali su dokazi dosta kompleksniji 1 geometrijski nisu reprezentativni.

Teorem 5.4. Neka je F : R?> — R? i neka F ima priviacnu fiksnu tocku p. Tada postoji
otvoren skup oko tocke p u kojem sve tocke teZe u p kroz iteracije unaprijed za F.

Dokaz. Kompozicijom F sa T(x) = x+p vrijedidaje p = 01 DF(0) ima jedan od slijedeih
zapisa

10
(0 ,U) za |, Jul <1

A € .
(O /1) za [A|>1ie>0

a

(a _’8) za o+ < 1
Iz teorema o matri¢noj reprezentaciji za v # 0 vrijedi
IDF(0)v| < |v].
Tada postoji okolina U tocke 0 takva da nejednakost vrijedi za jedini¢ne vektore e; i e, pa
ondaisvev # 0. Za x € U vrijedi da je |DF(x)v| < |[v|. Nekaje o > 0. Za |p| < ¢ je

p € U. Tvrdimo da je tada |F(p)| < |p| za p # 0. Neka je y(¢) = ¢ - p. Imamo F(y(0)) = 0,
F(y(1)) =piy(t) e U zasvakit € [0, 1]. Za

1

|F(p)| = Ifo (F o) ()
1

Sfo |(F o y) (n)ldt

1
= fo IDF (y(0))y' (t)|dt

1
< f [y ()ldt
0

buduci da je y(2)’ # 0 slijedi |F(p)| < |p!. O



POGLAVLIJE 5. TEOREM O STABILNIM I NESTABILNIM
MNOGOSTRUKOSTIMA 34

Korolar 5.5. Neka je F : R> — R? i neka F ima odbojnu fiksnu tocku p. Tada postoji
otvoren skup oko tocke p u kojem sve tocke teZe u p kroz iteracije unatrag za F.

Definicija 5.6. Iz teoremanajveéi takav otvoreni skup uR? za p se naziva stabilni skup
ili podrucje privlacenja od p i oznacava se W*(p). Slicno iz korolara se takav skup
naziva nestabilni skup ili podrucje odbijanja i oznacava se W*(p).

Sada ¢emo promatrati sedlaste tocke za koje je jedna svojstvena vrijednost manja, a
druga veca po apsolutnoj vrijednosti od 1. Za takve toCke postoji podrucje oko 0 na ko-
jem Ce F biti kontrakcija i ekspanzija. Sada ta podruc¢ja nece biti par invarijantnih pravca
koji prolaze kroz fiksnu tocku kao u linearnom slucaju vec Ce to biti krivulje. Teorem o
stabilnim i nestabilnim mnogostrukostima nam upravo govori o tom slucaju.

Teorem 5.7. Neka je F difeomorfizam koji ima sedlastu tocku p. Tada postoji € > 0 i
glatka krivulja y : (—€, €) — R? za koju vrijedi

~

.y(0)=p
.Y () #£0

. ¥'(0) je nestabilan svojstven vektor za DF(p)

2

3

4. vy je F~" invarijantna

5. F7"(y(t)) > pzan — o
6.

. Ako je |[F7"(q) — pl < €, Yn >0, tada je q = y(t) za neki t.

Napomena 5.8. Krivulju y iz teorema nazivamo lokalna nestabilna mnogostrukost za
p. Naziv mnogostrukost koristimo jer opcenito y ne treba biti ravna linija. Intuitivno
lokalna nestabilna mnogostrukost je krivulja koja prolazi kroz fiksnu tocku i preslikava se
u samu sebe za iteracije od F~'. Sve to¢ke koje leZe na lokalnoj nestabilnoj mnogostrukosti
teze u fiksnu tocku kroz iteracije od F~'.

Napomena 5.9. Takoder vrijedi:

1. Teorem e istinit i za stabilni skup uz zamjene F~' sa F. Tada na lokalnoj stabilnoj
mnogostrukosti sve tocke teZe u fiksnu toc¢ku kroz iteracije od F.

2. Za dimenziju vecu od 2 krivulju y treba zamijeniti sa lokalnom mnogostrukosti pa-
rametriziranoj oko p sa glatkim preslikavanjem ® : U — R" gdje je U otvoreni
podskup od R i k je broj svojstvenih vektora vecih od 1 po aspolutnoj vrijednosti.
Dokaz se moZe provesti i za vise dimenzija, ali je dosta sloZeniji.
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3. yje klase C', opéenito ako je F € C* tadajeiy € C*.

Definicija 5.10. Neka je p hiperbolicka fiksna tocka za F i pretpostavimo da je vy, lokalna
nestabilna mnogostrukost oko p. Nestabilna mnogostrukost u p, oznacava se sa W*(p) i
dana je sa

w'(p) = | F" ).
n>0

Slicno, ako je vy, lokalna stabilna mnogostrukost oko p tada je stabilna mnogostrukost
definirana kao

wp) = JF o).

n>0

m&

N\

C
N

=

\/Q
A .

)
/

Slika 5.1: Lokalna stabilna i nestabilna mnogostrukost

Dati ¢emo neke primjere stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti prije dokaza teorema
Ti primjeri biti ¢e netipicni, jer cemo moci izracunati kako izgleda invarijantna mno-
gostrukost $to opéenito nije moguce, jer ne postoji formula za te skupove. Naime, teorem

nam garantira postojanje takvih skupova, ali ne daje eksplicitnu formulu ili algoritam
kako ih pronaci i izraCunati.

Primjer 5.11. Neka je F : R*> — R? dano sa:

X lx
) )
y) \2y - gx

1
Uocimo da je F(0) = 0i da je DF(0) = ((2) (2)) pa je 0 sedlasta tocka. Vidimo da je nes-
0

. 0 . . : -
tabilna mnogostrukost y-os F (t) = (2t) i da je stabilna mnogostrukost krivulja y = x>
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)= (i)

Takoder vrijedi da je F topoloski konjugiran linernim preslikavanjem L danim sa

()= 5)6)

preko difeomorfizma h danog kao h (;) = (x3x_ y)' Za koji vrijedi F oh = ho L. Sada h

preslikava stabilni i nestabilni podprostor od L na stabilnu i nestabilnu mnogostrukost za
F.

Primjer 5.12. Neka je F parametrizacija torusa sa 6, i 6, u kvadratu 0 < 6;] < 2m.

Definiramo

F(el) B ( 6 + esin(6;) )

6, 0, + €sin(6,) cos(6;)

F je difeomorfizam za proizvoljno mali €. Tada postoje Cetiri fiksne tocke. Sedlaste tocke u
(0, ) i (m, ), privlacne u (rr,0) i odbojne u (0,0). Fazni portret je dan na slici
MoZemo uociti da se nestabilna mnogostrukost od (0, ) podudara sa stabilnom mnogos-
trukosti od (m, ), dok stabilna mnogostrukost od (0, ) proizlazi iz odbojne fiksne tocke
(0,0). Nestabilna mnogostrukost od (r,n,) leZi u podrucju stabilne mnogostrukosti od
(7, 0).

6, L

Slika 5.2: Fazni portret preslikavanja F

Primjer 5.13. Jednostavniji difeomorfizam prethodnog primjera[5.12]dan je sa

G 01 _ 91 —GSil’l(Ql)
6, - 92+68i1’1(92) )
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Isto kao ranije imamo 4 fiksne tocke, dvije sedlaste (0,0), (m, ), privlacnu tocku (0, ) i
odbojnu toc¢ku (r,0). Sada se nestabilna mnogostrukost za obje sedlste tocke pribliZava
privlacnoj fiksnoj tocki (0, ), dok stabilne mnogostrukosti odlaze prema odbojnoj fiksnoj
tocki (m, 0).

6,—“’

Slika 5.3: Fazni portret preslikavanja G

Sada ¢emo dokazati teorem Geometrijska ideja u pozadini dokaza je dosta intu-
itivna, jednostavna i zanimljiva ali ima puno tehnicki zahtjevnih detalja. Pokazati ¢emo
najprije ideju na primjer preslikavanja F(x) = Ax gdje je

A0
A (0 M)
za0 < u < 1 < A. Iz propozicije [I.10] znamo da je nestabilna mnogostrukost x-os na kojoj
se vektori Sire za faktor A. Promatrajmo nadalje kvadrat |x|,|y| < €, za neki € > 0. Neka
je y(x) = (x, h(x)) glatka krivulja u ravnini koja sadrzi 0 i Cija tangenta uvijek ima nagib
izmedu i% odnosno |h’(x)| < % Primjenimo F' na krivulju y. Dobivamo novu krivulju koja

je bliZze x-osi i koja ima nagib blize 0. Kada tu krivulju restrigiramo na kvadrat |x|, |y| < € i
iteriramo F dobivamo krivulje koje teze u segment dan sa |x| < e.

Dokaz. Pokazati ¢emo da je ponaSanje nelinearnog preslikavanja u okolini hiperbolicke
fiksne toCke sli¢no ponaSanju hiperboliCog linearnog preslikavanja oko 0. Da bismo po-
jednostavili dokaz, prvo ¢emo F konjugirati sa 7', pri ¢emu je 7(x) = x + p translacija
pa moZemo pretpostaviti da ¢e fiksna tocka biti u 0, a ne u p. Takoder, prema teoremu o
matri¢noj reprezentaciji za F', moZzemo zapisati DF(0) u standardnoj formi kao

)
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Isto tako moZemo pretpostavitidajed > 2,a0 < u < % Sto se moze postiéi djelovanjem

preslikavanja F". Za tocku g = (x9,y9) € R? oznacimo sa (x;,y;) = F(xo, o), sli¢no
sa (x_1,y-1) = F~'(x0,y0). Oznacimo tangentu u tocki ¢ sa (0, 1m0), 152 (§1,M1) () sliku

derivacije od DF(q),
ool )
Tlo q Ui F(g)

oF
& = —l(q)fo —(q)no

F
& = 2(cz)fo —(q)no

odnosno preka koordinata

Takoder ¢emo definirati konuse

1

Sl }
‘ 1

5@ = { @10, |16 < 31wl .

$"(g) = {(fo,no)q e

Primijetimo da DF(0) ¢uva konus S*(0) u smislu da za v € $*(0) vrijedi DF(0)v € S*(0).
Zav = (50) vrijedi |£1] = A&yl > 2|&|. Slicno (DF (0))"" ¢uva konus S*(0) i vrijedi
0

-1l = u~ ol > 2Inol. Kako je F € C! slijedi da za DF(x) postoji okolina oko 0 na kojoj
DF(x) ¢uva konuse. Preciznije postoji € > 0 takav da ako je |x|, |y| < € vrijedi:

1. DF(x,y) ¢uva konus S“(x,y) i (DF(x,y))"' ¢uva konus S°(x,y), odnosno za v €
S*(0) vrijedi DF(0)v € §%(0), slicno za v € $°(0) vrijedi DF(0)v € S°(0)

2. Ako je (&y,10) € S*(x,y), tada je |&1] > 2|&|
3. Ako je (£,10) € S°(x,y), tada je ;| > 2|nol

Nekaje B =1 (x,y) € R?| |x|,|y| < € }.
Kazemo da je y(x) = (x, h(x)) je horizontalna krivulja u B ako vrijedi:

1. h je dobro definirano i neprekidno za |x| < €
2. h(0)=0

3. za svaki xy, x, sa svojstvom |x;| < € vrijedi |h(x;) — h(x,)| < %le — x,|. Krivulja vy je
graf od h(x).

Zamjenom uloge x i y dobivamo vertikalnu krivulju u B. m|
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y y
> X > X
(a) Horizontalni konus (b) Vertikalni konus

Lema 5.14. Ako je y(x) = (x, h(x)) horizontalna krivulja onda je slika F(y(x)) horizon-
talna krivulja u B.

Dokaz. Neka je (x1,y1) = F(€, h(e)). Tada je x; > 2e. To slijedi iz Cinjenice da je |£;]| =
Aol > 2|&p|. Slicno, neka je (x1,y,) = F(—€, h(—€)) tada je x; < —2€ iz istog razloga. OCito
je F(0) = 0 passlika krivulje prolazi kroz ishodiSte u B. Sada pretpostavimo po kontradikciji
da se (xo,y0) 1 (x1,y1) nalaze u slici od F(x, h(x)) za neki x i da je [y; — yo| > %lxl — Xol.
Izaberemo takve a4, a, tako da F(ay, h(ay)) = (x9,y0) 1 F(az, h(az)) = (x1,y1). Neka je [
segment koji prolazi kroz toc¢ke (ay, h(ay)) 1 (@, h(a;)). Tada se tangenta g od [ nalazi u
konusu S* za svaku tocku segmenta /. Sada F preslikava / u glatku krivulju koja povezuje
toCke (xo,yo) 1 (x1,y1). Prema teoremu srednje vrijednosti postoji neka toCka takva da je
nagib tangente u toj tocki veci od % to slijedi iz Cinjenice da je [y; — yo| > %lxl — Xo| Sto
je u kontradikciji s ¢injnicom da DF Cuva konus S*. Dakle, slika F(y(x)) je horizontalna
krivulja i nalazi se u B. O

Y(§) = (x, h(x))

Slika 5.5: Horizontalna i vertikalna krivulja
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Prema lemi djelovanjem preslikavanja F na horizontalnu krivulju y u B dobivamo
novu horizontalnu krivulju u B koju oznacimo sa ®y. ® nazivamo graf transformacije jer
preslikava graf od A(x) u graf nekog drugog preslikavanja. Neka je H skup svih horizo-
natlnih krivulja u B. Mozemo sada ® : H — H promatrati kao preslikavanje i promatrati
fiksne toCke za ®. Fiksna tocka za @ je krivulja Cije je slika od F ta ista krivulja. Takva
fiksna tocka je naS$ kandidat za nestabilni skup W*.

Neka su y(x) = (x, h1(x)) 1 y2(x) = (x, ho(x)) horizontalne krivulje u B. Definiramo uda-
ljenost krivulja kao

d(yry2) = ‘s1|1<p |h1(x) — ha(x)|.
Lema 5.15. Ako su vy, iy, dvije horizontalne krivulje u B. Tada je d(®y,, ®y,) < vd(yi1,7Y2)
zaneki0 <v< 1.

Dokaz. Dokaz je jednostavnije argunemtirati geometrijski. Pretpostavimo suprotno da je
d(Dy (x), Dyy(x)) > d(hy(z), hi(z)) za neke x,z € R sa svojstvom |z| < €.
Ozna&imo sa [ vertikalnu liniju koji spaja @y, (x) i ®y,(x). Promatramo krivulju F~'(I) koja
spaja tocke y1(z1) = (z1,(z1)) i v2(z2) = (22, h(z2)). Pokazali smo da DF~! uva konus S
u svakoj to¢ki od [ pa iz toga zakljuujemo da se i tangentni vektor na F~'(l) nalazi u S*.
Dakle, F~!(I) se nalazi u konusu ¢ije je tjeme u (z;, 2(z1)) i ¢ije granice imaju nagib barem
+2.
Drugacije zapisano

| ha(22) — hi(z1) | >

|2 -zl

Buduéi da DF~! §iri vertikalnu komponentu tangentnog vektora za faktor barem 2 dobi-
vamo

2.

1
§| hy(z2) = hi(z1) | 2 | @y2(x) — Dy (X) .
Dok smo mi pretpostavili da je
| ho(z1) = hi(z1) | £ | Dya(x) = Dyi(x) .

Racunom slijedi
h2(22) = ha(21)] 2 |ha(z2) — I (z0)l = |ha(z1) — hi(z0)]
2 |ha(z2) — hi(z1)] — | @y2(x) — Dy1(0) |
> %Vlz(Zz) — hi(z1)
> |z — z1]-

Primijenom teorema srednje vrijednosti postoji to¢ka z € R takva da je h)(z) > 1. Stojeu
kontradikciji s ¢injenicom da je y, horizontalna krivulja. Dakle, d(®y;, ®y,) < vd(y1,7y2)
zaneki0 <v < 1. m|
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Pomocu leme znamo da je ® kontrakcija na H po definiciji kontrakcije. Kako je
H zatvoren podskup svih neprekidnih krivulja na intervalu |x| < € tehnicki je dosta sloZeno
za pokazati da je H kompaktan metricki prostor. Uz tu pretpostavku koriStenjem teorema
[2.1] vrijedi da @ ima jedinstvenu fiksnu tocku u H.

Oznacimo sa 7y, krivulju koja je fiksna za preslikavanje ®. Ova krivulja prolazi kroz
ishodiste 1 ako je (xg,yo) tocka na krivulji gdje je xo # O vrijedi da je |x;| > |xo|. Tocke
na vy, se preslikavaju ili izvan B ili se udaljuju od 0 za iteracije od F iz Cega slijedi da je
Yu © WH(0).

Lema 5.16. Neka je tocka (xy, yo) € B takva da (xo, yo) ne leZi na vy,. Tada postoji pozitivan
broj n takav da F™"(xo, yo) ne leZi u B.

Dokaz. Neka je [ vertikalna linija koja spaja (xo, yo) sa jedinstvenom to¢kom na 7y,. Poka-
zali smo DF~! ¢uva konus S* u svakoj to¢ki od / pa iz toga zakljuujemo da se i tangentni
vektor na F~'(I) nalazi u §*. Dakle, F~!() se nalazi u konusu, &ije granice imaju nagib
barem +2. Iz Cega slijedi da se vertikalna udaljenost od F~!(I) poveéava za barem 2. Pona-
valjanjem ovog postupka nalazimo najmanji takav n za koji vrijedi tvrdnja. O

Primjenom leme[5.16/mozemo zakljuéiti da je y, lokalni nestabilni skup za F. Preostaje
pokazati da je y, neprekidna krivulja u B. Zapravo ako je F klase C* tada je i y, klase C*.
Skicirati éemo dokaz kada je vy, klase C'.

Definicija 5.17. Neka je vy horizontalna krivulja u B i neka je M : R — R neprekidno
preslikavanje takvo da je |M(x)| < % za svaki |x| < €. Par preslikavanja {(x) = (y(x), M(x))
nazivamo horizontalno polje pravaca.

Geometrijski { je zapravo horizontalna krivulja gdje svakom tockom na krivulji prolazi
pravac nagiba manjeg ili jednakog %, te svaki pravac ima vektor smijera sadrzan u S*.
Neka je sada H; skup svih horizontalnih polja pravaca u B. Definiramo sli¢no kao ranije
udaljenost izmedu dva horizontalna polja pravaca {; = (y1, M) 1{ = (y2, M) sa

d(&1, ) = sup(ly1(x) — y2(x)|, IM1(x) — Ma(x))).

|x|<e

Takoder oznac¢imo i novi graf transformacije ®,({) = (®,, M) pri Eemu je ®, prije defini-
rani graf transformacije horizontalne krivulje y i M je nagib transformacije polja pravaca
za DF. Preciznije ako je y(x) = (x,h(x)) i v vektor sa nagibom M(x) tada je M nagib
vektora DF (y(x))v. Sli¢no kao ranije moZemo primijetiti da ®@; preslikava H; ponovno u
H,. Sli¢no kao u lemi [5.15|mozZe se pokazati da je

d(@(1), ©(£2)) < d(L1, &)



Iz Cega slijedi da je @, kontrakcija u smjeru vy, te kao ranije uz pretpostavku da je H
metricki prostor primjenom teorema 2. 1| slijedi da postoji jedinstvena fiksna tocka za @, u
H,. Fiksna toc¢ka je zapravo horizontalna krivulja y, iz prethodnog razmatranja te kolekcija
pravca u svakoj tocki te krivulje. JoS treba pokazati da je ta kolekcija pravaca zapravo
tangenta na krivulju y. Za svojstvena vrijednost pridruZzenu stabilnom skupu vrijedi 0 <
u < %, a za nestabilnu A > 2 ako to nije slucaj pokazali smo da tada postoji n tako da za

F~" postoji invarijantni nestabilni skup dan sa vy, no tada on nije jedinstveno odreden.



Sazetak

U diplomskom radu definirali smo osnovne pojmove i koncepte dinamickih sustava u rav-
nini. Dinamika linearna preslikavanja u dvije i tri dimenzije ovisi o pripadnim svojstvenim
vrijednostima njihove matri¢ne reprezentacije, kao 1 invarijantni potprostori. Zatim smo
definirali potkovasto preslikavanje 1 pripadnu simbolicku dinamiku. Pokazali smo da je
potkovasto preslikavanje restringirano na svoj invarijantni skup topoloski konjugirano po-
maku na pripadnom prostoru itinerera te istraZili neka zanimljiva svojstva. S ravnine smo
presli na torus kako bi pokazali da su preslikavanja na torusu kaoti¢na, iako im se dinamika
moze u potpunosti jednostavno opisati. Zatim smo promatrali treci tip viSedimenzionalnog
dinamickog fenomena, a to su atraktori. Promatrali smo dva tipa atraktora, solenoid i
Plykinov atraktor te preslikavanja na njima za koja smo pokazali da su kaoti¢na. Vazno
svojstvo svih prethodnih preslikavanja je hiperboli¢nost te stabilni i nestabilni skupovi koji
su posljedica tog svojstva. Najvazniji rezultat ovog rada je Teorem koji nam govori o
uvjetima postojanja stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti, odnosno skupova.



Summary

In this master thesis we defined the basic definition and concepts of the dynamics systems
in the plane. The dynamic of linear mapping in two and three dimensions depends on
eigenvalues of their corresponding matrix representation, as well as the invariant subspa-
ces. Then we defined Smale’s horseshoe map and the associated symbolic dynamics. We
showed that Smale’s horseshoe map is reduced to its invariant subset and topologically
conjugated to the shift map of the relevant itinerary space and we also explored some in-
teresting properties. From the plane we moved to the torus to show that the map on the
torus is chaotic, although their dynamics can be easily described. Then we looked at the
third type of multidimensional dynamical phenomenon, which are the attractors. We ob-
served two types of attractors, a solenoid and Plykin’s attractor, as well as mappings on
them which we have shown that to be chaotic. An important feature of all previous map-
pings is hyperbolicity and stable and unstable subspaces resulting from this feature. The
most important result of this work is the Teorem that tells us about the conditions of
existence of stable and unstable manifolds.
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