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SADRZAJ
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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavaju se elementarni aspekti teorije skupova. Rad je podi-
jeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju Relacije i funkcije opisuju se osnovna svojstva
skupa koja su potrebna za daljnu analizu u radu. Proucavaju se relacije izmedu skupova te
uredene trojke dva skupa i funkcijske relacije odnosno funkcije.

U drugom poglavlju uvodi se pojam Peanova trojka 1 opisuje princip definicije indukcijom.
Nakon toga, definira se izomorfizam Peanovih trojki i pokazuje postojanje jedinstvenog
izomorfizma izmedu dvije Peanove trojke.

U tre¢em poglavlju Beskonac¢nost definiraju se i karakteriziraju beskonacni skupovi. Po-

kazuje se egzistencija Peanove trojke i na kraju egzistencija beskona¢nog skupa.






Poglavlje 1

Relacije 1 funkcije

1.1 Osnovna svojstva skupova

Osnovni pojmovi koje prou¢avamo su pojam skupa te pojam “biti element” skupa. Cinjenicu
da je x element skupa S oznaCavamo sa x € S. Smatramo da je skup potpuno odreden svo-
jim elementima. Precizni smisao ovoga sadrZzan je u sljedecem: ako su S i 7" skupovi takvi
da za svaki x vrijedi

xeS oxeT, (1.1)

onda je S = T. Uo¢imo da (1.1 znaci sljedece:
(xeSixeTili(x¢Sixe¢T).

Pri tome x ¢ S oznacava da x nije element skupa S.

Za skup koji nema nijedan element kazemo da je prazan skup. Drugim rijeCima skup S je
prazan, ako za svaki x vrijedi x ¢ S. Uoc¢imo da takav skup mora biti jedinstven, tj. ako su
S 1T prazni skupovi, ondaje S =T.

Smatramo da postoji prazan skup i za njega kostimo oznaku 0.

Nadalje, smatramo da vrijedi sljedece: ako su x i1 y neki objekti, onda postoji skup kojem

3



4 POGLAVLIJE 1. RELACIJE I FUNKCIJE

su oni jedini elementi, tj. postoji skup S takav da za svaki z vrijedi
zeS oz=xiliz=y.

Uocimo da je skup S s tim svojstvom jedinstven. Za njega koristimo oznaku {x, y}. Oc¢ito
je da za bilo koje x iy vrijedi
{x,yh = {y, x}.

Za bilo koji x postoji skup S koji sadrzi samo x, tj. takav da za svaki z vrijedi
zeS ©z=n=x. (1.2)

Naime, skup {x, x} ima traZeno svojstvo. Skup S sa svojstvom (I.2) je ocito jedinstven. Za
njega koristimo oznaku {x}.

Ako su x iy neki objekti, onda éemo skup

i, L v

oznacavati sa (x,y). Za (x,y) kaZzemo da je uredeni par kojemu je na prvom mjestu x, a na

drugom y.
Lema 1.1.1. Pretpostavimo da su u, v i w takvi da je {u,v} = {u,w}. Tada je v =w

Dokaz. Imamo v € {u, w} pa je

v=uiliv=w.
S druge strane iz w € {u, v} slijedi
w=uiliw=v.
Dakle
v=uiiv=w)i(w=uiliw=v)

pa direktno slijedi w = v.
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Propozicija 1.1.2. Za sve x,y,a, b vrijedi
(x,y)=(a,b) o x=aiy=0b.

Dokaz. Jasno jedax =aiy=bpovlaci (x,y) = (a,b).

Obratno, pretpostavimo da je (x,y) = (a, b). Dakle

{x}, {x, vl = Hal, {a, bY). (1.3)
Slijedi {x} € {{a}, {a, b}} pa je

{x} = {a} ili {x} = {a, b}.
U oba slu¢aja imamo a € {x} pa je a = x. Sada prema vrijedi

e (v = s {x, D))

Iz prethodne leme slijedi {x, y} = {x, b}, pa ponovna primjena leme daje y = b. Prema tome
x=aiy=b.

O

Ako je dan skup §, onda postoji skup svih x € § s nekim unaprijed zadanim svojstvom
P 1 taj skup oznacavamo

{x € § : x ima svojstvo P}.

Opcenito, ne mora postojati skup svih x s nekim zadanim svojstvom (ako se ne ograni¢imo

na one x koji su u nekom unaprijed zadanom skupu §).

Primjer 1.1.3. Pretpostavimo da postoji skup S koji se sastoji od svih skupova X takvih da
X ¢ X. Dakle S = {X skup : X ¢ X}.

Pretpostavimo da je S € §. Tada iz definicije skupa S slijedi da S ¢ §, kontradikcija.

Prema tome S ¢ S, pa iz definicije skupa S slijedi S € §, kontradikcija.
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Primjer 1.1.4. Ne postoji skup svih skupova
Naime pretpostavimo da postoji takav skup i oznacit ¢emo ga s S. Tada postoji skup
(XeS:X¢S},
tj. skup
{X skup : X ¢ X}.

No u prethodnom primjeru smo vidjeli da takav skup ne postoji.
Pretpostavimo da su A i B skupovi. Smatramo da postoji skup svih x takvih da je x € A ili
x € B. Uocimo da je taj skup jedinstven. OznaCavamo ga s A U B i nazivamo unija skupova

A1 B. Dakle
AUB={x:x€Ailixe€ B}.

Ako su A 1 B skupovi, definiramo
ANB={xeA:xeB}.
Uocimo da je
ANB={xeB:xeA}

te

ANB={x:x€AixeB}.

Neka su S i T skupovi. KaZzemo da je S podskup od 7T i piSemo S C T, ako za svaki
x € § vrijedi x € T. Uo¢imo da za svaki skup S vrijediS CSi0CS.

Za skupove A 1 B definiramo skup
A\B={x€A:x+# B}

Za A\ B kazemo da je razlika skupova A 1 B.
Neka su S i T skupovi. Tada iz (I.1)) dobivamo sljedecu ekvivalenciju:

S=ToeScTiTCcCS.
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Neka je S skup. Smatramo da tada postoji skup svih T takvih daje T C S, tj. skup
{T:TCS).

Taj skup oznaCavamo sa $(S) 1 nazivamo partitivni skup od S. Dakle $(S) je skup svih

podskupova od §.

Propozicija 1.1.5. Neka su S i T skupovi. Tada postoji skup svih uredenih parova (x,y)
takvihdajexe SiyeT.

Dokaz. Nekasux € S iy e T. Tada je (x,y) = {{x},{x,y}}. OCito je {x} € S UT, paje

{x} € P(S UT). Isto tako imamo {x, y} € P(S U T). Prema tome
{xh{xy cPES UT).
Dakle (x,y) € (S U T). Prema tome
(x,y) € PPS UT)).
Definirajmo
O={zePPES UT)):AxeT,Ax € T takav daje z = (x,y)}

(znamo da takav skup postoji). Akojez € ®,ondajez = (x,y)zanekex e SiyeT.
Obratno, ako su x € § 1y € T, onda razmatranje provedeno na pocetku ovog dokaza
pokazuje da je (x,y) € ®. Prema tome O je skup svih (x,y) takvihdaje x € S iy € T. Time
je tvrdnja propozicije dokazana.

O

Ako su S i T skupovi onda skup svih (x,y) takvih daje x € S iy € T (¢iju smo
egzistenciju dokazali u prethodnoj propoziciji) oznatavamo sa S X T i nazivamo Kartezijev

produkt skupova § 1 7. Dakle

SXT ={(x,y):xeS,yeT}.
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Napomena 1.1.6. Neka su S i T skupovi. Ako je x € S iy € T, onda je ocito
(x,y)e S xT.

Obratno, ako su x iy takvi da je (x,y) € S X T, onda je
xeSiyeT.

Naime iz (x,y) € S X T slijedi da postoje
aceSibeT

takvi da je
(x,y) = (a,b).

Slijedix =aiy=bpajexecSiyeT.

1.2 Relacije

Definicija 1.2.1. Neka su S i T skupovi. Tada za svaki podskup od S X T kaZemo da je

relacija izmedu S i T.

Definicija 1.2.2. Neka su S i T skupovi te neka je p relacija izmedu S i T. Pretpostavimo
da za svaki x € S postoji jedinstveniy € T takav da je (x,y) € p. Tada za p kaZemo da je

Sfunkcijska relacija izmedu S i T.
Primjer 1.2.3. Neka je T bilo koji skup. Tada je
OxT=0.

Stoga je 0 jedina relacija izmedu 0 i T. Uocimo da je O funkcijska relacija izmedu Qi T.
Neka je S skup. Tada je
Sx0=0.



1.2. RELACIJE 9

Dakle 0 je jedina relacija izmedu S i 0. Ako je S # 0, onda () nije funkcijska relacija izmedu
Sio.

Primjer 1.2.4. Neka su S i T skupovi te neka je yo € T. Neka je

p=1{z€S XT:3AxeS takav da je z = (x,y)}.

Tada je p funkcijska relacija izmedu S i T.

Ocito je p € S x T, dakle p je relacija izmedu S 1 7. Neka je x € S. Iz definicije od p
je jasno da je (x,yg) € p. Pretpostavimo da je y € T takav da je (x,y) € p. 1z definicije od

p slijedi da postoji X’ € § takav da je

(x’ )’) = (.X,, yO)

Iz ovoga slijedi da je y = y,. Prema tome postoji jedinstveni y € T takav da je (x,y) € p.
Prema tome p je funkcijska relacija izmedu S i 7.

Za x,y 1z definiramo

(x,y,2) = ((x, ), 2).

Iz ove definicije je jasno da za sve x,y iz, te a, b i c vrijedi

(x,y,2) =(a,b,c) ® x=aiy=biz=c.

Napomena 1.2.5. Neka su S,T,S’, T’ skupovi takvida je S C S’ i T C T'. Tada je ocito

SXTCS' xT'.

Stoga vrijedi:

ako je p relacija izmedu S i T, onda je p relacija izmedu S’ i T'.
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Pretpostavimo sada dodatno da je p funkcijska relacija izmedu S 1 7. Tada je p funk-

cijska relacija izmedu S i 7’. Naime, neka je x € S. Tada postoji y € T takav da je

(x,y) € p.

Ocito je y € T'. Pretpostavimo da su yy,y, € T’ takvi da je

(x,y1) € pi(x,y2) € p.

Zbog p € S X T vrijedi

(x,y) €S XTi(x,y2) €S8 XT,

pa slijedi y;,y, € T. Buduci da je p funkcijska relacija izmedu S 1 T, vrijedi y; = y».
Zakljucak p je funkcijska relacija izmedu S 1 7".

Propozicija 1.2.6. Neka su S,T,S’, T’ skupovi. Pretpostavimo da je p funkcijska relacija

izmedu S i T, te da je p u isto vrijeme funkcijska relacija izmedu S’ i T'. Tada je S = S’.

Dokaz. Neka je x € S. Bududi da je p funkcijska relacija izmedu S 1 T postojiy € T takav

da je (x,y) € p. Prema pretpostavci propozicije vrijedi

pCS' xXT,

paje
(x,y)eS’' xT’

iz Cega slijedi x € §’. Dakle ako je x € S, onda je x € S’. Prema tome S C S’. Analogno

zakljuCujemo daje S’ € S. Stogaje S =S’. O
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1.3 Funkcije

Neka su S i T skupovi te neka je p funkcijska relacija izmedu S i 7. Za uredenu trojku

(S,T,p) kazemo da je funkcijasa S u T, piSemo

f:8—>T.

Pretpostavimo da je f funkcijasa S u 7. Tadaje f = (S, T, p), gdje je p funkcijska relacija
izmedu S i 7. Pretpostavimo dasu x € S iy € T takvi da je (x,y) € p. Tada y oznacavamo
sa f(x).

Ako je f funkcijasa S u T, onda za S kaZemo da je domena funkcije f, a za T kaZemo da
je kodomena funkcije f.

Neka su S 1 T skupovi, te neka je p relacija izmedu S 1 7. Kazemo da je p injektivna

relacija ako za sve xi, x», ¥, ¥ takve da je
(x1,31), (X2,2) € pix1 # X2
vrijedi
yi# y2.
Definicija 1.3.1. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T. Tada je f = (S, T, p), gdje

Jje p funkcijska relacija izmedu S i T. KaZemo da je funkcija f injektivna ako je relacija p

injektivna.

Propozicija 1.3.2. Neka su S,T,S’,T" skupovi te neka su f : S - Tig: S — T
funkcije. Tada je
f=geS=8S,T=Tif(x)=gx)VxeS.
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Dokaz. Imamo
f=6.T,pig=(E"T, ¥,

gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 T i ¢ funkcijska relacija izmedu S’ i 7. Pretpos-
tavimo da je f = g. Tada je
S=8".T=Tip=y.

Neka je x € §. Tada je (x, f(x)) € p. Slijedi

(x, f(x) € Y.

Nadalje, zbog x € S’ vrijedi (x, g(x)) € y. Iz Cinjenice da je ¢ polufunkcijska relacija
slijedi
f(x) = g(x).

Dakle

f(x) = g(x)zasvaki x € S.
Pretpostavimo da je

S=8".T=T"if(x)=g(x)zasvaki x € S.

Dokazimo da je
p=1y.

Nekajea € p. Znamodajep €S X T pajea € S X T, Sto povlaci

a=(x,y)zanekixe SinekiyeT.

Znamo da je (x, f(x)) € p. Iz Cinjenice da je p polufunkcijska relacija slijedi y = f(x).

Prema tome

a = (x, f(x)).
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Znamo da je f(x) = g(x) pa slijedi

a = (x, g(x)).

S druge strane x € §’, slijedi
(x,8(x)) € ¥

Prema tome a € . Time smo dokazali da je p C . Analogno dobivamo da je ¢ C p pa
zakljuCujemo da je p = .

Dakle (S,T,p) = (S".T",¥),tj. f = g. m|
Neka su S i T skupovi te neka je
f:8S->T

funkcija. Imamo f = (5,7, p), gdje je p funkcijska relacija izmedu S i T. Pretpostavimo

da je f injekcija. Neka su
X1, X € § takvi da je x; # x,.

Imamo
(x1, f(x1) € pi (X2, f(X2)) € p
pa iz Cinjenice da je relacija p injektivna slijedi da je

fx) # f(x).

Dakle ako je f injekcija onda za sve x, x, € S takve da je x; # x, vrijedi f(x1) # f(x2).

Obratno, pretpostavimo da za sve x, x, € S takve da je x; # x, vrijedi

S(x) # f(x2).

Tvrdimo da je f injekcija. Pretpostavimo da su xi, x», y;, y» takvi da je

(x1,¥1), (x2,¥2) € p1 X1 # Xp.
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Buduc¢idaje p €S X T imamo
X, X €Siy,»meT.

Iz (x1,y1) € p slijedi y; = f(x;) te analogno y, = f(x;). Prema pretpostavci vrijedi
f(x1) # f(x2), tj. y1 # y». Prema tome relacija p je injektivna, pa slijedi da je f injekcija.
KaZemo da je p relacija ako postoje skupovi S i T takvi da je p relacijaizmedu S i 7.

Neka je p relacija. Tada postoji skup
{y : dx takav da je (x,y) € p}.
Naime, ako su S i T takvi da je p relacija izmedu S i1 T, navedeni skup je upravo skup
Q={yeT:dxeS takav daje (x,y) € p},
za kojeg znamo da postoji. Dakle tvrdimo da za svaki y vrijedi ekvivalencija
y € Q & dx takav da je (x,y) € p. (1.4)

Implikacija = ocito vrijedi.

Obratno, ako je y’ takav da postoji x sa svojstvom (x,y) € p, onda zbog p € S X T imamo
(x,y)eS xTpajexecSiyeTtejeyecQ.

Dakle vrijedi (I.4), prema tome postoji skup

{y : dx takav da je (x,y) € p}.

Za taj skup kaZzemo da je slika relacije p i oznacavamo ga sa Im p.

Iz dokazanog zakljucujemo sljedece: ako je p relacija izmedu S i 7, ondaje Imp C T.

Napomena 1.3.3. Neka je p relacija izmedu S i T. Tada je p relacija izmedu S i Im p.
Naime, neka je z € p. Tada jez € S X T pajez = (x,y)zaneke xS iyeT. Iz (x,y) €p
slijedi y € Im p. Prema tome

(x,y) € § xImp,
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tj. z € S X Imp, ¢ime smo dokazali da je

p €S xXImp.

Definicija 1.3.4. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T funkcija. Tada postoji
funkcijska relacija p izmedu S i T takva da je f = (S, T,p). Za Imp kaZemo da je slika

funkcije f. Sliku funkcije f oznacavamo sa Im f.

Uoc¢imo da je

Imf={yeT:dxe S takavdajey = f(x)}.

Naime, ako je y € Im f onda je y € Imp pa slijedi da je y € T te da postoji x € S takav da

je (x,y) € p. Slijedi y = f(x).
Obratno, ako je y € T takav da postoji x € § sa svojstvom y = f(x), onda je (x,y) € p paje

yelmp,tj. yeImf.
Definicija 1.3.5. Za funkciju f : S — T kaZemo da je surjekcija ako je Im f = T.

Uocimo da vrijedi sljedece

f surjekcija & Vy e Tdx € § takavdajey = f(x).
Neka je p relacija. Tada postoji skup
{x : dy takav da je (x,y) € p}.
Naime, ako je p relacijaizmedu S i1 T to je upravo skup
{x €S :dyeTtakav daje (x,y) € p}.

Za skup
{x : Jy takav da je (x,y) € p}
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kaZemo da je domena relacije p i oznacavamo ga sa Dom p.
Uocimo sljedece: ako je p funkcijska relacija izmedu S i 7 onda je Domp = §.
Ako je p relacija izmedu S i T, onda je ocito p relacija izmedu Domp i T. Posebno p je

relacija izmedu Domp i Im p.

Neka je p relacija. Tada postoji skup

{3, ) (x, )}
Naime, ako je p relacija izmedu S 1 T, onda definiramo
p ={zeT xS :dxeSidyeTtakavdajez = (y,x)i(x,y) € p}.

Ocito, ako je z € p’, onda je z = (y, x), gdje su x i y takvi da je (x, y) € p. Obratno, ako su x

iytakvidaje (x,y)ep,ondajexe SiyeT,paje(y,x) € p’. Prematome postoji skup

{3, x) : (x, )}

Taj skup oznacavamo sa p~' i nazivamo inverzna relacija od p.
Uo&imo da smo dokazali sljedeée: ako je p relacija izmedu S i T, onda je p~' relacija
izmeduT1S.

Za svaku relaciju p ocito vrijedi
™" =p.

Neka je p relacija. Tada je

Imp = {y: Jy takav da je (x,y) € p}

Domp~! = {y : Ax takav daje (y,x) € p~'}

paje
Imp = Domp™". (1.5)
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Kadau umjesto p stavimo p~! dobivamo
Imp~' = Domp.
Primjer 1.3.6. Neka je S ={a,b,c}, T ={1,2,3} te
p =1(a,1),(a,2),(a,3)}
Tada je p (na trivijalan nacin) injektivna relacija. No p~' nije injektivna relacija jer je
p”' ={(1,a).(2,0),3,a)).

Neka je p relacija. Kazemo da je p polufunkcijska relacija ako za sve x, yy, y, takve da

je (x,y1), (x,y2) € p vrijedi y; = y».

Propozicija 1.3.7. Neka je p relacija izmedu S i T. Tada je p polufunkcijska relacija ako

i samo ako je p funkcijska relacija izmedu Domp i T.

Dokaz. Tvrdnja oc€ito vrijedi.

O

Propozicija 1.3.8. Neka je p relacija. Tada je p polufunkcijska relacija ako i samo ako je

p~!injektivna.
Dokaz. Pretpostavimo da je p polufunkcijska relacija. Neka su x;, x5, y1, y, takvi da je
(X131, (2, 2) € 7' i Xy # X3

Tvrdimo da je y; # y,. Vrijedi
1, x1), (2, X2) € p

pa iz Cinjenice da je p polufunkcijska relacija, te da je x; # x; slijedi

Y1 # Y.
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Time smo dokazali da je p~! injektivna relacija.
Obratno, pretpostavimo da je p~! injektivna relacija. Dokazimo da je p polufunkcijska.

Pretpostavimo da su xy, x5, y1, y, takvi da je

1, x1), 02, X2) € piy1 = o
Zelimo dokazati da je x; = x,. Imamo
(X1, 1), (x2,72) € p7!
pa iz Cinjenice y, = y, i ¢injenice da je p~' injektivna slijedi
X = X;.

Zakljucak p je polufunkcijska relacija.

O

Korolar 1.3.9. Neka je p relacija. Tada je p injektivna ako i samo ako je p~' polufunkcij-

ska.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije i ¢injenice da je (o)™ = p.

Definicija 1.3.10. Za funkciju f kaZemo da je bijekcija ako je f injekcija i surjekcija.
Pretpostavimo da je f : S — T bijekcija. Imamo

f=.T,p),

pri ¢emo je p funkcijska relacija izmedu S i T. O¢ito je p~! relacijaizmedu T i S, a prema
prethodnoj propoziciji vrijedi da je p~! polufunkcijska relacija (jer je f injektivna). Prema
propoziciji o~ ! je funkcijska relacija izmedu Domp~' i §. Koristeci 1 ¢injenicu
da je f surjekcija dobivamo

Domp™!' =Imp =T.
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Prema tome p~! je funkcijska relacija izmedu 7 i S. Stoga je (T,S,p™!) funkcija. Tu
funkciju oznacavamo sa ! i nazivamo inverzna funkcija od f. Uo&imo da je p~! injektivna
relacija (jer je p polufunkcijska) te da je Imp~! = Domp = S. Prema tome f~' je injekcija

1 surjekcija, dakle bijekcija. UoCimo da je

=

1.4 Kompozicija relacija
Definicija 1.4.1. Neka su p i ¥ relacije. Tada postoji skup
{(x,2) : Ay takav da je (x,y) € pi(y,z) € ¥} (1.6)

Naime, ako je p relacija izmedu S i T i Y relacija izmedu A i B onda je skup s navedenim

svojstvom upravo skup
{ueS xB:3x,y,ztakvida je u = (x,z2),(x,y) € pi(y,z) € ¥}
Skup oznacavamo sa p * ¥ 1 zovemo kompozicija relacija p 1 ¢.

Propozicija 1.4.2. Neka su p,y i w relacije. Tada je

(p*¥)xw=p* ) *w).

Dokaz. Neka je u € (p * ) * w. Tada postoje x, y, z takvi da je
u=(x2,xy) €pxyi(y,2) € w.
Nadalje postoji 7’ takav da je (x,7") € p1(Z,y) € Y. Iz

@y eyi@y,)ew
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slijedi (7', 2) € ¥ * w. Ovo, zajedno sa (x,7’) € p, povlaci

(x,2) € p* (Y * w),
tj. u € p * (Y * w). Time smo dokazali da je

(P*Y)xw S px W *w).

Analogno dobivamo
pxWxw)C(p*y)*w.

Time smo dokazali tvrdnju propozicije.

Propozicija 1.4.3. Neka su p iy relacije. Tada je

(o) =y wp

Dokaz. Neka je u € (p * ¢)~'. Tada je u = (z, x), pri ¢emu su z i x takvi da je
(x,2) € p .
Slijedi da postoji y takav da je
(x,y) €pi(y,2) €Y.
Stoga je (y,x) € p~li(z,y) € ¥~ ! paslijedi
(zx) ey xp,

tj. u € Yy~ ! % p~'. Prema tome

) Sy lap
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Obratno, neka je u € ¢! % p~!. Tada postoje x, y, z takvi da je
u=(x2,0xy ey iz ep,
Slijedi (y, x) € ¥ i(z,y) € p paje (z, x) € p * . Stoga je
(x,2) € (0 * )™

tj. u € (p * ¢¥)~!. Dakle
yepT Cloxy)

Propozicija 1.4.4. Neka su p i  injektivne relacije. Tada je p * ¥ injektivna relacija.
Dokaz. Neka su xy, x5, y1,y, takvi da je
(x1,31), (X2, y2) € p* Y ixy # x5
Tada postoje z; 1 z, takvi da je
(x1,21) € pi(z1, 1) €Y te (x2,22) € pilza,y2) €Y.

Budud¢i da je p injektivna relacija i x; # x; vrijedi z; # zp. Sada iz Cinjenice da je ¥
injektivna slijedi da je y; # y,. Time je tvrdnja propozicije dokazana.

O

Korolar 1.4.5. Neka su p i y polufunkcijske relacije. Tada je p + ¥ polufunkcijska relacija.

Dokaz. Prema propoziciji dovoljno je dokazati da je (p * ¢)~! injektivna. Prema
propoziciji vrijedi
) =y xp7,

pa injektivnost relacije (o * ¢) ! slijedi iz propozicije i propozicije[1.3.8]
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Propozicija 1.4.6. Neka je p funkcijska relacija izmedu S i T te neka je W funkcijska
relacija izmedu T i V. Tada je p = funkcijska relacija izmedu S i V.

Dokaz. 1z korolara|l.4.5slijedi da je p * ¢ polufunkcijska relacija. Nadalje, p * ¢ je oCito

relacija izmedu S i V. Prema tome za svaki x € § postoji najvise jedan z € V takav da je

(x,2) € p= .

Preostaje dokazati da za svaki x € S postoji z € V takav da je

(x,2) € p= .

Neka je x € S. Tada postoji y € T takav da je (x,y) € p. Nadalje, postoji z € V takav da je
(v,2) € . Slijedi (x,z) € p * .

O

Definicija 1.4.7. Neka su S,T i V skupovi te neka su f : S — T ig: T — V funkcije.
Imamo f = (S, T,p)ig = (T, V,¥), gdje je p funkcijska relacija izmedu S i T te  funkcijska

relacija izmedu T i V. Definirajmo

gof=(S,Vpxi).

Prema prethodnoj propoziciji g o f je funkcija saS u'V. Za g o f kaZemo da je kompozicija

funkcija f i g.

Vezano za prethodnu definciju uo¢imo sljedece. Neka je x € S. Tada je (x, f(x)) € p te

(f(x), g(f(x))) € ¥ iz Eega slijedi
(x, g(f(x)) € p* .

Stoga je
(g o Hx) = g(f(x)).
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Neka je p relacija te neka je A skup. Tada postoji skup
{y : dx € A takav da je (x,y) € p}.

Naime to je skup

{yeT:3dx e Atakav daje (x,y) € p},

pri ¢emu je T skup takav da je p relacija izmedu S 1 T (za neki skup ). Za skup
{y : dx € A takav da je (x,y) € p}

koristimo oznaku Ap. Za Ap kaZzemo da je slika skupa A pri relaciji p.

Uocimo sljedece: ako je p relacija izmedu S 1 7 onda je Sp = Imp.
Propozicija 1.4.8. Neka su p i y relacije te neka je A skup. Tada je

(Ap) = Alp * ).

Dokaz. Neka je z € (Ap)y. Tada postoji y € Ap takav da je (v,z) € . Iz y € Ap slijedi da
postoji x € A takav da je (x,y) € p. ZakljuCujemo da je (x, z) € p * ¥ pa zbog x € A vrijedi
7€ A(p *¥).

Obratno, neka je z € A(p = ¢). Tada postoji x € A takav da je (x, z) € p = . Ovo povlaci da
postoji y takav da je

(x,y) €pi(y.2) €y.

Iz x € A slijedi y € Ap pa zakljuCujemo da je z € (Ap)y. Time je tvrdnja propozicije

dokazana.

Neka je p relacija te neka je A skup. Tada postoji skup
{x: dy € A takav da je (x,y) € p}

(Sto vidimo sli¢no kao u slucaju slike skupa pri relaciji). Taj skup oznacavamo pA i nazi-

vamo praslika skupa A pri relaciji p.
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Propozicija 1.4.9. Neka je p relacija te neka je A skup. Tada je

1) pA = Ap™! (1.7)

2)p A = Ap. (1.8)
Dokaz. Za svaki x vrijedi
xepA e dyecAtakavdaje (x,y) ep © IyecAtakavdaje (y,x) ep ' © x e Ap™".

Prema tome (1.7)) vrijedi. Ako u (1.7)) umjesto p stavimo p~!, onda dobivamo (1.8]).

O
Propozicija 1.4.10. Neka su p i ¥ relacije te neka je A skup. Tada je
pPWA) = (p* Y)A.
Dokaz. Koristeci propozicije|1.4.9] [1.4.3]1[1.4.8|dobivamo
PWA) = p(Ay™) = Ay p™ =AW +p ) = Alp =) = (pxP)A.
Time je propozicija dokazana. O

1.5 Familija skupova

Definicija 1.5.1. Pretpostavimo da je ¥ skup takav da je svaki element od F takoder skup.

Tada za F kaZemo da je familija skupova.

Ako je F familija skupova, onda smatramo sljedece: postoji skup svih x takvih da je
x €S zaneki S € F. Taj skup nazivamo unija familije # i ozna¢avamo

s | 7.

Sef
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Dakle
US ={x:dS € ¥ takavdaje x € §}.

SeF
Neka su A i B skupovi te neka je ¥ = {A, B}. Tada je ¥ familija skupova te je
| JF=(x:3 €(A, Blakavdajexe S} ={x:xeAilixe Bj=AUB,
dakle [ JF =AUB.
Napomena 1.5.2. Neka su A i B skupovi takvi da je A C B te neka je p relacija. Tada je
Ap € BpipA C pB.
Napomena 1.5.3. Neka je ¥ familija skupova te neka je p relacija. Tada postoji skup

{Sp:S eF}.

Naime, ako je S € ¥, onda je oc¢ito S C JF paje Sp C ((JF )p (napomena|1.5.2| pa je
Sp € P((UF)p). Stoga je skup s navedenim svojstvom upravo skup

{z € P((U Fp) : AS € F takav da je z = S p}.

Pod
Lo
SeF
podrazumjevamo uniju familije
{Sp:S85 eF}

Propozicija 1.5.4. Neka je F familija skupova te neka je p relacija. Tada je

(Jsw={Jsn.

SeF SeF
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Dokaz. Za svaki y vrijedi

ve( JSweAre| Js takavdaje (x,y) ep & AS € Fidxe S takav daje (x,y) € p &
SeF SeF

IS eF,yeSpoye U(Sp).
SeF

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

Korolar 1.5.5. Neka je F familija skupova te neka je p relacija. Tada je

o Js)=Jws).

SeF SeF

Pri tome
Jws)

shvac¢amo kao uniju familije

{pS : S € F}

(za koju vidimo da postoji na isti nacin kao $to smo vidjeli da postoji familija {Sp : S €

F1).

Dokaz. Koristeéi prethodnu propoziciju dobivamo

pJsr=dJsw =Jse™ = Jws).

SeF SeF SeF SeF

Napomena 1.5.6. Neka su A i B skupovi te neka je p relacija. Tada, koristeci propoziciju

[1.5.4} dobivamo

(AU B)p = (UIA, Bp = |_J{Ap, Bp) = Ap U Bp.
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Dakle
(AU B)p = Ap U Bp.

Analogno dobivamo

P(AU B) = pAUpB.
Ako su A 1 B skupovi te p relacija, onda ne vrijedi opéenito
(AN B)p =ApnN Bp,
Sto pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 1.5.7. Neka je p ={(1,3),(2,3)}, A={1}iB={2}. Tadaje ANB)yp =0p0=0. S
druge strane vrijedi Ap = {3} i Bp = {3}, pa je Ap N Bp = {3}. Prema tome

(AN B)p # Ap N Bp.

Neka je ¥ neprazna familija skupova. Tada postoji skup svih x takvih da je x € F za

svaki F' € . Naime odaberimo neki F € ¥ . TraZeni skup je upravo skup
{(xeFy:xe FFYF € F}.
Taj skup oznaCavamo sa
(\7ili (| F
Fef
i nazivamo presjek familije ¥ .

Primjer 1.5.8. Neka su A i B skupovi te ¥ = {A, B}. Tada je

ﬂ?—‘:AmB.
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Propozicija 1.5.9. Neka je ¥ neprazna familija skupova te p relacija. Tada je

() Fp<()Fp. (1.9)

FeF Fef
Dokaz. Neka je
yE€ (ﬂ Fp.
FeF
Tada postoji
X € ﬂ F
Fef

takav da (x,y) € p. Zasvaki F' € ¥ vrijedi x € F paiz (x,y) € p zakljuCujemo da jey € Fp

y € ﬂFp.

za svaki F € . Prema tome

FeF
O
Jednakost u (1.9) ne vrijedi Sto pokazuje primjer|(1.5.7
Korolar 1.5.10. Neka je ¥ neprazna familija skupova te p relacija. Tada je
p(ﬂ F)C ﬂ pF.
Fef Fef
Dokaz. Koristeci propozicije[I.4.9]i[1.5.9]dobivamo
PV =( P < Fo = [ )pF.
FeF FeF FeF FeF

m]

Propozicija 1.5.11. Neka je ¥ neprazna familija skupova te neka je p injektivna relacija.

() Fwe=()Fp.

FeF FeF

Tada je
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Dokaz. Prema propoziciji vrijedi

DokazZimo da je

(VFoc () Fp. (1.10)

Neka je

Tada je y € Fp za svaki F € ¥. Odaberimo neki Fy € . Iz y € Fp slijedi da postoji
xo € Fy takav da je (xg,y) € p. Nekaje F' € . Iz y € Fp slijedi da postoji x € F takav da
je (x,y) € p. Iz Cinjenice da je p injektivna relacija slijedi da je x = xy. Prema tome x, € F.

Dakle xq € F za svaki F € F, j.
Xp € ﬂ F.

FeF

Iz ovoga i (xp, y) € p slijedi

yE(ﬂ Fp.

FeF

Time smo dokazali da (I.1I0) vrijedi, pa slijedi tvrdnja propozicije.

O

Korolar 1.5.12. Neka je ¥ neprazna familija skupova te neka je p polufunkcijska relacija.

p((VF)=()pF

FeF FeF

Tada je

Dokaz. Prema propziciji p~! je injektivna relacija. Koristeéi prethodnu propoziciju

p(YB) =P =(Fe™ = )pF.

FeF FeF FeF FeF

dobivamo



30 POGLAVLIJE 1. RELACIJE I FUNKCIJE

Prema tome je tvrdnja korolara dokazana.

m]
Propozicija 1.5.13. Neka su p i  relacije takve da je p C .
1) Za svaki skup S vrijedi Sp C Sy. (1.11)
2) Za svaki skup S vrijedi pS C yS. (1.12)
3) Vrijedip™' cy'. (1.13)

Dokaz. Dokazimo tvrdnju . Neka je z € p~!. Tada je z = (y, x) gdje su x iy takvi da
je (x,y) € p. Slijedi (x,y) € ¥ paje z € y~'. Dakle tvrdnja vrijedi.

1) Neka je y € Sp. Tada postoji x € S takav da je (x,y) € p. Slijedi (x,y) e Yy pajey € Sy.
Dakle tvrdnja (L.TT)) vrijedi.

2) Koriste¢i tvrdnje (I.1T)) i (I.13)) dobivamo

pS =Sptc Syt =ys.

Dakle tvrdnja (1.12) vrijedi.

Neka su p i1 ¢ relacije. Tada je p U ¢ relacija. Naime imamop C AX Biy C C X D,

gdje su A, B, C, D neki skupovi. OCito je
AXBCAUC)X(BUD)iCxDC(AUC)x(BUD)

pa zakljuujemo da je

pUW C(AUC) X (BUD).

Prema tome p U i je relacija.
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Propozicija 1.5.14. Neka su p i  relacije te neka je S skup. Tada je

S(Uy)=SpUSy.

Dokaz. OCcito je p € p U ¢ pa iz propozicije [1.5.13| slijedi Sp € S(po U ¢). Analogno
dobivamo S¢ C S(p U ¢). Stoga je

SpUy CS(pU).

Obratno, neka je y € S(o U ¢). Tada postoji x € S takav da je (x,y) € p U . Slijedi
(x,y) € pili (x,y) € ¥. Ako je (x,y) € p, onda je y € Sp, a ako je (x,y) € ¢, onda je
y € Sy. U oba slucaja vrijedi y € Sp U Sy. Time smo dokazali da je

S(eUy) CSpUy.

Prema tome

S(EUY) =SpUy.

Propozicija 1.5.15. Neka su p i  relacije. Tada je

puy=p oy

Dokaz. Neka je z € (o Uy)™!. Tadaje z = (v, x), gdje su x iy takvi da je (x,y) € p U .
Slijedi (x,y) € pili (x,y) € ¢. Stogajez € pliliz € y!, dakle z € p™' Uy~!. Time smo
dokazali da je

upcptuy
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Iz p C p Uy i propozicije [1.5.14] slijedi o~ C (p U ¥)~'. Analogno zakljuCujemo da je
Yy C(pUy). Prematome p~' Uy C(pUy).

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

O
Korolar 1.5.16. Neka su p i ¥ relacije i neka je S skup. Tada je
(PUY)S =pS UYS.
Dokaz. Koristeéi propozicije i dobivamo
PUYS =SeuyY) =S Uy ) =Sp T USYT = pS UYS.
m]

Lema 1.5.17. Neka su p,, i Y, relacije takve da je i C Wr,. Tada je

Py Cpxi.

Dokaz. Neka je u € p = 1. Tada postoje x, y, z takvi da je

u=(x72),xy €pi(y,z) €Y.

Bududi da je ¢ C ¥, imamo (y, 2) € ¥,. Slijedi u € p *,. Time je tvrdnja leme dokazana.

O

Propozicija 1.5.18. Neka su p, 1, ¥, relacije. Tada je

px W1 Uin) = (o) U(p=in).

Dokaz. 1z prethodne leme i Cinjenice da je ¥, C ¢y U i, slijedi

pEY Cpx @ Uin).
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Analogno dobivamo p * ¥, C p * (Y1 U ¥,). Stoga je

(ExyY ) U (o *n) Cpx @ Uin).

Obratno, neka je u € p * (Y U y,). Tada postoje x,y, z takvi da je u = (x,2),(x,y) € p i
(v,2) € (1 U o). Slijedi
(. 2) € Y ili (v, 2) € Y.

U prvom slucaju zaklju¢ujemo da je u € p =, a u drugom da je u € p = y,. U svakom

sluCaju u € (p * 1) U (p * ). Prema tome

px W Uin) C(p =) U (o).

Time je propozicija dokazana.

Ako su p, 1, ¢, relacije onda je

P NYa) C (o) N (o),

Sto lako slijedi iz leme Opéenito ne vrijedi

P W Nyn) = (o * Y1) N (p*y)
Sto pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 1.5.19. Neka su a, b, ¢ takvi da je a # b. Neka je p = {(1,a),(1,b)}, ¥, = {(a, c)},
Y2 =1{(b, 0)}. Tada je
pxWiNyr)=px0=0.

S druge strane imamo

(o *¥) N (o) = {(L o} N{(l, o)} = {1, 0)}.
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Propozicija 1.5.20. Neka su p, 1, ¥, relacije, pri cemu je p polufunkcijska relacija. Tada
je
px W NYn) = (o) N (p* ).

Dokaz. Znamo
px W NY2) C (o =) N (p ).

Nekajeu € (o * ) N(p*yy). Tadajeu € (o =) iu € (p = y,). Slijedi da postoje x,y,z
takvi da je u = (x,2), (x,y) € p1(y,z2) € Y. Takoder postoje x’,y’, 7’ takvi da je

u=u,7),&,y)epi(y,7) € v

Ocito je x = x’ 1z = 7. Dakle (x,y) € p1(x,y) € p pa Cinjenica da je p polufunkcijska
povlacidajey = y'. Imamo (y,z) € ¥ 1 (y,2) € ¥, paslijedi (v,2) € ¥ NY,. Ovo, zajedno

sa (x,y) € pdaje u € p* (¥, Ny,). Prema tome
(oY1) N (o) Cp=* 1 N o).
O

Propozicija 1.5.21. Neka su S,T,V i W skupovi te neka su f :' S - T, g : T - Vi
h :V — W funkcije. Tada je

ho(gof)=(hog)of.

Dokaz. Imamo f = (S,T,p), g = (T,V,¥) 1 h = (V,W,w), gdje je p funkcijska relacija
izmedu S 1 T, ¢ funkcijska relacija izmedu 7 1 V 1 w funkcijska relacija izmedu V i W.

Imamo g o f = (S, V,p =) paje
ho(gof)=(S,W,(o*y)*w). (1.14)

Imamo ho g = (T, W,y * w) pa je

(hog)o f=(S,Wpx () *w)). (1.15)
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Iz (1.14) 1 (1.15) i propozicije|l.4.2|slijedi ho (go f) = (ho g) o f.

O

Definicija 1.5.22. Neka je f : S — T funkcijate A C S. Imamo f = (S,T,p), gdje je p
funkcijska relacija izmedu S i T. Definiramo sliku skupa A pri funkciji f, u oznaci f(A),
kao skup Ap. Dakle

f(A) = Ap.

Napomena 1.5.23. Uz oznake iz prethodne definicije vrijedi
f(A) ={yeT:3dxeAtakav da je f(x) = y}. (1.16)

Naime neka je y € f(A). Tada je y € Ap pa postoji x € A takav da je (x,y) € p. Slijedi
yeTiy= f(x). Obratno, akojey € T iy = f(x) zaneki x € A, onda je (x,y) € p paje
yeAptj.ye f(A).

Uocimo da je prema (1.16)

fAcT.
Propozicija 1.5.24. Nekasu f : S - Tig: T — V funkcije te neka je A C S. Tada je
8(f(A)) = (g ° f)(A).

Dokaz. Imamo f = (S,T,p)1g = (T, V,¥), gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 7 1 ¢

funkcijska relacija izmedu 7' 1 V. Imamo
gof=E.T.pxy)
pa koristeéi propoziciju dobivamo

8(f(A)) = g(Ap) = (Ap)yr = Alp * ¥) = (g © f)(A).



36 POGLAVLIJE 1. RELACIJE I FUNKCIJE

Neka je S skup te neka je F skup €iji elementi su podskupovi od S. Tada za F kazemo

da je familija podskupova od S. Uocimo da je u tom slucaju

UFQS.

Uocimo sljedeée: ako je f : S — T funkcija i # familija podskupova od §, onda je

{f(F): F € ¥} familija podskupova od 7.

Propozicija 1.5.25. Neka je f : S — T funkcija te neka je ¥ familija podskupova od S .

m=Jrm.

FeF FeF

Tada je

Dokaz. Imamo f = (S, T, p), gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 7. Koriste¢i propo-
ziciju dobivamo

Up=Jrpe=JFe=]r®.

FefF FeF FefF FeF
O
Korolar 1.5.26. Neka je f : S — T funkcija te neka su A i B podskupovi od S . Tada je
J(AUB) = f(A) U f(B).
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije za ¥ = {A, B}.
O

Primjer 1.5.27. Neka je S = {1,2}, T = {3} te neka je f : S — T funkcija definirana
sa f(1) =31i f(2) = 3 (dakle f = (S,T,p) gdje je p = {(1,3),(2,3)}). Neka je A = {1} i
B ={2}. Tada je

f(ANB) = f(0) =0,

a f(A) N f(B) = {3}, prema tome

J(ANB) # f(A) N f(B).
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Propozicija 1.5.28. Neka je f : S — T funkcija te neka je ¥ neprazna familija podsku-

AP e[ ) 1.

pova od S. Tada je

FeF FeF
Ako je f injekcija, onda je
A\ =) 1.
FeF FeF

Dokaz. Tmamo f = (S, T, p), gdje je p funkcijska relacija izmedu S i T. Koriste¢i propo-
ziciju dobivamo

FYO =\ Pec()Fo=()fE).

FefF FeF FefF FeF

Ako je f injekcija onda je p injektivna relacija pa koristeéi propoziciju dobivamo da

A\ =) 1.

FeF FeF

vrijedi

O

Definicija 1.5.29. Neka je f : S — T funkcijate A C T. Imamo f = (S,T,p), gdje je
p funkcijska relacija izmedu S i T. Definiramo prasliku skupa A pri funkciji f, u oznaci
fT(A), kao skup pA. Dakle

F7(A) = pA.
Dokazimo da je
fTA)={xeS : f(x)e A} (1.17)

Neka je x € f~(A). Tada je x € pA pa postoji y € A takav da je (x,y) € p. Slijedi x € § i

f(x) =ypaje f(x) € A.
Obratno, pretpostavimo da je x € S takav da je f(x) € A. Imamo (x, f(x)) € pi f(x) € A pa

je x € pA. Stoga je x € f(A). Prema tome (1.17) vrijedi. Iz (1.17) slijedidaje f“(A) € S.
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Propozicija 1.5.30. Neka su f : S > T ig: T — V funkcije te neka je A C V. Tada je

(g0 f)7(A) = f(g7(A).

Dokaz. Imamo f = (S,T,p)1g = (T, V,¥), gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 T 1 ¢

funkcijska relacija izmedu 7' 1 V. Imamo
gof=(S,Vipxy)
pa koriste¢i propoziciju dobivamo
FT@€7(A) = fTWA) = p(YA) = (p+ YA = (g o /) (A).
i

Propozicija 1.5.31. Neka je f : S — T funkcija te neka je & familija podskupova od T.

rJp=UJrw.

FeF FeF

Tada je

Dokaz. Tvrdnja propozicije slijedi iz korolara[I.5.5]

O

Propozicija 1.5.32. Neka je f : S — T funkcija te neka je ¥ neprazna familija podsku-

(P =)

FeF FeF

pova od T. Tada je

Dokaz. Imamo f = (S,T,p), gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 7. Slijedi da je p
polufunkcijska relacija pa koriste¢i korolar dobivamo

F(\By=p((\F)=(\oF =) ().

FeF FeF FeF FeF



Poglavlje 2
Peanove trojke

Definicija 2.0.1. Neka je M skup, s : M — M funkcija te a € M. Pretpostavimo da vrijedi

sljedece:

1) s je injekcijaia ¢ Ims, (2.1)
2) ako je S C M takavdajea €S is(x)eS zasvakix € S, ondajeS =M. (2.2)

Tada za uredenu trojku (M, s, a) kazemo da je Peanova trojka.

Propozicija 2.0.2. Neka je (M, s, a) Peanova trojka. Tada je Im s = M \ {a}.
Dokaz. Ocito je Ims € M, a zbog a ¢ Im s vrijedi
Ims C M\ {a}.
Dokazimo da je M \ {a} € Im s. U tu svrhu dovoljno je dokazati da vrijedi
{fa}Ulms = M. (2.3)

Definirajmo

S ={a}UlIms.

39
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OcCitoje S € Mia € S. Nekajex € §. Tada je x € M pa je s(x) € Ims, te je oCito
s(x) € S. Iz svojstva (2.2)) iz definicije Peanove trojke slijedi S = M. Dakle vrijedi (2.3).
Time smo dokazali da je

M\ {a} C Im s,

pa slijedi tvrdnja propozicije. O

2.1 Princip definicije indukcijom

Teorem 2.1.1. Neka je (M, s,a) Peanova trojka. Neka je X skup, g : X — X funkcija te
b € X. Tada postoji jedinstvena funkcija f : M — X takva da je

fla)=0bi f(s(n)) = g(f(n)) za svaki n € N.

Dokaz. Dokazimo prvo da takva funkcija, ako postoji, mora biti jedinstvena. Pretposta-

vimo da su fi, f> : M — X funkcije takve da je

fila) = b1 fi(s(n)) = g(fi(n)) zasvakin € M (2.4)

te

f(a) =bi fr(s(n)) = g(fo(n)) za svakin € M. (2.5
Neka je

S={neM: filn)=fr(n)}
Ocito je a € S. Pretpostavimo da je n € S. Tada je fi(n) = fo(n). Tada iz (2.4) i (2.5)
slijedi fi(s(n)) = fo(s(n)) pa je s(n) € S. Prema definiciji Peanove trojke vrijedi § = M.
Dakle
za svaki n € M vrijedi fi(n) = fo(n).
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Iz propozicije[I.3.2]slijedi f; = f>.
Dokazimo sada da je funkcija f s traZenim svojstvima postoji. U tu svrhu dovoljno je
dokazati da postoji funkcijska relacija p izmedu M i X takva da je (a,b) € p te takva da

vrijedi sljedece:
akosun e Miye X takvi da je (n,y) € p onda je (s(n), g(y)) € p. (2.6)
Naime pretpostavimo da takva funkcijska relacija p postoji. Definirajmo

f =M. X, p).

Ocito je f(a) = b. Neka je n € M. Tada je (n, f(n)) € p pa iz (2.6) slijedi

(s(n), g(f(n))) € p,

tj. f(s(n)) = g(f(n)). Prema tome f zadovoljava uvjete iz iskaza teorema.
DokaZimo sada da postoji funkcijska relacija p s navedenim svojstvima. Neka je ¥ skup
svih y € M x X takvih da vrijedi sljedece:
*(a,b) ey
eakosun € Miye X takvi da je (n,y) € ¥ onda je (s(n), g(y)) € .
Vrijedi M x X € ¥, dakle V¥ je neprazna familija skupova. Neka je
p= ﬂ .
yew
Ocito je p € MxX. Nadalje vrijedi (a, b) € ¥ za svaki ¢ € ¥ paje (a, b) € p. Pretpostavimo
dasune Miye Xtakvidaje (n,y) € p. Stoga je (n,y) € ¥ za svako ¢ € ¥ pa iz definicije
od V¥ slijedi
(s(n), g(y)) € Yy za svako ¥ € V.

Stoga je (s(n), g(y)) € p. Zakljucak: definirana relacija p zadovoljava (2.6).

Dokazimo jos da je p funkcijska relacija izmedu M i1 X. Definirajmo

S ={neM:Iye Xtakavdaje (n,y) € p}.
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Zelimo dokazati da je S = M; ako to dokaZemo onda smo gotovi jer ¢emo imati da je p
funkcijska relacija. OCito je S € M. Dokazimo da je a € S. Znamo da je (a,b) € p.
Preostaje dokazati da ne postoji b* € X takav da je b* # b i (a,b’) € p. U tu svrhu

definirajmo

¥ ={(a, )} U((M\ {a}) X X).
Tvrdimo da je ¢ € . OCito je
Y CMxXi(a,b)ey.

Pretpostavimo da sun € M iy € X takvi da je (n,y) € . Vrijedi s(n) # a prema definiciji

Peanove trojke, dakle s(n) € M \ {a}. Stoga je

(s(n),8(y) € (M \ {a}) x X

paje (s(n), g(y)) € ¥. Time smo dokazali da je ¢ € Y. Prema definiciji od p vrijedi p C .
Kada bi postojao b’ € X takav daje b’ # b i (a,b’) € p, onda bismo imali (a,b’) € ¢, ato
je nemoguce prema definiciji od . Zakljuak a € §.
Pretpostavimo da je n € §. Tada postoji jedinstveni y, € S takav da je (n,yo) € p. Buduci
da za p vrijedi implikacija (2.6) imamo (s(n), g(yo)) € p. Tvrdimo da ne postoji y € X takav
dajey # g(yo)i(s(n),y) € p. U tu svrhu definirajmo

Y= (M \ {s(m)}) x X) U {(s(n), g(ro))}) N p.
Dokazimo da je ¢ € . Ocito je y € M X X. Zbog s(n) # a imamo
(a,b) € (M \ {s(m}) X X

pa je (a,b) € . Pretpostavimo dasum € M iy € X takvi da je (m,y) € . 1z (m,y) € p

slijedi (s(m), g(y)) € p. Promotrimo dva slucaja
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1°m+#n
Iz injektivnosti funkcije s slijedi da je s(m) # s(n) pa je
(s(m), g(y)) € (M \ {s(n)}) x X.
Stoga je (s(m), g()) € .
2°m=n
Imamo
(n,y) = (m,y) €y Cp,

dakle (n,y) € p pajey = yo (zbog jedinstvenosti od y,). Stoga je
(s(m), g(»)) = (s(n), 8(yo))

pa je (s(m),g(y)) € .
U oba slucaja smo dobili da je (s(m), g(y)) € p. Time smo pokazali da je ¢ € Y. Slijedi
p € ¢. Kada bi postojao y € X takav da je

vy # g(o)i(s(n),y) €p

onda bismo imali (s(n),y) € ¥, a to je prema definiciji od ¥ nemoguce. Zakljucak: s(n) €
S.
Iz definicije Peanove trojke slijedi § = M. Time smo dokazali da je p funkcijska relacija

izmedu M i X, pa je time tvrdnja teorema dokazana.

Neka je S skup. Za funkciju
SxXS§ —>S

kazemo da je binarna operacija na skupu S.
Ako je = binarna operacija na nekom skupu S (tj. * : § XS — §), onda za x,y € § umjesto
*(x,y) piSemo i

X %Y.
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Primjer 2.1.2. Neka je (M, s, a) Peanova trojka. Tada postoji jedinstvena binarna opera-
cija + na M takva da za svaki x,y € M vrijedi sljedece
ex+a=s5(x)

e x+s(y)=s(x+y).

Dokazimo prvo egzistenciju takve binarne operacije. Neka je x € M. Iz prethodnog

teorema (za X = M, g = s, b = s(x)) slijedi da postoji jedinstvena funkcija

fi M- M

takva da je
fila) = s(x) i f(s(y) = s(f(y)) za svaki y € M.

Definirajmo funkciju

+  MxM->M

sa
+(x,y) = f2(y).

Dakle + je binarna operacijana M i za sve x,y € M vrijedi

x+y=fi().

Za sve x,y € M vrijedi

x+a= fia)=sx)ix+s(y) = fils(y) = s(f:(y)) = s(x +y).

Prema tome postoji binarna operacija s trazenim svojstvom.

Neka su + i * binarne opercije na M takve da za sve x,y € M vrijedi

x+a=sx),x+s(Qy)=s(x+y)
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xxa=8(x),x*s(y)=s(x+y).

Dokazimo da je + = *. Fiksirajmo x € M. Dokazimo da za svaki y € M vrijedi
X+ y=X*®)y.
Neka je S skup svih y € M za koje dana jednakost vrijedi. Ocito je
x+a=s(x)=x%*a

dakle a € S. Pretpostavimo da za neki y vrijedi da je y € §. Pokazimo da je s(y) € S.
Imamo
x+s5(y)=s(x+y) =s(xxy)=xx*s(y).
Stoga je s(y) € S. Iz definicije Peanove trojke slijedi S = M. Prema tome za sve x,y € M
vrijedi
X+y=Xxx*x)y.

Dakle + = .

2.2 Izomorfizam Peanovih trojki

Za binarnu operaciju + na M s promatranim svojstvima kaZzemo da je zbrajanje u Peanovoj
trojci (M, s, a).
Neka su (M, s,a) 1 (N, s’,a’) Peanove trojke. Za bijekciju f : M — N kaZemo da je

izomorfizam ovih Peanovih trojki ako je f(a) = a’ te ako za svaki x € M vrijedi

f(s(x) = s'(f(x)).
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Teorem 2.2.1. Neka su (M, s,a) i (N, s’,a’) Peanove trojke. Tada postoji jedinstveni izo-

morfizam f : M — N ovih Peanovih trojki.

Dokaz. Prema teoremu postoji jedinstvena funkcija f : M — N takva da je

fla)=d"if(s(x) = s(f(x)

za svaki x € M. Preostaje dokazati da je f bijekcija. DokaZimo prvo da je f injekcija.
Neka je
S={xeM: akojeye Mix+# yondaje f(x) # f(y).

Tvrdimo da je a € S. Pretpostavimo da je y € M takav da je a # y. Prema propoziciji[2.0.2]

postoji z € M takav da je y = s(z). Imamo

fO) = f(s() = 5'(f(2)),

a s'(f(z)) # a’ prema definiciji Peanove trojke. Dakle

fo #d,

tj. f(y) # f(a). Prematomea € S.
Pretpostavimo da je x € S. Zelimo dokazati da je s(x) € S. Pretpostavimo da je y € M

takav da je s(x) # y. Ako je y = a, onda je

J(s(x) # ()

jerjea € S§. Ako je y # a, onda postoji z € M takav da je y = s(z). Dakle s(x) # s(z) Sto
povlaci da je x # z pa iz Cinjenice da je x € S slijedi f(x) # f(z). Bududi da je s injekcija
slijedi

s'(f(x0) # 5'(f(2)),
tj.

f(s(x)) # f(s(2)).
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Dakle f(s(x)) # f(v). Time smo dokazali da je s(x) € S.
Prema definiciji Peanove trojke slijedi S = M, a to znaci da je f injekcija.

Dokazimo sada da je f surjekcija, tj.

Imf=N.

Ocito je Im f € N. Imamo a’ = f(a) paje @’ € Im f. Pretpostavimo da je y € Im f. Tada

jey = f(x) zaneki x € M. Imamo

s'() = 5" (f(0) = f(s(x)).

Slijedi s’(y) € Im f. Bududi da je (N, s’,a’) Peanova trojka slijedi da je N = Im f, a to

znaci da je f surjekcija. Dakle f je bijekcija i time je tvrdnja teorema dokazana.






Poglavlje 3

Beskonacnost

3.1 Ekvipotentnost

Definicija 3.1.1. Neka su S i T skupovi takvi da postoji bijekcija f : S — T. Tada za S i

T kaZemo da su ekvipotentni skupovi i pisemo S = T.

Propozicija 3.1.2. Neka su S,T i V skupovite nekasu f: S — T ig: T — V funkcije.
1) Ako su f i g injekcije, onda je g o f injekcija.

2) Ako su f i g surjekcije, onda je g o f surjekcija.

3) Ako su f i g bijekcije, onda je g o f bijekcija.

Dokaz. Imamo f = (S,T,p)1g = (T, V,¥), gdje je p funkcijska relacija izmedu S 1 7 1 ¢

funkcijska relacija izmedu 7' 1 V. Imamo

gof=(S,Vpxi).

1) Pretpostavimo da su f i g injekcije. Tada su p i ¢ injektivne relacije pa je prema propo-
ziciji[[.4.4] p = ¢ injektivna relacija. Slijedi da je g o f injekcija.
2) Pretpostavimo da su f i g surjekcije. TadajeImf = Ti1ilmg = V,tj. Imp =T 1

49



50 POGLAVLIJE 3. BESKONACNOST
Imy =VpajeSp=T1iTy = V. Koristei propoziciju dobivamo:

Im(g o f) =Im(o*¢) =S *y)=(Spy =Ty =V.

Dakle
Im(go f) =V

pa slijedi da je g o f surjekcija.
3) Tvrdnja slijedi iz 1) 1 2).

Propozicija 3.1.3. Neka su S, T i V skupovi. Tada vrijedi:
NS =S

2)akojeS =T ondajeT =S

3akojeS =T iT =VondajeS =V.

Dokaz. 1) Funkcija f : S — § definirana sa f(x) = x je ocito bijekcija.

2) Pretpostavimo da je S = T. Tada postoji bijekcija f : § — T. Znamo da je
flirT—>s

bijekcija. Prematome 7' = S.

3) Pretpostavimo da je S = 71 T = V. Tada postoje bijekcije

f:8§->T

g: T -V

Prema prethodnoj propoziciji funkcija
gof:8§-V

je bijekcija. m|



3.2. BESKONACNI SKUPOVI 51

3.2 Beskonac¢ni skupovi

Definicija 3.2.1. Neka su S i T skupovi takvidaje S C T iS # T. Tada kaZemo da je S

pravi podskup od T.

Definicija 3.2.2. Za skup S kaZemo da je beskonacan ako postoji pravi podskup T od S
takav da vrijedi S = T.

Definicija 3.2.3. Za skup koji nije beskonacan kaZemo da je konacan.

Propozicija 3.2.4. Neka je S skup. Tada je S beskonacan skup ako i samo ako postoji

injekcija g : S — S takvadajelmg # S.

Dokaz. Pretpostavimo da je § beskonacCan. Tada postoje pravi podskup 7" od S 1 bijekcija

f:S — T. Imamo
f=@.T,p),

gdje je p funkcijska relacija izmedu S i 7. Prema napomeni[I.2.5]p je funkcijska relacija

izmedu S i S. Definirajmo

g=(S.5,p).

Tada je g funkcija sa S u §. Iz Cinjenice da je f injekcija slijedi da je p injektivna relacija
pajei g injekcija. Vrijedi
Img=Imp=Imf=T.

Dakle

Img#S.

Obratno, pretpostavimo da postoji injekcija g : § — S takva da je

Img=#S.
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Ocito je p relacija izmedu S i Im p (napomena [1.3.3). Neka je x € S. Tada postojiy € §
takav da je (x,y) € p (jer je p funkcijska relacija izmedu S i S). OCcito je y € Imp.

Pretpostavimo da su y; i y; iz Im p takvi da je

(X,YI), (x,)’Z) € P
IzImp C S slijedi da suy;,y, € S pa zakljuCujemo da je
yi=xn

(jer je p funkcijska relacija izmedu S 1 §'). Time smo dokazali da je p funkcijska relacija

izmedu S 1 Im p. Definirajmo

Jf=(S.Imp, p).

Imamo da je f funkcija sa S uIm p. Iz ¢injenice da je p injektivna relacija (Sto je posljedica

injektivnosti funkcije g) slijedi da je f injekcija. Nadalje
Imf=Imp
pa slijedi da je f surjekcija. Dakle f je bijekcija tj.
S = Imp.

Imamo Imp # S, a ocito je Imp C S. Prema tome Im p je pravi podskup od S. Zakljucak:

S je beskonacan skup.

Uocimo sljedece: ako je (M, s, a) Peanova trojka onda je M beskonacan skup, naime to

slijedi iz prethodne propozicije i ¢injenice da je s : M — M injekcija takva da je Im s # M.
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3.3 [Egzistencija Peanove trojke

Teorem 3.3.1. Neka je A beskonacan skup. Tada postoji Peanova trojka (M, s, a) takva da
je M C A.

Dokaz. Prema propoziciji postoji injekcija
g:A—A

takva da je
Img # A.

Odaberimo a € A takav da a ¢ Img. Za podskup S od A ¢emo reéi da je induktivan ako
vrijedi sljedece:

Daes

2)akoje x € S ondaje g(x) € S.

Uoc¢imo da je A induktivan podskup od A. Neka je F familija svih induktivnih podskupova
od A. Imamo A € ¥, dakle ¥ je neprazna familija. Neka je

M=(F.

Tvrdimo da je M induktivan podskup od A. Buduci da je A € F slijedi M C A. Za svaki
S € ¥ vrijedi da je induktivan podskup od A pajea € S. Stogajea € M.

Neka je x € M. Tadaje x € S zasvaki S € ¥. Iz Cinjenice da su elementi od ¥ induktivni
podskupovi od A slijedi da je g(x) € S za svaki § € ¥. Dakle g(x) € M. Pokazali smo da
je M induktivan podskup od A.

Definirajmo funkciju s : M — M sa
s(x) = g(x),
za svaki x € M. Ako su x;, x, € M takvi da je x; # x,, onda je

g(x1) # g(x2)
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(jer je g injekcija), dakle

s(x1) # s(x2).
Prema tome s je injekcija.
Pretpostavimo da je a € Im s. Tada postoji x € M takav da je a = s(x). Slijedi a = g(x), no
ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da a ¢ Im g. Prema tome a ¢ Im s.
Pretpostavimo daje § € M takavdajea € S te dazasvaki x € S vrijedi s(x) € §. Dakle za
svaki x € S vrijedi g(x) € S. Prema tome S je induktivan podskup od A. Dakle § € ¥ pa
iz definicije skupa M slijedi daje M C S. Ovo, zajedno sa S C M, daje S = M. Zakljucak:

(M, s, a) je Peanova trojka. Time je tvrdnja teorema dokazana.

3.4 Karakterizacija beskonacnosti
Neka je od sada pa nadalje (I, s, 1) jedna fiksirana Peanova trojka.
Propozicija 3.4.1. Neka je A beskonacan skup. Tada postoji injekcija f : N — A.

Dokaz. Prema prethodnom teoremu postoji Peanova trojka (M, s’, a) takva da je M C A.
Iz Cinjenice da su (N, s, 1) i (M, s’,a) Peanove trojke i teorema [2.2.1] slijedi da postoji
izomorfizam

fN->M

ovih Peanovih trojki. Posebno f je bijekcija. Stoga je funkcija
N-oA x— f(x)

injekcija.
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Lema 3.4.2. Neka su X i Y skupovi te neka je f : X — Y injekcija. Tada za svaki A C X

vrijedi
A = f(A).
Dokaz. Definirajmo funkciju
g:A— f(A)
takvu da je
8(x) = f(x)

za svaki x € A. Vrijedi da je g injekcija, jer je f injekcija. OCito je da je g surjekcija. Time
je tvrdnja leme dokazana.

O

Propozicija 3.4.3. Neka su S i T skupovi takvi da je S = T. Pretpostavimo da je S

beskonacan skup. Tada je T beskonacan skup.

Dokaz. Buduci da je S = T postoji bijekcija f : § — T. Iz Cinjenice da je S beskonacan

slijedi da postoji pravi podskup S’ od S takav da je S’ = S. Definirajmo

T' = f(S).
Iz leme slijedi da je
§" = f($,
tj. S’ = T”. Dakle
T"'=§"=8S=T

paslijedi 7” = T. Buduci da je S’ pravi podskup od S postoji x € § \ §’. Tadaje f(x) € T.
Tvrdimo da f(x) ¢ T'. Pretpostavimo da je f(x) € T’. Dakle f(x) € f(S’) pa postojia € S’
takav da je

fla) = f(x).
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Injektivnost funkcije f povlaci da je a = x pa je x € S’. Kontradikcija. Prema tome

f(x) ¢ T’ §to znaci da je T’ pravi podskup od T. Ovo zajedno s 7° = T povlaCi da je T

beskonacan.

Propozicija 3.4.4. Neka su S i T skupovi takvi da je T beskonacan te dajeT C S.

je S beskonacan.

Dokaz. Buduci da je T beskonacan, postoji pravi podskup 7’ od T takav da je T’
Slijedi da postoji bijekcija f : T — T'. Definiramo g : § — S sa

x, xe€S\T
g(x)={
f(x), xeT

UocCimo daje g(x) € S \ T,zasvakixe S \ T te g(x) € T za svaki x € T. Neka su
X1, X% €S8, x| # Xx.

Tvrdimo da je
8(x1) # g(x2).

To je ocito ako je

x1€ES\TixxeTilix; eTixx eS\T.

Pretpostavimo da su x;, x, € S \ 7. Tada je
g(x1) = x1 # x3 = g(x2).
Pretpostavimo da su x;, x, € T. Tada je
g(x1) = f(x1) # f(x) = g(x2),

jer je f injekcija. Zakljucak: g je injekcija.

Tada

I
=

Uzmimo nekiy € T \ T’ (znamo da takav y postoji, jer je T’ pravi podskup od 7. Tvrdimo
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day ¢ Im g. Pretpostavimo suprotno, tj. daje y € Img. Tadaje y = g(x) zaneki x € S.
1°xeS\T
Slijedi

y=8(x) =x
Ovo je nemoguce, jerjex e S \T,aye T \T".
2°xeT
Slijedi y = g(x) = f(x) € T’, §to je u kontradikciji s ¢injenicomday ¢ T’ (jerjey € T\ T").
ZakljuCujemo da pretpostavka y € Im g vodi na kontradikciju. Dakle y ¢ Im g. Prema tome
Img # S. Prema propoziciji3.2.4skup S je beskonacan.

O

Teorem 3.4.5. Neka je S skup. Tada je S beskonacan ako i samo ako postoji injekcija

fiN—>S§.

Dokaz. Ako je S beskonaCan, onda prema propoziciji [3.4.1] postoji injekcija f : N — §.
Pretpostavimo da postoji injekcija f : N — S. Prema lemi [3.4.2]slijedi

N = f(N).

Skup N je beskonacan pa iz propozicije 3.4.3]slijedi da je f(IN) beskonacan. Iz f(N) C S i

prethodne propozicije slijedi da je S beskonacan.

3.5 Egzistencija beskonacnog skupa

Cij nam je sada dokazati da postoji beskonacan skup koriste¢i neke dodatne pojmove i ak-
siome. Smatramo da imamo pojam primitivnog skupa i pojam bit element” primitivnog

skupa. Da je x element primitivnog skupa S oznacavamo

X€,S.
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Smatramo da je primitivni skup potpuno odreden svojim elementima, tj. ako su § 1 T

primitivni skupovi takvi da za svaki x vrijedi
xe, S ox¢g,T,

ondajeS =T.
Ako ne vrijedi x €, §, onda piSemo x ¢, S.
Smatramo da postoji primitivni skup 0, koji ne sadrzi niti jedan element tj. takav da za

svaki x vrijedi

x¢,0,.
Za (0, kazemo da je prazan primitivni skup.
Neka su S 1 T primitivni skupovi. Kazemo da je § podskup primitivnog skupa 7' 1 piSemo

Sc, T

ako za svaki x takav daje x €, § vrijedi x €, T.
Uocimo da za svaki primitivni skup S vrijedi § €, 510, S, S.

Uocimo da vrijedi sljedece: ako su S 1 T primitivni skupovi takvi da je
SC, TiTc,S,

ondajeS =T.
Neka je S primitivni skup. Smatramo da postoji primitivni skup ¥ takav da za svaki T
vrijedi
TefFoTC,S.
Uocimo da je takav primitivni skup # jedinstven; oznaCavat ¢emo ga sa P,(S).

Smatramo da postoji skup svih primitivnih skupova.

Teorem 3.5.1. Postoji beskonacan skup.
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Dokaz. Neka je S skup svih primitivnih skupova. Definirajmo funkciju f : S — S sa
f(§) =Pp(S)

zasvaki § € 8. Tvrdimo da je f injekcija. Pretpostavimo da su S, T € S takvi da je
f(§) = f(T).

Tada je
Pr(S) =P,(T).

Ocito je S €, P,(S) paslijedi S €, P,(T), Sto povlati § €, T. Analogno T' C,, §. Stoga
je T = S. Prema tome f je injekcija.

Nekaje S € S. Imamo 0, C, S paje 0, €, P,(S), 1j. 0, €, f(S). Stoga je
f(§)#0,zasvaki S € S.
Prema tome 0, ¢ Im f, a ocito je 0, € S. Dakle
Imf+#S8.

Prema propoziciji S je beskonacan skup.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavaju se osnovna svojstva skupa i familija skupova. Defi-
nira se relacija i funkcijska relacija izmedu dva skupa. Zatim se opisuje funkcija i proucavaju
njena svojstva. Uvodi se pojam Peanove trojke i pokazuje princip definicije indukcijom.
Na kraju, definiraju se i karakteriziraju beskonacni skupovi te pokazuje egzistencija be-

skonac¢nog skupa.






Summary

In this Master’s Thesis the basic properties of a set and a family of sets are studied. The
notions of a relation and a function relation between two sets are defined. After that,
functions and their properties are studied and described. Also, the notion of a Peano triple
is introduced and the principle of the definition by induction is explained. In the end of
the thesis, infinite sets are defined and characterized and the existence of an infinite set is

presented.
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