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Uvod

Godine 1611. engleski pomorac Sir Walter Raleigh trazio je formulu za izraCunavanje
broja topnickih kugli u hrpi na palubi svoga broda. Njegov prijatelj, engleski astronom
1 matematic¢ar, Thomass Harriot dao mu je formulu, no nije znao jesu li topni¢ke kugle
skupljene u hrpi na odgovarajuéi nacin. Harriot zatim predaje problem njemackom astro-
nomu i matemati¢aru Johannesu Kepleru koji je problem promatrao u obliku ispitivanja
gustoée pakiranja. Kepler je postavio pretpostavku, tzv. Keplerovu slutnju, u kojoj tvrdi
da je ploSno centralni razmjesStaj kugli najucinkovitiji. 1990. godine kineski matematicar
Wu-Yi Hsiang izraduje slozZen i tradicionalan dokaz Keplerove slutnje (vidi [4]]), za koji su
se nakon viSe mjeseci raspravljanja, ve¢ina matematicara odlucila da je netoCan. 1994. go-
dine Thomas Hales sa SveuciliSta u Michiganu zajedno sa svojim diplomiranim studentom
Samuelom Fergusonom rjeSava problem. Cijeli dokaz objavljen je 1998. godine (vidi [3]).
U meduvremenu su se problemom bavili i Karl Friedrich Gauss te madarski matematicar
Laszlo Fejes-Toth. Fejes - Toth je napisao knjigu (vidi [1]]) u kojoj je reducirao problem na
niz proracuna koji ukljucuju mnogo specifiénih slucajeva. On je bio prvi koji je pokazao
da se dokaz Keplerove pretpostavke moze svesti na analizu konac¢nih slucajeva i, kasnije,
da se problem moze rijeSiti pomocu racunala.

Problem pakiranja objekata moze se promatrati i u drugim dimenzijama. U ovom radu pro-
matrat ¢emo ravninski problem pakiranja krugova razli¢itih polumjera. Pretpostavit ¢emo
da su polumjeri ¢lanovi nekog niza 1 ispitat ¢emo, numericki 1 analiticki, kako svojstva tog
niza utjeCu na konvergenciju, odnosno divergenciju niza srediSta. Na samom kraju rada
dati ¢emo ocjenu konvergencije srediSta za one primjere u kojima pokazemo da srediSta
konvergiraju.



Poglavlje 1

Motivacija 1 formulacija problema

U mnogim se primjerima javlja potreba efikasnog koriStenja nekog resursa, ne nuzno pros-
tornog. Takve situacije se dobro modeliraju preko pakiranja. Mi ¢emo ovdje promatrati
situaciju u kojoj se u ravnini pakiraju krugovi.

Definicija 1.0.1. Familija skupova {K;,i € I} je pakiranje ako je intK; N intK; # 0,Vi #
J € 1. U nasem slucaju ée familija biti prebrojiva, I = Ny, i svaki K; ¢e biti krug zadanog
polumjera r;.

Najveca efikasnost, tj. gustoca pakiranja, postize se kad se skupovi K; diraju. Gledat

¢emo situaciju u kojoj se u ravnini sukcesivno formira skup krugova prema pravilu da svaki
krug n-te generacije mora dirati krug iz (n — 1)-ve 11z (n — 2)-ge generacije.
Neka je dan nenegativan niz (a,),so. Uzmimo kruZnicu K, polumjera % sa srediStem na
negativnom dijelu y-osi te kruznicu K; polumjera i sa srediStem na pozitivnom dijelu y —
osi. Neka se kruznice K, i K; medusobno dodiruju u ishodistu. Za n > 2 odredimo sredista
svih kruzZnica polumjera ai koje izvana diraju kruznice K, 1 K,_;. U svakom koraku
imamo dva srediSta. Odabiremo ono koje je dalje od ishodista. Cilj ovog diplomskog rada
je ispitivanje ponasanja koordinata srediSta za razne nizove (a,),0-
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1.1 Sluéajag =0

Polumjeri r,, su definirani s r,, = ai zan > 0. UsluCajuay =0jery = aio = % = oo. Dakle,
kruZznica K, ima polumjer jednak co, pa ¢emo uzeti da K, ima srediSte u (0, —o0) te je
jednaka pravcu y = 0. Iz toga slijedi da K, dodiruje x — os i kruZnicu K ¢ije je srediSte na
pozitivnom dijelu y — osi. Takvu situaciju vidimo na slici[I.1}

¥

Slika 1.1: Slucaj kada je ap = 0
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Preliminarni rezultati o konvergenciji
redova

2.1 Definicije i teoremi

Prije nego krenemo na rezultate potrebne su nam neke definicije i teoremi.

Definicija 2.1.1. KaZemo da niz realnih brojeva (a,),>o ima limes L € R ako za svaki € > 0
postoji ng € N takav da

n>0=la,- Ll <e
Tada pisemo
lim a,=L.
n—oo

Ako niz (a,),so ima limes, tada kaZemo da niz konvergira, u suprotnom kaZemo da diver-
gira.

Definicija 2.1.2. Neka je (a;)is1 niz realnih brojeva. Red realnih brojeva Y. | ay je uredeni
par nizova (a,, By)ns1 gdje je B, = Yi_; ax-

Realni broj a; naziva se k-ti ¢lan reda, a B, se naziva n-ta parcijalna suma reda.

Definicija 2.1.3. KaZemo da red realnih brojeva ;.| ax konvergira prema B ako niz par-
cijalnih suma (B,),s1 konvergira prema B. Ako niz (B,),s1 divergira, tada kaZemo da red
Diey G divergira.

Ako red konvergira, tada B nazivamo suma reda i piSemo

iak:B.
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Definicija 2.1.4. Harmonicki red je definiran formulom

Sljedeci teorem daje nuZan uvjet za konvergenciju reda.
Teorem 2.1.5. Ako red ) ;. | ay konvergira, tada je limy_, a; = 0.

Medutim, uvjet lim;_,., @; = 0 nije dovoljan da bi garantirao konvergenciju reda. To
nam pokazuje sljedeci teorem.

Teorem 2.1.6. Harmonicki red divergira.

Dokaz. Ocigledno je limy_, % = 0, pa je ispunjen nuZan uvjet za konvergenciju. No,
dokazimo teorem. Za svakin € N vrijedi

el 111 Vgl Iyl 111 1 1 1
Son = 14+5+3+7+3+.+5 = 1+3+G+)+G+s+3+ )+ Gag st trmeT) 2
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1y _ 1 1 1y _ n
I+53+G+D+E+g+g++t - +G+Hrttm)=1+G+5+..+3)=1+73.

Ovdje smo koristili ¢injenicu da je 2"~! + k < 2"°! + 2" = 2" za svaki k = 1,2,..2""",
stoga je

Lk=1,2,.2""

1
> L,

Relacija §»» = 1 + 5 pokazuje da niz parcijalnih suma nije ogranic¢en odozgo jer je
Sw21+5,n=123,..

ZakljuCujemo da niz (S ,,) divergira, stoga je harmonicki red divergentan iako je lim;_, e % =
0.

Teorem 2.1.7. Neka su ) ;> ax i Y., by konvergentni redovi, i neka je c € R. Tada vrijedi
Lo Ypli(ae + by) = 2y ak + X, b,
2. Yo cay = ¢ Yoy g

Teorem 2.1.8. Red ", nlp, p € R, konvergira ako i samo ako je p > 1.

Dokaz. Vidi [2]]. O

Iz Teorema 2.1.8 slijedi ukoliko je p < 1 tadared ) -, nip, p € R, divergira.
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Ociti rezultati

3.1 ag,=1zasvakin e N

Polumjeri r, su definirani: r, = - za svaki n > 0. Slijedi: r, = 1 za svaki n > 0. Nije tesko
_] n n an
prikazati kruZnice u koordinatnom sustavu:

+
y

Slika 3.1: Prikaz kruznica u koordinatnom sustavu za a,, = 1

Koordinate sredista su: S (0, —1), S1(0, 1), S»(V3,0), S5(V3,2), S22 V3, 1), S5(2 V3, 3),
S6(3V3,2), 573 V3,4)....
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Eksplicitna formula za koordinate sredista S ,,(p,, g,) je:
pn=121V3,neN

qn:3L%J—n—l,n€N.

Prema slici 3.1]ocito je da srediSta divergiraju.

3.2 Niz (a,).>0 je padajuéi

Neka je a, takav da a,, > a,;; za svaki n > 0. Kako je niz (a,),>o padajui slijedi da je niz
polumjera (r,),so rastuéi.
Na sljede¢em primjeru pokazat ¢emo ocCitu divergenciju sredista.

Primjer 3.2.1. Neka je a, = % za svakin > 0.

Slijedi: r, = n za svaki n > 0. Uo¢imo da je ovdje ry = 0, dakle S je (0, —o0).
Kad to prikazemo u Geogebri dobivamo sljedece:

Slika 3.2: Prikaz kruznica u koordinatnom sustavu za a, = %

Kad vidimo Siru sliku:
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Slika 3.3: Siri prikaz kruZnica u koordinatnom sustavu za a,, = rll

Prema slikama[3.2]i 3.3 o¢igledno je da e se zbog povecanja polumjera srediSta medusobno
sve viSe udaljavati, tj. divergirati.

3.3 > %k < o0

Promatramo slucaj kada niz polumjera konvergira, tj. Y-, é , < 0. Pokazat cemo da tada
niz srediSta kruznica takoder konvergira.

Tvrdnju pokazujemo matemati¢kom indukcijom. Pretpostavimo ay > 0.

Baza indukcije: NajlakSe je vidjeti preko slike.

Slika 3.4: Prikaz baze indukcije
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Prema slici 3.4 ocito je da je |OS,| < [SoS 1] + |5 152].
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da za neki k € N vrijedi |OS| < ]
Korak indukcije: Promotrimo sliku 3.5.

k1

n=0 gpn*

Slika 3.5: Prikaz koraka indukcije

Koriste¢i vektorsko zbrajanje vrijedi: OS;,; = OS; + SiSi+1. Koristeéi pretpostavku
indukcije vrijedi: m <Sh I+ aik + ﬁ

Tvrdnja je dokazana.
Dakle, za dokaz konvergencije srediSta kruznica dovoljno je dokazati da niz polumjera
kruZnica konvergira.

Napomena 3.3.1. Od sada pa na dalje promatramo samo strogo rastuce nizove (a,),so-
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Numericki pristup - eksperiment

Ruc¢no racunanje srediSta svake kruznice oduzelo bi nam previse vremena. U ovom po-
glavlju pokazati ¢emo da se koordinate srediSta jednostavno daju srociti u algoritam koji
¢e nam za dani niz (a,),so dati vrijednosti koordinata S, (p,, g,), za n € N,. Kasnije ¢emo
funkcioniranje tog algoritma pokazati na nekoliko primjera.

4.1 Algoritam

1. slucaj: ap > 0

Neka je dan niz (a,),so, te niz radijusa (r,),s0 = (ai),,>0. Definiramo kruznicu K, sa
n
srediStem S (0, —%) i radijusom ry, = % 1 kruznicu K; sa srediStem S (0, %) i radiju-

som r; = a]_. Zan > 2 srediSte S,(p,,q,) je presjek kruznica c,_o(S —2,7p_n + 1) i

Cn-1(S n-1, rn—1 + ry). ToCnije, rjeSavamo sustav:

{ (X - pn—Z)z + ()7 - Qn—Z)z = (rn—Z + rn)2
(x— pn—l)2 + (y - qn—l)2 =(rp + rn)z.

Grafic¢ki je to prikazano na slici|4.1]

10
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Slika 4.1: Graficki prikaz jednadzbe

11

Vratit ¢emo se na rjeSavanje ovog sustava nakon $to objasnimo Sto ¢e biti ako je ay = 0.

2. sluéaj: ap =0

U toc¢ki 1.1. smo prokomentirali da ¢e u ovom slu€aju S biti (0, —c0). Zanima nas kako
dobiti algoritam za S, kada je n > 0. Neka je dan niz (a,),>;, te niz polumjera (r,),>; =

(ain),g .. Definiramo kruznicu K sa sredistem S (0, %) i polumjerom r,

ima polumjer r, = é 1 dodiruje kruznicu K; i x — os.

Slika 4.2: Graficki prikaz jednadzbe

i. Kruznica K,



POGLAVLIJE 4. NUMERICKI PRISTUP - EKSPERIMENT 12

Dakle, iz slike 4.2 uocavamo da sredisSte S ,(p-, ¢») dobivamo rjeSavanjem sustava:

{ (xX=pP+ G —q) =1 +n)

y=rn.

UvrStavanjem druge jednadzbe u prvu dobivamo:

X =2pix+pi+(r—q) =(r +n)?
X2 - 2p1x+pf + r% —2nq + qf = rf +2rir + r%
x> - 2p1x+pf - 2rq; + q% - rf -2rrn=0

_ 21 \APIA(pi-2raqi+qi-ri-2rim)
xl,z = 3 .

Slijedi:

X120 = pr & A(r1 +q)Q2r2+ 11— q1),

tj., p» = max{x;, x2} = p1 + \J(rn +q)Q2r+r —q1),aq = .
Zan > 3 srediste S ,(p,, g,) je presjek kruznica ¢, 2(S -2, Tz + 1) 1 €1 (S ety Tney + 1).

Slika 4.3: Graficki prikaz jednadzbe

Iz slike 4.3 uo¢avamo da je potrebno rijesiti sustav:
(x— pn—2)2 +0O- qn—2)2 =(ra2 + rn)2
(x - pn—1)2 +0O- qn—l)2 =(rp-1 + rn)z-

Uocavamo da je ovo, matematicki, isti sustav do kojeg nas je doveo prvi slucaj. RijeSimo
ga.
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Nastavak algoritma

Raspisivanjem dobijemo:

X2 - 2Xpy_o + pﬁ_z + y2 —2Yqu2 + q}%_z = rn 5 + 21,0, + r2
x% = 2Xpp_y + pfl_l +32 = 2yq,_1 + qi_l =71, + 2+ r2.
Oduzimanjem jednadzbi dobivamo:
(=2Pn2+2Pn-)X+(=2Gn242Gn1)y = 17 =17+ 212 =200 =P 5+ D2  — G+ G
iz Cega slijedi:

2
y - Pn—2—Pn-1 X+ ) rn l+(2r” 2= 2r-1)rn— pn 2+pn 1 qn 2+qn l
dn—-1—4n-2 2Gn-1—2qn-2

Zan>2 (1. slucaj) ili n > 3 (2. slucaj) definiramo:

k — Pn27Pn-1
n- 2 qn—-1—4n- 2

’5 2 rn 1+(2r” 2= 21— 1)"n— pn 2+pn 1 qn 2+qn l
an 1 21]n 2

o =
Uvrstimo y u prvu jednadzbu i dobivamo:

x2 = 2xp,_ 2+pn s+ (kyax + 1 0)? = 2qu 0 + g2, =12 2+2r,, zr,,+r
x2—2xpn_2+pi_2+k2 2x + 2k, ol 2x—2q, 2k 2x—2q, 21, 2+qn , =T 2+2r,, o+ 12

Jednadzba se svodi na kvadratnu:
ax’>+bx+c=0,

gdje su, zan > 2 (1. slucaj) ili n > 3 (2. slucaj):

bn 2 = an ZZn 2 2pn 2 = 26]n an

— 2 2 2
Cpna = =Ty = 21y oty — rn + pn_2 2qual, +q, 5 + 1.
Slijedi:
~byat \IB2_,~4a_cna
xl,z = 22‘ - n ,
,1,

tj., p, = max{xy, x»}, a g, = y. Razlog zbog kojeg smo odabrali da je p, maksimum od x;
1 x, je taj jer biramo srediSte koja se nalazi dalje od ishodista.
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Dobivamo, za n > 2 (1. slucaj) ili n > 3 (2. slucaj):

byt \/hﬁ_z —4a,_,cn

Pn =

2a,_,

qn = KuDn + ln-

B

14

Ovime dobivamo rekurzivnu formulu za izracun koordinata sredista. Pomocu program-
skog paketa Matlab moZemo isprogramirati rekurzivnu formulu koja nam za bilo koji niz
bI‘OjCV& (an)n>0 daje niz sredista (Sn)n>0a nge je Sn = (pn’ Qn)

Napomena 4.1.1. Kod iz programskog paketa Matlab nalazi se u privitku.

4.2 Primjeri

U sljedeéim primjerima pokazat ¢emo kako smo pomocu Matlab-a dosli do nizova srediSta

kruznica za razne nizove (a,),o.

Primjer 4.2.1. Neka je a, = 2".

Matlab nam daje sljedece rezultate:

n Pn 4n T'n

0 0 —00 1

1 0 0.5 0.5

2 || 0.62361 | 0.083333 0.25

3 || 0.62361 | 0.458333 | 0.125
4 || 0.779512 | 0.354167 | 0.0625
5 || 0.779512 | 0.447917 | 0.03125
6 || 0.818488 | 0.421875 | 0.015625
7 ]| 0.818488 | 0.445312 | 0.007813
8 || 0.828231 | 0.438802 | 0.003906
9 || 0.828231 | 0.444661 | 0.001953
10 || 0.830667 | 0.443034 | 0.000977

.....

Iz svega toga naslu¢ujemo konvergenciju.

Uoc¢imo da je pg = p1,p2 = p3, ps = ps... U Poglavlju 5.4. pokazat ¢emo da za a,

q",q > 1 vrijedi p, = p,. za svaki paran n.
U Geogebri je to prikazano na sljedeci nacin:
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Slika 4.4: Prikaz kruZnica u koordinatnom sustavu za a, = 2"

Zumiranjem slike 4.4 uo¢avamo:

(0.43, 0.59)

(0.9,0.28)

Slika 4.5: Zumirani prikaz kruznica u koordinatnom sustavu za a, = 2"

U ovom primjeru naslu¢ujemo konvergenciju sredista.
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Primjer 4.2.2. Neka je a, = n

Rezultati dobiveni pomoc¢u Matlab-a:

n Pn qn V'

0 0 -0 %)

1 0 1 1

2 1 0.25 0.25

3 1.04 0.608889 | 0.111111
4 || 1.179628 | 0.505715 | 0.0625
5 || 1.191105 | 0.60757 0.04

6 || 1.245629 | 0.567309 | 0.027778
7 || 1.251031 | 0.615191 | 0.020408
8 || 1.280019 | 0.593789 | 0.015625
9 || 1.283155 | 0.621583 | 0.012346
10 || 1.301132 | 0.608311 0.01
11 || 1.30318 | 0.62646 | 0.008264
12 || 1.315415 | 0.617426 | 0.006944

Iz vrijednosti dobivenih u tablici naslu€ujemo da srediSta konvergiraju.

Kruznice prikazane u Geogebri:

Slika 4.6: Prikaz kruznica u koordinatnom sustavu za a,, = n

0 0.2

Kad sliku 4.6 zumiramo dobivamo:

0.4 0.6

16
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(0.8,0.73)

(1.54,0.23)

Slika 4.7: Zumirani prikaz kruZnica u koordinatnom sustavu za a, = n’

Po slici 4.7 moZzemo naslutiti da srediSta konvergiraju.
Primjer 4.2.3. Neka je (a,),so0 Fibonaccijev niz.
Fibonaccijev niz je niz brojeva definiran na sljedeci nacin:

610:()
611:1
a,=a,+a,1,zan = 2.

Vrijednosti za p, g i r dobiveni pomoc¢u Matlaba:
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Pn qn '
0 —00 1)
0 1 1
2 1 1
1 2.118034 0.5
1.808607 | 2.319525 | 0.333333
1.416279 | 2.680805 0.2
1.728566 | 2.770815 0.125
1.57813 | 2.905507 | 0.076923
1.697615 | 2.940637 | 0.047619
1.640121 | 2.991903 | 0.029412
1.685771 | 3.005363 | 0.018182
1.663809 | 3.024935 | 0.011236

OO0 QAN N KW~ S

[y SN
—

.....

Prikaz u Geogebri:

3.5

Slika 4.8: Prikaz kruZnica u koordinatnom sustavu za (a,),>o Fibonaccijev niz

Iz slike 4.8 nasluéujemo da srediSta konvergiraju.

Napomena 4.2.4. Od sada pa na dalje F, predstavija n-ti Fibonaccijev broj.



Poglavlje 5

Egzaktni pristup

5.1 Zbroj povrsina trokuta

Kad bismo spojili susjedna srediSta dobili bismo mreZu trokuta kao S$to je prikazano na slici

Slika 5.1: Prikaz mreze trokuta

Na slici [5.1] promotrimo trokut §,5,S ;. Duljine njegovih stranica prikazani su na slici
5.2.

19
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Slika 5.2: Prikaz mreZe trokuta s oznacenim duljinama stranica

Pomocu Heronove formule moZemo izracunati povrSinu trokuta S S, 3.
P = «sls— (r + r)lls — (r1 + r3)1ls — (2 + 13)],
gdje je s poluopseg trokuta S 15,9 3,

5 = ri+r+ri+r3+mn+r — 2(r1+r2+r3) — I’] + 1”2 + r3

2
Dakle,

P = \/(r1+r2+r3)(r1+r2+r3—r1—r2)(r1+r2+r3—r1—r3)(r1+r2+r3—r2—r3)

P = N(ry + rp + r3)r3nr

Analogno, povrSina trokuta $,53S 4 je P, = V(ry + r3 + r4)ryrsr;. Opéenito,
P = N + gy + M2l v, zak € N
Lako se pokaze da se P, moZe zapisati i na sljedeéi nadin: P, = Y&d-lt@oitui it .,
P k P J n RNV
n— nYn+
neN.
Nije teSko u programskom paketu Matlab isprogramirati rekurzivnu formulu koja ¢e za
dani niz (a,),so dati povrsine (P,),>1-

Ako Y2, Py divergira, onda zbroj povrsina svih trokuta divergira pa se svi ti trokuti ne

mogu smjestiti u kruZnicu kona¢nog polumjera. Recimo, za a, = +/n imamo P, ~ %5 a

red Y, ‘? divergira. Ovo izgleda kao grani¢ni slucaj.
Zaa, =n, ), ., P, konvergira, dobije se P, ~ j—?

ZakljuCujemo da je divergencija reda )., P, dovoljan uvjet za divergenciju sredista, no
ne i nuzan.

U Poglavlju 5.3. ¢emo se uvjeriti da za a, = n srediSta divergiraju.
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Napomena 5.1.1. Kod iz programskog paketa Matlab nalazi se u privitku.
Pokazimo na primjerima iz Poglavlja 4 kako ¢e se ponaSati povrSine trokuta.

Primjer 5.1.2. Pomocu Matlab koda, za a, iz Poglavlja 4, dobivamo sljedece vrijedosti

povrsina trokuta:

-l a=2"| a,=n* | a,=F,

n P, P, P,

1] 0.116927 | 0.194444 | 1.118034
2 11 0.029232 | 0.027119 | 0.552771
3 || 0.007308 | 0.007703 | 0.185592
4 1] 0.001827 | 0.003008 | 0.074068
5 || 0.000457 | 0.001414 | 0.027802
6 (| 0.000114 | 0.000752 | 0.010689
7 || 0.000029 | 0.000436 | 0.004073

Znamo da za a, = 2", a, = n® te a, = F, niz srediSta konvergira, pa moraju i konver-
o . oo
girati i redovi )7 P,.

5.2 Zbroj duljina spojnica parnih i neparnih sredista

Kako bismo dokazali konvergenciju, promatrati ¢emo zbroj duljina spojnica parnih, od-
nosno neparnih srediSta kruznica. Ukoliko pokazemo da su ti zbrojevi konacni, u nas-
tavku poglavlja vidjeti ¢emo kako ¢e nam to pomoc¢i u dokazivanju konvergencije srediSta
kruZnica.

Primjer 5.2.1. Neka je a, = 2".

Konvergenciju dokazujemo zbrajanjem duZina stranica |SoS2| + [S2S 4] + [S4S¢| + ...
Na slikama [5.3] [5.4]1[5.5] uo¢imo trokute dobivene spajanjem susjednih sredista te duZine
njihovih stranica:
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Slika 5.3: Prikaz kruZnica i trokuta za a,, = 2"

Znamo duljine spojnica parnih, odnosno neparnih sredista:

(-0.04 957)
06

fn+r,

05 I3+ r5

3 S, s,

04
o/l + Te
03

0.2 I+ 1,

0.1

(0.87, 0.06)

Slika 5.4: Prikaz mreze trokuta za a, = 2"

Kada zumiramo sliku [5.4] dobivamo sljedece:
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(062,0.49)

r3+rs

(0.83,0.35)

Slika 5.5: Zumirani prikaz mreZe trokuta za a, = 2"

Iz slikaivrijedi: 1S0S 2] = ro+ry = 1+(3)%, 18284l = s = ()2 + ()%, 1548 6] =
Ty +re = (%) + (5)°. Ako nastavimo analogno dalje dobivamo:

L+ GP+GE+G + () + ()0 + =
=1+ + P+ () +.) =
_ 1+(1)? _s
1-(1)2 3

Dakle, [S 0S| + 18284 +1S4S6| + ... = 3
Zbroj parnih stranica je konacan, tj. konvergira.

Analogno racunamo |S1S3| + [S3S5] +|S557] + ...
Iz slika[5-4)if5 3] vrijedi: IS 1Sl = ri 413 = 3+ ()18l = 13475 = () + ()1 5571 =
rs+r; = (3)° + (3)7. Time dobivamo:

1+G)+ (1%)3 Jrl(%)sl+ (%)51+ () +...=
=(1+GNG+GP+G)P +..)=
JA+GHA+ G+ +.) =

_ 1. GP s

T2 16

Dakle, |S 1S3 +1S3S5| + 15557 + ... = %
Zbroj neparnih stranica je konacan, tj. konvergira.
Time je dokazano da za a, = 2" srediSta kruZnica konvergiraju.
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Primjer 5.2.2. Neka je a, = n’.

Racunski konvergenciju pokazujemo zbrajanjem duZina stranica |S 2 4|+|S 45 6|+]S 65 g|+
.. kao §to je prikazano na slici[5.6

Slika 5.6: Prikaz kruZnica i trokuta za a, = n’

(13,0.22)

Slika 5.7: Prikaz mreZe trokuta za a, = n’
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(1.41,0.24)

Slika 5.8: Zumirani prikaz mreZe trokuta za a, = n*

1,1

1
+ 32 64

16 re +1rg =

Iz slika [5.7)i[5.8 vrijedi r, + ry = § + %,m +re=+ 5,
ittt tgtgtgte=
_22+42+42+62+62+§2+
1 1 1
:2—2+2'4—2+2'?—2+2~8—2+_,_:
:_+2 (42 62+§2+ ):
2
_+2 Zkz(Zk)

Znamo da je ) ;7 kl—z =L (vidi [2]).

Dakle, %17, & = Xty 2 — 1 = § ~ 0.6449.

Zbroj parnih stranica je konacan.

Vrijedi: [S2S4] + [S4S6l + 1S6Ssl + ... = }L + % -0.6449 = 0.57245.

Analogno ratunamo zbroj duljina neparnih stranica, tj. |S ;S 3| +1|S 3S 5|+ 185554 +.

Po slikama [5.7]i [5.8] vidimo da vrijedi: |S1S3| = ri +r3 = 1+ §,1S385| = r3 + 15 =
1

1 259|SSS7|_r5+r7_ os +_

1+3+5+5%+5 +—+4‘9+..:
—1+32+32+512+512+712+
:1+2-3i2+2-5i2+2-7i2+...:
:1+2( +52+72+ D)=

—1+22MQm

Znamo da je 35, (51)7 = £ (vidi [2]).
Dakle, 3, (55)% = 5 1(2k ) —1=2 — 102337
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Zbroj duljina neparnih stranica je konacan.
Vrijedi: |S1S3] +15385| + 15557+ ... & 1 +2-0.2337 = 1.4674.
Dokazali smo da za a, = n® sredista kruZnica konvergiraju.

Primjer 5.2.3. Neka je a, = F,.

Sli¢no kao u prethodna dva primjera raCunamo zbroj duljina spojnica parnih, odnosno
neparnih srediSta. Promotrimo sliku[5.9]i zumiranu sliku [5.10]

y

Slika 5.10: Zumirani prikaz mreze trokuta za a,, = F),
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Racunamo prvo zbroj duljina spojnica parnih sredista, tj. [S2S4] + |S4S6| +1S6Ss| + ...

Iz slika[5.9)i[5.10|uo¢avamo da vrijedi:

IS2S4l +1S4S6] +1S65g] + ... = Ly

F2

VDY

Pomoc¢u Wolfram Alphe dobivamo da je ),
Dakle, |S2S4] +[S4Sel +1S6Ssl +... 1 +2-0.535371 =~ 2.070742.
Pokazali smo da je zbroj duljina spojnica parnih srediSta konacan.

Sli¢no, racunamo zbroj duljina spojnica neparnih srediSta, tj. [S1S3| + 15355 +|SsS7| + ....

Sa slika[5.9i vidimo da vrijedi:

S48 3] +1S3S5] + 1S5S 7] + ... = & +
F% +2- 220:1 .

Wolfram Alpha nam daje vrijednost ),

(¢

1, 1
F4 Fy
s3] 1

n=2 F,,

[

L

n=1 Fa,

+ o+

+ L

F3 F3

Font1

+_

1 1
+F6+F8

L ~0.535371 (vidi [3] i Dodatak).

n=2 F,,

141

+ Fs F7

~ 0.824515 (vidi [3] 1 Dodatak).

Dakle, [S1S3| +[S3Ss| +[SsSq[+...=1+2- 0.824515 ~ 2.64903.

Pokazali smo da je zbroj duljina spojnica neparnih srediSta takoder konacan.

SrediSta kruZnica za a, = F, konvergiraju.

53 a,=n

U ovom Poglavlju ¢emo posebno rijesiti slucaj kada je a, = n.
Pokretanjem Matlab koda za p, g, r te povrSinu P dobivamo sljedece:

n Pn qn T'n P,

0 0 —00 00 R

1 0 1 1 0.552771
2 1.414214 0.5 0.5 0.212459
3 || 1.293242 | 1.324506 | 0.333333 | 0.114261
4 || 1.838873 | 1.118195 0.25 0.071686
5 || 1.770309 | 1.562941 0.2 0.049258
6 || 2.112845 | 1.432122 | 0.166667 | 0.035961
7 || 2.065137 | 1.737947 | 0.142857 | 0.027421
8 || 2.315264 | 1.642112 0.125 0.021606
9 || 2.278709 | 1.875377 | 0.111111 | 0.017466
10 || 2.47581 | 1.799751 0.1 0.014414
11 || 2.446189 | 1.988348 | 0.090909 | 0.012098
12 || 2.608852 | 1.925889 | 0.083333 | 0.0103
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Vidimo da se polumjeri i povrSine smanjuju, te >, P, konvergira.
Kad to prikazemo u Geogebri dobivamo sljedece:

y

Slika 5.11: Prikaz kruZnica u koordinatnom sustavu za a, = n

Prema slici[5.1T]izgleda kao da sredista kruZnica teZe u beskonacnost, tj. divergiraju.
Promotrimo sada spojnice parnih, odnosno neparnih sredista.
Uocavamo mreZu trokuta:

Slika 5.12: Prikaz kruZnica i trokuta za a, = n
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Slika 5.13: Prikaz mreZe trokuta za a,, = n

" N o I I
OcCitovrijedi: o +r3 =5+ g, ra+re=3+¢re+rg=¢+g

Ako gledamo zbroj duljina stranica |S,S 4| + [S4Se| + [SeSs| + ...
tj.,

1,1 1 1 1,11 _

3 + Zl+ Zl+ 61+ 61+ §1+ 3 +..=

:§+§+1§+Zoo+§+...:
=3+ 2y

Po Teoremu 2.1.6 znamo da harmonicki red divergira, dakle, zbroj duljina parnih stranica
divergira.

Promotrimo zbroj duljina neparnih stranica, tj. |S 1S 3| + [S35s| +[S5S57| + ... dobivamo:

NS B S _
1+§+§T§+§1+7+7+ =
=142 §+2§+27 =
_ oo 1
=1+2- 200 59
Racunamo: flw sidx = o0
No, jos$ uvijek ne moZemo za-

Pokazali smo da zbroj duzina neparnih stranica divergira.
kljuciti da za a,, = n srediSta divergiraju.

PrikaZimo opéenito mreZu troukuta:
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(0.75,1.63)

(249, 0.46)

Slika 5.14: Opceniti prikaz mreZe trokuta za a, = n

Na slici uo¢imo kutove a;, @, @3. Cilj nam je naci donju ocjenu za zbroj tih
kutova, tj. za @1 + @, + @3.
Promotrimo trokut S,,75,,-152,. Koriste¢i formulu iz Poglavlja 5.1 dobivamo da je
povrsina tog trokuta jednaka

_ N12rn2-12n+2
Pt = 360Dy 1 € N.

absiny

Koriste¢i formulu P = >

gdje su a, b stranice trokuta, a y kut izmedu njih dobivamo

4n V12n2-12n+2
16n2-12n+2 °

4nV12n2-12n+2
16n2-12n+2

sina; =

Promotrimo sada funkciju f(n) =

Njen limes iznosi #

Deriviranjem te funkcije dobivamo stacionarne tocke, te odredujemo intervale rasta i pada.
Nije teSko pokazati da f(n) pada za n > %ﬁ. Dakle, f(n) pada prema V3 5+ VI3

2 T4
B pa slijedi @ > 1.

Zan — o0,

~
~

Zzan>

2.15 postizuci sve vrijednosti vece od toga. Dakle sin o >

Analogno, promatramo trokut §,,-15 2,5 2,+1. Dobivamo da je povrSina tog trokuta jed-
naka

_ N1
Py = 3 homm € N.
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Nije teSko na isti nacin kao u prethodnom trokutu dobiti vrijednost za sin @;:

4nV12n2-1

SIn @, = 1621

4nV12n%-1
16n2—1

Limes funkcije g(n) iznosi \/75 zan — oo.

Definirajmo g(n) :=

[%

Nije teSko pokazati da g(n) pada za n > 1. Ovdje takoder zakljuCujemo da je sina, >
iz Cega slijedi @ > 3.

2

Zatim, za trokut S»,,_15 2,5 2,+1 dobivamo povrSinu

_ N12n2+12n+2
Pt = 55 € N,

te
: _ 4nV12n2+12n+2
SIN@3 = 6y e
. Nrew) ) . . ..
Sada definiramo h(n) := #2222 Medutim, ovdje se pokaZe da funkcija /(n) mono-

tono raste prema \/7§’ postajuci manja od toga. 1z ovoga slijedi a3 < 3.

Cilj nam je sada pokazati da vrijedi: a; + a3 > 2?” Pokazati ¢emo da vrijedi
arcsin f(n) + arcsin h(n) > %.

arcsin f(n) + arcsin h(n) = m — arcsin [ f(n) \/1 — h(n)> + h(n) \/1 — f(n)?]

Uvrstavanjem funkcija f(n) i h(n) dobivamo da izraz f(n) /1 — h(n)*> + h(n) \/1 — f(n)?
ostaje ispod x/7§ i teZi prema toj vrijednosti odozdo. Naime, taj izraz tezi prema ? odozdo,
arcsin tog izraza onda teZi prema  odozdo, a onda izraz

n —arcsin [ f(n) v/1 — h(n)?> + h(n) \/1 — f(n)?] ostaje veci od %” i teZi prema toj vrijednosti
odozgo. 1z toga slijedi da je a; + a3 > %”

ZakljuCujemoda ) + ax + a3 > 3+ 5+ 5 =1

Kako bismo dokazali da za a, = n srediSta divergiraju preostaje nam promotriti izlom-
ljenu liniju L = §,5456.... L je graf neprekidne funkcije definirane na nekom podskupu od
[x2, M] za neki x, < M < co. Tada je

(L= | 24 1+ o' (x)dx.

No, ¢’(x) je pozitivna, omedena i pada prema nekoj konacnoj vrijednosti.

Dakle, L " V1 + ¢’(x)*dx je konaCan za svako kona¢no M. Medutim, znamo da je ukupna
duljina kiivulje L beskonacna. Dolazimo do kontradikcije te zakljucujemo da za a, = n
srediSta divergiraju.
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54 a,=q"

Kroz Primjere 4.2.1, 5.1.2, 5.2.1 smo pokazali da za a, = 2" zbroj srediSta kruznica konver-
gira. U ovom poglavlju ¢emo obratiti paznju na nizove oblika (a,),s0 = (¢")ns0. Zanima
nas za kakve g € R niz (¢"),>0 konvergira. U Poglavlju 3 smo pokazali da samo za strogo
rastuce nizove (a,),so srediSta kruZnica konvergiraju. Dakle, da bi niz (¢"),>o bio strogo
rastuci nuzno je daje g > 1.

Sli¢nost trokuta

Za a, = ¢" promotrimo trokute sa slike Ciji su vrhovi sredi$ta kruZnica.

(0.73, 0.45)

(0.88, 0.35)

Slika 5.15: Prikaz mreze trokuta za a, = ¢"

Promotrimo trokut S ,_,5,-1S ,. Znamo mu duljine stranica:

1 1 _ l+4q

|Sn—2Sn—l| - qn—Z + qn—l - q;—]
1 1 _ l+g
|S}’l—2SYl| - qn72 + q_n - lqn
1 1 _ l+g
|Sn—1Sn| — gl + E I

_ 1 L _ l4g
|Sn—ISn| - qn—] + ? - L]" ,
_ 1 1 _ l+g
|Sn—ISn+1| = T + gt T gl

_ 1 1 _ l+4q

|SnSn+l| - q_n + qn+l - qu—l
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Analogno, duljine stranica trokuta S,,S ,,+1S 42 su:

_ 1 1 _ l+q
|SnSn+1| - L]_" + qn+1 - qn+12
_ 1 1 _ l+g
|SnSn+2| - q_n + g2 T g2

1
+1 + qn+2 qn+2

|Sn+1Sn+2| = q"

Pokazimo da su trokuti slicni po S S S poucku o sli¢nosti.
ASn—ZSn—ISH ~ ASn—ISnSrHl jer

I+q L+¢? l+g
k _ qn—l _ T _
T Itg T g2 T 4 T q
q”+1 qn+1 q"

Analogno, AS 18,8 41 ~ AS 1S 118 12 jer

l+g 1+4% l+q

k ra qn+l qn+1
T T R E q

qn+1 q’”z qn+2

Dakle, ASn—ZSn—lSn ~ ASn—ISnSn+1 ~ ASnSn+lSn+2~

Kutovi, paralelnost

Iz sli¢nosti trokuta slijedi da su im odgovarajuci kutovi jednaki, kao Sto prikazuje slika

5.16

(0.73,0.45)

(0.8, 0.35)

Slika 5.16: Prikaz mreze trokuta i kutova za a,, = ¢"
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Kako je zbroj svih kutova u trokutu jednaka 180° zakljucujemo da je S,_,S S ,+2 pra-
vac. Takoder, ako nastavimo crtati trokute pokazuje se da spojnice parnih srediSta leZze na
istom pravcu, te spojnice neparnih srediSta leze na istom pravcu.

Uocimo: stranica S ,_,S,-; paralelna je sa stranicom S ,,S ,,;;. To vrijedi jerje 45 ,-1S 25, =
£8 1418 1S nio te tocke S5, S, 18 42 leze na istom pravcu. Time smo dokazali pretpostavku
iz Primjera 4.2.1. da vrijedi p, = p,+ za svaki parni n.

U Poglavlju 5.2. racunali smo zbroj duljina spojnica parnih, odnosno neparnih sredista.
1

Ovdje moZemo udiniti isto kako bi eksplicitno dobili limes srediSta. Oznacimo p := "

Oznacimo sa D, zbroj duljina spojnica parnih srediSta, a sa D, zbroj duljina spojnica ne-
parnih srediSta. Tada je:

1+p2
]_p29

2
Dn:p+p3+p3+p5+p5+p7+...:(1+p2)(p+p3+p5+...):pl+p

1-p%°

D,=1+p*+p*+p*+pt+pl+. . =0 +pHA+p*+p*+..)=

Limes srediSta sada moZemo jednostavno dobiti kao presjek kruznica K (S, D,) 1 K>(S 1, D,,).
Tocnije, rjeSavamo sljededi sustav:

1 p22
2 2 1+p~\2
X+ -p)r =)
2p*
(1+p)(1-p?)*

2p \Vp+p*+p?

UvrStavanjem y u neku od jednadzbi pokazuje se da je x = T

2p N p+p*+p? 202 )
2) .

(I+p)(1=-p*) * A+p)(1-p

{x2+<y+1>2=<‘i—”2>2

Oduzimanjem tih jednadzbi pokaze se da je y =

Dakle, za a, = ¢" limes sredista je tocka 7'(

5.5 Ocjene za konvergentne nizove

U Poglavlju 5.2. dokazali smo da za a, = 2", a, = n® te a, = F, sredita konvergiraju.
Pitanje koje se prirodno namece je: kamo konvergiraju? Zanima nas kako moZemo dati
ocjenu te konvergencije.

U Poglavlju 5.2. pokazali smo koliko iznosi zbroj duljina spojnica parnih, odnosno ne-
parnih srediSta, te znamo ako su ti zbrojevi konac¢ni tada ¢e srediSta konvergirati. Spojnice
parnih i neparnih srediSta medusobno se po¢nu sve vise pribliZavati te je njihova udaljenost
postaje sve manja. Ideja za ocjenu konvergencije je da uzmemo dvije kruznice, jednu sa
srediStem u S| 1 polumjerom jednakim zbroju duljina spojnica neparnih sredista, a drugu
sa srediStem u S, i polumjerom jednakim zbroju duljina spojnica parnih sredista. Tamo
gdje se te dvije kruZnice sijeku e biti ocjena konvergencije.
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Primjer 5.5.1. Neka je a, = 2"

U Primjeru 4.2.1. pokazali smo da zbroj duljir;a spojnica parnih srediSta iznosi %,

dok zbroj duljina spojnica neparnih srediSta iznosi 2. Uzmimo kruznicu sa srediStem u
S0(0,-1) 1 polumjerom % te kruznicu sa sredistem u S (0, %) 1 polumjerom % kao Sto je

prikazano na slikama i

Slika 5.17: Ocjena konvergencije za a, = 2"

2 /
/
/
‘ x
o 01 03 U\ 3 s, o7 08 09 1 ft
%
%

Slika 5.18: Zumirani prikaz ocjene konvergencije za a, = 2"

Nije tesko izracunati da se u tocki 7°(0.83148, 0.44444) te dvije kruznice sijeku. To nam je
ocjena konvergencije sredista kada je a, = 2".
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Medutim, ovim nismo dobili samo ocjenu konvergencije srediSta ve€ i to¢nu vrijednost, jer
se sva parna srediSta nalaze na pravcu i sva neparna srediSta se nalaze na drugom pravcu (to
smo pokazali u Poglavlju 5.4). Zbroj duljina spojnica parnih sredista je to¢na udaljenost
od Sy do S ., dok je zbroj duljina spojnica neparnih sredista tocna udaljenost od S| do S .

Primjer 5.5.2. Neka je a, = n’.

Dokazali smo da zbroj duljina spojnica parnih, odnosno neparnih sredista konvergira
(Primjer 5.2.2.). Zbroj duljina spojnica parnih srediSta iznosi priblizno 0.57245, a zbroj
duljina spojnica neparnih sredista iznosi priblizno 1.4674. Na analogan nacin kao u pret-
hodnom primjeru uzmimo dvije kruznice. Prva kruznica neka ima srediSte u S,(1, }‘) 1
polumjer 0.57245, a druga kruZznica srediSte u (0, 1) 1 polumjer 1.4674.

Slika 5.19: Prikaz ocjene konvergencije za a, = n*

Na slici[5.19)uo¢avamo da se te dvije kruznice sijeku u tocki 7(1.42,0.64). Time dobivamo
ocjenu konvergencije sredista za a, = n°.
Na slici se lijepo vidi kako je ocjena za konvergenciju ’daleka’. To je zbog toga jer

spojnice parnih, odnosno neparnih srediSta ne leZe na istom pravcu. StoviSe, to su duljine
koje se "lome’ (slika[5.8).

Primjer 5.5.3. Neka je a, = F,.

U Primjeru 5.2.3. dokazali smo da zbroj duljina spojnica parnih, odnosno neparnih
srediSta konvergira. Zbroj duljina sponica parnih srediSta iznosi priblizno 2.070742, a
zbroj duljina spojnica neparnih srediSta iznosi priblizno 2.64903. Uzmimo kruZnicu sa
srediStem u S,(1, 1) i polumjerom 2.070742, te kruznicu sa srediStem u S(0, 1) sa polu-
mjerom 2.64903. Tu situaciju vidimo na slikama[5.20]i 5.21.
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Slika 5.20: Ocjena konvergencije za a, = F),

(-0.14 375
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Slika 5.21: Zumirani prikaz ocjene konvergencije za a, = F),

37

Nije teSko naci sjeciSte tih kruznica. Dobivamo da se one sijeku u tocki 7°(1.68, 3.05). To
nam je ocjena konvergencije srediSta za a,, = F,.



Poglavlje 6
Zakljucak

Kroz ovaj rad na raznim primjerima pokazali smo kako unaprijed odredena formula za
polumjere kruZnica utjece na konvergenciju, odnosno divergenciju srediSta. Za ocite re-
zultate, kada je polumjer konstantan ili rastuc¢i znamo da dolazi do divergencije. Pokazali
smo da padajuci polumjeri ne povlace konvergenciju. No, ovaj rad daje mnogo prostora za
nastavak istraZivanja - za neke druge primjere te u viSe dimenzija.
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Sazetak

U ovom radu promatramo kruZnice koje se dodiruju, a ¢iji su polumjeri unaprijed definirani
kao niz brojeva.

U prvom dijelu formuliran je problem, dok su u drugom dijelu iskazane definicije i teoremi
potrebni za razumijevanje rada.

U tre¢em dijelu rada prikazani su oc€iti rezultati.

Koriste¢i programski software Matlab numericki pristupamo problemu u cetvrtom dijelu,
te taj pristup pokazujemo na primjerima.

U zavrSnom, petom dijelu egzaktno rjeSavamo problem te dajemo ocjenu konvergencije
srediSta za konvergentne nizove.



Summary

In this thesis, we observe the circles that are touched and whose diameters are predetermi-
ned as a series of numbers.

In first part the problem is formulated, while the second part contains definitions and the-
orems needed to understand this thesis.

Third part of thesis presents obvious results.

Using Matlab software we approach the problem in the fourth part numerically, and this
approach is shown in the examples.

In the final, fifth part, we solve the problem exactly and give the convergence of centers for
series which converge.



Dodatak

U nastavku je dodan kod napisan u Matlabu koriSten za rjeSavanje ranije navedenih pri-
mjera iz Poglavlja 4.

m=20; %koliko zelimo kruznica

n=1:1:m;

a=2."(n-1); %an %ovdje postavljamo niz

p(1)=0; %ovo je pO®

a(=-1/a(l); %q0

p(2)=0; %ovo je pl

q(2)=1/a(2); %al

r(1)=abs(q(l)); %r®

r(2)=abs(q(2)); %rl

r=abs(l./a(n)); %rn

for i=3:1:m
k(i)=(p(i-2)-p(i-1))./(q(i-1)-q(i-2));  %kn
1()=(r(i-2)."2-r(i-1). " 2+2*r(i-2)*r(1)-2*r(A-D*r(i)-p(i-2). 2+p(i-1)."2-q(i-2). "2+
q(i-1).72)./@2*q(i-1)-2*q(i-2)); %ln
c(i)=-r(i-2).72-2*r(i-2)*r(i)-r(i). " 2+p(i-2).72-2*%q(i-2)*1(1)+q(i-2)."2+1(1)."2; %cn

al(i)=1+k(i)."2; %a’n
b(i)=2*k(i)*1(i)-2*p(i-2)-2*q(i-2)*k(i); %bn
p(i)=(-b(i)+sart(b(i). "2-4*al(i)*c(i)))./(*al(i)); %pn
q(D)=k (D) *pA)+1(1); %an

end

p=p’;

a=q’;

r=r’;

for k=1:1:(m-2)
povrsina(k)=sqrt(rk)*r(k+1) *rk+2) *(r(k)+r(k+1)+rk+2)));

end

povrsina=povrsina’;

name=’koordinate.xlsx’;

x1lswrite(name,p, 'koordinate’,’B2’)

x1lswrite(name,q, 'koordinate’,’C2’)

xlswrite(name,r, 'koordinate’,’D2’)

x1lswrite(name,povrsina, 'koordinate’,’E2’)

Zbroj parnih i neparnih Fibonaccijevih brojeva (vidi [3])

V5 |24 (1) -4¢" (1) +1ogs)
| I ¢?
> —= . — -1+ 0.535371
ILZFE” SlOg[z{l+V5]'

1 E[JE-@[O, % [3,‘/;)]2,4] -« 0.824515

uilFZn-l 4
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