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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavat ¢e se temeljni pojmovi za vezani konvergenciju re-
dova potencija. Kako bi rad bio razumljivi, najprije ¢emo navesti osnovne definicije i
teoreme vezane za redove i konvergenciju. Sam diplomski rad je podijeljen na tri temeljna
poglavlja, a to su: redovi, neprekidnost i derivabilnost te redovi potencija.

U prvom poglavlju ¢emo definirati nizove i redove te njihova svojstva. U skladu s tim,
nezaobilazno je spomenuti tri kriterija konvergencije: Leibnizov, d’ Alemberov te Cauc-
hyjev kriterij. Takoder, pojam niza ¢emo proSiriti na nacin da ¢emo promatrati nizove
N() - R.

Kroz drugo poglavlje ¢emo definirati neprekidnost funkcije te navesti nekoliko primjera
neprekidnih funkcija. Nakon toga uvodimo pojam limesa fukcije te pojam derivabilnosti
te ¢emo takoder razmotriti vezu neprekidnosti i derivabilnosti.

Naposljetku, u tre¢em poglavlju ¢emo definirati red potencija te radijus konvergencije reda
potencija. Kroz razne teoreme i propozicije konacni cilj nam je do¢i do zadnjeg potpoglav-
lja u kojem proucavamo derivabilnost funkcija odredenih redovima potencija.






Poglavlje 1
Redovi

1.1 Nizovi

Definicija 1.1.1. Neka je S skup. Za bilo koju funkciju kojoj je domena N, a kodomena S
kaZemo da je nizu S. Ako je x nizu S (to jest x : N — §), onda za n € N umjesto x(n)
pisemo x,. Niz x oznacavamo i s (x,) ili (x,),exn - Za niz (x,) u R kaZemo da je niz realnih
brojeva.

Definicija 1.1.2. Neka je (x,) nizu R te neka je L € R. KaZemo da niz (x,,) teZi ili konvergira
broju L i pisemo x,, — L ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
X, € (L —¢&,L+ &). Utom slucaju jos kazemo da je L limes niza (x,).

Napomena 1.1.3. Za sve u,v € Ri & > 0 vrijedi:
u—vi<eeoe -e<u-v<e
Sv-—e<u<v+e
Sue{v—g,v+e).
Dakle,
lu—vi<eouel{v—gv+e).

Stoga, ako je (x,) nizu R i L € R, vrijedi x, — L ako i samo za svaki € > 0 postoji np € N
takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — L| < &.

Primjer 1.1.4. Neka je K € R. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran s x, = K, za svaki
n € N. Tada x, — K.
Naime, neka je € > 0. Odaberimo bilo koji ny € N. Tada za svaki n > ng vrijedi

X, €(K—¢g,K+¢)

(jer je x, = K, za svaki n € N).
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Propozicija 1.1.5. (Jedinstvenost limesa niza) Neka je (x,) niz u R. Pretpostavimo da su
Ly, L, € R takvida x,, — L, i x, = L,. Tada je

L] = L2.

Dokaz. Pretpostavimo da je L # L,.
Imamo dva slucaja:

1.

Li<L,
L,-L
TadajeO < L, —Lypaje0 < 22 L

Odaberimo € € Rtakavda 0 < ¢ <

L, - L,

. Iz toga slijedi 2e < L, — Ly, pa je
Ly +¢& < L, — & Ovo povlaci da je

(Li—&,Li +&)N{L, — &, L, + &) = 0. (1.1)

Iz x,, — L, slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

x, €{Ly —¢&, L +¢).

Iz x, — L, slijedi da postoji n; € N takav da za svaki n > n; vrijedi

X, €E{L,—¢€,L, +¢).

Odaberimo n € N takav dajen > nypin > ny. Tadaje x, € (L —&,L; + &) i
X, €, —¢,L, +&).
Dakle,

x, €Ly —e, Li+eyN{,—¢ L, + &),

no to je u kontradikeiji s (I.1).

L, <L
Analogno kao u prethodnom sluc¢aju vidimo da ova pretpostavka vodi na kontradik-
ciju.

Zakljucak: L, = L,. O
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Definicija 1.1.6. Neka je S C R te neka su m, M € R. KaZemo da je M gornja meda skupa
S ako za svaki x € S vrijedi
x <M.

KaZemo da je m donja meda skupa S ako za svaki x € S vrijedi
m< Xx.

Definicija 1.1.7. Nekaje S CR.Za S kaZemo da je odozgo omeden skup ako S ima barem
jednu gornju medu. Za S kaZemo da je odozdo omeden skup ako S ima barem jednu donju
medu.

Definicija 1.1.8. Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a supremum skupa S ako
Jje a najmanja gornja meda skupa S, to jest ako vrijedi sljedece:

1. aje gornja meda skupa S
2. za svaku gornju medu M skupa S vrijedi a < M.

Propozicija 1.1.9. (Jedinstvenost supremuma) Neka je S C R te neka su a,,a, € R. Pret-
postavimo da su ay, a, supremumi skupa S. Tada je

a =ap.

Dokaz. Kad bi vrijedilo a; < a5, to bi znacilo da postoji gornja meda skupa S manja od
a,. §to je nemoguce jer je a, supremum od S. Analogno vidimo da je a, < a; nemoguce.
Slijedi

a =ap.

Ako je S C R, onda supremum skupa S, ako postoji, oznacavamo sa sup S .

Primjer 1.1.10. Neka je S = (—00,0). Tvrdimo da je 0 supremum skupa S .
Za svaki x € S vrijedi x < 0 pa je svakako x < 0. Stoga je 0 gornja meda skupa S. Neka je
M gornja meda skupa S. Pretpostavimo da je M < 0. Odaberimo x € R takav da

M<x<0 (1.2)
Iz x < O slijedi da je x € S i buduci da je M gornja meda skupa slijedi x < M, §to je u
kontradikciji s (1.2)).
Zakljucujemo da je

0<M.

Prema tome, 0 je supremumu skupa S .
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Primjer 1.1.11. Neka je S = [0, 1). Tvrdimo da je 1 supremum skupa S .
Ocito je 1 gornja meda od S . Neka je b gornja meda od S. Pretpostavimo da je b < 1. Tada
je
max{0,b} < 1,
pa postoji x € R takav da je max{0,b} < x < 1. Slijedi 0 < x < 1, pa je x € S. Takoder iz
nacina na koji smo odabrali x slijedi
b < x.

No ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je x € S i b gornja meda od S. Dakle,

1<b.

Prema tome, 1 je supremum skupa S .

Definicija 1.1.12. Neka je S C R i sy € S. KaZemo da je sy maksimum skupa S ako za
svaki x € S vrijedi
x < 5.

Dakle, sy € S je maksimum skupa S ako i samo ako je sy gornja meda skupa S

Uocimo: Ako je 5o maksimum skupa S, onda je sy supremum skupa S.

Naime, po definiciji maksimuma vrijedi da je sy gornja meda skupa S. Nadalje, ako je M
gornja meda skupa S, onda je x < M, za svaki x € §, pa je posebno i sy < M.

Dakle, sy je supemum skupa S.

Napomena 1.1.13. Pretpostavimo da su s, i s, maksimumi skupa S. Tada je
S1 = 9.
Naime, to slijedi iz propozicije i Cinjenice da su s, 1 s, ujedno supremumi skupa S .

Napomena 1.1.14. Supremum skupa ne mora biti element tog skupa (primjer|l.1.10), pa
samim tim ne mora biti ni maksimum tog skupa.

Uocimo sljedece: Ako je a supremum skupa S i a ¢ S, onda S nema maksimuma: kada bi
so bio maksimum skupa S, onda bi s bio i supremum skupa S, pa bi iz propozicije
slijedilo sy = a, sto je nemoguce jer je s € S ia ¢ sS.

Posebno, skup S iz primjera[[.1.10|nema maksimum.
Ako skup S ima supremum, onda je S ocito odozgo omeden. Nadalje, mora vrijediti S # 0.
Naime, prazan skup nema supremum (svaki realan broj je gornja meda praznog skupa, pa
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stoga ne postoji najmanja gornja meda od 0.)
Dakle, skup koji ima supremum mora biti neprazan i odozgo omeden. Vrijedi i obrat ove
tvrdnje. Iskazimo prvo jednu vaznu ¢injenicu o realnim brojevima.

Aksiom potpunosti: Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je x < y, za
svaki x € A1izasvakiy € B. Tada postoji z € Rtakavdaje x < z,zasvakix€ Aiz<y,za
svakiy € B.

Propozicija 1.1.15. Neka je S CR i S # 0. Pretpostavimo da je S odozgo omeden. Tada
S ima supremum.

Dokaz. Nekaje B ={y| y gornja meda od S}. Vrijedi B # 0 jer je S odozgo omeden. Za
svaki x € S 1za svakiy € B vrijedi
x<y.

Prema aksiomu potpunosti, postoji z € R takav da

zasvakix € Sizasvakiy € B. 1z
X <z,

za svaki x € S, zakljuCujemo da je z gornja meda skupa S. Iz
<y,

zasvakiy € B, sada zakljuCujemo da je z supremum skupa S, ¢ime je propozicija dokazana.
O

Definicija 1.1.16. Neka je S C R te neka je A € R. KaZemo da je A infimum skupa S ako
Jje A najveca donja meda skupa S, to jest ako vrijedi sljedece:

1. A je donja meda skupa S
2. za svaku donju medu m skupa S vrijedi m < A.
Sljedecu propoziciju dokazujemo analogno kao propoziciju [[.1.9

Propozicija 1.1.17. (Jedinstvenost infimuma) Neka je S C R te neka su A, A, € R. Pret-
postavimo da su Ay, A, infimumi skupa S. Tada je

A1 = Az.

Ako je S C R, onda infimum skupa S, ako postoji, oznatavamo s inf S.
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Definicija 1.1.18. Neka je S C Rimy € S. Kazemo da je my minimum skupa S, ako za
svaki x € S vrijedi
my < X.

Lako se vidi sljedece: ako je m minimum skupa S, onda je m infimum skupa S.
Sljedecu propoziciju dokazujemo analogno kao propoziciju

Propozicija 1.1.19. Svaki neprazan odozdo omeden skup ima infimum.

Definicija 1.1.20. Neka je S C R. KaZemo da je S omeden skup, ako je S odozgo i odozdo
omeden.

Definicija 1.1.21. Za niz (x,) u R kaZemo da je omeden ako je skup {x, | n € N}.
Propozicija 1.1.22. Neka su S i T omedeni skupovi. Tada je S U T omeden skup.

Dokaz. Buduci da su S 1 T omedeni skupovi, postoje a,b € R takvi da je a gornja meda
od S 1 b gornja meda od 7. Odaberimo ¢ € R takav da je

a<c 1 b<ec.

Tada vrijedi da je ¢ gornja meda od S i ¢ gornja meda od 7. Stoga je ¢ gornja meda skupa
S UT, stoga je S UT odozgo omeden skup. Analogno dobrivamo da je S U T odozdo
omeden skup.

Dakle, S U T je omeden skup. O

Korolar 1.1.23. Ako je n € N te ako su S, S, ..., S, omedeni skupovi, onda je
S1US,U...US, omeden skup.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.

Za n = 1 tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su §4,S5, ..., 5,41 omedeni skupovi.
Prema induktivnoj pretpostavci skup S, U S, U ... U S, je omeden, pa iz

S]USQU...US,ZUS,H_] :(SlLJSQU...USn)US,H_]

1 propozicije(l.1.22slijedidaje S; US, U...US, U S, omeden skup.
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1. Time je korolar dokazan. O

Definicija 1.1.24. Za niz (x,) € R kazemo da je konvergentan ako postoji L € R takav da
x, — L.

Propozicija 1.1.25. Svaki konvergentan niz je omeden.
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Dokaz. Neka je (x,) konvergentan niz. Tada postoji L € R takav da x, — L. Odaberimo
e = 1. Slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x, € (L — &, L + €), to jest

x, €{(L-1,L+1).
Stoga je
{x, | n>np} S{(L—¢&,L+¢).

Iz ovoga je ocito da je skup {x, | n > ny} omeden. Svaki jednoclan podskup od R je ocito
omeden. Vrijedi:
{xn [ne N} ={x1} U{x}U..U{x, | n = ne},

pa iz korolara [[.1.23]slijedi da je {x, | n € N} omeden skup.
Prema tome, (x,) je omeden niz. O

Obrat prethodne propozicije ne vrijedi.

Primjer 1.1.26. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = (—1)". Imamo {x,, | n € N} = {-1, 1},
pa je (x,) ocito omeden niz. No, (x,) nije konvergentan.

1
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji L € R takav da x, — L. Definirajmo € = X

Iz x,, — L slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n € N,n > ng vrijedi
lx, — L| < &.

Odaberimo m,n > ny takve da m bude paran broj, a n neparan.

Vrijedi:

1
2:Ixm—xnlzlxm—L+L—xn|§|xm—L|+|L—xn|<2s<2-§:1.

Dakle, 2 < 1, sto je kontradikcija.

Definicija 1.1.27. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je rastuéi ako za svaki n € N
vrijedi

Xn < Xpsl-
Propozicija 1.1.28. Neka je (x,) rastuci niz u R. Tada za sve m,n € N takve dan < m
vrijedi

Xp < Xy
Dokaz. Fiksirajmo n € N. Dokazimo matemati¢kom indukcijom po m,m > n, da je

Xy < Xy
Za m = n tvrdnja je oCita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m € N, m > n. Dakle,

X < X
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a po definiciji rastuceg niza vrijedi x,, < x,,4. Stoga je
Xn < X+l

Dakle, x, < x,,, za svaki m € N takav da je m > n.
Time je propozicija dokazana. |

Propozicija 1.1.29. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva. Pretpostavimo
L = sup{x, | n € N}. Tada x, — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji ny € N takav da je L — & < x,.
Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki ny € N vrijedi

Xpy < L—e.

Ovo znaci da je L — & gornja meda skupa {x, | n € N}, Sto je nemoguce jer je L najmanja
gornja meda tog skupa.
Dakle, postoji ny € N takav da je

L—¢g<xy,,.

Neka je n € N takav da je n > ny. Prema propoziciji (1.1.28| vrijedi x,, < x,. Zbog
L = sup{x,|n € N} vrijedi x, < L. Imamo
L-e<x,y<x,<L<L+e.
Dakle,
x, €{L—¢g,L+¢),

zasvakin € N, n > ny.
Zakljucak, x, — L. O

Korolar 1.1.30. Svaki omeden rastuci niz je konvergentan.

Dokaz. Neka je (x,) omeden rastuéi niz. Skup {x, | n € N} je omeden, pa prema propoziciji

ima supremum. Neka je
L = sup{x, | n € N}.

Iz propozicije [I.1.29|slijedi

x, — L.

Dakle, (x,) je konvergentan niz. |

Propozicija 1.1.31. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva. Pretpostavimo da su
Ly, L, € Rtakvida x, — Ly iy, = L. Tada niz (x, + y,)nen teZi prema Ly + L.
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Dokaz. Neka je € > 0. Iz definicije konvergencije niza i x,, — Ly, slijedi da postoji ny € N
takav da za svaki n > ng vrijedi

&
|xn_L1| < 5 (13)

Analogno, 1z y, — L, slijedi da postoji m, € N takav da za svaki n > my vrijedi

£
Vn = Lol < 5. (1.4)

Odaberimo k&, € N takav da je kg > ng i kg > my. Neka je n € N takav da je n > ky. UoCimo

da za taj n vrijedi (1.3) i (T.4). Imamo
€

E
|(xn+yn)_(L1 +L2)| = |(xn_Ll)+(yn _L2)| < |xn_Ll| + |yn_L2| < 5 + 5 =é&.

Dakle,
[(x, +y,) — (L1 + Ly)| <&,

za svaki n > k.
Time je propozicija dokazana. O

Propozicija 1.1.32. Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva te da je L € R takav da
x, — L. Tada niz (—x,) teZi prema —L i niz (|x,|) teZi prema |L|.

Dokaz. 1. Za svaki n € N ocito vrijedi
|(=x,) = (=D) = |x, — L|. (1.5)

Neka je € > 0. Iz Cinjenice da x, — L slijedi da postoji ny € N takav da za svaki
n > ngp vrijedi
lx, — L] < e&.

Iz jednakosti (I.5) slijedi da za svaki n > ny vrijedi

|(=x,) = (=D) < &.

Prema tome, —x, — —L.
2. Iz ¢injenice da za sve u, v € R vrijedi
el = VIl < u— v,
slijedi da za svaki n € N vrijedi

[l = 1Ll < 1xn = L] . (1.6)



12 POGLAVLIJE 1. REDOVI

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — L| < €. 1z
(1.6) slijedi da za svaki n > n, vrijedi

llxal — 1Ll < €.

Dakle, |x,| — |L].

1.2 Redovi

Definicija 1.2.1. Neka je (x,) niz u R. Definirajmo niz (s,) sa s, = Z x; za svaki n € N.
i=1
Dakle, s\ = x1, 52 = X1 + X2, ..., Sy = X1 + X3 + ... + X,,. Za uredeni par ((x,), (s,)) kaZemo da

je red i oznacavamo ga s Z X, ili Z X,. Za niz (s,) kaZemo da je niz parcijalnih suma

neN
reda E X,

Definicija 1.2.2. Neka je Z X, red te neka je (s,) pripadni niz parcijalnih suma. Pretpos-
tavimo da je L € R takav da s, — L. Tada za L kaZemo da je suma reda Z Xp.

Definicija 1.2.3. Za red Z X, kaZemo da je konvergentan ako postoji L € R takav da

je L suma toga reda. Dakle, red Z X, je konvergentan ako i samo ako je pripadni niz
parcijalnih suma toga reda konvergentan.

Napomena 1.2.4. Neka je Z X, konvergentan red. Tada postoji jedinstveni L € R takav

(59

da je L suma reda Z X, (propozicijal|l.1.5|). Broj L oznacavamo s Z X

n=1

Primjer 1.2.5. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran s x, = 1, za svaki n € N. Red
X, nije konvergentan.

Naime, za niz parcijalnih suma (s,) ovog reda vrijedi s, = n, za svaki n € N, pa je ocito da
niz (s,) nije omeden, a samim tim nije konvergentan.

Lema 1.2.6. Neka je S C R te neka je A infimum skupa S. Tada je —A supremum skupa
{—x| xeS§}.

Dokaz. Buduci da je A donja meda od S, za svaki x € § vrijedi

A< x.
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Stoga je —x < —A, za svaki x € §. Prema tome, —A je gornja meda skupa {—x | x € S}.
Preostaje dokazati da je —A najmanja gornja meda ovog skupa.
Pretpostavimo da je B gornja meda skupa {—x | x € §'}. Tada je

-x < B,

zasvaki x € §,paje —B < x, za svaki x € §. 1z ovog slijedi da je —B donja meda skupa S.
Buduc¢i da je A infimum skupa S, vrijedi

-B <A,
paje —A < B.
Zakljucak: —A je najmanja gornja meda skupa {—x | x € S}, tj. —A je supremum skupa
{-x|xeS} O

Definicija 1.2.7. Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je padajuéi ako za svaki n € N
vrijedi
Xp 2 Xp4l-

Korolar 1.2.8. Neka je (x,) padajuci niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je L infimum
skupa {x, | n € N}. Tada x,, — L.

Dokaz. Za svakin € N vrijedi x,, > x,,41, t].
—Xp < —Xp41-

Stoga je niz (—x,) rastuci. Prema lemi [1.2]slijedi da je —L supremum skupa {—x, | x € N}.
Iz propozicije [[.1.29slijedi da

—-x, — —L.
Iz propozicije [I.1.32]slijedi da
—(=x,) = —(-1),
odnosno
x, — L.
Time je tvrdnja dokazana. O

Primjer 1.2.9. Neka je (x,) niz definiran s x,, = %, za svaki n € N. Tada
x, — 0.

Naime, niz (x,) je ocito padajuci. Nadalje, {x, | n € N} = {% | n € N}, a infimum ovog
skupa je 0, Sto vidimo na sljedeci nacin.
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Ocito je 0 donja meda skupa {% | n € N}. Pretpostavimo da postoji a > 0 takav da je a
donja meda skupa {% | n € N}. Odaberimo n € N takav da

- <n
a
Slijedi da je

- <a,
n

sSto je u kontradikciji s ¢injenicom da je a donja meda promatranog skupa.
Stoga je 0 najveca donja meda skupa {}l | n € N}. Iz korolara slijedi

x, — 0.
Propozicija 1.2.10. Neka je g = (0, 1) . Tada je inf{qg" | n € N} = 0.
Dokaz. Uoc¢imo da je O donja meda skupa {¢" | n € N}. Dakle, ovaj skup je odozdo omeden
i o¢ito neprazan, pa prema propoziciji[I.1.19]ima infimum. Neka je
A =inf{g" | n € N}. (1.7)
Iz ¢injenice da je O donja meda skupa {¢" | n € N} zakljuCujemo da je
0<A.

Zelimo dokazati da je A = 0. Pretpostavimo suprotno, tj. A > 0.1z g < 1 slijedi

1<1,
q
paje
1
A<A--.
q

Iz ovoga slijedi da A - %1 nije donja meda skupa {¢" | n € N}. Stoga postoji n € N takav da

. 1
q <A-—,
q
Sto povlaci

qn+1 < A,

no to je o€ito u kontradikceiji s (1.7).
Zakljucak: A = 0.
Time je propozicija dokazana. m|
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Korolar 1.2.11. Neka je q € {0, 1). Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran na sljedeci
nacin: x, = q". Tada x, — 0.

Dokaz. Budu¢i da je g € (0, 1) vrijedi 0 < g < 1. Neka je n € N. Bududi da je 0 < ¢ tada
je

n

0<qg".

Sadaiz g < 1 slijedi
q-9"<1-4",

tj. ¢"*! < ¢". Dakle, x,,; < X,, za svaki n € N. Prema tome, niz (x,) je padajuéi. O¢&ito je
{x, Ine N} ={g" | n €N},
pa iz propozicije slijedi da je
0 =inf{x, | n e N}.
Prema korolaru[1.2.§] x, — 0. i

Propozicija 1.2.12. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je L € R takav da x, — L.
Neka je c € R. Tada

cx, — cL.

Dokaz. Ako je ¢ = 0, tvrdnja slijedi iz primjera Pretpostavimo da je ¢ # 0. Neka je
£ > (. Budu¢i da x, — L postoji ny € N takav da za svaki n € N, n > ng vrijedi

e
|x, — L| < —.
|c]

Slijedi da za svaki n € N, n > ng vrijedi

lel - 1x, — Ll < &,

to jest
cx, —cl| < e.
Time je tvrdnja dokazana. O
Propozicija 1.2.13. Neka je g € {0, 1). Tada je red Z q" konvergentan i Z q" = 4
I-gq

neN n=1
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Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda Z q".Zan € N vrijedi
neN

sn:q+q2+...+q"
=q¢"-(1+q+..+q¢""

_, =4
9 4 n
l-q 1-g¢q

Dakle,

R B

n 1 _ q 1 _ q bl
za svakin € N,
Definirajmo nizove (x,) i (y,) S X, = ==, y, = —7— - ¢", za svakin € N. Za svakin € N

vrijedi

Prema primjeru|1.1.4

Iz korolara|l.2.11|1 propozicije(1.2.12]slijedi da

yn — 0.
Iz propozicije [I.1.31] slijedi
Xp+ Yy — —+0:L,
_ 1-¢
to jest
Sn — E
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 1.2.14. Neka je (x,) niz realnih brojeva, neka je L € R te neka je kg € N. Definirajmo
niz (Yu) S Yn = Xn+ky 20 svaki n € N. Tada vrijedi

x, > L&y, — L.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — L. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki
n € N,n > ng vrijedi
|x, — L| < &.
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Neka je n € N takav da je n > ny. Tada je n + ky > no, pa slijedi

xn+k0 - L| < &,
to jest
|yn - L| <e.

Prema tome, y, — L.

Pretpostavimo da y, — L. Neka je € > 0. Tada postoji np € N takav da za svaki
n € N,n > ng vrijedi
v, — L| < &.

Pretpostavimo da je n € N takav da je n > ng + ky. Tada je n — ky > ny. Stoga je

Vi-ko — L| <e.
No,
yn—k() = x(n—k0)+k() = xn'
Dakle, |x, — L| < €, za svaki n € N, n > ny + ky. Prema tome, x, — L. |
Propozicija 1.2.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je red Z X, konvergentan.
neN
Tada x,, — 0.

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma ovoga reda. Prema pretpostavci, postoji L € R
takav da s, — L. Prema lemi|l.2.14| vrijedi

Sn+1 L.

Definirajmo niz (y,) s y, = Sp+1 + (—5,)-
Prema propoziciji|1.1.32| vrijedi

-8y — _L7
pa iz propozicije[I.1.31]slijedi
Yn = L+ (_L)’
to jest
v, — 0.

Za svaki n € N vrijedi

Yn = Sn+l — Sn
=1+t +x4) -1 +x20+ ...+ Xx,)

= Xp+l-
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Dakle, y, = x,,1, za svakin € N,
Prema tome, x,.; — 0, pa iz leme[I.2.14]slijedi

x, — 0.

1
Primjer 1.2.16. Red Z — nije konvergentan. DokaZimo to.
n
neN

Neka je (s,) niz parcijalnih suma ovoga reda. Tvrdimo da za svaki n € N vrijedi

n
S > 1+ E
DokaZimo to indukcijom.
Za n = 1 tvrdnja je jasna jer je
1
Sy = 1+ E

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Imamo

2n+! 1 2" 1 21420 1 2" 1
Sy :;7 :;;+i;17=s2n+;2n+i.
Za svakii € {1,...,2"} vrijedi
1 1 1

> = .
224 2n 4 2n 2l

Stoga je

2" 2"
Lo 1 o] 1
S2n+l—S2n+E 2”+i_S2n+EW_S2n+ 'ﬁ—Szn'i‘E.
i=1 i=1

Dakle,szm > Son + %
Iz induktivne pretpostavke sada slijedi
1 n+1

n
n+>1 - _:1
S21_(+2)+2 + 7

Dakle, sy > 1+ % Prema tome,

n
S21121+§
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vrijedi za svaki n € N.

1
Pretpostavimo da je red Z — konvergentan. Tada je niz (s,) konvergentan, pa je prema
n
neN

propoziciji|l.1.25| (s,) omeden niz. Dakle skup {s, | n € N} je omeden pa postoji M € R
takav da je M gornja meda ovog skupa. Slijedi

Sy, < M,
za svaki n € N. Odaberimo n € N takav da 2 - (M — 1) < n. Slijedi

n
M<1+—.
2

Iz so0n 2 1 + 5 slijedi M < sy To je u kontradikciji s sy < M.

1
Zakljucak, red Z — nije konvergentan.
n
neN

1
Zared Z — kaZemo da je harmonijski red. Prema prethodnom primjeru, harmonijski
n
neN
red nije konvergentan. Uoc¢imo da % — 0, Sto slijedi iz primjeram Prema tome, obrat

propozicije ne vrijedi opcenito.

Definicija 1.2.17. Za funkciju p : N — N kaZemo da je strogo rastuéa ako je
Pn < Pn+1,

za svakin € N,

Definicija 1.2.18. Neka je (x,) niz u skupu S te neka je p : N — N strogo rastuca funkcija.
Neka je (y,) niz definiran s y, = x,,, za svaki n € N. Tada za niz (y,) kaZemo da je podniz
niza (x,).

Neka je (x,,) niz u skupu S. Tada je (x;,).ery podniz niza (x,). Naime, funkcija
p : N = N, p, = 2n je ocito strogo rastuca i vrijedi x», = x,,, za svaki n € N. Analogno
vidimo da su (X2,-1)nen 1 (X2,41)nen podnizovi niza (x,,).

Lema 1.2.19. Neka je p : N — N strogo rastuca funkcija. Tada za svaki n € N vrijedi
n < p,.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju matemati¢kom indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi
1< P1-
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Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi n < p,. Budu¢i da je p strogo rastuca funkcija
vrijedi

Pn < Pn+1-
Iz n < p, sljjedi

n< Pn+1-

Buducdi da su n i p,. prirodni brojevi zakljucujemo da je
n+1< Pn+1.

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 1.2.20. Neka je (x,) niz u R te neka je L € R takav da x, — L. Neka je (y,)
podniz niza (x,). Tada
yn = L.

Dokaz. Prema pretpostavci propozicije postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da
je
Yn = -xp,,a
za svakin € N.
Neka je € > 0. Bududi da x,, — L postoji ny € N takav da je

|x, — L| < &,
za svaki n > ny. Neka je n > ny. Prema lemi|1.2.19|vrijedi p, > n, pa slijedi p, > ny. Stoga
je

|xpn - L| <eg,

to jest |y, — L| < &.
Dakle, |y, — L| < &, za svaki n > ny. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Primjer 1.2.21. Obrat prethodne propozicije ne vrijedi opcenito.
Naime, moguce je da niz koji nije konvergentan ima konvergentan podniz.
Neka je (x,) niz iz primjera[l.1.26] Za svaki n € N vrijedi

Xon = 1.

Stoga je niz (x,,) konvergentan po primjeru Nadalje, (x;,) je podniz niza (x,). No,
niz (x,) nije konvergentan.

Lema 1.2.22. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je L € R takav da x,, — L
i X5,-1 — L. Tada x,, — L.
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Dokaz. Neka je € > 0. Zbog x,, — L postoji ny € N takav da n > ny povlaci
[x, — L| < &. (1.8)
Zbog x,,-1 — L postoji my € N takav da n > m, povlaci
|x2,-1 — L| < &. (1.9)
Neka je
ko = max{2ngy, 2my — 1}.

Neka je k > ky. Tvrdimo
lx, —L| <e.
Imamo 2 slucaja:
1. k paran

Tada je k = 2n, zaneki n € N. Iz k > kj slijedi k > 2ny, to jest 2n > 2n, pa je n > ny.
Iz (1.8)) slijedi |x,, — L| < &, to jest

lx, —L| <e.

2. k neparan
Tadaje k = 2n—1,zanekin € N. 1z k > kj slijedi k > 2my—1, to jest 2n—1 > 2mp—1,
paje n > my. Iz (L.9) slijedi |x5,—; — L] < &, to jest

|)Ck —Ll < E&.

Dakle, |x; — L| < &, za svaki k > k.
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Definicija 1.2.23. Neka je (x,) niz realnih brojeva.
Ako je
Xn < Xn1s
za svaki n € N, onda za niz (x,) kaZemo da je strogo rastuci.
Ako je
Xn > Xptl,

za svaki n € N, onda za niz (x,) kaZemo da je strogo padajudi.
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1.3 Kriteriji konvergencije

Teorem 1.3.1. (Leibnizov kriterij)
Neka je (x,) strogo padajuci niz ralnih brojeva. Pretpostavimo da je x, > 0, za svakin € N

te da x, — 0. Tada je red Z(—l)"”x,, konvergentan i vrijedi
neN

0< Z(—l)"“xn < xi.
n=1

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda Z(—l)"“xn. Uoc¢imo da za svaki i € N
neN

vrijedi
Xi — Xi+1 >0 (110)
(jer je niz (x,) strogo padajuci). Neka je n € N. Imamo:
S = X1 — X+ X3 —Xg+ ...+ X1 — X2p

= (X1 —x2) + (X3 — Xg) + ... + (X20-1 — X20)-
Stoga za svaki n € N vrijedi

$2(n+1) = Son + (X2n41 — X2p42)-
Iz ovog i (1.10) slijedi da je
S2n < 82(n+1)s

za svaki n € N, dakle niz (s,,) je rastuci. Nadalje, za svaki n € N vrijedi sljedeca jednakost:
Son = X1 — (X2 — x3) = (X4 — X5) — ... = (X202 — X2p-1) — X2p-

Iz ovoga, (1.10) i x,, > O slijedi
Son < Xq. (111)

Prema propoziciji|1.1.28| vrijedi
52 < Son,

za svaki n € N. Iz ovog i (I.T1)) slijedi da je skup {s,, | n € N} omeden. Dakle, (s2,)nen je
omeden i rastuéi niz. Neka je L = sup{s,, | n € N}. Prema propoziciji[I.1.29]

Son — L.

Iz definicije broja L ocito je da je
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Vrijedi s, = x; — x, > 0. Stoga je L > 0.
Zan € N neka je
Yo = (=1,

Neka je € > 0. Zbog x,, — 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi |x, — 0] < &, to
jest |x,| < &. Dakle, za svaki n > ng vrijedi

(D" <e,

to jest |y, — 0| < &. Iz ovog zaklju€ujemo da y, — 0. Uocimo da za svaki n € N vrijedi:

Sop = Y1t ot Y1+ Yo
= Su-1 + You-
Dakle, s5, = $2,-1 + Y2, paje
S2n-1 = S2n — Yon- (1.12)
Ocito je (y,,) podniz niza (y,), pa prema propoziciji yon — 0. Iz propozicije
slijedi da —y,, — 0. Prema (1.12)), za svaki n € N vrijedi

Son—1 = Son + (=y2n).

Prema propoziciji vrijedi $5,-1 — L+ 0, odnosno sy,_; — L. Iz leme [[.2.22] slijedi
s, — L. Dakle, red » (=1)""'x, je konvergentan.
neN

Neka je n € N. Vrijedi:
Sone1 = V1 + oo+ Y2um1) + Yon + Yonsi
2n+1 2n+1)+1
= sop1 + (=D xg, + (D@D,
= Sop—1 — (X0 — X2p41)-

Dakle,
Sonel = Son—1 — (X2n — X2n41)-

Zbog (1.10) je

Xon — Xon1 > 0,

paje Sou+1 < Sau-1- 1z ovog zakljuCujemo da je niz (s,,-1) padajuéi. Taj niz je i omeden (jer
je konvergentan, propozicija (1.1.25)), pa prema korolaru [I.2.8] vrijedi

San-1 = A,
gdje je A = inf {55,y | n € N}. Iz propozicije[I.1.5]slijedi
L=A.
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Prema definiciji infimuma vrijedi
L < sy,-1,

za svaki n € N. Posebno, L < s3, a zbog s3 < s; imamo
L< S1.
Uocimo s; = x;. Dakle,
L< X1.

Zakljucak: Vidjeli smo daje O < L, a vrijedi L < x;, stoga je

0 < Z(—l)”“xn < Xy
n=1

1
Primjer 1.3.2. Red Z(—l)"“— je konvergentan.
n

neN
Naime, neka je (x,) niz u R definiran s x,, = %, za svaki n € N. OCcito je (x,) padajuci niz
te x, — O (primjer[1.2.9). Nadalje, x, > 0, za svaki n € N. Prema teoremu red

1
Z (-1)™' = je konvergentan.
neN n

Definicija 1.3.3. Za red Z X, kaZemo da je apsolutno konvergentan, ako je red Z ||

neN neN
konvergentan.

Konvergentan red ne mora biti apsolutno konvergentan. Naime, red iz primjera[I.3.2]je
konvergentan, no nije apsolutno konvergentan sto slijedi iz primjera[1.2.16]

Lema 1.3.4. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva te neka je L € R takav da x, — L.
Tada je x, < L, za svaki n € N.

Dokaz. Prema propoziciji[I.1.25]niz (x,) je omeden, dakle {x, | n € N} je omeden skup.
Neka je a = {sup x,|n € N}. Iz propozicije[1.1.29|slijedi

X, = a.
Prema propoziciji [I.1.9] vrijedi

L=a.
Ocito je x, < a, za svaki n € N. Dakle

x, < L,

za svakin € N. O
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Lema 1.3.5. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, > 0, za svaki n € N. Pretpos-

tavimo da je red Z X, konvergentan. Tada za svaki k € N vrijedi
neN

k o0
Dokaz. Zak € N, neka je s; = Z X,. Znamo da s;, — Z X,. Neka je k € N. Vrijedi

n=1 n=1

Sk+1 = Sk + Xkt 15

pa zbog x;,; > 0 imamo
St < Skt1-

Prema tome, niz () je rastuéi, pa iz leme [I.3.4]slijedi da je
Sk < Xns

n=1

za svaki k € N, §to je upravo tvrdnja leme. O

Propozicija 1.3.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, > 0, za svaki n € N.
k

Pretpostavimo da je A € R takav da je X, < A, za svaki k € N. Tada je red Z X,

n=1 neN
o0

konvergentan i vrijedi Z x, <A

n=1

Dokaz. Neka je (s¢) niz parcijalnih suma reda Z X,. Kao u dokazu leme|1.3.5] vidimo da
neN

je (sy) rastuéi niz.
Prema pretpostavci propozicije vrijedi

SkSA,

za svaki k € N. Stoga je skup {s; | k € N} odozgo omeden i A mu je gornja meda.
Neka je L = {sup {s; | k € N}}. O¢ito je

L <A.

Prema propoziciji|l.1.29| vrijedi s, — L. Stoga je Z X, konvergentan i Z x, = L.

neN n=1

[ee)

Dakle, Z x, < A. O

n=1
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Propozicija 1.3.7. Neka su Z X, 1 Z yn konvergentni redovi. Neka je ¢ € R. Tada su

neN neN
redovi Z cx, I Z(xn + y.) konvergentni, te vrijedi
neN neN
Zcxn:chn i Z(xn+yn):2xn+2yn.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Dokaz. Neka je (s;) niz parcijalnih suma reda Z Xn», neka je (s7) niz parcijalnih suma reda
neN
Z yn» N€ka je (s;) niz parcijalnih suma reda Z (x, + y,) te neka je (yx) niz parcijalnih
neN neN
suma reda Z cx,. Neka je k € N.
. . nEN
Vrijedi:
k k
Vi = CXp :chn = CS¢.
n=1 n=1

Dakle, v, = ¢y, za svaki k € N.

(59

Prema propoziciji|1.2.12| vrijedi y;, — ¢ Z X,. Stoga je red Z cx, konvergentan 1

n=1 neN

Neka je k € N. Vrijedi:

n=1 n=1
=5+ 5
Dakle, s;/ = si + s, za svaki k € N.
Iz propozicije|1.1.31|slijedi
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Stoga je red Z(x,, + y,) konvergentan i
neN

i(xn +Yn) = ixn + iyn.
n=1 n n=1

=1

O

Propozicija 1.3.8. Neka je Z X, apsolutno konvergentan red. Tada je Z X, konvergentan
neN neN

red.

Dokaz. Zan € N definirajmo x* = { Xy, X 2 0, ix = { 0, x, >0,

0, x, <0. —Xy,, X, < 0.

Zasvakin € N vrijedi x|, x, >0, x, = x} —x,,, xi < |x,]1x,; <|x,].
Neka je k € N. Tada je

n=1 n=1
Prema lemi [I.3.5] vrijedi
k 00
Dl < > 1xl
n=1 n=1
Stoga je
k 00
D<)k,
n=1 n=1
za svaki k € N. Prema propoziciji 1.3.6|red Z x; je konvergentan. Analogno, red Z X,
neN neN
je konvergentan. Iz propozicije |1.3.7] slijedi da je red Z(—x;) konvergentan, pa iz iste
neN
propozicije slijedi da je red Z(x:[ — x,,) konvergentan, no to je upravo red Z Xp. O
neN neN

Teorem 1.3.9. (d’Alembertov kriterij) Neka je (x,) niz realnih brojeva.
1. Pretpostavimo da postoje m € N i g € {0, 1) takvi da je x,, # 0, za svakin > m i

Xn+1

< q, za svakin > m. (1.13)

n

Tada red Z X, apsolutno konvergira.
neN
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2. Pretpostavimo da postoji m € N takav da je x, # 0, za svakin > m i || > 1, za

svaki n > m. Tada red Z X, nije konvergentan.
neN

Dokaz.  a) Neka je n € N takav da n > m. Tada iz (1.13) slijedi
X1l < g - |xal. (1.14)
Tvrdimo da za svaki k € N vrijedi:
Xomiil < G - 1%0]. (1.15)
DokaZimo to indukcijom po k.

Za k = 1 tvrdnja slijedi iz (T.14).
Pretpostavimo da (I.15) vrijedi za neki k € N. Iz (I.15) slijedi

k+1

q- |xm+k| < q ' |xm|a

aiz (1.14) za n = m + k dobivamo

[ Xkt ] < - [ Xkl -

Time smo dokazali da (1.15]) vrijedi za svaki k € N.
Nekaje A = 3 x| + [l - IL. Neka je N € N. Tvrdimo da je
-9

n=1

Promotrimo dva slucaja:

1. N<m
Tada je
N m m 6]
Z‘ x| < Z} x| < Zl bl + bl 77— = A
Dakle,
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2. m<N
Koristeci (1.15]) dobivamo:

ZM—ZM+ZMA

n=1 n=m+1

=Zmu2mm<2muz 1)

Dakle,
N

Z x| < A.

n=1

Prema tome, Z |x,| < A, za svaki N € N.

n=1
Iz propozicije (1.3.6) slijedi da je Z |x,| konvergentan. Stoga je Z X, apso-
neN neN
lutno konvergentan.
b) Iz pretpostavke slijedi da je
|xn| < |xn+1| P

za svaki n > m. Lako se indukcijom dobiva da je
|Xm| < 1%l (1.16)

za svakin > m.

Pretpostavimo da je Z x, konvergentan. Tada iz propozicije|(1.2.15|slijedi da
neN

x, — 0.

Neka je € = % Tada je € > 0, pa postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
%, — O] < &, to jest |x,| < 22,
Iz 'X’”l < |x, slijedi

x| < 1xml (1.17)
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za svaki n > ny. Odaberimo n € N takav da je n > min > ny. Tada vrijedi(1.16) i
(1.17) Sto je nemoguce.

Dakle, red Z X, nije konvergentan.
neN

Time je teorem dokazan. O

Teorem 1.3.10. (Cauchyjev kriterij) Neka je (x,) niz realnih brojeva.

1. Pretpostavimo da postoje m € N i g € (0, 1) takvi da je V|x,| < q, za svaki n > m.
Tada je red Z X, apsolutno konvergentan.
neN

2. Pretpostavimo da je \|x,| > 1, za beskonacno mnogo n € N. Tada red Z X, nije

neN
konvergentan.
Dokaz. 1. Iz pretpostavke da je V|x,| < g, za svaki n > m, slijedi da je
|x,| < ¢",za svakin > m. (1.18)

o 1

Neka je A = E | x| + T2 Tvrdimo da je
- -4
n=1

N
D bl <A,

n=1

za svaki N € N.
Ako je N € N takav da je N < m, onda je

N m
Dbl < )l <A
n=1

n=1

Pretpostavimo da je N € N, takav da je m < N. Koriste¢i (I.18)) dobivamo:

N N m N
Dihal= Yl Y < > nl+ Y gt =
n=1

n=1 n=1 n=m+1 n=m+1

Ixn|+qm+l-ﬂ<2|xn|+l-L:
1-¢ o 1-¢

M=

m

—

3
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Dakle,

N
Z x| < A.
n=1

N

Prema tome, Z |x,] <A, zasvaki N € N,

n=1
1z propozicije |1.3.6|slijedi da je red Z |x,| konvergentan. Stoga je red Z X, apso-
neN neN

lutno konvergentan.

2. Iz pretpostavke slijedi |x,| > 1, za beskonacno mnogo n € N. Pretpostavimo da je

red Z x, konvergentan. Tada iz propozicije|l.2.15|slijedi da x, — 0. Neka je € = %

neN
Tada postoji ny € N takav da za svaki n > n vrijedi |x, — 0] < &, to jest

|Xn| < E
Dakle, |x,| < %, za svaki n > ny. To je u kontradikciji s ¢injenicom da je |x,| > 1, za
beskona¢no mnogo n € N.

Dakle, red Z x, nije konvergentan.

neN
O

Propozicija 1.3.11. Neka su Z Xy 1 Z v, redovi. Pretpostavimo da postoji K > 0 takav
neN neN

daje |x,| < K -|y,l|, za svaki n € N. Pretpostavimo da je red Z v, apsolutno konvergentan.
neN

Tada je red Z X, apsolutno konvergentan i vrijedi
neN

ilxnngilynl

neN neN

Dokaz. Neka je k € N. Vrijedi

k k k 0
Dl <Y Kl =K- ) il <K- ) Inl,

neN neN neN neN

pri ¢emu smo koristili lemu Dakle,

k oo
Z |x,] < K- Z [va|,za svaki k € N.

neN neN
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Prema propoziciji|l.3.6/red Z |x,| je konvergentan i

neN
Dkl <Kl
neN neN
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 1.3.12. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je M € R takav da je x,, < M,
za svaki n € N. Pretpostavimo da x, — a. Tada je a < M.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je M < a. Definirajmo € = a — M. Tada je € > 0, pa
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

X, E<a-—-ga+¢e>.

Posebno, a — € < x,, za svakin > ny. No,a—& = M, paje M < x,, za svaki n > ny. To je u
kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Dakle, a < M. O

Korolar 1.3.13. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je M € R takav da je M < x,, za
svaki n € N. Pretpostavimo da x, — a. Tada je M < a.

Dokaz. Za svaki n € N vrijedi —x,, < —M. Prema propoziciji (1.1.32 vrijedi
—X, — —a.

Iz propozicije [I.3.12] slijedi

Stoga je M < a. O

Korolar 1.3.14. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a. Neka
sub,ceR,b < c, takav da je x, € [b,c], za svaki n € N. Tada je a € [b, c] .

Dokaz. Za svaki n € N vrijedi
b<x,<c,

pa iz korolara [[.3.13]i propozicije [[.3.12] slijedi
b<ac<ec.

Dakle, a € [b,c] . O
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Propozicija 1.3.15. Neka je Z X, apsolutno konvergentan red. Tada je
neN

[0

S

neN

o0
<l

neN

Dokaz. Neka je () niz parcijalnih suma reda Z x,. Neka je k € N.
neN
Vrijedi:
k
>
n=1

pri ¢emu smo koristili lemu[I.3.5] Dakle,

(o)
sl < .
n=1

skl =

Prema tome,

(o)

[ [
-z|x,,|,z|xn|].
L n71 n=1

Znamo da s; — Z X,, pa iz korolara|1.3.14slijedi da je

n=1

stoga je

1
Primjer 1.3.16. Promotrimo red Z —-
n!

neN
Oznacimo x, = %, za svaki n € N. Za svaki n € N vrijedi:

1
Xpet|  |@ror| 1
X, L n+1’
pa je ocito da je
Xn+1 1
X, 2’

33

(1.19)
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za svakin > 2.

1

Prema teoremu|1.3.9|imamo da je red Z i konvergentan.
n!

neN

1.4 NizoviNy; - R

ProSirimo pojam niza. Od sad pa nadalje, pod nizom u skupu § podrazumijevat ¢emo i
svaku funkciju x : Nyp — §. Niz x : Ny — § ¢emo oznacCavati 1 S (X,),en,, @ ZzZa n € Ny
umjesto x(n) piSemo x,,.

Da niz (x,)nen, U R teZi prema a € R, §to oznacavamo s x, — a, definiramo na isti na¢in kao
1 prije. Isto tako, u sluCaju nizova (x,),ey,, definiramo pojmove konvergentan niz, omeden
niz, rastuci niz, padajuci niz i limes niza. Analogno definiramo pojmove strogo rastuce
funkcije a : Ny — N te pojam da je (y,)uen, podniz niza (x,),en,. Tvrdnje propozicija
[L.1.5] [L.1.25] [1.1.28] [1.1.29] [.1.31] [T.1.32] [1.2.12] [T.2.20} [I.3.12] korolara [I.1.30} [T.2.8]
[1.3.13] [1.3.14]te lema[1.2.14] [1.2.19]i[I.3.4] vrijede i u slu¢aju nizova N, — R.

ProSirimo sada pojam reda na sljedeci naCin. Neka je x : Ny — R niz u R. Neka je
k

(Sk)ken, Niz definiran s s; = Z x,. Tada za uredeni par ((x,)nen,» (SK)ken, ) kaZemo da je red

n=0
1 oznacavamo ga s Z Xy, @ za (Sp)ren, kaZemo da je niz parcijalnih suma tog reda. Za broj
neNg
L € R kazemo da je suma reda Z X, ako je L limes niza (s;)ien,- U tom slucaju, broj L
neNy

[ee)

oznacavamo s Z X,. Za red Z x, kazemo da je konvergentan ako mu je niz parcijalnih
n=0 neNg
suma konvergentan.

Neka je (x,)ner, niz u R. Dakle, x : Ny — R je funkcija. Promotrimo restrikciju te funkcije
xln — R. To je niz u R. Taj niz oznacavamo (x;,),en.

Propozicija 1.4.1. Neka je (x,)nen, niz u R te neka je a € R. Tada niz (x,)qen, teZi prema a
ako i samo ako niz (x,),en teZi prema a.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (x,)xen, teZi prema a. Neka je £ > 0. Tada postoji ny € Ny
takav da za svaki n € Ny, n > ny vrijedi

|x, —a| < &.

Neka je n, = max {ng, 1}. Tada je n, € N. Za svakin € N, n > nj vrijedi n > ng, pa je
|x, — a| < &. Prema tome, niz (x,),cy teZi prema a.
Pretpostavimo da niz (x,),cy teZi prema a. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da
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za svakin € N, n > ny vrijedi |x, — a| < €. OCito je ny € Ny. Neka je n € N, takav da je
n > ny. Slijedi n € N, pa je |x, — a| < &. Dakle, za svaki n € Nj takav da je n > ny vrijedi
|x, —a| < e.

Prema tome, niz (x,),ey, t€Zi prema a. |

Ako je Z x, red, onda red odreden nizom (x,,),cny 0znacavamo s Z X,
neNy neN

Propozicija 1.4.2. Neka je Z x, red. Tada je Z X, konvergentan red ako i samo ako je

neNy neNy

Z X, konvergentan red, te u tom slucaju vrijedi da je

neN
(o] (o]
an =Xy + E Xn.

n=0 n=1

Dokaz. Neka je (si)ren, iz parcijalnih suma reda Z x, te neka je (#;)ren niz parcijalnih
neNg

suma reda Z x,. Neka je k € N.

neN
Vrijedi:
k k
Sk:Z)Cn :X0+Z)Cn
n=0 n=1
= Xxo + I
Dakle,
S = Xo + Iy, za svaki k € N. (1.20)

[Se]

Pretpostavimo da je Z x, konvergentan red. Tada niz (s;)ren, t€Zi prema Z Xp, painiz
neNy n=0

(SK)ken teZi prema istom broju prema propoziciji[I.4.1] 1z (1.20) slijedi da je
Ik = Sk — Xo,

za svaki k € N. Iz propozicije [1.1.31]| 1 primjera slijedi da niz (f)ren teZi prema

an — X0-

n=0

Prema tome, red Z X, je konvergentan i Z X, = Z X, — Xp, to jest

neN n=1 n=0

(o] (o]
a0t

n=0 n=1
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[

Pretpostavimo da je Z x, konvergentan red. Tada niz (#; )iy teZi prema Z X,. 1z (1.20),

neN n=1
(e8]

primjera|l.1.4|1i propozicije|l.1.31|slijedi da niz (s )ren t€Zi prema Z X, +Xo. 1z propozicije

n=1

()

1.4.1|slijedi da niz (s)ken, t€Zi prema Z X, + Xo, pa je red Z X, konvergentan. O

n=1 neNy

Propozicija 1.4.3. Neka je Z X, konvergentan red. Tada niz (x,),en, teZi prema 0.

neNy

Dokaz. Prema propoziciji|l.4.2|red Z x, je konvergentan, pa iz propozicije|l.2.15(slijedi

neN
da niz (x,),av teZi prema 0. Iz propozicije slijedi da niz (x,).ey, teZi prema O. O

Primjer 1.4.4. Neka je g € (0,1). Znamo da je red Zq" konvergentan (propozicija
neN

1.2.13)) te da je Z q" = 1L Iz propozicije|l.4.2|slijedi da je red Z q" konvergentan i
-9
n=1 neNy

) . q
Zq :qo-|-1T
n=0 q
1

=1
l-g

+

1-q
Dakle,
SN |
Definicija 1.4.5. Za red Z X, kaZemo da je apsolutno konvergentan ako je red Z | x|

neN neNy
konvergentan.

0,n=0,

Primjer 1.4.6. Neka je (x,)nen, niz definiran s x, = { (—1y" %’ neN.

Red Z X, je konvergentan jer je red an konvergentan (propozicija |1.4.2| i primjer

neNy neN
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1.3.2). No, red Z X, nije apsolutno konvergentan. Naime, u suprotnom bi red Z | x|

neNy neNp

bio konvergentan, pa bi prema propoziciji|l.4.2| red Z |x,| bio konvergentan, a to je har-
neN
monijski red, za kojeg znamo da nije konvergentan (primjer|1.2.16)).
Dakle, red Z X, je konvergentan, ali nije apsolutno konvergentan.
neNy

Propozicija 1.4.7. Neka je Z X, apsolutno konvergentan red. Tada je Z X, konvergen-
neNy n€Ny
tan red.

Dokaz. Imamo da je Z |x,| konvergentan red, pa je prema propoziciji |1.4.2 Z |x,| ko-

neNy neN
nvergentan red. Prema propoziciji [1.3.8|slijedi da je Z X, konvergentan red, pa iz propo-
neN
zicije(1.4.2|slijedi da je red Z X, konvergentan. O
neNy

Lema propozicije [1.3.6] [1.3.7] [1.3.11] [T1.3.13]i teorem [1.3.9] vrijede i u slu¢aju
redova X,, Sto vidimo iz dokaza tih tvrdnji ili koriStenjem propozicije|1.4.2]

neNy







Poglavlje 2

Neprekidnost i derivabilnost

2.1 Neprekidne funkcije

Definicija 2.1.1. Nekaje S CR,f:S — Rixy € S. KaZemo da je funkcija f neprekidna
u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija:

lx = xol <6 = |f(x) = f(xo)l <& (2.1)
Napomena 2.1.2. Neka su a,b € R te neka je r > 0. Tada je

b—al<robel{a—-r,a+r).

Naime, vrijedi

b—al<re-r<b-a<r

Sa-r<b<a+r

StogaakojeS CR,f:S — Rixg€S,ondaje f neprekidna u xy ako i samo ako za svaki
e > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija

X €{(xg—0,x0+0) = f(x) € (f(xp) —¢&, f(x0) + &). (2.2)

Primjer 2.1.3. Nekaje S CR,xo € S i K € R. Neka je f : S — R funkcija definirana s
f(x) =K, za svaki x € S. Tada je f neprekidna u tocki xy.
Naime, neka je € > 0. Tada za svaki x € S vrijedi

lf(x) — fxo)l < e.
Stoga za bilo koji § > 0 vrijedi implikacija ({2.1).

39
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Primjer 2.1.4. Nekaje S C R,xp € S te f : S — R funkcija definirana s f(x) = x, za
svaki x € S. Tada je f neprekidna u tocki x.
Naime, neka je € > 0. Definirajmo § = €. Tada ocito vrijedi implikacija (2.1).

Definicija 2.1.5. NekajeS CRte f: S — R. KaZemo da je f neprekidna funkcija ako
za svaki xy € S vrijedi da je f neprekidna u tocki xy.

Napomena 2.1.6. Nekaje S C Rte f : S — R funkcija neprekidna u tocki xo. Neka je
T C S takav da je xy € T. Tada je funkcija f|r : T — R neprekidna u tocki x.

Naime, neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija ({2.1)).
Tada je ocito da vrijedi i za svaki x € T. Stoga, za svaki i x € T vrijedi implikacija

lx = xol <6 = |flr(x) = flr(xo0)l < &.

Propozicija 2.1.7. Neka je te f : S — R funkcija neprekidna u tocki xy. Neka je (x,) niz u
R takav da je x, € S, za svaki n € N te takav da x,, — xy. Tada

Jf(xn) = f(xo).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija (2.2).
Buduci da x,, — xj postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

X, €{x9g—0,x9+ ).
Iz slijedi da za svaki n > ny vrijedi
JFCa) € (f(x0) — &, f(x0) + &)
Time je tvrdnja dokazana. O

Lema 2.1.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je x, € R takav da je
X, € <x0 - %,xo + %) za svakin € N. Tada x, — xy.

Dokaz. Zasvakin € N vrijedi
1
|x, — x| < = (2.3)
n

(napomena [2.1.2)). Neka je € > 0. Iz primjera [I.2.9]slijedi da postoji ny € N takav da za

svaki n > ng vrijedi

1
--0
n

<eg,

to jest % < e. 1z (2.3) slijedi da za svaki n > ng vrijedi

|x, — xo|l < €.
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Teorem 2.1.9. Nekaje S CR,f:S — Rtexy € S. Pretpostavimo da za svaki niz (x,) u
R takav da je x, € S, za svaki n € N te takav da x,, — xo vrijedi f(x,) — f(xo). Tada je f
neprekidna u x.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da f nije neprekidna u x,. Tada postoji € > 0 takav
da za svaki 6 > 0 postoji x € S takav da je

X €{xg—09,xy+0),

ali
J(x) ¢ (f(x0) — &, f(x0) + &)

Stoga, za svaki n € N postoji x,, € S takav da je x, € <x0 - %, Xo + ﬁ>, ali

J(xn) & (f(x0) — &, f(x0) + &) . (2.4)

Dakle, imamo niz realnih brojeva (x,) za kojeg vrijedi x, € S i x,, € <xo - ,ll, Xo + %> , Za

svaki n € N. Iz leme [2.1.§]slijedi da x,, — xo. Iz pretpostavke teorema slijedi da f(x,) —
f(xo). Stoga postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi f(x) € (f(xo) — &, f(x0) + €) .
Ovo je u kontradikciji sa (2.4). Prema tome, f je neprekidna u x. O

2.2 Limes funkcije

Definicija 2.2.1. NekajeS CR,f:S - R,a€ RiL € R. KaZemo da je L limes funkcije
f u tocki a ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S, x # a vrijedi sljedeca
implikacija:

x—al<d=|f(x)- L] <e. (2.5)

Definicija 2.2.2. Neka je f : S — R funkcija neprekidna u tocki xy. Tada je f(xy) limes od
f u xp.

Naime, neka je € > 0. Tada postoji § > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija (2.1)).
Stoga za svaki x € S ocito vrijedi implikacija (2.5) ako stavimo a = xo i L = f(xp).

Propozicija 2.2.3. Nekaje S CR,f :S — Rte xy € S. Tada je f neprekidna u xy ako i
samo ako je f(xo) limes funkcije u tocki x.

Dokaz. Ako je f neprekidna u x(, onda je f(xp) limes funkcije u tocki x, prema napomeni
222

Obratno, pretpostavimo da je f(xo) limes funkcije f u tocki xy. Neka je € > 0. Tada postoji
6 > 0 takav da implikacija (2.5) vrijedi za svaki x € S,x # xo, pri ¢emu je a = xp i
L = f(xp). Dakle, imlikacija (2.1I) vrijedi za svaki x € S,x # x,. No, ocito je da (2.1)
vrijedi i za x = x(. Prema tome, f je neprekidna u x. m|
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Primjer 2.2.4. Neka je f : R\ {0} — R funkcija definirana s f(x) = 1, za svaki x € R\ {0} .
Tada je 1 limes funkcije f u tocki 0.
DokaZimo to. Neka je € > 0. Odaberimo bilo koji 6 > 0. Tada za svaki x € R \ {0} vrijedi
implikacija:

x—-0l<o=|f(x)—1] <e,

jerje |f(x) — 1| =0, za svaki x € R \ {0}.

Analogno vidimo da vrijedi sljedece:

Ako su S CRic e Rteakoje f:S — R funkcija definirana s f(x) = c, za svaki x € S
onda je c limes funkcije f u tocki a, za svaki a € R.

Propozicija 2.2.5. Neka je f : S — R funkcija te neka je L limes funkcije f u tocki a.
Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \ {a}, za svaki n € N te
takav da x, — a. Tada f(x,) — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § \ {a} vrijedi:
xe{a—-0d,a+06)= f(x)e{L—¢g,L+e¢). (2.6)

Bududi da x, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi x,, € (a —d,a+0). 1z
slijedi da za svaki n > ng vrijedi f(x,) € (L — &, L + &) . Prema tome, f(x,) > L. O

Teorem 2.2.6. Neka je S CRte f:S — R. Neka su a, L € R. Pretpostavimo da za svaki
niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {a}, za svaki n € N te takav da x, — a vrijedi
f(x,) = L. Tada je L limes funkcije f u tocki a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji € > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji
x €{a—-d,a+0d)ytakavdajex € S \{a}i f(x,) ¢ (L—&,L+¢).Stoga za svakin € N

postoji
(ool
X, €Ela——,a+ —
n n

fa) ¢{L—¢L+e). 2.7)

takavdaje x, € S \ {a} i

Na ovaj nacin smo dobili niz (x,) za kojeg prema lemi vrijedi x, — a. Iz pretpostavke
teorema slijedi da f(x,) — L. No to je u kontradikciji s tim da (2.7) vrijedi za svaki
n € N. O

Primjer 2.2.7. Neka je f : (—o0,0] — R funkcija definirana s

f(x) = 1.
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Neka je L € R proizvoljan. Tvrdimo da je L limes funkcije f u tocki 2.
Neka je € > 0. Definirajmo 6 = 1. Tada je

(2-06,240)=(1,3),

pa ocito ne postoji x € (—o0,0] takav da je x € (2 — 6,2 + ) . Stoga za svaki x € (—o0,0] \

{2} trivijalno vrijedi sljedeca implikacija: ako je x € (2 — 8,2 + 6) onda je f(a) e (L—¢&,L + &).
Dakle, L je limes funkcije f u tocki 2. Na isti nacin zakljucujemo da je L limes funkcije g u
tocki 2, gdje je g(x) = 1,g : (=00,0] U {2} — R.

Ovaj primjer pokazuje da limes funkcije ne mora biti jedinstven.

Definicija 2.2.8. Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a akumulacijska tocka
skupa S ako za svaki € > 0 postoji x € S takav da je x # a i |x — a| < &. Dakle, a je
akumulacijska tocka skupa S ako i samo ako za svaki € > 0 vrijedi:

(a—g,a+eynN (S \{a}) # 0.

Primjer 2.2.9. Broj 2 nije akumulacijska tocka skupa [0, 1] .
Naime, za € = 1 vrijedi

(2-&2+&)N(0,11\{2}) =(1,3) N ([0,1]1\ {2}) = 0.
Nadalje, 2 nije akumulacijska tocka niti skupa [0, 1] U {2} .

Napomena 2.2.10. Neka su S i T podskupovi od R takvi da je S C T. Pretpostavimo da je
a akumulacijska tocka od S. Tada je a akumulacijska tocka od T.
Ovo slijedi direktno iz definicije akumulacijske tocke (ako je x € S, onda je x € T).

Propozicija 2.2.11. Neka su a,b € R,a < b. Tada su a i b akumulacijske tocke skupa
(a,b).

Dokaz. Neka je € > 0. Vrijedi:
a < minf{a + &, b}

pa postoji x € Rtakavdajea < x <min{a + &,b}.Slijedia < x <a+e1a < x < b. Stoga
je x € (a,b) \ {a} 1 x € (a—¢&,a+ ¢€). Prema tome, a je akumulacijska toc¢ka od (a, b) .
Analogno dobivamo da je b akumulacijska toc¢ka od {a, b) . O

Akosua,b € R, a < b onda je a akumulacijska tocka skupa [a, b] . Naime, to slijedi iz
propozicije [2.2.11}, napomene 2.2.10]i {a, b) C [a, D] .

Korolar 2.2.12. Neka su a,b € R,a < b. Neka je x € {a,b) . Tada je x akumulacijska tocka
skupa {a, D) .
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Dokaz. Prema propoziciji|2.2.11] x je akumulacijska tocka od (x, b), a o€ito je
(x,b) C(a,b).
Tvrdnja korolara slijedi iz napomene [2.2.10}] ]

Uocimo sljedece: ako je x € R onda je x je akumulacijska tocka od R. Naime, x je
akumulacijska toc¢ka od (x, x + 1).

Propozicija 2.2.13. Neka je S C R te neka je a € R. Tada je a akumulacijska tocka skupa
S ako i samo ako postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {a}, za svakin € N
te takav da x, — a.

Dokaz. Pretpostavimo da je a akumulacijska toc¢ka skupa S. Tada za svaki n € N postoji
x, € S \ {a} takav da je
(=)
X, €la——,a+—).

n n

Na ovaj nacin smo dobili niz realnih brojeva (x,) za kojeg prema lemi [2.1.8|vrijedi x, — a.
Obratno, pretpostavimo da postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {a}, za svaki
n € N te takav da x, — a. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng
vrijedi

|x, —a| < &.

Odaberimo bilo koji n € N, n > ny.
Imamo:

x, €S \{a} 1 |x,—al<e.

Dakle, a je akumulacijska tocka skupa S. O

Propozicija 2.2.14. Nekaje S C R, f : S — R te neka je a je akumulacijska tocka skupa
S. Pretpostavimo da su L,L, € R takvi da je L, limes funkcije f u tocki a te L, limes
funkcije f utocki a. Tada je Ly = L.

Dokaz. Prema propoziciji[2.2.13] postoji niz realnih brojeva (x,) takav da vrijedi

x, € S \ {a}, za svaki n € N te takav da x,, — a.

Prema propoziciji slijedi f(x,) — Ly 1 f(x,) — Ls.

Iz propozicije [[.1.5]slijedi L, = L,. ]

Napomena 2.2.15. Ako je a akumulacijska tocka skupa S, onda je a akumulacijska tocka
skupa S \ {a}.
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2.3 Derivabilne funkcije

Definicija 2.3.1. NekajeS CR,f:S — Rte xy € S. Pretpostavimo da je x, akumulacij-
ska tocka skupa S. Neka je F : S \ {xo} = R funkcija definirana s

_ ) = fxo)

X — Xo

Pretpostavimo da je L limes funkcije F u tocki xo. Tada za L kaZemo da je derivacija
Junkcije f u tocki x,. Derivaciju funckije f u tocki xy oznacavamo s f'(xg).

Uocimo da je, uz pretpostavke iz definicije [2.3.1] xo akumulacijska tocka od S \ {xo}
(prema napomeni 2.2.15]). Stoga je prema propoziciji [2.2.14] derivacija funkcije f u tocki
Xo, ako postoji, jedinstvena.

Definicija 2.3.2. Nekaje S C Rte f : § — R. Ako je xo € S tocka takva da postoji
derivacija od f(xy), onda kazemo da je funkcija derivabilna u tocki x,. Ako je f derivabilna
u xo, za svaki xo € S tada kaZemo da je f derivabilna funkcija.

Primjer 2.3.3. Neka je ¢ € R. Neka je f : R — R konstantna funkcija s vrijednoscu c.
Dakle,

f(x) =c,

za svaki x € R. Tvrdimo da je f derivabilna funkcija.

Neka je xy € R. Znamo da je xo akumulacijska tocka od R. Neka je F : R\ {xo} —» R
funkcija definirana s F(x) = i (x) i (XO), za svaki x € R\ {xo}. Za svaki x € R\ {xo} vrijedi
F(x) = 0. Prema primjeruvrl]edl da je 0 limes funkcije F u tocki xy. Stoga je funkcija
f derivabilna u tocki x te da je

J'(x0) =0
Primjer 2.3.4. Neka je f : R — R funkcija definirana s

f(x) = x,

za svaki x € R. Tvrdimo da je f derivabilna funkcija. Neka je F : R\ {xo} — R funkcija
definirana s F(x) = %}’;}(m za svaki x € R\ {xo}. Za svaki x € R\ {xo} vrijedi

F(x) = 1. Prema primjeru2.2.4|vrijedi da je 1 limes funkcije F u tocki x. Stoga je funkcija
f derivabilna u tocki x te je

f'(x) = 1.

Propozicija 2.3.5. Neka su S i T podskupovi od R takvida je T C S te nekaje f:S — R
funkcija.

1. Pretpostavimo da je L limes funkcije f u tocki a. Tada je L limes od f|r u tocki a.
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2. Pretpostavimo da je xy € S te da je f derivabilna u tocki x. Nadalje, pretpostavimo
da je xy akumulacijska tocka skupa T. Tada je funkcija f|; derivabilna u tocki x te

Jje (f1r) (xo) = f"(xo).

Dokaz. 1. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0O takav da za svaki x € S \ {a} vrijedi
implikacija:
xe{a—-0,a+06)= f(x)e{L—¢,L+¢).
Buduéidaje T C S, ocito je da prethodna implikacija vrijedi za svaki x € T \ {xo}.
Prema tome, L je limes funkcije f|7 u tocki a.

2. Nekaje F : S \ {xo} — R funkcija definirana s F(x) = ﬂx;:—g’“)), za svaki
x € § \ {xo}. Znamo da je f’(xo) limes funkcije od F' u xp. Definirajmo funkciju
G : T\ {x} > RsG(x) = ) 75 gvaki x € T\ {xo}. Za svaki x € T \ {xo}
vrijedi G(x) = L9715 — F(x), dakle

X—X0

G(x) = F(x).

Stoga je G = Flp\x,- Iz 1. tvrdnje ove propozicije slijedi da je f”(xo) limes funkcije
G u tocki xy. To znaci da je f’(x() derivacija funkcije f|r u tocki xo.
]

Propozicija 2.3.6. Nekaje S € R,xyg € S te f : S — R. Pretpostavimo da je funkcija
f derivabilna u tocki xy. Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je
x, €S \ {xo}, za svaki n € N te takav da x, — xo. Tada

J(xn) = f(x0)

Xn — X0

— f(x0).

Dokaz. Neka je F : S \ {xo} — R funkcija definirana s F(x) = %ﬁx‘)) Tada je f'(xo)
limes funkcije F u tocki xo. Iz propozicije [2.1.4] slijedi F(x,) — F(xc). Time je tvrdnja
dokazana. O

Propozicija 2.3.7. Nekaje S CR,xo € S te f : S — R. Pretpostavimo da je xy, akumu-
lacijska tocka skupa S te da za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {xo}, za
svaki n € N te takav da x, — xo vrijedi %ﬁx‘)) — L. Tada je f derivabilna u x te je
derivacija funkcije f u xy jednaka L. '

Dokaz. Neka je F : S \ {xo} — R funkcija definirana s F(x) = f(x;:—fo(x()) Dovoljno je
dokazati da je L limes funkcije F u tocki xy. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je
X, € (S \ {xo}) \ {x0}, za svaki n € N, te takav da x, — xy. Prema pretpostavci propozicije
vrijedi F(x,) — L. Iz teorema[2.2.6|zakljucujemo da je L limes funkcije F u tocki x. Time
je tvrdnja dokazana. m|
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Primjer 2.3.8. Neka je f : R — R funkcija definirana s
J(x) = |xl,

za svaki x € R. Neka je xo € R. Pretpostavimo da je niz realnih brojeva (x,) takav da
X, = Xo. Prema propoziciji[l.1.32) vrijedi

1xal = Ixol,

to jest
() = f(xo).

Prema teoremu[2.1.9| funkcija f je neprekidna u tocki xo. Prema tome, funkcija f je nepre-
kidna. Tvrdimo da funkcija f nije derivabilna u tocki 0. Pretpostavimo suprotno. Defini-

rajmo niz realnih brojeva (x,) s
1

Xn = ——»
n

za svaki n € N. Prema propoziciji[l.1.32]i primjeru[l.2.9
x, — 0.
Ocito je da je x, € R\ {0}, za svaki n € N. Iz propozicije 2.3.6 slijedi:

n) — 0 ,
Fo =10 1 o9

Za svaki n € N vrijedi
1
-0

n

f(xn)_f(o) _
x,—0 —rll—O

=-1.

~

1.5\ slijedi

Prema primjeru|l.1.4|vrijedi % — —1. Iz ovog, i propozicije
f(0)=-1.

Definirajmo niz realnih brojeva (y,) s

Yn:_’
n

za svaki n € N. Tada y, — 0, pa iz propozicije 2.3.6 slijedi

JGn) — f(0)
yn_o

- f(0).



48 POGLAVLIJE 2. NEPREKIDNOST I DERIVABILNOST

Za svaki n € N vrijedi:

fo)=FO _ =0 _
Yn — 0 rll -0 '
Stoga w — 1, pa zakljucujemo da je
f(0)=1.
Kontradikcija.

Prema tome, funkcija f nije derivabilna u tocki 0.

Lema 2.3.9. Neka je S C R omeden skup. Tada postoji M € R, M > 0 takav da je
x| < M,

za svaki x € S.

Dokaz. Buduci da je S omeden skup, postoje gornja i donja meda skupa S. Dakle, postoje
a,b € R takvi da
a<x<b,

zasvaki x € S. Slijedi da je —x < —a i x < b, za svaki x € §. Dakle,
—x, x < max{—a, b},

pa je |x| < max{—a,b}, za svaki x € §. Odaberimo M > 0 takav da je max{—a, b} < M.
Tada je
x| < M,

za svaki x € S. m]

Propozicija 2.3.10. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su L, L, € R takvi
da x, » Ly iy, = L,. Tada niz (x,y,)nen teZi prema Ly L,.

Dokaz. Bududi da je (x,) omeden niz, skup {x,| n € N} je omeden, pa prema lemi [2.3.9
postoji M > 0 takav da je |x,| < M, za svaki n € N. Neka je N = max {M, |L,|}. OCito je
N > 0.Nekajen € N.
Tada je
1X0Yn = LiLo| = [XpYn — XuLo + X, Lo — Ly Ly|

= %2 (yn — L2) = (xu — L1) Lo

< 1 (n = L)l + [(x, — L1) Lo

= Xl - lyn = Lol + [x, = L[ - | Lo

<M - |y, — Lo| + |x, — Ly |L]

<N -lyn— Lol + |x, — Li| - N
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Dakle,
1%V, — L1Ly| < N -y, — Lp| + |x, — Ly| - N, za svaki n € N. (2.9)

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi:

g
w— L] < —. 2.10
X, — Ly < N (2.10)
Nadalje, postoji m € N takav da za svaki n > my vrijedi:
£
Vo = Lol < 5 (2.11)

2N’
Neka je ko = max {ng, mo} . Neka je n > ko. Tada vrijedi (2.10) i 2.11)), pa iz (2.9) slijedi:

£ £
I — L1l < N-—+—-N=¢.
|2,y 1L, N TN £

Dakle, |x,y, — LiL,| < &, za svaki n > ky. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 2.3.11. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R. Tada x,, — a ako i samo
ako x, —a — 0.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — a. Definiraymo niz (y,) s y, = —a, za svaki n € N. Prema
primjeru|l.1.4
Yo — —a.

Prema propoziciji|l.1.31|niz (x, + y,).en teZi prema 0. Dakle,
X, —a — 0.

Obratno, pretpostavimo da niz x, — a — 0. Neka je (y,) niz definiran s y, = a, za svaki
n € N. Tada y, — a, pa iz propozicije|l.1.31|slijedi da

(xn _a) +yn — a.
Dakle, x, — a. m|

Propozicija 2.3.12. Neka je S C R te neka je f : S — R. Pretpostavimo da je funkcija f
derivabilna u tocki xy. Tada je f neprekidna u x.

Dokaz. Dovoljno je prema propoziciji [2.2.3] dokazati da je f(xo) limes funkcije f u xo.
Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \ {xo}, za svaki n € N te
takav da x,, — xo. Iz propozicije [2.3.6]slijedi da

fC) = o)

Xn — X0

1 (x0).
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Iz leme [2.3.11|slijedi da
X, — xo — 0.

Prema propoziciji [2.3.10] vrijedi
J(xn) — fxo)

Xn — X0

(xXp = X0) = f"(x0) - 0,

to jest
J(xn) = f(x0) = 0.

Prema lemi[2.3.11]slijedi f(x,) — f(xo). Dakle, f(x,) = f(xo), za svaki niz realnih brojeva
(x,) takav da je x, € S \ {xo}, za svaki n € N te takav da x,, — xy. Prema lemi vrijedi
da je f(xo) limes funkcije f u tocki xy. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.3.13. Neka je S C R te neka su f,g : S — R funkcije derivabilne u tocki x.
Tada je funkcija f + g : S — R derivabilna u x te je (f + g)' (xo) = f'(x0) + g’ (x0).

Dokaz. Ocito je xo akumulacijska toCka skupa §. Pretpostavimo da je (x,) niz realnih
brojeva takav da je x,, € S \ {xo}, za svaki n € N te takav da x, — xy. Tvrdimo da

(f + &) = (f + 8)(x0)

Xn — X0

- f(x0) + g'(x0). (2.12)

Za svaki n € N vrijedi:

(f +8)(x) — (f +&)x0) _ f(xn) = fx0) + g(xn) — 8(x0)
Xn — X0 - Xn — X0
_ SO) = fxo) | 8(xn) — 8(xo).

Xn — X0 Xn — X0

BSEES o qy SO (o) ’ . 8(xn)—g(x0) ’ : s
Prema propoziciji|2.3.6|vrijedi i [ (xp)1 — g'(xp), paiz propozicije

1.1.31]sljjedi Xn=X0

J(x) = f(x0) N 8(xn) — 8(x0)
Xn — Xo Xn — Xo
Dakle, vrijedi (2.12)). Iz propozicije [2.3.7slijedi da je f + g derivabilne u tocki xo, te da je

(f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0).

- f(x0) + &' (x0).

O

Propozicija 2.3.14. Neka je S C R te neka su f,g : S — R funkcije derivabilne u tocki x,.
Tada je funkcija f - g : S — R derivabilna u x te je

(f8) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0).
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Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x,, € S \ {xo}, za svaki n € N te takav
da x, — xo. Neka je n € N. Tada je

(f&)(x) — (fe)xo) _ fxa) - g(xn) = f(X0) - 8(x0)

Xn — X0 Xn — X0

_ J(xn) - 806) = f(x) - 8(%0) + f () - 8(x0) = f(%o) - 8(x0)
Xn — Xo
_ S G) - (8(xn) — 8(x0)) + g(x0) - (f(xn) = f(x0))
B Xn — Xo
— f(xn) . g(xn) B f(xO) + f(xn) B f(XO) . g(xO)'
Xn — Xo Xn — Xo
Dakle,
(fe)(xn) — (fg)(xo) _ Flx,) - 8xa) = f(X0) | f(¥n) = f(x0) - g(x0). (2.13)
Xn — X0 Xn — X0 Xn — Xo

za svakin € N.
1z propozicije [2.3.6|slijedi
fO) = f(x0)

Xn — X0

1’ (xo)

8(x,) — g(xo) ,
— — g'(x0).
Xn — Xo

Prema propoziciji[2.3.12] f je neprekidna u xo, pa iz propozicije slijedi da
Jf(xn) = f(xo).

Iz propozicija[1.2.12} 2.3.10]i [T.1.31] slijedi
8(xn) = f(Xo0)  f(xn) = f(x0)

S(xa) - g(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0)-
Xn — Xo Xn — Xo
Dakle, prema (2.13) vrijedi:
(f8)(x,) — (fg)(x0)

— f(x0) - 8(x0) + f(x0) - &' (x0).
Xn — Xo

1z propozicije sijedi da je funkcija f - g derivabilna u xy te je
(f8) (x0) = f"(x0) - §(x0) + f(x0) - & (x0).
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Korolar 2.3.15. Neka je S C R, f : S — R funkcija derivabilne u tocki x, te neka je
c € R. Neka je g : S — R funkcija definirana s g(x) = ¢ - f(x), za svaki x € S. Tada je g
derivabilna u xy te je g'(xo) = c - f'(xp).

Dokaz. Nekaje h : § — R funkcija definirana s h(x) = ¢, za svaki x € S. Za svaki niz
realnih brojeva (x,) takav da je x,, € S \ {xo}, za svaki n € N te takav da x,, — x( vrijedi

I = hxo)
X — Xo

0

jer je w = 0, za svaki n € N. Prema propoziciji [2.2.5| h je derivabilna u x, te je

W (x0) = 0. Vrijedi g = h - f, pa iz propozicije [2.3.14]slijedi da je g derivabilna u x te je
g’ (x0) = W' (xo) - f(x0) + h(x0) - f(x0)
=0- f(x0) + ¢ f'(x0)
=c+ f'(x0).
Dakle, g’(xp) = ¢ - f'(xo). |

Propozicija 2.3.16. Za n € N neka je h, : R — R funkcija definirana s
hu(x) = x",
za svaki x € R. Za n € N vrijedi da je h, derivabilna funkcija te da je
W(x)=n-x"",
za svaki x € R.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju matematickom indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja slijedi iz
primjera Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Uocimo da je

hue1 = hy - hy.

Neka je x € R. Iz propozicije slijedi da je h,,; derivabilna u tocki x te iz iste
propozicije i1 induktivne pretpostavke slijedi da je

1 (x) = hy(x) - hy(X) + hy(x) - hy(x)
=n- X" x+x"-1
=(n+1)-x".

Dakle, 4, je derivabilna funkcija i
ho(x)=m+1) x",

za svaki x € R. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Korolar 2.3.17. Neka je n € N te neka je ¢ € R. Neka je h : R — R funkcija definirana s
h(x)=c-x",
za svaki n € N. Tada je h derivabilna funkcija te je
W(x)=cn-x"",
za svaki x € R.
Dokaz. Ovo je direktna posljedica propozicije[2.3.16]i korolara [2.3.15] ]

Korolar 2.3.18. Nekaje S CR,n e Nte fi, f>,..., fn : S — R funkcije derivabilne u tocki
Xo. Tada je fi + f> + ... + [, derivabilna u tocki x te je
(fi + ot o+ f2) (x0) = fi(x0) + f3(x0) + ... + [ (X0).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju matematickom indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja ocito
vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su fi, 5, ... fur1 : S = R
funkcije derivabilne u tocki xy.
Vrijedi:

fith+otfim=h+ L+ + )+ fu

Iz induktivne pretpostavke slijedi da je f; + f> + ... + f, derivabilna u tocki x te je
(fi + ot o+ 1) (x0) = fi(x0) + f5(x0) + ... + [ (X0).

Iz propozicije [2.3.13]slijedi da je (fi + f> + ... + f,+1) derivabilna u tocki x, te da je

i+ o+t i) o) =(fi+ o+ .o+ ) (x0) + fr,1(x0)

= fi(x0) + f3(x0) + ... + £, (x0) + fr41(X0).
Dakle,
(fi + fot o+ fur1) (X0) = f(x0) + f5(x0) + o + Sy (X0)-
Time je tvrdnja korolara dokazana. O
Definicija 2.3.19. Neka je f : R — R. KaZemo da je f polinom ako postoje n € Ny i
aop, ai, ..., a, € R takvi da je
f(x) =a,x" + a, 1 X"+ a;x + ay,

za svaki x € R.
Definicija 2.3.20. Neka je S C R te neka je f : S — R derivabilna funkcija. Definirajmo

funkciju f’ : S — R na sljedeci nacin: za svaki x € S vrijednost funkcije ' u tocki x je
derivacija funkcije f u tocki x.
Uocimo da za svaki x € § oznaku f’(x) moZemo promatrati na dva nacina: Kao deri-

vaciju funkcije f u tocki x i kao vrijednost funkcije f’ u tocki x. No, u oba slucaja se radi
0 istom broju.






Poglavlje 3

Redovi potencija

3.1 Redovi potencija i radijus konvergencije

1
Primjer 3.1.1. Red Z = Jje konvergentan prema propoziciji|l.4.2|i primjeru|l.3.16
n

neNy '

1 : : . .
Sumu ovog reda Z — oznacavamo s e. Broj e nazivamo baza prirodnog logaritma.
n

neNy :

1
Primjer 3.1.2. Neka je x € R. Promotrimo red Z —’x". Tvrdimo da je ovaj red konver-
n

neNg
gentan.

To je ocito ako je x = 0. Pretpostavimo da je x # 0. Za n € N oznacimo z,, = %x”. Da je

red Z 2, konvergentan dokazujemo primjenom teorema|l.3.9

neN
Zan € N vrijedi:

er—l
(n+1)!
XN

n!

A
n+1

Zn+l
Zn

Odaberimo m € N takav da 2|x| — 1 < m. Neka je n € N takav da je n > m. Tada je
2|x| = 1 < n, pa slijedi 2 |x| < n + 1, $to povlaci n'%ll < %

Dakle,

Zn+1

Zn

1 .
< —, za svakin > m.

1
Prema teoremu|l.3.9 red Z —'x” je konvergentan.
n!

nEN()

55
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Definicija 3.1.3. Neka je R skup svih redova. Neka je (a,)nen, niz u R. Za funkciju R — R,
x — Z a,x" kaZemo da je red potencija odreden nizom (a,),cy,. Red potencija odreden

HENQ

nizom (ay)en, 0ZNACAVAMoO s [Z a,,x”] .
nENQ xeR

Definicija 3.1.4. Neka je

Z anx") red potencija. Neka je K = {x eR| Z anx”konvergentan} .
xeR

neNy neNy
Ako je skup {|x| | x € K} neomeden, definiramo r = co.

Ako je skup {|x| | x € K} omeden, definiramo r = sup{|x||x € K} (uocimo da je skup
K neprazan, naime 0 € K). Za r kaZemo da je radijus konvergencije reda potencija

[Z ax" . Uzimamo da je x < oo, za svaki x € R. Nadalje, smatramo da za niti je-

neNp xeR
dan x € R ne vrijedi 0o < x,00 < x (to jest x > 00 i x > 00).

1
Primjer 3.1.5. Promotrimo red potencija [Z —'x”] .
n
xeR

nENo '

Neka je K = {x eR| Z x—'konvergentan}. Prema primjeru 3.1.2| vrijedi K = R. Stoga
n!

neNy
je {lx} | x € K} = [0,00), pa zakljucujemo da je r = oo radijus konvergencije ovog reda
potencija.

Primjer 3.1.6. Neka je S = [0, 1). Tvrdimo da je 1 supremum skupa S. Ocito je 1 gornja
meda od S .
Neka je b gornja meda od S. Pretpostavimo da je b < 1. Tada je

max {0,b} < 1,
pa postoji x € R takav da je max {0, b} < x < 1. Slijedi
O0<x<l,
pajex€S.
Takoder iz nacina na koji smo birali x slijedi b < x. No ovo je u kontradikciji s ¢injenicom

daje x € S i b gornja meda od S .
Dakle,

Prema tome, 1 je supremum skupa S .
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Napomena 3.1.7. Neka je S = [a,b). Analogno kao u primjeru vidimo da je b
supremum skupa S .

Primjer 3.1.8. Promotrimo red potencija (Z x"] .
xeR

neNy

Neka je K = {x eR| Z x"konvergentan}. Neka je x € (—1,1). Tvrdimo da je red

neNy

Z x'"konvergentan.
neNg
To je ocito ako je x = 0. Pretpostavimo da je x # 0. Tada je

0<|x <1,

pa iz primjera|l.4.4|slijedi da je Z |x|" konvergentan red. Dakle, Z |x"| je konvergentan

neNy neNy
red, §to znaci da je red Z X" apsolutno konvergentan. Prema propoziciji|l.4.7|slijedi da
neNy
je red Z X" konvergentan.
neNy
Dakle, x € K. Prema tome,
(-1,1) C K.

Pretpostavimo da je q € R takav da je q > 1. Tada indukcijom lako dobivamo da je
q' =1,

za svaki n € Ny. Iz ovoga je jasno da niz (q"),en, ne tezi u 0.
Pretpostavimo da postoji x € R\(—1, 1) takav da je x € K. Tada je red Z X" konvergentan,

neNy
pa iz propozicije[l.4.3]slijedi da niz (x,)nen, teZi u 0. Iz propozicije[l. 1.32|slijedi da (|1x" e,
teZi u 0, to jest (|x["),en, teZi u 0. No, ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je |x| > 1 (jer

x e R\ (-1, 1))
Dakle, za svaki x € R\ (—1, 1) vrijedi x # K. Stoga je

K =(-1,1).
Slijedi
{lx| xe K} =1[0,1),

paje
sup{|x||x € K} =1
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prema primjeru
Dakle, r = 1 je radijus konvergencije reda potencija [Z x"} .
neNp xeR

Propozicija 3.1.9. Neka je (a,),en, niz u R te neka je r radijus konvergencije reda potencija

[Z a,,x”] . Ako je x € R takav da
xeR

nENO
x| <r,

tada red Z a,x" apsolutno konvergira. Ako je x € R takav da

neNy

x| > r,

tada red Z a,x" ne konvergira.

neNy

Dokaz. Neka je K = {x €R|red Z ax" konvergira} . Neka je x € R takav da |x| < r.
neNg
Pretpostavimo da je skup {|z| | z € K} neomeden. Tada |x| nije gornja meda ovog skupa, pa

postoji z € K takav da je
x| <zl .

Pretpostavimo da je skup {|z| | z € K} omeden. Tadaje r = sup{|z|] | z€ K}. 1z |x| < r
zakljuCujemo da |x| nije gornja meda skupa {|z| | z € K}, pa postoji z € K takav da je

x| <lz].
U svakom slucaju, postoji z € K takav da je

|x] < |z]. 3.1

Buduéi da je z € K, red Z a,z" je konvergentan.
neNy
Iz propozicije [I.2.15] slijedi

a,?' — 0,

dakle niz (a,z").en, je konvergentan.

Iz propozicije slijedi da je niz (a,z"),en, omeden, dakle skup {a,z" | n € Ny} je
omeden.

Prema lemi [2.3.9|postoji M > 0 takav da

|a,7"| < M, za svaki n € N,. 3.2)
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Tvrdimo da je red Z a,x" apsolutno konvergentan.
neNy
To je ocito ako je x = 0. Pretpostavimo da je x # O.

Definirajmo ¢ = |*| (uo¢imo da je prema (3.1) z # 0). Iz (3.1) slijedi 0 < g < 1.
Neka je n € Ny. Koristeci (3.2)) dobivamo:

x n
(3
Z

la,x"| < Mq",za svaki n € Nj. (3.3)

n
la,x"| = =Mq".

" X
<M-|-
z

X
= Ianzn| . ’_
Z

Dakle,

Iz primjera (1.4.4|slijedi da je red Z q" konvergentan, pa iz propozicije|1.3.7|slijedi da je

neNy

red Z Mq" konvergentan. Iz ovoga, ij 1 propozicije |1.3.11]slijedi da je red Z a,x"

neNy neNy
apsolutno konvergentan.

Pretpostavimo sada da je x € R takav da |x| > r. Stoga je r € R, pa zaklju¢ujemo da je r
gornja meda skupa {|z| | z € K}.
Pretpostavimo da je red Z a,x" konvergentan. Tada je x € K, pa je |x| € {|z] | z € K}, §to

neNy
povlaci da je
x| < r.
Kontradikcija.
Prema tome, red Z a,x" nije konvergentan. O

neNy

3.2 Limes inferior i limes superior

Definicija 3.2.1. Neka je (x,) nizu R te neka je a € R. Za a kaZemo da je gomiliste niza (x,)
ako za svaki € > 01 za svaki N € N postoji n € N takav da

x, €{a—¢g,a+¢&).

Napomena 3.2.2. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a. Tada
Jje a gomiliste niza (x,).
Naime, neka su € > 0i N € N. Tada, zbog Cinjenice da x, — a, postoji ny € N takav da za
svaki n > ng vrijedi

X, €{a—¢g,a+¢&).
Definirajmo n € N takav da n = max{ngy, N}. Tada je n > ny, pa je x, € (a—¢&,a+ ¢€).
Ocito je

n>N.
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Prema tome, a je gomiliste niza (x,).

Primjer 3.2.3. Neka je (x,) niz u R definiran s x,, = (—1)", za svaki n € N. Tvrdimo da niz
(x,) nije konvergentan.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji a € R takav da x,, — a. Neka je € = % Tada postoji
ny € N takav da je |x, — a| < %, za svaki n > ny. Odaberimo paran broj n takav da je n > ny
i neparan broj m takav da je m > ny. Vrijedi:

1 1
X, — Xp| =[x, —a+a—x,| <|x,—al+|x, —al < §+§ <1,
dakle |x, — x,,| < 1.
S druge strane, iz cinjenice da je n paran, a m neparan slijedi:

1Xp = x| = [1 = (=D = 2.

Kontradikcija.

Prema tome, niz (x,) nije konvergentan.

Tvrdimo da je 1 gomiliste niza (x,). Neka su € > 0i N € N. Odaberimo paran broj n takav
da jen > N. Tada je x, = 1, pa je ocito

x, €{1—-¢g1+¢).
Dakle, 1 je gomiliste niza (x,). Analogno dobivamo da je —1 je gomiliste niza (x,).

Primjer 3.2.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran s x,, = n, za svaki n € N. Tvrdimo
da ovaj niz nema gomilista.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji a € R takav da je a gomiliste niza (x,). Odaberimo
prirodan broj N takav da a + 1 < N. Prema definiciji gomilista, postoji n > N takav da
x, €{a—1,a+1).
Imamo:

n=x,<a+1<N<n.

Kontradikcija.
Prema tome, niz (x,) nema gomiliste.

Definicija 3.2.5. Neka je A C R te neka je (x,) niz u R. KaZemo da je skup A gomiliste
niza (x,) ako za svaki N € N postoji n > N takav da x, € A.

Uocimo sljedece: Ako je (x,) nizu R ia € R, onda je a gomiliSte niza (x,) ako i samo
ako za svaki € > 0 je skup (a — €, a + ) gomiliSte niza (x,,).
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Propozicija 3.2.6. Neka je (x,) niz u R te neka su S i T podskupovi od R. Pretpostavimo
da je S U T gomiliste niza (x,). Tada je S gomiliste od (x,) ili je T gomiliste od (x,).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.
Tada S nije gomiliSte niza (x,) i 7 nije gomiliSte niza (x,). Stoga postoji N € N takav da
za svakin > N vrijedi

X, &S

te postoji M € N takav da za svaki n > M vrijedi
x, ¢T.

Definirajmo K = max{N, M}. Tada za svakin > K vrijedin > Nin > M, paimamo x, ¢ S
ix, ¢T,tojest
X, ¢ S UT.

Dakle, x, ¢ S UT, za svaki n > K. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je S UT gomiliSte
niza (x,). m|

Uocimo sljedece: Ako je skup S gomiliSte niza (x,) te ako je T C Rtakavda § C T,
onda je T gomiliSte niza (x,).

Napomena 3.2.7. Neka je (x,) niz u R te neka je S C R. Ako je x, € S, za svaki n € N,
onda je S gomiliste niza (x,). Ako je x, ¢ S, za svaki n € N, onda S nije gomiliste niza

(Xn)-
Teorem 3.2.8. Neka je (x,) omeden niz u R. Tada (x,) ima gomiliste.

Dokaz. Skup {x, | n € N} je omeden pa postoje a,b € R takvi da je a donja, a b gornja
meda ovog skupa. Slijedi
a<x,<bh,

za svakin € N.
Definirajmo § = {z € R | (z, 00) je gomiliSte niza (x,)}. Za svaki n € N vrijedi

X, €{a—1,00),
pa iz napomene (3.2.7|slijedi da je (a — 1, co) gomiliSte niza (x;,).
Dakle,a — 1 € S, tojestS # 0.

Pretpostavimo da je z € R takav da je b < z. Tada vrijedi da

X & (z,00),
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za svaki n € N, pa prema napomeni (z,00) nije gomiliSte niza (x,). Dakle, z ¢ S.
Ovim smo dokazali da za svaki z € S vrijedi

z<b.

Prema tome, skup § je odozgo omeden.

Iz propozicije slijedi da S ima supremum, pa neka je ¢ = supS. Tvrdimo da je ¢
gomiliste niza (x,). Neka je & > 0. Zelimo pokazati da je skup (c — &, ¢ + €) gomiliste niza
(x,). Buduc¢i da je ¢ supremum skupa S, to jest najmanja gornja meda, broj ¢ — &€ nije gornja
meda skupa S, pa postoji z € S takav da je

c—&e<Z

Odaberimo x € Rtakavdajec < x < c+e&. lzc < xslijedida x ¢ S, pa slijedi da (x, o)
nije gomiliSte niza (x,). [z z € S slijedi da je skup (z, co) gomiliSte niza (x,) te da je z < c.
Stoga je z < x, pa vrijedi

(z,00) = (2, x] U (x, 00).

Dakle, (z, x] U (x, co) je gomiliSte niza (x,), a {x, o) nije gomiliSte (x,), pa iz propozicije

slijedi da je (z, x] gomiliSte niza (x,,).
[zc-e<z<x<c+eslijedi

(z,x] C{c—¢&,c+ &),

pa zakljuCujemo da je (¢ — &, ¢ + &) gomiliSte niza (x,,).
Prema tome, c je gomiliSte niza (x,,). O

Definicija 3.2.9. Za niz (x,) u R kaZemo da je omeden odozgo ako je skup {x,| n € N}
omeden odozgo. Za niz (x,) u R kaZemo da je omeden odozdo ako je skup {x,| n € N}
omeden odozdo.

n, n paran,

Primjer 3.2.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran na sljedeci nacin: x,, = { 0, n neparan.

Tada je
{x,|neN} ={0}U{2n|neN},

pa je ocito da (x,) nije omeden. Nadalje, lako se vidi da je 0 gomiliste niza (x,).
Lema 3.2.11. Neka su a,b € R,a < b te neka je x € {a, b) . Tada postoji r > 0 takav da

(x—=r,x+r)yC{a,b).
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Dokaz. Definirajmo r = min{x — a,b — x}.Zboga < x <bimamox—-a > 01b — x > 0,
paje r > 0. Tvrdimo da je
(x=r,x+r)C{a,b). (3.4)

Iz definicije od rslijedir < x —air <b-x,pajea < x—rix+r < b.Stoga, ako je
YE(Xx—rx+r)y,imamox—r<y<x+r,pajea<y<b,tojest

y€{a,b).
Time smo dokazali da vrijedi (3.4). |

Teorem 3.2.12. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Neka je A = {a € R| a gomiliste od x,} .
Pretpostavimo da je A # 0.

1. Pretpostavimo da je (x,) odozgo omeden niz. Tada A ima maksimum.
2. Pretpostavimo da je (x,) odozdo omeden niz. Tada A ima minimum.
Dokaz. 1. Bududi da je (x,,) odozgo omeden, postoji b € R takav da je

X, < b,

za svaki n € N. Pretpostavimo da je z € R takav da b < z. Definirajmo € = z — b.
Tadajee >0ib =2z—-¢,paje x, <z—¢,zasvakin € N. Stoga

X, €{z—¢&,z+¢),

za svaki n € N, pa skup (z — &,z + &) nije gomiliSte niza (x,). Prema tome, z nije
gomiliSte niza (x,), to jest z ¢ A. Iz ovog zakljuCujemo, da za svaki z € A vrijedi

z<b.

Dakle, skup A je odozgo omeden. Prema pretpostavci propozicije A # 0 i propoziciji
[I.1.15] slijedi da A ima supremum. Neka je s = sup A. Tvrdimo da je s maksimum
skupa A. U tu svrhu dovoljno je dokazati da je s € A, to jest da je s gomiliSte niza
(x,). Neka je € > 0. Zelimo dokazati da je (s — &, s + &) gomiliSte niza (x,). Buduci
da je s najmanja gornja meda skupa A, broj s — & nije gornja meda skupa A, pa postoji
deAtakavdas—e<d. OCitojed < s,pajed < s + &. Dakle,

de(s—¢g,s+¢&),
pa prema lemi 3.2.11|postoji r > O takav da
d-rd+ryC(s—g,s+¢&).

Zbog Cinjenice da je d € A vrijedi da je d gomiliSte niza (x,), pa je d —r,d +r)
gomiliste niza (x,), Sto povlaci da je skup (s — &, s + &) takoder gomiliSte niza (x,).
Dakle, s € A. Prema tome, s je maksimum skupa A.
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2. Bududi da je (x,) odozdo omeden, postoji b € R takav da je
b < xy,

za svaki n € N. Pretpostavimo da je z € R takav da z < b. Definirajmo € = b — z.
Tadajee >0ib=z+¢,pajez+ e < x, zasvakin € N. Stoga

x, € {(z—¢€,2+¢&),

za svaki n € N, pa skup (z — &,z + &) nije gomiliSte niza (x,). Prema tome, z nije
gomiliSte niza (x,), to jest z ¢ A. Iz ovog zakljucujemo, da za svaki z € A vrijedi

b<z

Dakle, skup A je odozdo omeden. Prema propoziciji [I.1.19] skup A ima infimum.
Neka je m = inf A. Tvrdimo da je m minimum skupa A. U tu svrhu dovoljno je
dokazati da je m € A. Neka je £ > 0. Zelimo dokazati da je (m — &, m + &) gomilite
niza (x,). Budu¢i da je m najveca donja meda skupa A, broj m + € nije donja meda
skupa A, pa postoji x € A takav da x < m + &. OCito je m < x, pa vrijede

xe{m—gm+e¢g).
Prema lemi [3.2.11|postoji r > O takav da
(x=-rx+ryC{m—-—gm+e).

Buduci da je x € A vrijedi da je (x — r, x + r) gomiliSte niza (x,), pa slijedi da je skup
(m — &g,m + &) takoder gomiliSte niza (x;,).

Dakle, m je gomiliSte niza (x,), pa je m € A.

Prema tome, m je minimum skupa A.

Od sada pa nadalje, pod pojmom niza podrazumijevamo nizove oblika (x,),en, -

Definicija 3.2.13. Neka je (x,) niz u R. Definirajmo limes superior niza (x,), u oznaci
lim sup x,,, na sljedeci nacin:

1. niz (x,) je odozgo neomeden, definiramo lim sup x,, = oo,
2. niz (x,) je odozgo omeden.

a. Ako je skup A svih gomilista niza (x,) neprazan, definiramo lim sup x,, = max A

b. Ako niz (x,) nema nijedno gomiliste, definiramo lim sup x,, = —oo.
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Uocimo sljedece: Ako je (x,) niz u R, onda:
lim sup x,, = oo & (x,,) odozgo neomeden niz.

Nadalje, ako je lim sup x,, = —o0, onda je (x,,) odozdo neomeden niz. Naime, u suprotnom
bi (x,,) bio odozdo omeden, pa bi bio i omeden, te bi teorem povlacio da ima gomiliste.

Propozicija 3.2.14. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Tada je lim sup x,, = a.

Dokaz. 1z napomene [3.2.2] slijedi da je a gomiliSte niza (x,). Tvrdimo da niz (x,) nema
drugih gomiliSta. Neka je b € R takav da je b # a. Pretpostavimo da je a < b. Odaberimo
€ € R takav da je
b-a
2
Slijedi 26 < b —a,pajea+ & < b — &, §to povlaci da je

O<ex<

(a—g,a+eynN{b—g,b+e)=0. 3.5)

U slucaju b < a, analogno dolazimo do zakljucka da postoji € > 0 takav da vrijedi (3.5).
Bududi da x,, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je

x, €{a—¢g,a+¢&).
1z (3.5) slijedi da za svaki n > ng vrijedi da je
x, ¢{(b—g,b+e).

Kada bi skup (b — €, b + &) bio gomiliste niza (x,), onda bi postojao n > n, takav da je
x, € (b —¢&,b+ ¢), §to oCito ne vrijedi. Prema tome, skup (b — &, b + &) nije gomiliSte niza
(x,), pa b nije gomiliSte niza (x,).

Neka je A skup svih gomiliSta niza (x,). Dokazali smo da je

A={a}.

Prema propoziciji [[.1.25| niz (x,) je omeden, pa je i odozgo omeden. Prema definiciji
limesa superiora vrijedi lim sup x,, = max A, dakle lim sup x,, = a. O

Uzimamo da je —oo < x, za svaki x € R.
Propozicija 3.2.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R.

1. Pretpostavimo da je x, < a, za svaki n € N. Tada je lim sup x,, < a.
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2. Pretpostavimo da je a < x,, za svaki n € N. Tada je a < lim sup x,,.

Dokaz. 1. Kao i u dokazu 1. tvrdnje teorema[3.2.12] vidimo da niz (x,) nema gomiliSte
koje je vece od a. Dakle, a je gornja meda skupa A, gdje je A skup svih gomiliSta
niza (x,). OCito je niz (x,) odozgo omeden, pa iz definicije limesa superiora slijedi
da je

limsup x,, = max A,
akoje A #0te
lim sup x,, = —o0,

akoje A = 0.
U oba slucaja vrijedi
limsup x, < a.

2. Kao u dokazu 2. tvrdnje teorema [3.2.12] vidimo da niz (x,) nema gomiliste koje je
manje od a. Dakle, a je donja meda skupa A, gdje je A skup svih gomiliSta niza (x,,).
Ako je niz (x,) odozgo neomeden, onda je

lim sup x,, = oo,

a ako je niz (x,) odozgo omeden, onda je i omeden, pa je prema teoremu[3.2.8|A # 0,
atada je
lim sup x,, = max A.

U oba slucaja vrijedi da je
a < lim sup x,,.

O

Propozicija 3.2.16. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je (y,) podniz od (x,). Pret-
postavimo da je a gomiliste niza (y,). Tada je a gomiliste niza (x,,).

Dokaz. Znamo da postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = x,,, za svaki
n € N. Neka je € > 0 te neka je N € N. Budu¢i da je a gomiliSte od (y,), postoji n > N
takav da je

vy, €{a—¢g,a+¢).

Dakle, x,, € (a—&,a+ &), aiz leme[I.2.19slijedi da je n < p,, paje N < p,. Definirajmo
m = p,. Imamo:
X, €{a—¢€g,a+e) 1 m=N.

Stoga je a gomiliSte niza (x,,). O
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Lema 3.2.17. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a i b realni brojevi takvi da je
a < x, < b, za svaki n € N. Pretpostavimo da je z gomiliste niza (x,). Tada je

a<z<bh.

Dokaz. Pretpostavimo da je z < a. Definirajmo € = a —z. Tadaje € > 017+ € = a. Stoga
je
(z—&,z+¢&)Nla,b] =0,
iz Cega zakljuCujemo da x, ¢ (z — €,z + €), za svaki n € N. Ovo je nemoguce jer je skup
(z — &,z + &) gomiliSte niza (x,), jer je z gomiliSte niza (x,,).
Kontradikcija.
Stoga jea < z.
Pretpostavimo da je b < z. Definirajmo € = z — b. Tadaje £ > 01z — € = b. Stoga je

(z—g,z+&)Nla,b]l =0,

pa analogno kao i u gornjem sluc¢aju dobivamo kontadikciju.
Dakle, z < b. m]

Propozicija 3.2.18. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a = lim sup x,,. Pretposta-
vimo da je a € R. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je

X, <a+e,
za svaki n > ny.

Dokaz. 1z Cinjenice da je a € R i definicije limesa superiora slijedi da je niz (x,) odozgo
omeden. Dakle, postoji M € R takav da je

X, < M,

za svaki n € Nj. Pretpostavimo da ne postoji ny € Ny takav da za svaki n > ng vrijedi

X, < a + ¢. Tada za svaki n € Ny postoji n’ > n takav da je x, > a + &. Definirajmo

induktivno niz (p;) u Ny na sljedeéi nacin: Neka je p, takav da je
Xp >a+e. (3.6)

Pretpostavimo da je k € Ny te da smo definirali p,. Tada postoji b > 1 + p; takav da je
Xp > a + €. Definirajmo b = py,,. Imamo:

Di+1 > Dk (3.7)
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Xp,, >a+e. (3.8)

Na taj nacin smo definirali funkciju p : Ny — Nj koja je strogo rastuéa (zbog (3.7)). 1z
(3.6) i (3.8) slijedi da je a + & < x,,, za svaki k € Ny. Bududi da je x, < M, za svakin € Ny
vrijedi x,, < M, za svaki k € Nj. Dakle,

a+e<x, <M, 3.9

za svaki k € Ny. Prema teoremu niz (x,, )ken, 1ma gomiliSte, neka je ¢ neko gomiliSte
tog niza. Bududi da je niz (x,,) podniz niza (x,), propozicija[3.2.16|povlaci da je c gomiliste
niza (x,).

S druge strane, iz (3.9) i leme [3.2.17]slijedi da je

a+e<c< M.

Iz definicije limesa superiora slijedi da je svako gomiliSte niza (x,) manje od a ili jednako
a, $to je u kontradikciji s ¢injenicom da je a < ¢ (jer je a + € < ¢).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.2.19. Neka je (a,) niz realnih brojeva te neka je r radijus konvergencije reda

potencija Z a,x" . Tada je
neNg xeR
1

r= ——7m | 3.10
lim sup V|a,| ( )

s tim da smatramo

1
—— =0, zalimsup vl]a,| = o
lim sup V|a,| P
i
1

= o0, zalimsup /|a,| = 0

lim sup V|a,|
(takoder uzimamo da je V|a,| = 1).

Dokaz. Neka je § = lim sup V|a,|. Za svaki n € Nj ocito vrijedi
0 < Vlaal,

pa iz propozicije [3.2.15]slijedi da je
0<o.
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. =00
Pretpostavimo da je x € R, x # 0, takav da red Z a,x" konvergira. Prema propo-
neNy
ziciji [[.4.3] vrijedi a,x" — 0. Dakle, niz (a,x"),ey, je konvergentan pa je i omeden.
Prema lemi [2.3.9|postoji M > 0 takav da je

la,x"| < M, za svaki n € N, (3.11)

pri tome moZemo pretpostaviti da je M > 1. Bududi da je 6 = oo, niz (V]a,|) je
odozgo neomeden. Slijedi da postoji n € N takav da je

Slijedi:

to jest
M" < |a,||x|".

Zbog M > 1, vrijedi M < M". Stoga je
M < la,x"|.

Ovo je u kontradikciji sa (3.11)).
ZakljuCak: Ne postoji x € R,x # 0, takav da je red Z a,x" konvergentan. Iz

neNy

definicije radijusa konvergencije slijedi da je r = 0. Stoga (3.10) vrijedi.

2.0€R16>0
Pretpostavimo da je x € R takav da je |x| > % Tada je
1
— < 0.
|x]
Definirajmo € = § — ﬁ Imamo € > 0, pa je (6 — &, 6 + &) gomiliste niza (V|a,|) (na-
ime, prema definiciji limesa superiora imamo da je 6 maksimum skupa svih gomiliSta
niza (\/” |an|) , dakle ¢ je gomiliSte tog niza). Uo¢imo da je

Dakle,
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je gomiliSte niza (V/|a,|). Stoga, postoji beskona¢an podskup N; € N takav da za

svaki n € Ny vrijedi
— 1
\ |an| € <_55+8>7
|x]

to jest

Slijedi 1 < Vl]a,x"|, za svaki n € Ny, pa iz drugog dijela teorema|l.3.10|slijedi da red
a,x" nije konvergentan.

neNy
Pretpostavimo da je x € R takav da je |x| < %. Tvrdimo da postoji € > 0 takav da je

1
o+¢

x| <

Naime, ovo je oCito ako je x = 0, a ako je x # 0, onda iz [x| < % slijedi 0 < ﬁ pa

1
xI°

postoji € > 0 takav da je 6 + € < —, §to povlaci da je

1
o+¢

x| < (3.12)

Iz definicije od 6 i propozicije [3.2.18|slijedi da postoji ny € N takav da je
€

Via. <6+ =,

|z >

za svaki n > ny. MnoZenjem ovoga i nejednakosti (3.12)) dobivamo da je

— O0+%
nlanxn|< 29
o0+e&

. v 0+% n .
za svaki n > ng. OznaCimo ¢ = 5=. Imamo 0 < g < 1 te Vl]a,x"| < g, za svaki

n > ny, pa iz teorema|l.3.10|slijedi da je red Z a,x" apsolutno konvergentan.

neNy

neNy

Neka je K = {x € R| red Z anx”konvergentan}. Dokazali smo da za svaki x € R

takav da je |x| > 1, vrijedi x ¢ K, te da za svaki x € R takav da je |x| < 1, vrijedi

5’ 5’
x € K. Prema tome,
11 11
SRS QKQ |-
(550 %<]55)
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1
O,_:|,
0

paje {lx|| x € R} =[0,1)ili{lx| | x € R} = [0, 1]. Koristeci napomenu [3.1.7 dobi-
vamo da je

Iz ovog slijedi

[0,%>£{|xl| xeR}C

1
sup{lx|| x e R} = 5

Dakle, r = 1, to jest
1

r= ———.
lim sup Va,|

3.0=0
Neka je je x € R, x # 0. Iz propozicije [3.2.18| slijedi da postoji ny € N takav da za
svaki n > ng vrijedi

1
Vida <6+ 5—,
| A

to jest Vla,| < 5. Stoga je

n n 1
Vlanx | < )

2

zasvakin > ny, paiz drugog dijela teorema|l.3.10|slijedi da je red Z a,x" apsolutno
nENo
konvergentan. Dakle, red Z a,x" je konvergentan, za svaki x € R, pa slijedi da je

I’LENO
r = oco. Prema tome, vrijedi (3.10)).

O

Propozicija 3.2.20. Neka je [ polinom. Tada je f derivabilna funkcija te je f’ takoder
polinom.

Dokaz. Budu¢i da je f polinom, postoje n € Ny i ag, ay, ..., a, € R takvi da je
f(x) = a,x" + a1 X"+ ajx + ay,
za svaki x € R. Iz korolara[2.3.17]i slijedi da je f derivabilna funkcija te da je
) =a, -n- X"+ .. +2ax+a,

za svaki x € R. Time je tvrdnja dokazana. O
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3.3 Derivabilnost funkcija odredenih redovima potencija

Z a,,x"] . Neka je
xeR

neNg
r njegov radijus konvergencije. Pretpostavimo da je r > 0. Neka je f : (—r,r) — R funkcija

Definicija 3.3.1. Neka je (a,)nen, niz u R. Promotrimo red potencija

definirana s f(x) = Z a,x", za svaki x € (—r,r). Uoc¢imo da je ova definicija dobra prema
n=0

propoziciji|3.1.9, Za funkciju f kaZemo da je odredena redom potencija [Z a,,x"] .
xeR

neNg

Propozicija 3.3.2. Neka je (x,) niz u R. Pretpostavimo da postoji N € N takav da je
X, = Xy, za svaki n > N. Tada x,, — xy.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada za svaki n > N ocito vrijedi
X, €E{(Xy — &, Xy +E).

Prema tome, x, — xy. O

Primjer 3.3.3. Neka je f polinom. Neka je n € N te neka su ay, ay, ..., a, € R takvi da je
f(x) = apx" + a1 X + ayx + ag, za svaki x € R.

<
Definirajmo niz (by) u R s by, = { gk,kk;nn,

Tada je f funkcija odredena redom potencija (Z bix* . DokaZimo to.

k €Ny

xeR

Neka je x € R. Neka je (s;);cn, niz parcijalnih suma reda Z bixt.
keNy

Vrijedi:

n n

Dakle, s, = f(x).
Nadalje, neka je m € N takav da je m > n.
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Vrijedi:

k=0
n m
= bkxk + Z bkxk
k=0 k=n+1
=s5,+0
=5,.

Dakle,s,, = s, za svaki m € N takav da je m > n. Iz propozicije[3.3.2] slijedi da s; — s, to
jest s; = f(x).

Zakljucak: za svaki x € R red Z bix* je konvergentan i Z bix* = f(x). Prema defininciji
keNy k=0

radijusa konvergencije imamo da je oo radijus konvergencije reda potencija [Z bkxk] .
kENo xeR

Stoga, ako je g funkcija odredena tim redom potencija, vrijedi g : R — R i g(x) = Z bx¥,

k=0
za svaki x € R. Stoga je

g(x) = f(x),

za svaki x € R. Prema tome, funkcija f je odredena redom potencija (Z bk,xj() .
keNo xeR

Primjer 3.3.4. Vrijedi # — 0.

Naime, neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je Eiz < ng. Neka je n € N takav da je

n > ny. Tada je

1
;<l’l,
pajel < +n, tojest# < &. Dakle,
1
— -0l <e,
\n

za svaki n > ngy. Time je tvrdnja dokazana.

Propozicija 3.3.5. (Teorem o sendvicu) Neka su (x,),(y,) i (z,) nizovi realnih brojeva.
Pretpostavimo da postoji ny € N takav da je x, <y, < z,, za svaki n > ny. Nadalje,
pretpostavimo da je a € R takav da x, — a iz, — a. Tada y, — a.
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Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji m € N takav da za svaki n > my vrijedi
X, €{a—¢g,a+¢&).

Nadalje, postoji ky € N takav da za svaki n > ky vrijedi
m€{a—¢g,a+¢).

Neka je n € N takav da je n > max {ko, mg, no}. Tada vrijedi x,,z, € (a—¢€,a+¢) 1
X, < yu < z,. Stoga je
a—-&e<x, Sy, <z <a+te.

Dakle, y, € (a — &,a + &), za svaki n > max {koy, my, ny} . Time je tvrdnja propozicije doka-
zana. =

Propozicija 3.3.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Pretpostavimo da je x, # 0, za svaki n € N te da je a # 0. Tada — — é

1
Xn

lal

Dokaz. 1z x, — aslijedi |x,| — |a|. Buduci da je a # 0 imamo |a| > 0, pa je 5 > 0. Stoga
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
|al lal
X, € ({lal — =, |al + =),
|| <| | > lal >
to jest |x,| € <% %> Stoga je |x,| > %, za svaki n € N, n > ngy. Dakle, |Xl_| < é, za svaki

n > ny. Neka je € > 0. Budu¢i da x, — a postoji ky € N takav da za svaki n > ky vrijedi

Neka je n > max {ko, nyp} . Vrijedi:

1 1] |x —d 1 ela® 2 1
—_ _ = =|x,—a- — .
Xoooal  |xallal 1Xa|  lal 2 lal |a
Dakle, xi - é‘ < g, za svaki n > max {kg, no} . Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.3.7. (Aritmeticko-geometrijska nejednakost) Za svaki n € N i sve nenega-
tivne brojeve xy, ..., X, vrijedi
X1+ ...+ X,

> X1 X
n
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Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju matemati¢kom indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je ocita. Ako su x,y € R, x,y > 0 tada vrijedi

(V- ) =0,

paje x —2+x- 4y +y > 0, Sto povla¢i x +y > 2+/xy, dakle % > 4/xy. Prema tome,
tvrdnja propozicije vrijedi za n = 2.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zanekin € N, n > 2. Neka su xy, ..., x, nenegativni brojevi.
Neka je A = 2=l § G = "R/X[ - ...~ Xup1. Tvrdimo da je
A>G.

MozZemo pretpostaviti da je x; < x < ... < X, < X,41. Vrijedi:

X1+ ...+ Xx; X1+ ...+ X1
X1 = <
n+1 n+1

= A.

Dakle, x; < A. Nadalje,

A= X1+ .o+ X4 < Xp+1 + oooe + Xyt ——
n+1 n+1

Dakle, A < x,,,;. Prema tome,
X1 <A< X4

Ocito je x; + x,+1 —A > 0. Iz induktivne pretpostavke slijedi

Xo+x3+ .+ X, + (X1 + x541 — A) 0
Z\/XZ X3
n

e Xy (X X —A).

Stoga je

(xz + X34 o+ X, + (X + X001 — A)

. ) > X0 X3t Xyt (X + X4 —A) (3.13)

1z definicije od A slijedi x; + x; +... + x,.1 = (n+1)-A. UvrStavanjem prethodne jednakosti

u (3.13) dobivamo:

((n+1)-A—A

n
. ) > X X3 e Xy (X1 + X0 —A).

Dakle,
A" > X0 X3+ i Xy (X + Xpy1 — A). (3.14)
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[zA—-x >01x,,; —A > 0slijedi
(A = x)(xp1 —A) 2 0.
Stoga je Ax,.1 — X1 Xpe1 — A% + x;A > 0, odnosno
A(Xpp1 — A+ X1) = X1 Xpa1. (3.15)
PomonoZimo nejednakost SA:
AU > X o x X A (X F Xy — A).

Sada iskoristimo (3.15)), pa dobivamo:

A" > Xy Xy X Xl
Slijedi:
A > "+\1/)C1 C e Xptls
to jest A > G. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.3.8. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. {n—1,
2. n+1-1,
3. Nekajea e R,a> 0. Tada {fa — 1.

Dokaz. 1. Neka je n € N,n > 3. Promotrimo n brojeva 1,1, ..., 1, v/n, vn. Koristeéi
propoziciju dobivamo:

I+1+..+1++n++n
> A/n,

n

to jest @ > {/n. OCito je {/n > 1, pa zakljucujemo da je

2 2
-+ —=—>1+lm>1, zasvakin > 3. (3.16)
n \/ﬁ

Prema primjerima|1.2.9] 1 propozicijama|l.2.12fi|1.1.31|vrijedi x, — 1, gdje je
(x,) niz definiran s
2 2

Xo=1-24—.

" Nn
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Neka je (z,) niz definiran s z, = 1. Prema primjeru|1.1.4{slijedi da

Z, — 1.

Prema (3.16) vrijedi
X, > Vn > z,, zasvakin > 3.

Iz propozicije slijedi {/n — 1.
2. Zasvaki n € N vrijedi

0s——<L,
Vn+1 vn
pa iz primjera [3.3.4]i propozicije[3.3.5]slijedi da
1 50
Vn+1
Za svaki n € N vrijedi:
2Vn+1_2(n+1)_(2+2) 1
n nVn+1 noAn+l
Prema propoziciji[2.3.10]
2
2+-)- -0,
n n+1
to jest ——— 2\/’7 — 0.
NekaJen € N,n > 3. Primjenom propozicijena brojeve I, 1,..., Vn+ 1, Vn + 1
dobivamo:
2 2 \/n +1 y
1-- n+1
n n

Analogno, kao u 1. slu¢aju zakljuc¢ujemo da Vn+ 1 — 1.
3. Pretpostavimo da je a > 1. Odaberimo ny € N takav da je np > a. Neka je n > ny.
Tada je n > a, pa je
Vn > {a.

Otito jet/a > 1, pa imamo sljede¢i zakljudak:
Vn > Ra>1,
za svaki n € N. Iz propozicije[3.3.5]i 1. tvrdnje slijedi {/fa — 1.

Pretpostavimo da je a < 1. Tada je é > 1. Prema dokazanom,

1
Ya

L — 1, to jest
a

— 1. Prema propoziciji|3.3.6| vrijedi {/a — 1. Time je propozicija dokazana.
]
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Definicija 3.3.9. Neka je (Z anx") red potencija. Za red potencija [Z (n+ Dayx"
xeR

neNy

neNy YeR

kazemo da je dobiven deriviranjem reda potencija {Z a,,x"] ¢lan po ¢lan.
xeR

neNy

neNy neNy

Teorem 3.3.10. Neka je [Z anx”] red potencija. Tada redovi potencija [Z a,,x”]
xeR xeR

i [Z(n + 1)an+1x”] imaju isti radijus konvergencije.
x€R

Dokaz. Neka je r radijus konvergencije reda potencija [Z anx”} . Promotrimo slucaj
kad je r > 0. Pretpostavimo da je x € R takav da je o <

0<lxl<r
U dokazu propozicije [3.1.9] vidjeli smo da postoje M > 010 < ¢g < 1 takvi da vrijedi

lanx"| <M - 4",

za svaki n € Nj.
Neka je n € N. Vrijedi:

an+1xn+1| < M'qn+1.

Kad prethodnu nejednakost pomnoZimo s % dobivamo:

(n+1)-M-g"!
|x| '

[+ Day1 x| <

Sada “uzmemo” n-ti korijen te dobivamo:

- M-
S s Dap] < oD -Mea (3.17)

|x]

.. . 1)-M- “-
Definirajmo niz (¢, )pen S ¢, = ,"/%. Uocimo:

+1M' n M
= [ T 1
X X
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za svaki n € N. Iz propozicija|3.3.8|1[2.3.10|slijedi ¢, — 1. Prema (3.17) vrijedi:

VI(n + Dayx"| < ¢, - g, (3.18)

zasvakin € N.
Bududi da je g < 1, moZemo odabrati € > 0 takav da je

1+e)-g<1.
Buducdi da ¢, — 1, postoji ny € N takav da je
c,€{l—¢g1+¢),

zasvakin > ny. Slijedi ¢, < 1 + &, zasvakin > nyg,pajec,-q < (1 +¢)-q,zasvakin > ny.
Iz (3.18)) sada zakljucujemo da je

VI + Dag x| < (1+¢) - q,

za svaki n > ny. Prema teoremu (1.3.10| red Z(n + 1)a,,1x" je konvergentan, pa iz pro-
neN

pozicije |1.4.2 slijedi da je red (n + 1)a,+1 X" konvergentan. Iz ovog zakljucujemo da

neNy

. Dakle, za
xeR

je |x| < s, gdje je s radijus konvergencije reda potencija [Z(n + Dayx"
I’LGNO
svaki x € R takav da je

O<lxl<r (3.19)

vrijedi

lx| <'s. (3.20)
Pretpostavimo da je r = co. Kada bi vrijedilo s € R, postojao bi x € R takav da je s < |x],
a za taj x vrijedi (3.19) Sto znaci da vrijedi i (3.20), a to je u kontradikciji s s < |x|. Prema
tome, s = oco.
Pretpostavimo da je r € R te da je s < r. Tada postoji x € R takav da je s < x < r. Tada
vrijedi (3.19), pa i (3.20). Kontradikcija.
U svakom slucaju vrijedi

r<s. (3.21)

Obratno, pretpostavimo da je s > 0 te da je x € R takav da je 0 < |x| < s. U dokazu
propozicije [3.1.9]smo vidjeli da postoje M > 010 < ¢g < 1 takvi da vrijedi

|(l’l + 1) . an+1xn| <M- (]n,
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za svaki n € Ny.
Neka je n € N. Tada je
n-a,x" '\ <M- q"_l.

Kada prethodnu nejednakost pomnoZzimo s % dobivamo

@' < — |y,

q-n

Vadenjem n-tog korijena slijedi:
M-
] < 4] LI (3.22)
q-n
Neka je (c,) niz definiran s ¢, = % Uoc¢imo:
_uM-x 1

Cn = T

q An
za svaki n € N. Iz propozicija [3.3.8] [3.3.6]i [2.3.10] zaklju¢ujemo da ¢, — 1. Prema (3.22)
vrijedi Vl|a,x"| < ¢, - g, za svaki n € N. Analogno kao i maloprije zakljuCujemo da je red

a,x" konvergentan, stoga je x| < r. Dakle, za svaki x € R takav da je 0 < [x| < s,

neNy
vrijedi |x| < r. Kao 1 maloprije, zakljuCujemo da je

ST, (3.23)
Iz (3.21) 1 (3.23)) slijedi da je

O

Lema 3.3.11. Neka je (x,)nen, niz realnih brojeva takav da je red Z X, konvergentan.

neNy
o0
Xn = E Xn—1-.

n=1

e

Tada je i red Z X, konvergentan i vrijedi

neN n

Il
[«

Dokaz. Neka je (si)ren, niz parcijalnih suma reda Z X, te neka je (f;)ren niz parcijalnih

neNy

suma reda Z X,—1. Neka je k € N. Imamo:
neN

k
t = E Xp—1 = X0+ oo + X1 = Sk—1-
n=1
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[0

Dakle, t; = 531, za svaki k € N. Znamo da miz (s )en, t€Z1 prema Z s,. Dokazimo da niz
n=0

(o)

(i )ren takoder tezi prema Z s,. Time Ce tvrdnja leme biti dokazana. Neka je € > 0. Tada
n=0
postoji ky € Ny takav da je

<e,

(o]
Sk — E Xn
n=0

za svaki k > ky. UoCimo da je ky + 1 € N. Neka je k > ko + 1. tadaje k — 1 > ko, pa je

[ee]
Sk-1 — § Xn

n=0

<&,

t, — :E:.Xn

n=0

to jest <e&. O

Napomena 3.3.12. Neka su Z Xp 1 Z V. apsolutno konvergentni redovi. Tada je red

neNy neNy

Z |x,, + yul takoder apsolutno konvergentan.
neNy
Naime, za svaki n € N vrijedi:

X0 + Yl < 1l + [yl - (3.24)

Redovi Z |x,| Z [y.| su konvergentni, pa je red Z (14| + |yul) konvergentan prema

neNg neNy neNy

propoziciji|l.3.7} Sada iz (3.24)) i propozicije|l.3.11|slijedi da je red Z |x, + vl apsolutno

neNy

konvergentan, stoga je i konvergentan, pa je red ) (x, +y,) apsolutno konvergentan.

neNy

Takoder, iz propozicije |1.3.11| slijedi da je red Z cx, apsolutno konvergentan za svaki

neNy

c €R.

Lema 3.3.13. Neka je [Z a,,x”] red potencija te neka je r radijus konvergencije ovog
nENO X
reda potencija. Pretpostavimo da je r > 0. Neka je f : (—r,r) — R funkcija odredena re-

dom potencija Z a,x" te neka je fi : (—r,r) = R funkcija odredena redom potencija

neNy xeR
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[Z(n + 1)an+1x") . Tada postoji funkcija M : {(—r,r) — R sa sljedec¢im svojstvom:
neNy
Za sve u,x,r; € Rtakvedaje lul| < ry,|x| < r,0 <ry <riu#xvrijedi

‘f(X) J(u)

— [ < M) - |x—ul.

Dokaz. Red potencija [Z (n+ D+ 2)an+2x”] je dobiven od reda potencija
xeR

neNg

[Z (n+ Da, 1 x ) deriviranjem Clan po ¢lan. Stoga, ta dva reda potencija imaju isti ra-
€R

neNy

dijus konvergencije. Dakle, r je radijus konvergencije reda potencija (Z (n+ D+ 2)a,x"
neNy xeR
Neka je x € (—r,r). Tada red Z(n + 1)(n + 2)a,.»x" apsolutno konvergira (propozicija
neNy
3.1.9), dakle, red Z |(n + 1)(n + 2)a,, x"| je konvergentan.

neNy

Definirajmo funkciju M : (-r,r) = R,

M) = > 1+ D(n+ a0,

neNy

za svaki x € (-r,r).
Pretpostavimo da su u, x, r; € R takvi da vrijedi |u| < ry,|x| < 7,0 < rp <riu# x. Neka
je k € N,k > 2. Imamo:

=X =(u-x) (uk_l + U+ w4 xk_l) ,

paje
|uk—xk|:|u—x||uk_1 + U x4 w4 X |
< |u-— x| (|uk_1| + |u - x| + ...+ |uxk_2| + |xk_1|)
= fou = ] (Ju ™ Juf 72 Ll a1+ )
<lu-x| (r’f_l + r'l‘_1 + ..+ r'f 1)
:k-r'f_l u— x|.
Dakle,

b = <k = . (3.25)
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Uocimo da nejednakost (3.25) vrijedi i za k = 1. Dakle, (3.25) vrijedi za svaki k € N.
Nekajen e N,n > 2.

Koristeci (3.25) dobivamo:

X' —u"

— —n: u”‘l‘ = ‘(x”_l XU L+ + u”‘l) -n- u”_l‘
X—u
= ‘(x"_l - u”‘l) + (x"_zu — u"_l) + ...+ (xu”_2 — u"‘l) + (u”_l — u”_l)‘
< a7 - u”‘1| + |ul - |x”_2 - u"‘2| Fo U x =
S=1)-7Flu=-xl+r-m=2) -7 ju—x+ ... + ¥ u— x|
=lu-x-"2((n-D+n-2)+...+1)
=lu—x-r7- —(n—21)~n.
Dakle,
LS| P B Gl ALY (3.26)
X—u 2

za svaki n € N (ocito je da navedena nejednakost vrijediizan = 1).
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Koristeéi (3.26), napomenu [3.3.12] propozicije [1.3.11} {1.3.15|1(1.4.2] te lemu [3.3.11| do-

bivamo:

J(x) - f(u)

X—U

Dakle,

Zanx”—Zanu” .
n=0 n=0
- + Day,
- fiw| = | D+
(o8] xn_ n [s+]
=Y et =Y @+ Dagu
n=0 X n=0
= ;an —u —;n-an
(i)
= Zan -—n-u
oy X—U
Zlanl (x —- —n-u”‘l)
o X—U
[s6] _1 .
S;lanllu_)d.rrll_z.%
- 2 |Z| IR RCES)
— - X a,
2 +1 n-n
N |Z| A7 (e )
=3 U—x Q1|7 n-(n
1
:5'|M—X|Z|an+2|”’f(n+1)'(71+2)
n=0
L= M)
=—-lu—xl-M(r
2 1
<|u-—x|-M(r).
(x) = f(w)
%‘fl(u) < |u—x[- M(ry).
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Lema 3.3.14. Neka su a,b € R,a < b te neka je x € {a, b) . Tada postoji € > 0 takav da je
(x—¢g,x+¢&)C{a,b).

Dokaz. 1za < x < bslijedi x—a > 01b— x > 0. Definirajmo € = min {x — a,b — x}. Tada
jee>0ie<x—a,tojesta < x—etejetakodere < b— x,tojest x +& < b.
Dakle,

a<x—e<x+&<b,

pajeolito{x —&,x+ &) C(a,b). O

Napomena 3.3.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Ako x, — 0, onda |x,| — 0 prema

propoziciji[l.1.32]
Obratno, pretpostavimo da |x,| — 0. Tada x, — O.
Naime, neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi

l|x,] — 0] < e.
Dakle, za svaki n > ng vrijedi
lx, — 0] < &.

Prema tome, x,, — 0.

Teorem 3.3.16. Neka je (Z anx"J red potencija te neka je r radijus konvergencije
neNy xeR
ovog reda potencija. Pretpostavimo dil jer > 0.Nekaje f : (—r,r) = R funkcija odredena

redom potencija Z a,x" te neka je fi : (—r,r)y — R funkcija odredena redom po-

neNy YeR

tencija [Z(n + 1)an+1x"] . Tada je f derivabilna funkcija te je f'(x) = fi(x), za svaki
neNp xeR
X E€(-r,r).

Dokaz. Prema lemi postoji funkcija M : (—r,r) — R takva da vrijedi sljedeée: za
sveu,x,r; € Rtakvedaje |u| <ry,|x] <r,0<r <riu+# xvrijedi

'f(x) S _ | < M) - e —ul.

Neka je xo € (-r,r).
Zelimo dokazati da je fi(xy) derivacija funkcije f u tocki x,. U tu svrhu, dovoljno je prema
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propoziciji dokazati da za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € (—r,r) \ {xo},
za svaki n € N te takav da x, — xy vrijedi

J () = f(xo)

Xn — X0

— fi(xo0)

(uo¢imo da je xy akumulacijska tocka od (—r, r) prema korolaru [2.2.12).
Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € (-r,r) \ {xo}, za svaki n € N te takav da
X, = Xo. 1z xo € (—r,r) i napomene [2.1.2]slijedi

[xo| < 7.

Odaberimo r; € R takav da je |xo| < r; < r. Slijedi xy € (=ry, 7). Prema lemi 3.3.14] postoji
€ > 0 takav da je
(X0 —&,x0+&) C{-r1,17). (3.27)

Iz x,, — xy slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
X, €E{xg—&,x0+8&). (3.28)

Neka je n € N takav da je n > ny. Iz (3.28) i (3.27) slijedi x, € (—ry,r1), paje |x,| < ry.
Znamo da je |xo| < r; < r pa zakljuCujemo da je

f(xn) - f(XO)
Xn — Xo

Dakle, (3.29) vrijedi za svaki n > ny.
Iz x,, — xo slijedi |x,, — xo| = O prema|2.3.11]i propoziciji|l.1.32

1z propozicije [1.2.12] slijedi

— filxo)| £ M(ry) - 1x, — Xl . (3.29)

M(ry) - |x, = xo| = 0.
Prema (3.29) vrijedi

J(xn) = f(xo)

Xn — X0

Zn <

— fi(xo)

< M(ry) - 1x, = X0l

za svaki n > ny, pri ¢emu je z, = 0, za svaki n € N. O¢ito z, — 0, pa iz propozicije [3.3.5]

slijedi
'f(-xn) — f(xo) Aol = 0.
Xn — Xo
Iz napomene [3.3.15]slijedi
) = f(xo) Flxo) = 0,

Xn — X0
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pa iz leme[2.3.11|slijedi
J(xn) = f(x0)

Xn — X0
Zakljucak: funkcija f je derivabilna u tocki xy i fi(xo) je derivacija od f u xy. Time je
tvrdnja teorema dokazana. O

— fi(xo).






Bibliografija

[1] S. Kurepa, Matematicka analiza 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1997.
[2] S.Mardesi¢, Matematicka analiza I, Skolska knjiga, Zagreb, 1991.

[3] B. Pavkovié, D. Veljan, Elementarna matematika 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1992.

89






Sazetak

U ovom diplomskom radu dan je pregled osnovne teorije koja je nuZna za razumijeva-
nje konvergencije redova potencija. Obradeni su redovi potencija te konvergencija redova
potencija. Diplomski rad je podijeljen na tri poglavlja te je u svakom poglavlju, osim
definicija i teorema, obraden velik broj primjera na osnovu kojih Citatelj vrlo lako moze
razumijeti samu pozadinu.






Summary

The paper presents an overview of the theoretical foundations which are crucial for com-
prehension of convergence of power series. Scrutinized are both the power series as well as
the convergence of power series. The thesis is divided into three chapters in each of which
a clear description and review is given, of not only definitions and theorems themselves,
but also of a great number of examples based on which the reader could easily comprehend
the core of the subject.
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