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Uvod

Uzmimo u obzir vrlo jednostavan model broja jedinki neke vrste u danoj generaciji (prema
[1]). Pretpostavimo da se populacija mijenja proporcionalno broju jedinki u prethodnoj ge-
neraciji. Neka jen 2 N bilo koji prirodni broj i neka je > 0 konstanta proporcionalnosti.
Tada broj jedinki uin-toj generaciji maemo prikazati rekurzijom

Pn= Py,
gdje jePq pocetni broj jedinki u populaciji.

Prikazimo broj jedinki populacije pontu pacetnog broja jedinkP, za nekoliko vrijed-
nosti brojan. Imamo:

Pr= Py= Py

P,= Pi= ( P)= 2Py
Ps= P,= %Py = °Py;
Ps= P3= 3Py = Py

Po istom principu, broj jedinki vrste rtoj generaciji maemo prikazati pomtu pacetnog
broja jedinkiPy:
Pn= Ph1= "Pg

Dakle, broj jedinki un-toj generaciji ovisi samo o petnom broju jedinki i konstanti pro-
porcionalnosti.

Pogledajmo sada posanje populacije s obzirom na konstantu proporcionalnosti
1. Akoje > 1,onda limP,=Ilim "Py=+1.
nl'1 nl'1
2. Akoje 21D;1i, onda IIimPn = I!{n "Py = 0.
n: n!

Primijetimo da za broj jedinki u populaciji postoje dva scenarija €diona rasti u be-
skonanost (u slgaju da je > 1) ili Ce sve jedinke nestati (u glaju da je 2 I0; 1i).

1



2 SADRZAJ

Lako je zakljiciti da je ovaj model nepotpun, jer nije realsto acekivati da vrsta mze
dozivjeti samo dvije sudbineStovise, sam scenarij da broj jedinki raste u beskost
nije realisttcan. Naime, on ne uzima u obzir da je zeuganje vrste takider potrebno
osigurati odrdenezivotne uvjete (poput hrane ili stasta),sto je nemogée za populaciju
koja raste u beskowaost.

Stoga je potrebno u jednalou uvesti takozvanimitirajuci faktor. Svrha uvdenja tog
faktora je da dobijemo model u kojede vrijediti sljed€e: ako u nhekom trenutkubroj
jedinki P(t) dostigne limitiraj&i faktor L, tada broj jedinki poinje padati, ako pak vri-
jedi P(t) < L, tada broj jedinki u populaciji dalje raste. Takav modelz@mo prikazati
diferencijalnom jednazbom:

TO= pow Poy t>0
s pacetnim uvjetomP(0) = Py, koji predstavlja broj jedinki u populaciji u trenutku= 0.

Ovdje je > 0 konstanta proporcionalnosti (prema [1]).

Time smo izbjegli da su nam jedina dva scenarija izumiranje ili rast u beskosta Sada
sudbinu populacije neemo razdvojiti na tri slcaja:

1. Ako u nekom trenutkiy broj jedinki u generacijP(ty) dostigne limitiraji faktor

L, tadajeL P(to) = 0. Dakle, "2 = 0, pate funkcijaP biti konstantna, izega

slijedi da broj jedinki ostaje isti.

2. Ako u nekom trenutkt, vrijedi P(to) > L, tada jeL  P(to) < 0. Dakle, 2@ < o,
pace funkcijaP padati, izcega slijedi da broj se broj jedinki u trenutigismanjuje.

3. Ako u nekom trenutki vrijedi P(to) < L, tada jeL  P(to) > 0. Dakle, 22 > 0,

pace funkcijaP rasti, izcega slijedi da se broj jedinki u trenutkypovecava.

Koristimo li de niciju derivacije funkcije te aproksimaciju derivacije pogwdiferencije
unaprijed, navedeni model poprima sljédeblik:

D PO pow Poy

Nadalje, uzmemo lida je = 1, imamo:

Pt+1) P(t)= P@{)(L P(t):



SADRZAJ 3

Jos zelimo model kojice prikazivati broj jedinki u nekoj generaciji u diskretnim trenucima
n 2 N, a ne u trenutkd. Stogacemo koristiti diskretizaciju 7! n 2 N. Koristeti oznaku
P(n) = P, 8n 2 Ny, gdje jePy pocetni broj jedinki, dobivamo sljed&model:

Pn+1 Pn = Pn(L Pn):
Daljnjim sredivanjem dobivamo ekvivalentne tvrdnje:

Pne1 = Pn(l— Pn) + Py,
1
Pni1 = Pn(l— Pn) + Py -
|

I:)n+1 = I:)n L I:)n + } ;
! !
1
Pn+1 = Pn L + — Pn .

Uvedimo oznakl; = L + 1. Sada imamo:
Pu1= Pn(Ls Pp):

Ta rekurzivna jednaba predstavlja iteracije funkcifgx) = x(1 X), pocesi od paetne
tocke x = Py, gdje jeP, = f "(Pyo).

Funkcija ovog oblika naziva se ga logisticka funkcija ili logistcko preslikavanje. Tu

cemo funkciju progavati u daljnjem tijeku rada. Napomenimajdacemo gledati samo

slucajeve kad je > 0. Odabratemo paetnu vrijednosk, te konstantu proporcionalnost
te izracunati sljedéi niz vrijednosti logisttke funkcije:

f(x0);
f(f(%0));
f(F(f(x0)));:::

U raducemo progavati kako se asimptotsko p@@mje niza iteracija logistkog (kva-
dratnog) preslikavanjd (x) = x(1 x) mijenja s obzirom na promjenu parametras
obzirom na izbor poetne take Xo.



4 SADRZAJ

Najprije €emo u Poglavljii |1 odredidanimljiveintervale parametra i pocetne take Xo.
Spomenutemo da za vrijednosti parametra 4 niz vrijednosti iteracija konvergira u
1 za gotovo sve pmetne take (osim skupa mjere 0). Na tom malom skupu Eamge
je kaoticng ali to ne€emo analizirati u radu. Pokaza¢mo da za vrijednosti parametra
2 H0; 4] i za pacetnu taku Xo u intervalimah 1 ;0] ili [1;+1i , iteracije ili konvergiraju
u 0, ili u pozitivnu ili negativhu beskomaost, ili je niz stacionaran. Nama zanimljivi
intervali su, dakle, samo 2 I0; 4] i X, 2 t0; 1i. Nadalje€emo spomenuti da z&> 4 niz
vrijednosti iteracija konvergira UL za gotovo sve tcke (osim skupa mjere 0). Na tom
malomskupu je ponsanje kaotino, ali to néemo analizirati u radu. Zanimljivi intervali
su 2 H;4]i %o 2 Ho; 1i.

Nadalje, u PoglavljiijZemo gracki ilustrirati pojavu udvostrucenja periodaNaime, za

X 2 M0;1i i 2 HD;3i niz vrijednosti iteracija konvergira, a kad parametaraste od

vrijednosti 3 prema vrijednosti 4, broj gonsta niza iteracija se udvostiuje u nekim

diskretnim vrijednostima parametra. Ako vrijednosti parametra g@xa&mo, iteracije se
pocinju gomilati na sve V@ broj tocaka,sto sugerira sve kaatiije ponaanje orbita, da bi
konacno za parametre> 4 doslo do pojave kaosa{o n€emo obrdivati).

U Poglavlju[3¢emo de nirati neke osnovne pojmove iz teorije jednodimenzionalnih dis-
kretnih dinamekih sustava, npr. pojmosasimptotski stabilne i nestabilne ksne, odnosno
periodicke tockel pojam bifurkacije NadaljeCemo navedenu teoriju primijeniti na kva-
dratnu familiju i pokazati neke tvrdnje koje smo naslutili gc&i.



Poglavije 1

Analiza ponasanja iteracija logistickog
preslikavanja u ovisnosti o parametru
| pocetnom uvjetu Xg

Promatramo parametarsku familiju preslikavanja
f(X= x(1 x; >0 (1.1

Cilj rada je analizirati asimptotsko posenje iteracija funkcijd"(xg), za razne vrijednosti
parametra> 0 i pocetne takex; 2 R.

Odredimo sada intervale vrijednosggii  koji nam nisu zanimljivi za asimptotsko pasenje
niza iteracija, dakle u kojima vrijedi da niz vrijednosti iteracija funkcijei te O ili pozi-
tivnu ili negativhu beskoreanost.

Primijetimo da jef iz (1.1) za > 0 kvadratna funkcija s negativnim parametrom uz
vodeti koe cijent. Nultocke funkcijef sutacke 0i 1, a graf funkcijd je parabola okrenuta
otvorom prema dolje. doizracunajmo t@ke u kojima graf funkcijef sijece pravag/ = x.
Sljedee tvrdnje su ekvivalentne:

X(1 X) =X
X1 x) x=0;
X( x 1)=0:

Sada je oito da je jedno rjeenje jednazbe x = 0, a drugo rjgenje je rjsenje linearne
jednadbe x 1= 0 koje je jednakax = —. Dakle, graf funkcijef sijece pravac

y = xutockamax=0ix= —.



POGLAVLJE 1. ANALIZA PONASANJA ITERACIJA LOGISTCKOG

6 PRESLIKAVANJA U OVISNOSTI O PARAMETRU | POCETNOM UVJETUX
Razlikujemo sljedee slicajeve s obzirom na vrijednost parametra

1. Akoje 0< < 1,tadaje tokax = — strogo manja od O.

a) Promotrimo sloaj kad jexo < —.

b)

Pokaimo najprije da za svakk < — vrijedi f(x) < x. Slied&e tvrdnje su
ekvivalentne:
f(X) < x;
X+ X< X
X+ X X<0;
x( x+ 1)<

Kako je x < 0, posljednja relacija je ekvivalentna x + 1> Ostoje
ekvivalentnox < —. Kako ovo vrijedi prema pretpostavci skia, time smo
dokazali tvrdnju. Dakle, vrijedi:

Xo > f(X0) = x4;
Xy > (%) = Xo5 00

Dakle, niz iteracija,+1 = f(X,), zan 2 Ny, je padaj@i. Nadalje, pretpostavimo
da niz iteracija konvergira i da vrijedillil(Txn) = L. Tada vrijedi:
n!

Xw1= Xt X =lim;
. — . 2 .
m e =l 5+ )
L= L%+ L
Dakle, jedini kandidati za limes niza du= 0iL = —. No, kako je niz

vrijednosti iteracija padafii i sve vrijednosti su strogo manje od? < 0, to
nije mogite. Dakle, zax, < —, niz vrijednosti iteracija funkcije & u 1
(strogo je padajtii nema limes, pa nije ogracen odozdo).

Promotrimo sluaj kad je—: < %, < 0.

Analogno prethodnom sbaju maemo zakljeiti da za svakix < — vrijedi
f(X) > x. Dakle, niz iteracijax,+1 = f(Xn), zan 2 Ny, je strogo rasti.

Kako je funkcijaf strogo rast@a na intervalx 2 h 1 ;0i, vrijedi:

f(x)< f(0)=0;, 8x<O:



Naime, vrijedifq(x) = (1 2x). Kakoje > 0il 2x > 0 za negativne
vrijednostix, vrijedi f9x) > 0,8x 2 h1 ;0i, pa je funkcijaf strogo rastaa
na tom intervalu.

Dakle, niz vrijednosti iteracija funkcije je ograr@n odozgo s 0. RBto je niz
vrijednosti iteracija funkcije strogo ragtui ogranicen, onda je on konvergen-
tan. Nadalje, kako znamo da je nig konvergentan, pretpostavimo da vrijedi

Ii[n (x,) = L. Jedini kandidati za limes niza 4u= 0i L = —, sto smo po-
n!

kazali u slecaju 1.a). No, psto je niz vrijednosti iteracija strogo rastwrijedi
X, > —, za svakin 2 No. Dakle, — ne mae biti limes tog niza, pa vrijedi

lim(x,) = 0.
nl'l
c) Promotrimo sloaj kad jexo = —.
Vrijedi:
1
f (%) = —— = Xo;

f2(x0) = f(x0) = Xo;:::

Induktivno, maemo pokazatif” (X)) = — = Xo, za svakin 2 N. Dakle,

vrijednosti svih iteracija bite jednakexg, tj. niz vrijednosti iteracija funkcije
je stacionaran.

d) Promotrimo slaaj kad jex, > 1.
Kako je funkcijaf negativna na intervaltl; +1i , vrijedi f(X;) < 0. Niz svih
sljedetih iteracija upada u jedan od shjeva koje smo opisali gore. Dakle, ili
niz vrijednosti iteracija funkcijeg u Oiliu 1 ilije ksan.

2. Ako je 1 4 tadaje— 0. Sada, analogno slajevima 1.a) i 1.c) mzemo
pokazati da niz vrijednosti iteracija funkcifeteziu 1 zaxy < Oili xg > 1.

3. Akoje > 4texy < 0ili xp > 1, tada, analogno stajevima 1.a) i 1.c) neemo
pokazati da niz vrijednosti iteracija funkcijetezi u 1 . Preostaje nam pogledati
slucaj kad je O< %o < 1.

a) Ako je xo takav da vrijedif(xg) > 1, tada jef?(x) < 0, jer je funkcija f
negativna i strogo paddgja na intervallil; +1i . Time smo upali u domenu
opisanu u slaaju 1.a), pa niz vrijednosti iteracija funkcijezter 1 .

Da bismo taj interval odredili preciznije, izzanajmo najprije toke u kojima
vrijedi f(x) = 1. Sljed€e su tvrdnje ekvivalentne:

x(1 x) =1,
X Xx+1=0;



POGLAVLJE 1. ANALIZA PONASANJA ITERACIJA LOGISTCKOG
8 PRESLIKAVANJA U OVISNOSTI O PARAMETRU | FF)’OCETNOM UVJIETUX
2 4
P

2
Dakle, zaxy 2 lg, gdje jelp = > ‘4 P > ‘4 , Niz vrijednosti iteracija

Rjesenja dobivene kvadratne jedizhe sux;, =

funkcijeteziu 1 .

b) Ccito je [0;1] nlp unija dva disjunktna segmenta, ozimao ih lgg i lo;. Za
pocetnu take iz intervalaly, vrijednosti iteracija nakon prve ida iz inter-
vala [0 1], a zatim tge u 1 (sto je pokazano u 3.). M se pokazati|([1],
poglavlje 1.5) da unutar svakog od intervddai lo; postoji jedan interval ta-
kav da funkcijaf preslikava poetne t@ke iz tih intervala u intervaly. Zatim
¢e, nakon druge iteracije, te petne take iz&i iz intervala [Q1]. Postupak
se nastavlja, tako da u limesu dobivamo skup mjefea@torovog tipatakav
da iteracije njegovih pmetnih tacaka zauvijek ostaju u njemu. Za sve ostale
tocke iz intervala [Q1] iteracije nakon konenog broja izdu iz [0; 1], dakle,
teze u 1l . Za paetne take iz Cantorovog skupa dinamika je kamia unutar
Cantorovog skupato n&€emo analizirati u radu (prema [1]).

4. Pogledajmo je slicaj kad jexo = Oili X = 1. Za svaki > 0 vrijedi f"(0) = O,
8n 2 No. Dakle, vrijednosti svih iteracija funkcijé ¢e biti 0, tj. niz vrijednosti
iteracija funkcije je stacionaran, pa nam tajcglpinije zanimljiv.

S druge strane, imamé(1) = 0, pa vrijedi f"(1) = 0,8n 2 N, n > 1. Dakle,
vrijednosti svih iteracija nakon pnae biti 0, pa ham ni taj skaj nije zanimljiv.

Dakle, 0< xg < 1i 2 ID;4] su slcajevi koji su nam zanimljivi i koje&éemo progavati.
Ostali nam nisu zanimljivi, jer niz vrijednosti iteracija funkcijezteu O ili u 1 ili je
stacionaran.



Poglavlje 2

Gra cka analiza iteracija za razne
vrijednosti parametra

Cilj ovog poglavlja je gracki prikazati prethodno opisani iteracijski proces funkdi{e) =
X(1 x) kako bismo ga bolje razumijeli. Dakle, prikazati vrijednosti iteracije funkg€ije
s obzirom na vrijednost konstante proporcionalnostipocetnu vrijednostx,. Racunat
cemo vei broj uredenih parovdn; f"(xg)), pri cemu oznakd"(xo) oznaava kompoziciju,
(%) = f(f(:::(X)):::), gdje jen 2 Ny, te ih sve prikazati u jednom koordinatnom
sustavu. Primijetimo j® da je nulta iteracija zapravo getna vrijednost funkcije .

2.1 SageMath

Navedenice iteracijski proces biti prikazan u koordinathom sustavu gantageMath-a.
Razlog tome jesto je SageMath besplatan alat te dovoljno jednostavan zstéoje kako
bismo dobilizeljene grafove.

SageMath je matemati software otvorenog koda sagien pom@éu mnogih paketa otvo-
renog koda kasto su NumPy, SciPy, matplotlib, Sympy, Maxima, GAP, FLINT, R te njima
slicni paketi. U sstini, to je programski jezik Python nadogen raznim matemattkim
funkcijama kako bi se dobila funkcionalnostcsla onoj matematkih software-a kasto

su Mathematica ili Matlab (premal[2]).

2.2 Prikaz iteracija funkcije

Kao sto je v& navedeno, u ovom djelcemo u koordinatnom sustavu prikazati velik broj
uredenih parovarg; f"(xo)) za odrelene paetne vrijednostxy i n 2 N. U tu svrhu potrebno

9
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10 PARAMETRA

je napisati program kofie raunati te vrijednosti, spremati ih te naposljetku crtati.

Vazno je odabrati dovoljan broj iteracija. Uzmemo i fisuiteracija dobittemo sliku na
kojoj ce se lako uaiti sto se dogda s vrijednostima, pa nema potrebe uzimati\@oj
(napomenimo samo da se to lako promijeni ako se za timeeysatreba). Takaer, zadnjih
deset vrijednosti spremiéemo posebno kako bismo uz sliku imali i konkretne podatke -
deset vrijednostte za paetak biti dovoljno da se we neke pravilnosti.

Sljedeci program, napisan u SageMath-u,zlma crtanje iteracijskog procesa:

x_coords=[]
y_coords=[]
zadnjih10=[0] 10

for i in range(1000):
x_coords.append (i)
y_coords.append(0)

@interact
def f(mu=input_box(4.0), xO=slider(0,1,0.01,0.2)):
for i in range (1000):
rezzmu x_0 (1 x_.0)
y_coords[iFrez
x_0=rez

for i in range(10):
zadnjihl0[iFround(y_coords[999 i], 4)
show(zadnjih10)

r=[(x_coords[i],y.coords[i]) for i in range(1000)]

lista=list_plot(r, color="red")
show(lista)

Primijetimo najprije da smo za petnu vrijednost konstante proporcionalnosti odabrali
4:0, dok za vrijednosk, pomau klizaca maemo birati vrijednosti izm@u 0 i 1 s kora-
kom na kliza&u jednakim @1 (za peetnu smo odabrali:R). Kasnijecemo vidjeti kako
promjena tih vrijednosti utige na sliku i na vrijednosti logistke funkcije nakon iteracija.



2.2. PRIKAZ ITERACIJA FUNKCHE 11

Pogledajmo sada graki prikaz iteracija koji dobivamo nakon izsavanja navedenog pro-
grama:

[0.1382,0.0358,0.991, 0.4525,0.13,0.9664, 0.4083, 0.1154, 0.0297, 0.0075]

Slika 2.1: Prikaz iteracija za= 41 X = 0:2.

Gra cki prikaz se dobiva tako da se naxsanosi redni broj iteracija 2 (0; 1000), a na
osy vrijednostn-te iteracijef"(Xy). Time smo dobili prikaz koji se sastoji od 100G¢aka
koje pokazuju kako se mijenja vrijednost kroz iteracije zagiou vrijednosk,.

Mozemo primijetiti da u ovom sktaju ne postoji neki obrazac i da se vrijednosti iteracija
funkcije ponaaju prilicno kaotcno. Takaler, ne maemo uaiti pravilnost u deset zadnjih
dobivenih iteracija. Promjenom vrijednos§ dobit cemo vrlo slcne rezultate, osim za
X0 = 0ili X = 1. U tom¢ce slcaju sve vrijednosti iteracija biti jednake 0, a to nam nije
zanimljivo.

Pogledajmo sada promjene kdje se dogdati na grackom prikazu s obzirom na pro-
mjenu vrijednosti :

0.9071,0.5384, 0.8201, 0.6591, 0.7635, 0.208, 0.9103, 0.5244, 0.8261, 0.3461]

Slika 2.2: Prikaz iteracija za = 3:65 i xg = 0:2.
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Smanjimo li vrijednost na 365, gra cki prikaz koji dobivamo vrlo je stian prethod-
nom. Vrijednosti iteracija funkcije i dalje se pagu kaottno te nema nekih pravilnosti
koje bi nam omoggile da predvidimo vrijednosti sljedé iteracija. No, u odnosu na
prethodni gracki prikaz, postoji jedna vrlo udjiva razlika. Naime, postoji praznina na
vrijednosnom intervalu pritdino jednakom [(¥; 0:75] u koji nije upala niti jedna tcka.
Dakle, niti jedna vrijednost iteracije od 0.-te do 1000.-te nije u intervalu gnblijed-
nakom [Q7;0:75]. Kao i na prethodnom grakom prikazu, izbor vrijednost, nema
znacajni utjecaj na rezultat - graki prikaz je i dalje kaotan, a praznina i dalje postoiji.
To €e biti slwcaj i kod svih sljedéih gra ckih prikaza. Vrijednosky ne utjece bitno na iz-
gled gra ckog prikaza. Stogéemo, za sada, proavati gra cke prikaze za istu vrijednost

Xo.

Dobivena praznina razdvaja gmeki prikaz na dva dijelaZelimo vidjeti sto Ce se s njom
dogoditi za ostale vrijednosti. Stogatemo vrijednosti konstante proporcionalnosti i dalje
smanjivati te pratitsto se dogda s vrijednostima iteracija funkcije.

0.9,0.5002, 0.8332, 0.3638, 0.8859, 0.5625, 0.8062, 0.3386, 0.8949, 0.5376]

Slika 2.3: Prikaz iteracija za= 3:6 i xg = 0:2.

U ovom smo slaaju odabrali vrijednosti = 3:6 i X = 0:2. Mozemo primijetiti da
praznina na grackom prikazu i dalje postojiStovise, ona se povala. | dalje su vrijed-
nosti iteracija funkcije podijeljene u dva intervala, te je njihovo Eamge kaottno. Ovo
nije idealan rezultat, jer i dalje ne rmemo nsta zakljwiti o vrijednostima sljedeh itera-
cija, bas zbog tog kaotinog ponaanja. No, ohrabrufte je da maemo uaiti pravilnost

u gra ckom prikazu €injenica da se praznina pdayva kako smanjujemo), pa se na-
damo datemo uskoro da i do znaajnijih zakljucaka. Zato dalje smanjujemo vrijednost
konstante i usporelujemo dobivene gracke prikaze.
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[0.8028,0.3396,0.8939, 0.5176, 0.8247, 0.3599, 0.8866, 0.5484, 0.8112, 0.347]

Slika 2.4: Prikaz iteracija za= 3:58 i Xy = 0:2.

Za vrijednost = 3:58, praznina i dalje postoji i razdvaja vrijednosti iteracija funkcije u
dva intervala. Nadalje, ta je prazninaceenego za prethodnu vrijednoststo je bilo i
ocekivano. No, dobivena je jednu zmegna promjenu na gra&kom prikazu, ato je da se u
svakom od intervala (nastalih zbog velike praznine) pojavila nova, manja praznina. Time
je svaki od dva intervala podijeljen nasjava manja intervala. No, i dalje se u svakom od
tih intervala vrijednosti porsaju kaottno.

Slika 2.5: Prikaz iteracija za = 3:57 i xg = 0:2.

Ako pogledamo gracki prikaz za vrijednost konstante = 3:57, ma@emo primijetiti da

Su se pojavile nove praznine, i to u manjim intervalima koji su nastali prethodnim smanje-
njem vrijednosti konstante. Tadler, vidljivo je da se vrijednosti 8e ne ponsaju toliko
kaoticno, ali tesko je zakljuiti teze li te vrijednosti nekim brojevima. 1z zadnjih deset vri-
jednosti to ne mpemo zakljeiti. Povecamo li broj zadnjih vrijednosti koje pamtimo na
npr. dvadeset ili trideset i dalje ne m@mo zakljeiti kako se one porsaju, alicini se da iz
kaoticnog stanja u kojem je bio graki prikaz za vrijednost konstante= 4.0 dobivamo
"red”, tj. neku pravilnost, kako smanjujemo njezinu vrijednost.
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2.2.1 Osam gomilsta niza vrijednosti iteracija

0.200000000000000

0.8333,0.3738, 0.8808, 0.5509, 0.8086, 0.3488, 0.8899, 0.4945, 0.8333, 0.3738)]

Slika 2.6: Prikaz iteracija za = 3:56 i xg = 0:2.

Nakonsto je vrijednost konstante proporcionalnosti smanjenaa&:56, dobiven je vrlo

znacajan rezultat. Nakon manje od sto iteracija, vrijednosti funkcije su razdvojene u osam

intervala. Nadalje, porsanje vrijednosti u tim intervalima ne izgleda nimalo kend.

Cini se da vrijednosti u svakom intervalizgeprema nekom broju. Da bismo to mogli pot-

krijepiti, spremali smo zadnjih deset vrijednosti u posebnu listu. Za navedene vrijednosti
i Xop ona glasi:

[0:83330:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899 0:8333 0:3738]

Mozemo primijetiti da su prve dvije vrijednosti u listi jednake posljednjim dvjema vrijed-
nostima. To potkrepljuje rsu slutnju, ali ne u potpunosti. Zato moramo poat listu.
Ako spremamo posljednje trideset i dvije vrijednosti, dobivamo sGadistu:

[0:8333 0:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899
0:8333 0:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899
0:8333 0:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899
0:8333 0:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899]

Primijetimo da se iste vrijednosti ponavljagetiri puta,cime smo potkrijepili nau slutnju.
Dakle, za = 3:56, niz vrijednosti iteracija funkcije imalte sljedéa gomilsta:

0:8333 0:3738 0:5509 0:8808 0:5509 0:8086 0:3488 0:8899

Ovo je vrlo zn@ajan rezultat, jer nam omoguje da predvidimostovise, da tono odre-
dimo kojece biti vrijednosti funkcije za sljede iteracije.
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Smanijimo li vrijednost konstante proporcionalnosti ma 3:55 dobivamo sljed& gra cki
prikaz:

[0.8278,0.3703, 0.8817, 0.5405, 0.8127, 0.3548, 0.8874, 0.506, 0.8278, 0.3703]

Slika 2.7: Prikaz iteracija za= 3:55i Xy = 0:2.

| za ovu vrijednost konstante niz vrijednosti iteracija funkcije ima osam gonsila. No,

lako je vidjeti da se razlika n@e1 parovima susjednih gonslia smanjila. Maemo naslutiti
dace se ona jp smanijivati kako smanjujemo vrijednost konstante proporcionalnosti. Ako
je smanjimo dovoljno, slutimo deemo dobiti niz vrijednosti iteracija koji ima manje od
osam gomilsta.

2.2.2 Cetiri gomili sta niza vrijednosti iteracija

Navedenu slutnjie nam potkrijepiti gracki prikaz vrijednosti iteracija funkcije za =
3:54:

0.8203,0.3648, 0.8833, 0.5218, 0.8203, 0.3648, 0.8833, 0.5218, 0.8203, 0.3648]

Slika 2.8: Prikaz iteracija za = 3:54 i xg = 0:2.
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Pogledamo li js listu zadnjih deset vrijednosti, dobivamo:
[0:8203 0:3648 0:8833 0:5218 0:8203 0:3648 0:8833 0:5218 0:8203 0:3648]

Primijetimo da se vrijednosti 5218:8203 0:3648 0:8833 ponavljaju,sto dodatno pot-
krepljuje nau slutnju. Ovo je takder vrlo zn@ajan rezultat, jer opet memo odrediti
koje €e biti vrijednosti sljedeih iteracija.

Dakle, za = 3:54, imattemocetiri gomilista: 08203 0:3648 0:8833 0:5218.

Smanjujemo li i dalje vrijednosti konstante tendencija da se razlika me parovima
susjednih gomikta smanjuje nastavite se i dalje, pa se hadamo demo za dovoljno
smanjenje konstantedobiti niz vrijednosti itracija koji ima manje odetiri gomilista.

Za = 345 toce biti jasno vidljivo:

Slika 2.9: Prikaz iteracija za= 3:45i X, = 0:2.

2.2.3 Dva gomilsta niza vrijednosti iteracija

Nadalje, maemo naslutiti de&€e, smanjimo li konstantu proporcionalnosti dovoljno, niz
vrijednosti iteracija funkcije imati dva gomdfa. Tocemo i potkrijepiti grackim prikazom
vrijednosti funkcije za = 3:4.
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Slika 2.10: Prikaz iteracija za= 3:4 i Xy = 0:2.

Tu cinjenicu dodatno potduje lista posljednjih deset vrijednosti, u kojoj remno vidjeti
da se vrijednosti @52 i 08422 ponavljaju:

[0:8422 0:452 0:8422 0:452 0:8422 0:452,0:8422 0:452,0:8422 0:452]

Do sad smo imali sleajeve da niz vrijednosti iteracija funkcije ima osaoetiri i dva
gomilista. Naslgujemo datemo dodatnim smanjivanjem dobiti gieki prikaz na kojem
vrijednosti iteracija tee prema jednom broju.

Slika 2.11: Prikaz iteracija za= 3:0 i xg = 0:2.

Kad stavimo = 3:0, dobivam gracki prikaz koji pokazuje da niz vrijednosti iteracija
funkcije i dalje ima dva gomifita. No, razlika izméu ta dva broja se smanjilato je bilo
ocekivano, jer ta je tendencija postojala i z&&erijednosti konstante.
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2.2.4 Limes niza vrijednosti iteracija

Dodatnim smanjenjem vrijednosti konstante rdbbittemo upravo sleaj da vrijednosti
iteracija funkcije tee prema jednom broju (i to.852 u ovom konkretnom sbaju).

Vazno je napomenuti da@ nije najve&a vrijednost u kojoge vrijediti da vrijednosti itera-
cija funkcije teze prema jednom broju, @ge potrebno smanijiti konstantuispod vrijed-

nosti 30.

Slika 2.12: Prikaz iteracija za= 2.9 X = 0:2.

Slican rezultat dobittemo i za sve vrijednosti konstante proporcionalnosiiintervalu
[1;2:9i.

Slika 2.13: Prikaz iteracija za= 1.0 i xg = 0:2.

Nadalje, smanjimo li vrijednost konstante proporcionalnosti dovoljno isg@ddbitcemo
slucaj kada niz vrijednosti iteracija funkcijezieprema jednom broju, i to broju 0.
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Prikazimo gra cki vrijednosti funkcije za = 0:9:

Slika 2.14: Prikaz iteracija za= 0:9 i xg = 0:2.

Pokaimo sada matematki gore u@enu tvrdnju:
Propozicija 1. Neka je 2 0;1i i neka je funkcija f zadana s(X) = x(1 x). Tada za
svaki x% 2 HD; 1i vrijedi:

lim f"(xo) = O:

nil
Dokaz. Kako je Xy 2 HD; 1i, vrijedi 1 Xy < 1, pa imamo:

f(x0) = (1 %)< 1 1=
Nadalje, kako je & f(xg) < < 1, vrijedi:
f(f(x0)) = f(x)(1 f(x0)) < 1= 7

Induktivno dobivamo:
0<f(x)< ™ 8n2N;n>2

Kako je vrijednost konstante pozitivha i manja od 1, vrijedilllim "=0,paje
n:

lim f"(xg) = 0

ni1



POGLAVLJIE 2. GRAFCKA ANALIZA ITERACIJA ZA RAZNE VRIJEDNOSTI
20 PARAMETRA

2.2.4.1 Limes niza iteracija u ovisnosti o parametru < 3

Prowcavamo detaljnije parametre<l < 3 za koje vrijednosti iteracija #& prema jednom
broju. Tacnije, kako se mijenja taj broj s obzirom na promjenu vrijednosti konstante
Uzettemo grafove za = 2.9, =20, = 15i = 1.0 te ih usporediti (u svintemo
slucajevima za poetnu vrijednost uzetip = 0:5.

Za vrijednost konstante proporcionalnosts 2:9 vrijednosti iteracija funkcije tee prema
broju 06552.

Slika 2.15: Prikaz iteracija za= 2:9 i xg = 0:5.

Za vrijednost konstante proporcionalnosts 2:9 vrijednosti iteracija funkcije tee prema
broju O5.

Slika 2.16: Prikaz iteracija za= 2:0 i xo = 0:5.
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Za vrijednost konstante proporcionalnosts 1.5 vrijednosti iteracija funkcije tee prema
broju 03333.

Slika 2.17: Prikaz iteracija za= 1.5 Xy = 0:5.

Za vrijednost konstante proporcionalnosts 1.0 vrijednosti iteracija funkcije tee prema
broju 0.001.

Slika 2.18: Prikaz iteracija za= 1:0i X, = 0:5.

Dakle, vrijednost brojeva prema kojimatevrijednosti iteracija funkcije se smanjuju kako
se smanjuje konstanta Dakle, za 1< < 3 niz iteracija tei prema limesu koji postaje
sve blzi 0, kad pada prema 1.
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2.2.5 Vise od osam gomibta niza vrijednosti iteracija

Kako smo dosad imali stajeve da niz vrijednosti iteracija funkcije ima osacetiri ili
dva gomilsta, ili pak tei jednom broju, logino je zapitati se je li modwe na&i vrijednost
konstante da niz vrijednosti imaesnaest gomdta. Za razliku od smanjivanja parametra

i upolavljanja broja gomibta, @ekujemo udvostrenje broja gomiBta kad parametar
povecavamo. Dakle, uzmemoveti od 356, za koji smo u Potpoglaviju 2.2.1 pokazali da
ima 8 gomilsta. Uzmemo li = 3:568 dobivamo gracki prikaz koji ukazuje na to da je
tako nesto mogu@e.

Slika 2.19: Prikaz iteracija za= 3:568 i x = 0:2.

No, gra cki prikaz nam nije dovoljan da potvrdimo slutnju, jer nije méguscitati vrijed-
nosti dovoljno precizno kako bismo zaldjli da niz vrijednosti iteracija funkcije stvarno
ima sesnaest gomsdta. Takaler, ni zadnjih deset vrijednosti nije dovoljno za takav za-
kljucak. Stogacemo spremati zadnje trideset i dvije vrijednosti,duekojima zelimo
sesnaest koje se ponavljaju. Lista zadnje trideset i dvije vrijednosti je c§ede

[0:8791, 0:5602 0:8049 0:3438 0:892, 0:5025 0:8304 0:3686
0:883 0:5502 0:8095 0:3479 0:8905 0:4794 0:84; 0:3793
0:8791,0:5602 0:8049 0:3438 0:892, 0:5025 0:8304 0:3686
0:883 0:5502 0:8095 0:3479 0:8905 0:4794 0:84; 0:3793]

Dakle,sesnaest vrijednosti se ponavity uptuje na to da niz vrijednosti iteracija funk-
cije imasesnaest gomsita. Dosad smo naslutili da je broj gorsth niza iteracija oblika
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2", te smo nali primjere vrijednosti parametraza koje jen = 0; 1; 2; 3; 4.

Sad nas zanima ie li to vrijediti zan = 5;6; : :

No, u ovim nam slaajevima gracki prikaz n€e biti od koristi patemo program za cr-
tanje grackog prikaza zapravo koristiti samo kako bismo dobili listti*Asrijednosti te
provjerili ponavlja li se njih 2.

Za = 3:5695ix, = 0:2 imamo sljedée vrijednosti:

[0:83190:3699 0:8826 0:5523 0:8086 0:3468 0:8909 0:4799
0:8399 0:3788 0:8793 0:5605 0:8049 0:3435 0:8921 0:5081,
0:8281 0:3658 0:8841, 0:5482 0:8105 0:3486 0:8903 0:476,
0:84150:3807,0:8786 0:5621; 0:8042 0:3428 0:8924 0:4991,
0:8319 0:3699 0:8826 0:5523 0:8086 0:3468 0:8909 0:4799
0:8399 0:3788 0:8793 0:5605 0:8049 0:3435 0:8921; 0:5081,
0:8281, 0:3658 0:8841, 0:5482 0:8105 0:3486 0:8903 0:476,
0:8415 0:3807,0:8786 0:5621; 0:8042 0:3428 0:8924 0:4991,
0:8319 0:3699 0:8826 0:5523 0:8086 0:3468 0:8909 0:4799
0:8399 0:3788 0:8793 0:5605 0:8049 0:3435 0:8921 0:5081,
0:8281 0:3658 0:8841, 0:5482 0:8105 0:3486 0:8903 0:476,
0:84150:3807,0:8786 0:5621; 0:8042 0:3428 0:8924 0:4991,
0:8319 0:3699 0:8826 0:5523 0:8086G 0:3468 0:8909 0:4799
0:8399 0:3788 0:8793 0:5605 0:8049 0:3435 0:8921; 0:5081,
0:8281,0:3658 0:8841, 0:5482 0:8105 0:3486 0:8903 0:476,
0:84150:3807 0:8786 0:5621 0:8042 0:3428 0:8924 0:4991]

Dakle, imamo trideset i dvije vrijednosti koje se ponavljaju, pa pravilo vrijedin zab5.
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Nadalje, za = 3:5698 imamasezdeset cetiri vrijednosti koje se ponavljaju, pa pravilo
vrijediizan = 6:

[0:8316 0:3694 0:8828 0:552 0:8088 0:3469 0:8909 0:4793
0:8402 0:379,0:8792 0:5608 0:8048 0:3433 0:8922 0:5081;
0:8281,0:3658 0:8841,0:5483 0:8105 0:3485 0:8904 0:4758
0:8416 0:3807 0:8786 0:5622 0:8042 0:3427,0:8924 0:497,
0:8328 0:3707, 0:8823 0:5534 0:8082 0:3464 0:8911, 0:4807,
0:8396 0:3784 0:8795 0:5603 0:805, 0:3435 0:8921; 0:5094
0:8276 0:3652 0:8843 0:54 77, 0:8108 0:3487,0:8903 0:4753
0:8418 0:3809 0:8785 0:5624 0:8041 0:3426 0:8924 0:5]

Za = 0:5699 dobittemo da niz vrijednosti iteracija funkcije sa sto dvadeset i osam
gomilista:

[0:8312 0:369 0:8829 0:5517 0:809 0:3471,0:8909 0:4788
0:8404 0:3792 0:8792 0:561; 0:8047 0:3432 0:8923 0:5078
0:8282 0:3659 0:8841; 0:5485 0:8104 0:3484 0:8904 0:4759
0:8416 0:3806 0:8787 0:5622 0:8042 0:3427 0:8924 0:4964
0:83310:371;0:8822 0:5537 0:8081; 0:3462 0:8912 0:4809
0:8395 0:3782 0:8795 0:5602 0:8051; 0:3435 0:8921; 0:5098
0:8274 0:365,0:8844 0:5476 0:8108 0:3488 0:8903 0:4751;
0:8419 0:381; 0:8785 0:5625 0:804; 0:3426 0:8925 0:5003
0:8314 0:3692 0:8828 0:552 0:8088 0:3469 0:8909 0:4791;
0:8403 0:3791; 0:8792 0:5609 0:8047,0:3432 0:8922 0:5081,
0:8281;,0:3657 0:8841; 0:5484 0:8105 0:3484 0:8904 0:4758
0:8417 0:3807 0:8786 0:5623 0:8041; 0:3427 0:8924 0:4967,
0:833 0:3709 0:8822 0:5536 0:8081; 0:3463 0:8912 0:4808
0:8396 0:3783 0:8795 0:5603 0:8051; 0:3435 0:8921; 0:5097,
0:8275 0:365,0:8844 0:5476 0:8108 0:3487 0:8903 0:4751;
0:8419 0:381; 0:8785 0:5625 0:804; 0:3426 0:8925 0:5009]

Daljnja pretpostavka je da je mogglInd&i vrijednosti konstante zan = 8;9;::: tako da

postoji 2' gomilista niza vrijednosti iteracija funkcije. No, time se trenutndéamo baviti,
veC temo pojavu pojasniti u Potpoglavfju 3.p.1.



2.2. PRIKAZ ITERACIJA FUNKCHE 25

U ovom smo poglavlju, dakle, dokazali da z& I0; 1i i pocetnu taku u intervalul0; 1i
niz iteracija konvergira u 0. Za ¥ < 3 niz iteracija takder konvergira, i to k sve
vecoj vrijednosti kako poveavamo . No, kako dalje poveavamo parametar prema
broju 4, broj gomilsta se udvostiauje u diskretnim vrijednostima parametra. 8&mo j&
ilustrirati na bifurkacijskim dijagramima u Potpoglavjju B.2.

Vazna napomenaPrimijetimo da nam se u san primjerima, prilikom ispisa nekog broja
iteracija prije 1000.-te na nekoliko decimatai da se vrijednosti ponavljaju. U stvarnosti
se ofgenito za neku peetnu iteraciju radi samo u konvergenciji podnizova niza iteracija
u navedeni broj gomita. Naime, kad gomgtima nakon véeg broja iteracija pdemo
dovoljno blizu, zbog greaka zaokrzivanja vee ne maemo razlikovati toke. Moge

je i da, umjesto konvergencije nekom gorsiili u stvarnosti, kod nanja velikog broja
iteracija u r@&unalu u nekom kor@om trenutku iteracije i upadnu u to gorstk i panu

se ponavljati zbog geaka prikaza u nalu.






Poglavije 3

Teorija diskretnih dinami ckih sustava
na primjeru logisti ckog preslikavanja

U ovomcemo poglavlju de nirati osnovne pojmove vezane uz diskretne dickersustave
te ih potkrijepiti na primjeru logistike familije funkcijaf(x) = x(1 x), > 0,x2R. Za
zanimljive parametre 2 I0;4] i pocetne take X, 2 ID; 1i, neke pojave koje smo graki
uocili u Poglavlju[2 objasnitemo teoretski.

3.1 Osnovni pojmovi i primjena na kvadratnu familiju

Denicijal. Nekaje E R"in 2 N. Uredeni par(E; f), gdjeje f: E! E neprekidna
funkcija ili funkcija klase C, r 1, nazivamo diskretnim dinamickim sustavom na E.

Zapisujemo ga pontu diferencijske jednaibe
Xne1 = F(X0);
gdje jexo 2 E zadana peetna teka. Primijetimo da je, := f"(Xp), n 2 N.

De nicija 2. (Prema [1]) Orbita diskretnog dinamickog sustava.x= f(x,) S pocetnom
tockom x je skup

Ot (%) = ff"(x0) : N 2 Nog:
Dakle, orbita dinamikog sustava na primjeru s@ logistcke funkcije je zapravo skup
vrijednosti iteracija funkcije za oddenu peetnu vrijednosk,. Naravno, tage nam skup
ovisiti ne samo o odabiru petne vrijednosti, viei 0 odabiru parametra.

27
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Nadalje, primijetimo da smo u prethodnom poglavlju gra prikazivali orbite odabranih
vrijednostixg 2 10; 1i za logistcku funkciju f, s tim da smo prikazivali samo kocai broj
tocaka te orbite. Za neke konkretne vrijednosti parametracepmng uvjeta, u prethod-
nom smo poglavlju naslutili da se orbite asimptotski paa predvidivo, dok se za neke
vrijednosti parametra i pretnog uvjeta porsaju kaottno i nepredvidivo.

Analizirajmo sada orbitu ocky, = 0:3 za logistcku funkciju f(x) = 2x(1  x) direktno
pomctu grafa funkcijef. Ova analiza orbite dena je prema Pesin, 2009|([3]).

Slika 3.1: Prikaz orbite ody = 0:3 zaf(x) = 2x(1  X).

Najjednostavnija mogta orbita je skup koji se sastoji od jedneke. Tote se dogoditi
u slucaju kad su vrijednosti svih iteracijil'(xo), za sven 2 N, gdje jexg zadana poetna
vrijednost, jednake upravgy. Stoga je potrebno uvesti pojam ksnecte.

De nicija 3. (Prema[l]) Nekaje ¥2 Rinekaje f: R! R neprekidna funkcija. Tocka
Xo haziva se ksna tocka funkcije f ako vrijed(>) = Xo.

Primjer 1. Odredimo ksne tocke logisticke funkcijg) = x(1 x), > 0,x2R.

Rijesimo jednadbu f(xg) = X, kako bismo odredili ksne toke. Sljedée tvrdnje su
ekvivalentne:
X1 %) = Xo
X(1 %) X%=0
( % 1)=0
Sada je oito da je jedno rjsenje jednazbe X, = 0, a drugo je rjsenje linearne jednabe
X 1=0:
Xg= —
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Dakle, logistcka funkcijaf(x) = x(1 X) ima toccno dvije ksne tacke, 01—
Primjer 2. Funkcija f(x) = 2x(1  x), sa Slikg¢ 2.11.
Prema Primjer{i]1, ksna tka funkcijef razlicita od O jednaka je:
1 21
— = = 0:5

Mozemo primijetiti da na Slidi 2]1. vrijednosti orbite og = 0:3 teze upravo prema ki
0:5. Pogledajmo vrijedi li isto za neke druge vrijednosti

Slika 3.2: Prikaz orbite ody = 0:2 zaf(x) = 2x(1  X).

Slika 3.3: Prikaz orbite ody = 0:7 zaf(x) = 2x(1  X).

Dakle, i zaxg = 0:2 i xg = 0:7, vrijednosti orbite tee u 05. Slutimo da, ako vrijednosti
orbite teze u neku toku, to je upravo ksna toka funkcijef razlicita od 0,sto pokazujemo
u sljede&oj propoziciju.
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Propozicija 2. Ako niz vrijednosti orbite odg@ R dinamickog sustavax; = f(x,), gdje
je f neprekidna funkcija, konvergira premg, . ako vrijedi:

lim (x,) = X ;
n'l
tada je x 2 R ksna tocka funkcije f.

Dokaz. Pretpostavimo da niz vrijednosti orbite konvergira 2 R:
lim(x,) = x:
nl'l

Sada imamo ekvivalentne tvrdnje:

Xne1 = (X))  =lim;

nll

Hin X =l 104

x = lim f(X):
nl1
Zbog neprekidnosti funkcijé vrijedi:
x = f(lim x,);
nl1
x = f(x):

Dakle, tackax je ksna tocka funkcijef.

Ovime smo pokazali da, ako niz vrijednosti iteracija funkdijéezi u neku taku, to je
upravo ksna taka funkcijef.

Primjer 3. Primijetimo da smo ovakav slucaj imali u PotpoglaVju 2]2.4 na $lici P.12 za

funkciju f(x) = 29x(1 x). Gracki smo naslutili da niz vrijednosti iteracija funkcije
f(X) = 29x(1 x) tezi prema broju priblizno jednakor®x6552

Prema Propozici[i2, 8552 je ksna taka funkcijef. Zaista:
f(0:6552)= 2.9 0:6552 (1 0:6552) 0:6552

Promotrimo sada opet funkcijtx) = 2x(1 Xx) i njezine obje ksne take, 01 Q5. Uz-
mimo dvije razlcite vrijednostixg u okolini tocke 0 (jednu pozitivhu, jednu negativnu) i
nacrtajmo orbitu od, za funkciju f.
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Dobivamo sljedéu sliku:

Slika 3.4: Prikaz orbite ody za f(X) = 2x(1  X).

Mozemo vidjeti da se posanje vrijednosti iteracija bitno razlikuje s obzirom na ksnu
tocku. Vrijednosti iteracija funkcij@dmicuse od take 0, apriblizavaju tocki 0:5. Stoga
uvodimo pojanpriviacne i odbojne ksne tocke

De nicija 4. (Prema [4]) Neka je ¥ 2 R ksna tocka funkcije f: R! R. Kazemo da
je % privlacna ksna tocka od f ako postoji okolina U okq xakva da, za svaki ¢ U,
vrijedida je f'(y) 2U,n2 N, te Ii{n f"(y) = Xo.

n!
Kazemo da je xodbojna ksna tocka od f, ako postoji okolina U okgtakva da, za svaku
tocku y2 U, postoji n2 N takav da f(y) <U, za svaki k n.

Dakle, ako jexg privlacna ksna tacka, tadeCe se iteracije kojima je petna teka u nekoj
okolini od xg priblizavati upravo vrijednostk,. S druge strane, vrijednosti iteracija koje
kretu u nekoj okolinix, €e se udaljavati osly ako je ona odbojna. Na sej Slici[3.4 jasno
je da je 0 odbojna, a:b privlacna ksna taka. U daljnjem odrdivanju karaktera ksne
tocke pomae nam sljed@ teorem:

Teorem 1. (Prema [4]) Neka je f: R! R funkcija klase Cineka je ¥ 2 R ksna tocka
funkcije f. Tada vrijedi:

1. Ako jejf9xo)j < 1, onda je ¥ privlacna.
2. Ako jejf9qxo)j > 1, onda je ¥ odbojna.
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Dokaz.

1. Vrijedi jf%x)j < 1, pa postojk 2 R, k < 1 takav da vrijedjf%xo)j < k. Nadalje,
kako je f° neprekidna funkcija, postoji takav da jgf9(xo)j < k za svakix 2 [Xo
; X+ ]. Sada prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti za %\2aki,

; Xo+ ]imamo:
) ) _ f(¥) X

— £0 .
za nekic, izmedu x i xo. Dakle, vrijedi:
JTO) Xl <KX Xoj <X Xo; (3.1)

zasvakix2 [xo ; Xt ]
Ovo nam govori dae f(x) biti blize xo negox. Dakle, f(X) 2 [xg ; X+ ], pa
(3.1) maemo primijeniti naf (x) i dobivamo:
200 % <Kijx X
Induktivno, dobivamo:
1700 Xoj < K'jx Xof:
Sada zasvakutkuy 2 [Xo ; X+ ]postojik 2 N takav da za svaki 2 N, n > k
vrijedi jf'(y) Xo < . Dakle, vrijedi
lim f"(y) = Xo:
nil

2. Vrijedi jfYxo)j > 1, pa postojk 2 R, k > 1 takav da vrijedjf%x)j > k. Nadalje,
kako je f% neprekidna funkcija, postoji takav da jgf9(xo)j > k za svakix 2 [Xo
; X0+ ]. Sada prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti za s\Zakiy

; X+ ]imamo:
f¥) o) _ (¥ X

— £0 .
X XO X XO - f (CX)l
za nekicy izmedu X i Xo. Dakle, vrijedi:
JFO) o) > Kix %o > X Xoj; (3.2)

zasvakix2 [Xo ; X+ ]. Ovo nam govori d&e f(x) biti dalje odxg hegox. Tada
jeili f(x)izvanintervalaky ; X+ ], ilije unjemu. Ako je u intervalu, mpemo
primijeniti (3.2) naf(x) i zakljuciti sliedece:

f2(x) %o > KX X
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Induktivnim zakljwcivanjem maemo dobiti
100 %oj > K'jx  Xoj;

sve dok jef" }(x) u intervalu k; ; X0+ ]. No, kako vrijedik" ! +1, jer je
k > 1, mazemo zakljeiti da u kon&nom broju iteracija moramo izaiz intervala
[Xo ; X+ ], zasvakixiz tog intervala.

Time smo dobili jednostavan o za odrdivanje je li ksna tacka privlacha ili odbojna.

Primjer 4. Odredimo jesu li ksne tocke funkcije(X) = x(1 x) privlacne ili odbojne, u
ovisnosti o parametru> 0.

Odredimo najprije derivaciju funkcijé(x) = x(1 Xx):

)= (1 x)°

=(x x)°
=( 2x
= (1 2x):

Odredimo vrijednosti derivacije u ksnoj tki O:
f0)= (1 2 0)=

Dakle, ako je < 1, 0je privlecna ksnataka, ausleaju > 1, 0je odbojna ksna toka
funkcije f.
Sada odredimo vrijednosti derivacije u ksnojdkd —:

! !
f0_1: 12_1:2

Dakle, ako je 2 h;3i, — je privlacna ksnataka, ausleaju < 1ili > 3, —1je
odbojna ksna taka funkcijef.

Primjer 5. llustrirajmo gresku prikaza iteracija u racunalu na primjeru odbojne ksne
tocke iz Slik¢ 2]1 iz Poglavljg 2.

Prema Primjeru 1, ksna tka funkcijef(x) = 4x(1 x) razlicita od O jednaka je:

1 4 1

_— = — 75
7 0:75



POGLAVLJE 3. TEORIJA DISKRETNIH DINAMECKIH SUSTAVA NA PRIMJERU
34 LOGISTICKOG PRESLIKAVANJA

Pogledajmo gracki prikaz koji dobivamo za = 4 i xg = 0:75:

Slika 3.5: Prikaz iteracijaza= 41X, = 0:75

Ovo nije slika koju smo cekivali. Naime, kako je 5 ksna tocka, vrijednosti svih
iteracija bi trebale biti jednake:D5. No, greku maemo objasniti gr&kom u klizau.
Naime, korak klizaa nije jednak tono Q01, pa dolazi do gike kad ga powemo do
vrijednosti 075. Nadalje,f%0:75)= 2, paje 075 odbojna ksna toka funkcijef (prema
Teoremy 11). Zato dobivamo vrijednosti iteracija koje se see vidaljavaju od @5 prije
nego njihovo ponsanje postaje kaato. Promijenimo li na program da s&, ne unosi
pomctu klizeca, nego pomeu polja za unos dobivamaekivani rezultat:

Slika 3.6: Prikaz iteracijaza= 41X, = 0:75

Nadalje, promatramo staj kad orbita ima korm@an broj t@aka. Zamislimo slcaj da
nakon konanog broja iteracija dobijemo vrijednost koju smavmali. TadaCe i sljedé€a
iteracija imati vrijednost koju smo eemali, itd. Kad opet ddemo do vrijednosti koja se
prva ponovila, opetemo imati cijeli ciklus ponavljanja. Stoga je potrebno uvesti pojam
periodicke tockd periodicke orbite
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De nicija5. (Prema[1]) Nekaje ¥2 Rinekaje f: R! R neprekidna funkcija. Tocka
Xo haziva se periodicka tocka funkcije f ako postojRnN takav da vrijedi f'(xg) = Xo.
Najmaniji takav n naziva se temeljni period ad x

Dakle, ako jex, periodicka tacka temeljnog perioda, tadace svakan.-ta iteracija funkcije
imati istu vrijednost,x,. Nadalje, f(xo) imat ¢e istu vrijednost kao f™*(xy). Naime,
f™l(x) = f(f"(x0)) = f(Xo), zbog periodinosti take xy. Dakle, taka f(xy) ce takater
biti periodicna s temeljnim periodom. Nadalje, istoce vrijediti za sve toke f'(xo), i =

periodicku tacku temeljnog perioda, tadace imati baremm periodickih tocaka temeljnog
periodan. Primijetimo jos dace, u sleaju daf ima periodcku tacku xo perioda 1, to
zapravo biti ksna teka funkcijef, jer je f(Xg) = Xo.

Nadalje, pogledajmo koja je veza izthe ksne i periodcke tacke.

Propozicija 3. Neka je ¥ 2 Rineka je f: R! R neprekidna funkcija. Ako je tocka x
periodicka tocka funkcije f s temeljnim periodom n, gdje j& N, tada je ¥ ksna tocka
funkcije g: R! Rzadane s x) := f"(x).

Dokaz. Posto je xg periodcka tacka funkcije s temeljnim periodom, po de niciji peri-
odicke tacke vrijedi f"(Xo) = Xo. Sada jeg(xg) = f"(Xo) = Xo. Dakle, po de niciji, X, je
ksna tocka funkcijeg.

De nicija 6. Neka je x periodicka tocka funkcije f s periodom2iN, n 2. Periodicka
orbita diskretnog dinamickog sustava.x = f(X,) s pocetnom tockom xe skup

n. 0
Of(x)= f'(x):i=0;1;:::;n 1

Primjer 6. llustriramo kako gracki prepoznati periodicku orbitu, tj. periodicke tocke
funkcije.

Za ilustraciju uzmimo Slikl 2.10 iz Potpoglavfja 2.2.3, za koji smo gka naslutili da
ima dva gomilsta, jedno priblino jednako @52, a drugo pribfino jednako B842. U
Propozicijii4 ispod pokazujemo da su ta dva gostiliperiodike tacke perioda 2.
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Slika 3.7: Prikaz periodke orbite odxy, 0:452 zaf(x) = 3:4x(1  X).

Propozicija 4. Neka je x.1 = f(x,) dinamicki sustav. Ako za neku pocetnu tocku i za neki
Ko 2N, ks 1, niz iteracija(X,k,)n konvergirakad i 1 , tj. ako vrijedi

lim =X;
nll Xnko

tada je x periodicka tocka funkcije f periodagk

Dokaz. Neka jeg : R! R funkcija dana gy(x) = f%(x). Tada jeg"(xo) = f™(xo), za
pocetnu vrijednosk,, pa je, prema Propozicji 2, tkax ksna tocka funkcijeg. Time je
i periodicka tacka periodd, funkcije f.

Dakle, ovime smo pokazali da, ako za n&i2 N, podniz f"% vrijednosti iteracija
funkcije f ima limes, onda je to periocka tacka te funkcije perioraao. Ako se vratimo
na prethodno poglavlje, memo zakljeiti da funkcijaf(x) = x(1 x) moze imati dva,
cetiri, osamsesnaest, itd. periockih tocaka.

Primjer 7. Funkcija f(x) = 3:4x(1 x) sa Slik¢ 2.10 iz Potpoglavlja 2.2.3 .

U tom smo sleaju dobili niz vrijednosti iteracija funkcije koji ima dva gonsta priblzno
jednaka @422 i 0452. Prema Propoziciji|4, tie priblzno jednake 8422 i Q452 su
periodcke tacke funkcijef temeljnog perioda 2. Zaista,

£(0:8422)= 3.4 0:8422 (1 0:8422) 0:452

f(0:452)= 3:4 0:452 (1 0:452) 0:8422
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Nadalje, slcno kao i kod ksnih ta@waka, de niramaoprivlacnei odbojneperiodicke tacke.

De nicija 7. Neka je ¥ 2 R periodicka tocka funkcije f: R! R s temeljnim periodom
n 2 N. Kazemo da je xprivlacna periodicka tocka od f ako postoji okolina U ok@ x
takva da, za svaki 2 U, vrijedi da je "(y) 2U, k2 N, te Mn fX(y) = Xo.

Kazemo da je xodbojna periodicka tocka od f, ako postoji okolina U okgtakva da, za
svaku tocku Y2 U, postoji k 2 N takav da f(y) < U, za svaki k k.

Propozicija 5. Tocka % 2 R je odbojndprivliacna periodicka tocka funkcije f R! Rs
periodom n2 N ako i samo ako je xodbojndprivlacna ksna tocka funkcie g R! R
zadane s (k) = f"(X).

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje slijediiz de nicija ksne i periodike tacke, te odbojne i priviene
periodicke i ksne tocke.

Teorem 2. Neka je f: R! Rfunkcija klase ¢ineka je ¥ 2 R periodicka tocka funkcije
f perioda n2 N. Tada vrijedi:

1. Ako jej(fM%xo)j < 1, onda je x privlacna.
2. Ako jej(f™%xo)j > 1, onda je % odbojna.
Dokaz.

1. De niramo funkcijug(x) = f"(x). Tada vrijedijg’(x)j < 1. Prema Propozicifi]3%
je ksna tocka funkcijeg. Po Teoremii|1x, je privliacna ksna tacka funkcijeg. Po
Propoziciji[§, slijedi da jexy priviacna periodika tacka funkcijef.

Tvrdnja 2. dokazuje se analogno prvoj.

Propozicija 6. Neka je ¥ periodicka tocka C-funkcije f perioda n2 N, te neka je
O"(Xo) = fXo; X1; 1% 10 (X, 1) = Xo, periodicka orbita od ¥ perioda n. Tada je

AN = 1= (N0 i = 00 %% i
Dokaz. Koristeti formulu za derivaciju kompozicije funkcija dobivamo:
(f°00) = 10 12 00) 1727 (x0) :
Sada, kako jéxo; X1 :2:; X, 1gperiodicka orbita odx, periodan, vrijedi " 1(xg) = X, 1. 1z

te cinjenice slijedi: .
(fM°(x0) = 206 1) "1 "(x0) :
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Nadalje, induktivho dobivamo:
(f)°0%0) = jf%06 1) %% 2) 11 FAx0)i:
Primijenimo li isti postupak ngf™%x)j, i = 1;2;:::;n 1, induktivno dobivamo:
M0 = jf00) F0a) 1 F %0 )i =120 1
cime smo dokazali tvrdnju.

Propozicijg § nam zapravo govori da je jedneka iz periodcke orbite privienaodbojna
ako i samo ako je svaka drugack@ iz periodcke orbite privi@nadodbojna.

Primjer 8. Na Slici2.17 iz Potpoglavlja 2.2.4.1 uocili smo da vrijednosti iteracija funkcije
f(X) = 1.5x(1 x)teze prem%,stoje ksna tocka te funkcije. Odredimo je li ona privlacha
ili odbojna.

Odredimo najprije derivaciju funkcijé:
f9x) =15 3x:

Nadalje, odredimo vrijednost derivacije wto x = %:
|
1 1
fO- =15 3 =05
3 3
Sada je, prema Teorerﬂl lckax = % privlacna ksna tacka funkcijef. Posto jex = %

privlacna ksna taka, ako odaberemo petnu taku dovoljno inzu%, iteracije konvergi-
raju premas.

Slicno bismo mogli pokazati i za sve vrijednost hi; 3i. Vrijednosti iteracija funkcije
uvijek e teziti prema ksnoj tacki, za blisko odabranu petnu vrijednost, upravo zato
sto je ona privlana. To nam omogdtuje da pomobu programa opisanog u Poglavji 2 i
gra ckog prikaza kojeg dobivamo odredimo ksnecie funkcijef naintervalu 2 hi; 3i.

Objasnimo sada ilustrirano u Potpoglaviju 2.2.4.1, gdje snuiliwda se vrijednost limesa
iteracija smanjuje prema 0 kad smanjujemo parametagisticke funkcije od 3 prema 1.
Naime, u Propoziciji R smo dokazali da je limes iteracija ksneka funkcijef. S druge
strane, po Primjerl]1 u ovom poglavlju, ksnacta funkcije f razlicita od 0 jednaka je
—1=1 1 Stogajejasnoda, kad se parametamanjuje od 3 prema 1, vrijednost ksne

. . 1
tocke pada, a kad tezi u 1, Ilqu 1 - =0
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Pokaimo sada teinjenicu matematki u sljede&oj propoziciji.

Propozicija 7. (Prema [1]) Neka je funkcija f R! Rzadanas (x) = x(1 x), gdjeje
2 L; 3i, i neka je n2 N. Tada vrijedi:

1. Funkcija f ima privlachu ksnu tocku u p= — i odbojnu ksnu tocku LD.
2. Ako je ¥ 2 HD; 1i, tada vrijedi
lim f(x0) = p :

Dokaz.
1. Tvrdnju smo pokazali u Primjefu 4 u ovom poglavlju.
2. Razdvojimo slaajeve s obzirom na vrijednost konstante
a) Promotrimo najprije skeaj kad je 1< < 2.

Kakojep privlacna ksnatake funkcijef, prema Teoremu 1 vrije@f%qp )j <

1. Sada postojk 2 R, k < 1, takav da vrijedif%p )j < k. Nadalje, kako je

9 neprekidna funkcija, postoji takav da jejfqp )j < k za svakix 2 [p

; p + ]. Sada prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti za svaki

x2[p ;p *+ ]imamo:
f f f
®_fP)_f0 P _ (o
X p X Pp
za nekic, izmedu xi p . Dakle, vrijedi:
f) p <kix pj<jx pj (3.3)

zasvakix2[p ;p + ]

Ovo nam govori d&e f(x) biti blizep negox. Dakle,f(X) 2[p ;p + ],
pa (3.3) maemo primijeniti naf (x) i dobivamo:

f2(x) p <kx pi
Induktivno, dobivamo:
f'x) p <Kjx pj (3.4)

zasvakin2 Nizasvakix2[p ;p + ]
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Nadalje,k"! Okadn! +1 jerjek < 1, pamora vrijediti("(x) p)! O
kadn! +1 . Dakle:
lim 709 = p ; (3.5)

zasvakix2[p ;p + ]

D i
Kako je 1< < 2, thaijep 2 0;% , pa tvrdnja (3.5) po gore doszari]om
vrijedi za svakix 2 0;3 . Naime, -okolina konstruirana ok@ 2 0;31
ne obuhvéa nwno danix > % pa ne maemo za takaw po prethodnom
razmatranju zakljaiti (3.5).

D E
Pretpostavimo sada da je 2 %;1 . Funkcija f na intervalu [Q1] postize

maksimum u toki x = % te on iznosiZ.DZaEl < < 2, taj maksimum je
strogo manji ock. Dakle, f(X) < 2 zax2 %;1 . Dakle, nakon jedne iteracije,
vrijednostce upasti u interval koji je pokriven u prvom dijelu dokaza, pa vrijedi:

lim f"(X) = p ;
n'l

za svakix 2 H0; 1i.

Promotrimo sada sbaj kad je 2< < 3.

D E
Kakojep = —2, vrijedi % < p < 1. Nekajep tocka iz intervala O;% takva
dajef(p) = p . Naime, takvajokap postojijer je funkcijaf ngprekidna i
preslikava oba intervalao;% [ %; 1, strogo monotono u interval; ; . Na-

ime, tackax = 1 je tocka strogog maksimumd, £ =

'R F
Nadalje, funkcijaf je strogo rastéa na intervalu p ;% , te vrijedi f(pR =R
i f % = ;. S druge strane, funkcijé je strogo padajta na intervalu%; p ,

fe vrijedi f(p ) = p . Dakle, funkcijaf preslikava intervalp ; p ] u interval
P’z

ﬁakoije 7 > P za iz danog intervala, te je funkcij& strogo padajoa na
p;z ivrijedi f ; <p,zasvaki izdanog intervala. Kahojei's)p > %za
h iz dlanog intervala, vrijedi da funkcij& preslikava interval Pz U interval
3 p . Dakle, funkcijaf? preslikava intervaljp ; p ] u intehrval i%; p .

Na%alje,isld:no se pokae da funkcijaf preslikava intervali; p opet u inter-

1.
val 5P
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h i
Nadalje, za svakk iz intervala %; p vrijedi f(x) > x. Naime, sljedée tvrdnje
su ekvivalentne:

f(X) > x;

X+ X>X

X+ X x>0

X( x+ 1)>0:

Kako je x > 0, posljednja relacija je ekvivalentna x+ L1 >0, sto je
ekvivalentnox < —* = p , sto vrijedi za svakix iz intervala é; p i Dakle,

niz iteracija funkcijef je rastiei za paetnu taku iz intervala ; p . Nada-
lie, gpre smo pokazali da vrijedi"(x)  p, za svakin 2 N i x iz intervala
2;p . Dakle, niz iteracija:.1 = f(Xy), zan 2 No, je rast@i i ogranicen, pa je
konvergentan. Nadalje, pretpostavimo da vrijnelldi(liq) = L. Tada vrijedi:

— 2 —1; .
PARIE N —rlﬂn,

. — . 2 .
fim e = im0+ )
L= L%+ L
Dakle, jedini kandidati za limes niza du= 0iL = — = p . No, kako je
Riz vijjednosti iteracija rastt i vrijedi f"(x) > 0,n 2 N za svakix iz intervala
3P ., slucaj L = 0 nije mog&. Dakle, vrijedi:
lim f"(X) = p ;
h i n'1
za svakix 2 %; p . Dakle, pokazali smo sada sljgae zax 2 [p ; p ] vrijedi
Ii[n f"X)=p.
n!

Neka je sada & x < p . Sada postoj 2 N; k> 0, takav daje (x) 2 [p ; p ].

Naime, ako je X x < p, znamo da je & x<% ,zaneki > Ojerjep

strogo manje o@. Sadajef(x) = x(1 x) > 2x %+ = Ix, gdjejel > 1. Sad
je f7(x) > I"x, pa nakon odm@enog broja koraka upadnemo u interval;[p ].
Pa vrijedi:

A!{n fk+n(X) = p .

Za sad smo, dakle, pokazali da limes vrijedi za $\&H); p i. Konacho, kako
je funkcija f strogo padajéa na intervalu ; 1], maksimum na tom intervalu
se postze u taki X = p , a minimum ux = 1. Dakle, funkcijaf preslikava
intervalhp ; 1i u intervallO; p i, pa isto vrijedi i na tom intervalu.



POGLAVLJE 3. TEORIJA DISKRETNIH DINAMECKIH SUSTAVA NA PRIMJERU
42 LOGISTICKOG PRESLIKAVANJA

Kako je sada pokriven cijeli intervéD; 1i, tvrdnja vrijedi za 2< < 3.

3. Tvrdnja vrijedii za sleaj = 2, no to néemo dokazivati.

3.2 Bifurkacijski dijagram za kvadratnu familiju

U ovom¢emo potpoglavlju promjene koje se ddggu u broju i polaaju ksnih, odnosno
periodckih tocaka, za kvadratnu familijd (x) = x(1 X) s promjenom parametra
prikazati na jednom grafu. U PotpoglaVju 3J2dmo ih j dodatno pojasniti. De nirajmo
najprije osnovne pojmove koji su ham za to potrebni.

De nicija 8. (Prema[l]) Nekaje 2 Rinekaje(f).o, f : R! Rfamilija neprekidnih
funkcija. Neka je %1 = f (X)), > O, familija diskretnih dinamickih sustava generiranih
funkcijama f. Bifurkacijom smatramo pojavu promjene u asimptotskom ponasanju orbita
sustava s obzirom na promjenu parametra

Primijetimo da je jedan takav primjer upravo kvadratna famifijx) = x(1 X) i pro-
mjene koje se dogkju u broju i pol@aju ksnih i periodickih tocaka kako mijenjamo
parametar .

Denicija 9. Neka je(f) : R! R, gdjeje 2 R, parametarska familija funkcija.
Bifurkacijskim dijagramom te familije nazivamo dijagram u kojem na horizontalnoj osi
nanosimo vrijednosti parametra a na vertikalnoj osi vrijednosti privlacnih ksnih, od-
nosno privlacnih periodickih tocaka funkcije ha koje se gomilaju iteracije pocetne tocke
Xo za danu vrijednost parametra

Crtamo bifurkacijski dijagram za kvadratnu familiffx) = x(1 x), > 0. U tomece

nam pom@i program kojice crtati teke (; x), gdje je = 0:001k, k 2 f1;2;:::;400Qy ax

su brojevi kojima tee vrijednosti iteracija funkcije za dani(za koje smo vidjeli da pred-

stavljaju ksne, odnosno periodke tacke). Vrijednosti iteracija funkcije namo kao i

u prethodnom programu (taler gledamo tistu iteracija). Za svaku vrijednost parametra
pocinjemo iterirati iz iste poetne take Xy. Zadnjih sto vrijednosti spremamo u posebnu

listu te pom@u te liste crtamo navedenect@. Bifurkacijski dijagram rden je premd [1].
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Program napisan u SageMath-u:
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y_coords=[]
zadnjih100=[0] 100
x_-co=[0] 399900
k=0.001

ind=0

for i in range (3999):
for j in range (100):

x_co[ind]=k
ind=ind+1
k=k+0.001

y_co=[[0] 100 for i in range (3999)]

for i in range(1000):
y_coords.append(0)

y_coor=[0] 399900

@interact
def f(x=slider(0,1,0.01, 0.36)):
mu=0.001
for i in range(3999):
iks=x
for k in range (1000):
rezzmu iks (1 iks)
y_coords[kFrez
iks=rez
for k in range(100):
zadnjih100 [kFround(y_coords[999 k],
for k in range(100):
y_co[i][k]=zadnjih100[k]
mu=mu+0.001
k=0

for i in range(3999):
for j in range(100):
y_coor[kl=y_co[i][j]
k=k+1

r=[(x_co[i],y_coor[i]) for i in range(399900)]
lista=list_plot(r, color="red")
show(lista)
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Za paetnu vrijednost,, za sve vrijednosti parametra uzetéemo 036. To je p@etha
tocka orbitecije asimptotsko porsanje promatramo za razne vrijednosti parametra (ima li
limes ili gomilista i koja). Takder, u programu imamo mognoost promjene te vrijednosti,
ali ona nam ne utjee bitno na koneni rezultat. Pokrenemo li navedeni program, dobivamo
sljedetu sliku:

Slika 3.8: Bifurkacijski dijagram kvadratne familije(x) = x(1 x) (crtamo ksne i
periodicke tacke za razne vrijednosti parametra).cBma taka jex, = 0:36.

Uzmemo li u obzir da je zreenje rijeci bifurkacija razdvajanje naziv bifurkacijski di-
jagram ima smisla. Na dijagramu su vidljive vrijednosti parametra u kojima dolazi do
"razdvajanja” s jedne periodke tacke na dvije, s dvije naetiri, itd. Naime, za male vri-
jednosti parametra, iteracije petne take X, konvergiraju prema jednoj ksnoj tki O,
zatim, kako parametar raste prema vrijednosti 3 ta ksrkaose poveava, pa se za §o
veCe vrijednosti "razdvaja” na dvije periatke tacke kojimace konvergirati svaka druga
iteracija paetne take xg, pa se u nekom trenutku svaka od njih "razdvoji$ joa dvije itd.

Naglasimo da na r&@m bifurkacijskim dijagramima ne brojimo koliko je ukupno ksnih
tocaka ili periodckih tocaka funkcijef. Crtamo samo neke privdae ksne ili periodcke
tocke. Naime, mi prikazujembifurkaciju samo jedne orbite s promjenom parametra
Uzmemo orbitu s pcetnom t@kom xg i za razne vrijednosti parametara gledamo kamo se
asimptotski gomilaju iteracije te orbite. To su onda sigurno ksne tj. peckaltake, ali

ne dokazujemo da nema drugih (ndia su te druge odbojne pa ih tako ne dobivamao, ili se
dobiju ako promijenimo peetnu t@ku).

Prokomentirajmo sad bifurkacijski dijagram za orbitu izke X, = 0:36 koji smo dobili
na Slici 3.8, u svjetlu dosadajih rezultata iz prslih poglavlja. Primijetimo da na inter-
valu h0; 3i bifurkacijski dijagram prikazuje samo jednu ksnudku. Sjetimo se da smo
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u prethodnom poglavlju pokazali d& funkcijaf = x(1 x) imati dvije ksne tocke, O
i —X. Ovdje je prikazana samodka —. Naime, sjetimo se da je, prema Propozji 7,

za 2 HL;3i, 0 odbojna ksna taka, a—* privlacna. Time maemo objasniti dobiveni

dijagram, jerce se vrijednosti iteracija funkcije udaljavati od 0 i pritalvati prema—. S
druge strane, za 2 I0; 1i, O je privlacna ksna tacka, pa iteracije konvergiraju u nju.

Nadalje, za > 3, funkcija f €¢e imati ili barem dvije privlane periodike tacke ili niti
jednu. Takder je vidljiv interval u kojem funkcija ima barewetiri priviacne periodike
tocke, no tsko ga je egzaktno odrediti.

Ako prilagodimo ("zoomiramo”) navedeni program da prikazuje sanoiéana intervalu
2 [3:4; 3:6], dobivamo sljedé dijagram:

Slika 3.9: Prikaz privlanih periodckih tocaka zaxy = 0:36 i vrijednosti parametra iz
intervala [34; 3:6].

Ovime smo dobili jasniji prikaz vrijednosti parametra u kojima se asimptotska orbita "raz-
dvaja” premecetiri i dalje prema osam periazkih tocaka.

Dodatno, na prvom je dijagramu vidljivo da se pojavila "praznina” za vrijednogtii-
blizno jednake B, sto sugerira na momentano smanjenje broja gstailorbite izxy za
vrijednost parametra prildno jednakim 3. U tom trenutku seini da orbita izx, asimp-
totski tezi prema nekim drugim privienim periodckim tockama.

Prilagodimo li sada program da prikazuje samo pawka periodtke tacke na intervalu
2 [3:8; 3:9], dobivamo sljedé dijagram:
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Slika 3.10: Prikaz privlanih periodckih tocaka zax, = 0:36 i vrijednosti parametra iz
intervala [38; 3:9].

Cini se da postoje vrijednosti konstantea koje se pojavljuju nove tri privtane periodtke
tocke te vrijednosti konstantneza koje se one opet raze usest privi@nih periodckih
tocaka (svako gomitite trajektorije prijde u dva nova gomsita, kao i prije). Slutnjéemo
provjeriti pomau programa iz prethodnog poglavlja.

Slika 3.11: Prikaz iteracija za= 3:835 i xy = 0:2.

Dakle, za = 3:835, orbita iz take X, = 0:2 se "gomila” na tri privi&@ne periodtke tacke,
s pribliznim vrijednostima: 3945 0:1521 0:9586.
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Slika 3.12: Prikaz iteracija za= 3:845 i xg = 0:2.

Nadalje, za = 3:845, svaka od njih se razou dva gomilsta, pa nastangest privianih
periodcckih tocaka, s priblznim vrijednostima: 8718 0:1432 0:9612 0:5009 0:154; 0:9582.

Za vrijednost konstante = 3:848 takotemo dalje dobiti dvanaest pridaih periodckih
tocaka:

0:15710:9573 0:4652 0:1407,0:962 0:5015 0:1541, 0:9582 0:4686G 0:1419 0:9616 0:5096

Slutimo da je mogte pron&i vrijednosti koje bi nam dalje dale 24 ili 48 gonsta te
orbite i time 24 ili 48 privl&nih periodckih tocaka, no za SageMath je zahtjevno analizirati
dijagrame za velik broj periodkih tocaka.

Prilagodimo li navedeni program da prikazuje samo parametre u interval{g:9; 4:0],
dobivamo j& jednu zanimljivu "zoomiranu” sliku:

Slika 3.13: Prikaz privlanih periodckih tocaka na intervalu 2 [3:9;4:0], na koje se
gomilaju orbite iz paetne take xo = 0:36.



POGLAVLJE 3. TEORIJA DISKRETNIH DINAMECKIH SUSTAVA NA PRIMJERU
48 LOGISTICKOG PRESLIKAVANJA

Naime, i na ovom intervalu postoje praznine koje bi se moglo dalje analizirati. No, za to
je potrebno je nacrtati detaljniju sliku, sto vise tacaka, a tu dolazimo do ogram@nja jer

su dijagrami s puno tmaka zahtjevni za SageMath. Primijetimo ipak da se, pangEm
parametra prema = 4, jako pové&ava broj periodikih tocaka na koje se gomilaju orbite

iz pocetne take xg, sto sugerira da se orbitagiaje ponaati kaotcno, tj. ispunjavati citavi
interval. To je u skladu s komentarom u Poglaylju 1 da za vrijednosti parametmoe4

za neke orbite ulazimo u podye kaosa

3.2.1 Udvostrucenje broja periodickih tocaka

Za krajcemo pomou grafa kvadratne funkcije ilustrirati pojavu udvostenja broja privlanih
periodickih tocaka koju smo naslutili u gra&kom primjeru u Poglavljli|2 (obgmjenje je
napravljeno po uzoru nal[1]). Pogledajmo najprije grafove funktfpd = x(1 x) za
nekoliko razlcitih vrijednosti parametra:

Slika 3.14: Graf funkcijef za = 1 na intervalu [Q1].

Slika 3.15: Graf funkcijef za = 2:2 na intervalu [Q1].
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Mozemo vidjeti da funkcijaf ima jednu ksnu taku, jednaku 0, na intervalu {@], kad je
1, a dvije, O i razlkitu od 0, kad je > 1.

Promotrimo grafove funkcijé? za nekoliko razkitih vrijednosti . Pomnijecemo proagiti
graf na intervalu %o; X1], gdje je X, 2 R privlacna ksna taka funkcijef, ax; 2 R takva
dajef(x)) = %o. Primijetimo da je tadag i priviacna ksna ksna tacka funkcijef?, te da

je f2(x1) = f(x0) = Xo:

Slika 3.16: Graf funkcijef2 za = 3 na intervalu [01].

Slika 3.17: Graf funkcijef? za = 3:4 na intervalu [Q1].

Okrenemdi graf funkcije f2 za = 3 na intervalu %o; x;] dobivamo graf koji je vrlo
slican grafu funkcijef za = 1 na intervalu [01]. Mozemo ré&i da grafovi imaju istu

dinamiku na tim intervalima. Nadalje, ako usporedimo Sfike [3.[41]3.16, vidimo da je

povetanje parametra s 1 na 3 rezultiralo novom privtom ksnom tackom funkcije
f (koju uacavamo kao privlenu ksnu tocku od f2). Oznaimo je sx = X,. Daljnje
povecanje vrijednosti parametta u kvadratiu sa Slik¢ 3.16 generirati istu sliku kato je
Slika, ako promatramo funkcijif. Takocemo generirati novu priviau ksnu tocku
od f2, koja je zapravo priviena ksna tacka odf4. Oznaimo je sx . Tako induktivno
mozemo razmsljati dalje.
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Kako jex ksna tocka funkcije f?, prema Propozici]ﬂSx je privlacna periodika tacka
funkcije f perioda 2. Psto je x periodicka tacka funkcije f perioda 2, periodika or-
bita O¢(x ) sastoji se od dvije vrijednosti. Prva je upraxg a drugu oznemo S X

(vrijedi f(x) = x i f(x ) = x). Sada je, prema Propozidij| & takoder privlacna
periodcka tacka funkcije f. Time maemo objasniti udvostaenje broja privlanih peri-
odickih tocaka, s jedne na dvije, koje smo vidjeli na Sfici|3.9 te naslutili u Poglaylju 2.

Nadalje, ako bismo nacrtali graf funkcifé na intervalu [01], opet bismo mogli n& maniji
intervall, | [0;1], na kojem graf funkcijef4 ima istu dinamiku kao graf funkcijé na
intervalu [Q 1]. Pove&anje parametra bi opet rezultiralo novom privienom periodikom
tockom funkcije f, ovaj put perioda 4. Isto bismo mogli pokazati i £& f15;:::, sto
objasnjava udvostreenje broja privlanih periodckih tocaka, s dvije naetiri, scetiri na
osam, itd.

Nadalje, primijetimo da se pojava nove prietee ksne take za funkcijuf dogodila kad
je parametar presao vrijednost 1, a za funkcijt? kad je parametar presao vrijednost
3. Nadalje, mogli bismo vidjeti dae se za funkcijuf* pojava nove priviane ksne take

dogoditi kad vrijednost parametra puje vrijednost priblzno jednaku $4. Dakle, interval
vrijednosti parametra na kojem postoje baregetiri priviache periodike tacke maniji je
od intervala na kojem postoje barem dvije pror@ periodtke tacke, koji je opet manji
od intervala na kojem postoji jedna priciaa ksna taka. Tu smo pojavu takter mogli

uaciti na Slici[3.8.



Poglavlje 4
Zaklju cak

U radu smo promatrali asimptotsko psaaje niza iteracija logistkog (kvadratnog) pres-
likavanjaf (x) = x(1 x); > 0, te kako se ono mijenja s obzirom na promjenu parametra
I izbor pacetne take .

Zakljucili smo da su nam intervali 2 ;4] i xg 2 HD; 1i zanimljivi. Za vrijednosti para-
metra i pocetne vrijednostk, izvan navedenih intervala niz vrijednosti iteracija funkcije
iliteziuOiliteziu 1 ili je stacionaran (osim za skup mjere 0 za 4, gdje je ponsanje
kaoticno, no to nismo prazavali).

Za vrijednosti parametra unutar intervald®; 1] niz vrijednosti iteracija funkcije t& u
privlacnu ksnu tocku funkcije f jednaku 0, dok za vrijednosti unutar intervélla3i tezi
u privlachu ksnu tocku funkcije f jednaku—2.

Nadalje, kako vrijednost parametraraste od 3 prema 4, niz vrijednosti iteracija funk-
cije tezi prema privi@nim periodckim tockama funkcijef ciji se broj udvostrauje u
nekim diskretnim vrijednostima parametra. Ako vrijednosti parametraga»ano, niz
vrijednosti iteracija funkcije & prema sve vieem broju privl@nih periodckih tocaka,
sto upwuje na pojavu kaosa u posanju orbita (kaos se pojavljuje ze> 4, sto nismo
obrativali).

51






Bibliogra ja

[1] Robert L. DevaneyAn Introduction to Chaotic Dynamical Systenifie BenjamifC-
mmings Publishing Co., Inc., 1986.

[2] http://http://www.sagemath.org/ , 2019. [Online; pristupljeno 3.9.2019.].

[3] Vaughn Climenhaga and Yakov Pesicectures on Fractal Geometry and Dynamical
SystemsAmerican Mathematical Society, 2009.

[4] Justin Guo. Analysis of Chaotic Systemdttp://math.uchicago.edu/ ~may/
REU2014/REUPapers/Guo.pdf2014.

53






Sazetak

Cilj ovog rada bio je analiziratbifurkaciju kvadratne familije funkcijaf (x) = x(1

X); > 0, tj. analizirati asimptotsko posanje niza iteracija vrijednosti funkcijé s
obzirom na promjenu vrijednosti parametra izbor pocetne take X,. Zeljeli smo n&i
vrijednosti parametra za koje je mdagupredvidjeti ponsanje sustava nakon velikog broja
iteracija te koliko nam na to utpe izbor paetne vrijednostk,.

U Poglavlju 2 smo naslutili promjene koje se ddgau s promjenom tog parametraZa-
tim smo u Poglavljy 3 paralelno uvodili osnovne pojmove iz teorije dikihisustava i
primjenjivali ih na kvadratnu familiju funkcijg (x) = x(1 x); > 0. Time smo do-
kazivali tvrdnje koje smo grecki naslutili u Poglavljy P te prorsdi vrijednosti parametara
za koje je mogae predvidjeti ponsanje sustavatovise, tano odreditistoce se dogoditi
s vrijednostima nakon velikog broja iteracija.

U Poglavlju3 smo gracki ilustrirali bifurkaciju koja se dogda s promjenom parametra
U odredenim smo vrijednostima parametracilopojavu udvostrucenja periodge pojasnili
zasto do nje dolazi. Ta pojava sugerira put prekaasu






Summary

The aim of this paper was to analyse quadratic family of functiofg = x(1 x); > O,

that s, the change in the asymptotic behaviour of its iterates with respect to to the parameter
and the initial valuex,. We wanted to nd the values of parameterfor which it is

possible to predict the asymptotic behaviour of the system and to investigate whether the

choice of the initial valueg has any eect.

In Chaptef 2, we predicted the changes in the asymptotic behavior of orbits with parameter
changes.. In Chaptgrf 3, we introduced basic concepts of the theory of discrete dynamical
systems and applied them to the quadratic farhi(x) = x(1 x); > 0. We have mat-
hematically proven some predictions from Chapier 2 and found the values of the parameter
for which it is possible to predict the asymptotic behaviour of the system, furthermore.

In Chaptef B we have illustrated the bifurcation that happens with the change of parameter
. For some values of the parameter, we have noticegéhied-doubling bifurcatiorand
explained why it happens. This suggests a routehtms
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