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UVvVOD

U ovom diplomskom radu nastojat ¢u §to zornije predociti problem linearnog programiranja i
objasniti neke od nacina za rjeSavanje tog problema. Bavit ¢u se problemima linearnog
programiranja koji su prikladni za srednjoskolsku nastavu te ¢u ujedno nastojati istaknuti
korisnost procesa linearnog programiranja i zanimljivost njegove primjene u svakodnevnom
zivotu. Nadam se da ¢u time uspjeti potaknuti one koji budu c¢itali ovaj rad na povecanje
koristenja linearnog programiranja u rjeSavanju problema iz svakodnevnog zivota vezanih uz
linearno programiranje. Time posebno mislim na nastavnike matematike koje poti¢em da u
ucionice Sto vise uvode ovu temu te tako u€enicima razvijaju matematicko razmisljanje i
modeliranje kako bi im matematika iz dana u dan bila sve korisnija, bliza, prakti¢nija i kako
bi oni bili ohrabreni posegnuti za matematikom i matematickim razmisljanjem u bilo kojoj

zivotnoj prilici u kojoj im je potrebna.

S obzirom da smatram da ¢e ucenici uz pomo¢ vizualizacije problema lakSe shvatiti i
dugotrajnije pamtiti bit linearnog programiranja, odlucila sam se u ovom diplomskom radu
viSe posvetiti geometrijskom, a ne algebarskom i numerickom, pristupu rjesavanja problema
linearnog programiranja. Koriste¢i geometrijski pristup primijenjen na dvodimenzionalnom
prostoru, odnosno ravnini, nastojat ¢u ucenicima omoguciti da sami koriste matematiku,
modeliraju dobivene situacije, traze rjeSenja te ispituju njihovu egzistenciju i jedinstvenost.

Ujedno ¢u i uz pomo¢ analogije, u¢enike provesti i kroz prostore ve¢ih dimenzija.

Linearno programiranje je postupak koji uistinu istice bogatstvo matematickog razmisljanja
te raznolikost primjene matematike u stvarnim Zzivotnim situacijama. Usvojimo ponudene
sadrzaje te ih prenesimo drugima i tako medusobno Sirimo bogatstvo matematike i samog

linearnog programiranja



1 POVIJESNI NASTANAK LINEARNOG PROGRAMIRANJA

U rjesavanju problema linearnog programiranja susre¢emo se s problemom trazenja
minimuma ili maksimuma linearne funkcije pri ¢emu su zadani okviri, odnosno linearna
ogranic¢enja za samo rjesenje. Uvjeti koji su zadani su upravo linearne jednadzbe i nejednadzbe
koji tvore dopustivo podrucje za rjeSenje linearnog programiranja. Prvu vezu izmedu linearnih
nejednadzbi, dopustivog podrucja i linearnog programiranja uocio je Joseph Fourier, francuski

matematicar i fizi¢ar.

Procvat linearnog programiranja odvija se sredinom dvadesetog stolje¢a. Georg Dantzig je
1947. godine otkrio metodu za rjeSavanje problema linearnog programiranja nazvanu simpleks
metodom. Time se uvelike povecava interes znanstvenika za linearnim programiranjem. lako
simpleks metoda ne daje uvid u putovanje iz jednog vrha dopustivog podrucja u drugi, njom
se otkriva vrh u kojem se postize optimalno rjeSenje. Simpleks metoda se pokazala jako

korisnom te je i danas u ¢estoj primjeni.

Mnogi znanstvenici su se bavili proucavanjem kako linearnih nejednadzbi, tako i linearnog
programiranja. Osim ve¢ navedenih imena, tu su i Antoine Augustine Cournot, Johann
Bernoulli, Joseph-Louis Lagrange te Leonid Kantorovich i Tjalling Koopmans koji su osvojili
Nobelovu nagradu za ekonomiju u istrazivanju u kojem je linearno programiranje imalo

kljucan utjeca;j.

Linearno programiranje se s vremenom vrlo dobro razjasnilo. Njegova zanimljivost,
geometrijska pozadina te moguénost vizualizacije uz pomo¢ programa dinamicke geometrije,
stavlja samo linearno programiranje u jako dobar polozaj za priblizavanje danasnjim

srednjoSkolcima $to se, ne tako davno, krajem proslog stolje¢a ¢inilo nedohvatljivim.



2 ANALIZA POSTOJECIH PLANOVA I PROGRAMA TE
KURIKULUMA ZA PODRUCJE LINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Analiziraju¢i razne planove i programe iz matematike, a posebice za podrucje linearnog

programiranja, uocavamo da se, ovisno o vrsti §kole, uvelike razlikuju.

Ni u slucaju gimnazija u Republici Hrvatskoj, planovi i programi se ne podudaraju. U
prirodoslovno — matematickim gimnazijama s povecanim brojem sati tjedno je linearno
programiranje predvideno kao nastavna jedinica te se naslanja na usvojena znanja iz prvog
razreda — graf linearne funkcije, rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi i nejednadzbi. Samo
poucavanje se odvija u tre¢em razredu nakon obrade cjeline Pravac. U programima gimnazija

s manjim brojem sati matematike tjedno, linearno programiranje je u cijelosti novi sadrzaj.

U slucaju strukovnih Skola u Republici Hrvatskoj, linearno programiranje kao nastavna
jedinica sadrzano je samo u strukovnim $kolama ekonomskog i tehni¢kog usmjerenja te bi se

novim kurikulumom trebala prosiriti ta nastavna jedinica.

Pogledavsi na vise stupnjeve obrazovanja u Republici Hrvatskoj, linearno programiranje kao
predmet nije ostvarilo veliku zastupljenost. Na matematickom odjelu sveucilista Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku se povremeno odrzava kolegij linearnog programiranja kao izborni

kolegij matematickog preddiplomskog studija.

Novim kurikulumom bi se trebala posti¢i dublja spoznaja o korisnosti linearnog
programiranja, pa tako i same matematike, u svakodnevnom zivotu — ekonomskim i

poslovnim pitanjima, farmaceutskim pitanjima, optimizaciji proizvodnje i sli¢no.



3 STANDARDNI OBLIK PROBLEMA LINEARNOG
PROGRAMIRANJA TE SVODENJE NA STANDARDNI
OBLIK

Problemi linearnog programiranja se sastoje od nekoliko klju¢nih sastavnica. Glavne
sastavnice standardnog oblika problema linearnog programiranja su funkcija cilja 1
dopustivo podrugje. Cilj i svrha linearnog programiranja je odredivanje tocke T (x,y) koja
zadovoljava sve uvjete danog problema, a u kojoj dana linearna funkcija poprima
minimum/maksimum. Funkcija koju optimiziramo je upravo nasa funkeija cilja, a skup svih
tocaka koje zadovoljavaju zadane uvjete zovemo dopustivo podrucje. Funkcija cilja je
linearna funkcija, a skup svih uvjeta koji tvore dopustivo podrucje je upravo sustav linearnih

nejednazbi. Pokazimo to na sljede¢em primjeru:
Primjer 3.1

Zadan je problem linearnog programiranja

2x + 5y —» maxy, - | FUNKCUA CILJA
uz uvjete: _
3x+y<21
X¥tys<9 | UVIETIKOJI TVORE
X+ 4y < 24 DOPUSTIVO PODRUCJE
x,y=0

[1]

Linearnim programiranjem promatramo sve pravce p, oblika 2x + 5y = a, gdje je o neki
realan broj, a ujedno i vrijednost funkcije cilja te time dolazimo do pronalaska a* maksimalne
vrijednosti funkcije cilja, tako da pravac p,+ prolazi kroz dopustivo podrucje. Realan broj a*

odredujemo tako da odredimo bilo koji @, za koji pravac p,, prolazi dopustivim podru¢jem



te ga zatim, mijenjajuci a,, translatiramo tako da ostane u dopustivom podrucju, a ujedno 1

odsijeca najveci odsjecak na y osi.

Geometrijski proucimo Primjer 3.1:

Slika 3.1: Dopustivo podruc¢je iz Primjera 1.



Slika 3.2: Pomo¢ni pravac p,+ i tocka T za Primjer 1.

Do to¢ke T* dolazimo translatiranjem pomoc¢nog pravea pg,, mijenjajuci . Time dolazimo

do optimalne, tj. maksimalne vrijednosti koja se ostvaruje za x = 4 i iznosi y = 5, a iznosi
a* = 33. Dakle, u tocki T*(4,5) funkcija cilja uz dane uvjete postize maksimalnu vrijednost

1 ona iznosi 33.

U nasSem slucaju funkcija cilja je linearna funkcija zadana s dvije varijable. Medutim, funkcija
cilja moze biti linearna funkcija zadana proizvoljnim brojem varijabli kao $to i broj uvjeta
moze biti proizvoljan. Isto tako, ovisno o zadanom problemu, funkciju cilja ¢emo nekada

optimizirati na na¢in da joj pronademo maksimalnu, a nekada minimalnu vrijednost.



Opcenito, problem linearnog programiranja u n varijabli moZze dolaziti u sljede¢im oblicima:
Z = C1Xq + CpXp + o+ Cpxpy minxl,xz,...,xn (maxxl,xz,...,xn)
Uvjeti:
A11%1 + AgaX5 + 0 F AnXy (S)(2)(=) by

A1X1 + AppXp + + + Ay (2)(2)(=) by

Am1X1 + AmaXy + 0+ QX (S)(Z) (=) bm
x;=20i=12,..,n

No, standardni oblik problema linearnog programiranja je onaj u kojem funkeciji cilja trazimo

maksimalno optimalno rjeSenje te su uvjeti zapravo jednadzbe. Standardni oblik problema

linearnog programiranja izgleda ovako:
Z =C1X1 + Caxy + o+ Cpxty o MAaXy, x5 xn
Uvjeti:
A11X1 + A% + -+ apx, = by

a21x1 + a22x2 + -+ aann == bz

10



Ono §to je nama bitno je da svaki problem linearnog programiranja mozemo svesti na

standardni oblik uvode¢i neke nove varijable. Proces svodenja problema na standardni oblik

se provodi u sljede¢a 3 klju¢na koraka:

1.

Prevodenje minimizacije u maksimizaciju

Ukoliko trazimo minimalno optimalno rjeSenje, prvi korak koji trebamo napraviti kako
bi problem poprimio standardni oblik je prevesti dani problem u trazenje maksimalnog
optimalnog rjeSenja. To radimo tako da definiramo novu funkciju z' tako da vrijedi

zZ = —Z

Prevodenje ogranicenja tipa ,, a = “ u ogranicenja tipa ,, a <
U ovom koraku sve uvjete u kojima se javlja nejednakost = mnozimo sa —1 kako

bismo ih preoblikovali uvjete s nejednakostima <.

Prevodenje ogranicenja tipa ,, a < “ u jednakost

U ovom koraku za sve uvjete koji sadrze nejednakost < uvodimo novu varijablu kako
bismo preoblikovali nejednakost u jednakost, a u izrazu za funkciju cilja svakoj novoj
varijabli pridruzujemo pripadni koeficijent ¢; = 0 kako nove varijable ne bi utjecale

na funkciju cilja.

Pokazimo na sljede¢em primjeru kako svesti problem linearnog programiranja na standardni:

11



Primjer 3.2
Svedi sljedeci problem linearnog programiranja na standardni:
Funkcija cilja

Z=3%; —2X; + X3 — X4 D MiNy x xox,

Uvjeti:
2x1 +5x, —6x3—x, < 2
x1—7x2—5x3+2X426
le - 8x2 - 8x3 + 6X4 - 5
xl) xZ,X3,X4. 2 0
[5]
Rjesenje:

1. Prevodenje minimizacije u maksimizaciju

L
z' = —3x; + 2x; — X3+ X4 2 MAXy 1, x. x,

2. Prevodenje ogranienja tipa ,, a = ““ u ogranicenja tipa ,,a < “

Sve uvjete s nejednakoséu = mnozimo sa -1.

2x1 +5x, —6x3—x, <2
_xl + 7x2 + 5x3 - 2X4, S _6

le - 8x2 - 8x3 + 6X4 = 5
xl! xZJ x3; x4 2 0

3. Prevodenje ogranicenja tipa ,, a < “u jednakost

Za sve uvjete s nejednakos¢u < uvodimo novu varijablu takvu da nejednakost postane

jednakost.

12



2x1 + 5%, —6x3 — x4 + x5 =2
—x1+7x2+5x3—2x4+ Xg = —6
2x1_8x2_8X3+6X4:5

X1,X9,X3,X4 =0
Dakle, sada na$ problem ima funkciju cilja
z' = =3x1 + 2x; — X3+ x4 + 0x5 + 0xg > MAXy, 1) 25202076
i uvjete:

2xq +5x; —6x3 — x4 + x5 =2
_x1+7x2+5.X3_2.X4+ x6 = _6
2x1_8x2_8.X3+6X4:5

xl! x2! x3; x4 2 0
te je time standardni oblik problema linearnog programiranja.

Svodenje na standardni oblik nam je nuzno za koriStenje simpleks metode, najpoznatijeg
algoritma za traZenje rjeSenja linearnog programiranja, a moze posluziti 1 za daljnji razvoj

teorije, no to je dio u koji ne¢emo ulaziti u ovom diplomskom radu.

13



4 MOTIVACIJSKI PRIMJERI IZ SVAKODNEVNOG
ZIVOTA KOJI SE SVODE NA PROBLEM LINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Korisnost linearnog programiranja u svakodnevnom Zivotu je uistinu velika, ali i zanimljiva.
U pozadini raznih svakodnevnih problema se nalazi standardni oblik linearnog programiranja.
Premda linearno programiranje nije uvelike zastupljeno u Skolama, zbog bogate
rasprostranjenosti i velike primjenjivosti definitivno je odli¢an materijal motivacije ucenika.
Dvije primjene koje su najprikladnije za ucenike su problem optimalne prehrane i problem

optimalne proizvodnje.

4.1 Problem optimalne prehrane

Ponekad je ljudima potrebno ili mozda Zele unijeti u tijelo vece/manje koli¢ine odredene
hrane, lijekova, vitamina i sli¢no. Za postizanje Zeljenih rezultata, linearno programiranje je
od velike pomo¢i. Sljedec¢im primjerom ¢emo pokazati kako situaciju iz svakodnevnog zivota

modelirati linearnim programiranjem.
Primjer 4.1.1

Zbog nedostatka bora 1 fluora u organizmu, lije¢nik savjetuje pacijenta da u idu¢em periodu
unosi dnevno barem 60 ug bora i 150 pg fluora. Pacijentu su na raspolaganju dva tonika A i
B, cijene 5 kuna, odnosno 3 kune po decilitru. Prvi tonik (u decilitru) sadrzi 2 pg bora i 8 ug
fluora, a drugi 4 pg borai 6 pg fluora. Koju koli¢inu tonika A 1 B pacijent treba uzimati dnevno

da bi zadovoljio preporuku lije¢nika, a uz minimalan trosak? [5]

Napomena: Podatci iz Primjera 4.1.1 su izmiSljeni.

14



RjeSenje:

Oznacimo s x koli¢inu tonika A, a s y koli¢inu tonika B u decilitrima. Budu¢i da trebamo

minimizirati troSak prilikom kupovine tonika A i B, slijedi:

Funkcija cilja: 5x + 3y — min,,,

Zbog zadanih ogranicenja iz zadatka slijede sljede¢i uvjeti koji odreduju nase dopustivo

podrucje:
koli¢ina bora: 2x + 4y > 60
koli¢ina fluora: 8x + 6y > 150

x=0,y=0

Prikazimo dane podatke geometrijski:

Slika 4.1.1: Pomo¢ni pravac p,+ i tocka T* za Primjer 4.1.1

15



Iz dane slike moZemo uociti da za realan broj a* = 75 u T*(0,25) funkcija cilja odsijeca
najmanji odsjecak na y osi uz uvjet da pravac p* prolazi dopustivim podruc¢jem. Dakle,
dolazimo do zakljucka da ¢emo minimalan troSak ostvariti uz x = 0, koli¢inu tonika A, te y =

25, koli¢inu tonika B te ¢e taj troSak iznositi 75 kn.

Postoji mnogo problema optimalne prehrane koje mozemo rijesiti koriste¢i linearno

programiranje. Navedimo nekoliko primjera:

Primjer 4.1.2

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo dvije namirnice — mrkvu i ciklu. Cijena kilograma

mrkve iznosi 8kn, a kilograma cikle 10 kn.
Jedan kilogram mrkve sadrzi:

e 60 mg vitamina C, 0.5 mg vitamina B, 2.4 mg Zeljeza
Jedan kilogram cikle sadrzi:

e 100 mg vitamina C, 0.4 mg vitamina B, 8.9 mg Zeljeza

Preporu¢ena dnevna koli¢ina vitamina C je barem 50 mg, vitamina B 0.3 mg, a Zeljeza 3 mg.
Smisleno je postaviti sljedece pitanje: Koliko treba konzumirati mrkve i cikle spravljene u
hranjivi napitak da bi se zadovoljila dnevna potreba za navedenim nutritivnim elementima, ali

uz minimalnu cijenu prehrane? [5]

Napomena: Podatci iz Primjera 4.1.2 su izmi$ljeni.

16



Primjer 4.1.3

Zbog nedostatka vitamina A i B lijeCnik pacijentu savjetuje uporabu napitaka Vita i Multi.

Cijena jednog decilitra Vite je 4 kn, a Multija 5 kn. Sadrzaj vitamina ( u mikrogramima) u

decilitru napitaka Vita i Multi predocen je sljede¢om tablicom:

A B
Vita 1 pg 3ug
Multi 3ug 2 ug

Lijecnik je pacijentu preporucio unos 40 pg vitamina A i 50 pg vitamina B dnevno. Koju

koli¢inu napitaka pacijent treba konzumirati (dnevno) da bi zadovoljio preporuku lije¢nika, uz

minimalne troskove? [5]

17



4.2 Problem optimalne proizvodnje

Ljudima je u njihovoj svakodnevici ¢esto nuzno odredivanje optimalnog rjesenja za opstanak,
uspjeh u poslu i sli¢no. Narocito je pronalazak optimalnog rjeSenja vazan za velike tvornice,
poduzeca kojima ¢e optimalno rjeSenje osigurati boljitak buduceg rada. Sljede¢im primjerom
¢emo zorno predociti kako linearnim programiranjem doci do rjeSenja problema optimalne

proizvodnje:
Primjer 4.2.1

Tvrtka proizvodi dva tipa mjeSavina Zitarica, Premium i Super, s prodajnom cijenom 9 kn,
odnosno 7 kn po kilogramu. Jedini sastojci ovih proizvoda su jeCam i zob. Na raspolaganju je
80 kilograma jecma i 100 kilograma zobi. Za proizvodnju jednog kilograma mjesavine
Premium potrebno je po 600 grama jeCma, a za jedan kilogram mjeSavine Super treba 400
grama je¢ma. Dosadasnje iskustvo pokazuje da se ne moze prodati visSe od 60 kilograma
mjeSavine Premium. Koliko treba naciniti mjeSavine Premium, a koliko Super, da bi dobit od

prodaje bila najveca? [5]
Rjesenje:

Oznac¢imo s x koli¢inu proizvedene mjeSavine Premium u kilogramima, a s y koli¢inu
proizvedene mjesavine Super. Budu¢i da trebamo maksimizirati dobit proizvodnjom te dvije
mjesavine te buduci da je cijena proizvodnje jednog kilograma mjesavine Premium 9 kn, a

jednog kilograma mjesavine Super 7 kn slijedi:
Funkcija cilja:

9x + 7y - maxy,

18



Zbog zadanih ogranicenja iz zadatka slijede sljede¢i uvjeti koji odreduju nase dopustivo

podrucje:

e zaproizvodnju 1 kilograma mjeSavine Premium treba 0.6 kg je¢ma, za proizvodnju 1
kilograma mjesavine Super treba 0.4 kg jeCma, a sveukupno na raspolaganju imamo
80 kg je¢ma. Time dobivamo uvjet: 0,6x + 0,4y < 80

e za proizvodnju 1 kilograma mjeSavine Premium treba 0.4 kg zobi, za proizvodnju 1
kilograma mjeSavine Super treba 0.6 kg zobi, a sveukupno na raspolaganju imamo 100
kg zobi. Time dobivamo uvjet: 0,4x + 0,6y < 100

e nemogucnost prodaje vise od 60 kg mjesavine Premium daje uvjet: 0 < x < 60

e y20

Prikazimo dopustivo podru¢je te odredimo optimalno rjeSenje koriste¢i se pravcima

Da, - 9% + 7y = ay, gdje je a, takav da pravci prolaze dopustivim podrucjem:

0.65+0.4y=80

.Nq.\ o

Slika 4.2.1: Pomo¢ni pravac p,+ i tocka T* za Primjer 4.2.1
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Iz slike vidimo da je trazeno optimalno (maksimalno) rjesenje u tocki T*(40,140) te se ono
postize za realan broj a* = 1340. Dakle, dobit je maksimalna i iznosi 1340 kn ako

proizvedemo x = 40 kg mjeSavine Premium i y = 140 kg mjeSavine Super.

Primjerima problema optimalne proizvodnje ¢esto u vezu dolaze matematika i ekonomija, sto
ucenicima, a i odraslijim uzrastima budi interes za linearno programiranje. Neki od primjera

problema optimalne proizvodnje su i sljedec¢i primjeri:

Primjer 4.2.2

Mijesaonica boja proizvodi dvije nijanse zelene boje, koriste¢i zutu i plavu boju. Zute boje
imaju na raspolaganju 150, a plave 145 kilograma. Nijansa T dobiva se mijeSanjem 43% zute
1 57% plave boje, a nijansa S mijeSanjem 55% Zzute 1 45% plave boje. Zarada od nijanse S
iznosi 8 kn ( po kilogramu), a nijanse T 10 kn. Potrebe za mjeSavinom T su izmesu 30 i 150
kg (bilo koja koli¢ina mjeSavine u ovom rasponu se moze prodati dnevno), a za mjeSavinom

S izmedu 40 1 200 kg. Odredi optimalnu proizvodnju mjesavina. [5]
Primjer 4.2.3

Majstor koji izraduje ormari¢e ima 12 komada drveta i namjerava izraditi dvije vrste polica za
knjige u roku od 36 sati. Za model 1 su potrebna 3 komada drveta i 9 sati rada, dok je za model
2 potrebno 2 komada drveta i 8 sati rada. Prodajna cijena modela 1 iznosi 150 kn, a modela 2
90 kn. Koliko od svakog modela police majstor treba izraditi da bi ostvario najve¢u mogucu

dobit? [5]
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5 KORISTENJE INFORMATICKE TEHNOLOGIJE U
PROCESU LINEARNOG PROGRAMIRANJA

U ovom poglavlju obratit ¢emo pozornost na neke od nacina kako koristiti informaticku
tehnologiju u procesu linearnog programiranja. Istaknut ¢emo dva programa — LPSolve i

GeoGebra.

5.1 LPSolve

LPSolve je programski paket za rjeSavanja problema linearnog programiranja koji nam nudi
pregledan i jednostavan zapis problema. Njegova svrha je rjeSavanje problema linearnog
programiranja te omogucuje zahtjeve cjelobrojnosti nekih ili svih varijabli. Jedna od dodatnih
prednosti ovog programskog paketa je sto je slobodan te ga mozemo lako instalirati. Ukoliko
ga zelimo instalirati na operacijskom sustavu Windows, lako to mozemo uciniti putem

sljedeceg linka

https://sourceforge.net/projects/Ipsolve/files/LPSolve/5.5.2.0

Jednostavnost sintakse ovog programskog paketa ¢emo pokazati na Primjeru 2. Kako bismo

dosli do rjesenja ovog problema dovoljno je upisati sljedeéi kod:
/* kolicina tonika A 1 B*/

min: 5x + 3y;

2x + 4y >= 60;

8x + 6y >= 150;

x >=0;

y >=0;

21



U navedenom kodu smo sa x oznacili koli¢inu tonika A, a sa y koli¢inu tonika B Zele¢i
minimizirati troSak prilikom njihove kupovine, a da pacijent dnevno unosi dovoljnu koli¢inu

bora i fluora u organizam.

Nakon upisivanja danog koda u programski paket LPSolve dovoljno je na alatnoj traci

kliknuti zeleni trokut ¢ime ¢e se otvoriti Result kartica.

LPSolve IDE - 5.5.2.5
File  Edit  Search  Action View  Options Help

Q-Ed b hmoo~|dd &% v
Source Matix % Options (£ Resul

S L T - I 1 : =
f* kolicina teonika A I EBR/

Min: Sx+3y;
Zx+dy>=a0;
Br+Ey>=150;
x==0;
y>=0;

W= W

L IS I I ]

XK,V

Slika 5.1.1: Snimka zaslona unosa koda za dani primjer
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LPSolve IDE

"LPSolver” run #1
bjective: Minimize(
ITTED
1 size: 2 constraints, ? variables, 4 non-zeros.

g simplex for ph i
The primal and dual simplex pric

Optimal solution
Relative numeric

MEMO:

simplex solver, in total @. seconds.

Slika 5.1.2: Snimka zaslona Result kartice za dani primjer

5.2 GeoGebra

GeoGebra je programski paket dinamicke geometrije koji ima jako velik doprinos u
razumijevanju procesa linearnog programiranja. Izvorna svrha GeoGebre nije pronalazak
rjeSenja kao §to je to u programu LPSolve, nego je to vizualizacija samog procesa linearnog
programiranja. U vizualizaciju procesa je uklju¢ena i vizualizacija dopustivog podrucja i
vizualizacija translacije grafa funkcije cilja. GeoGebra je izvrstan alat koji u¢enicima pomaze
izgraditi pojam procesa linearnog programiranja. Na sljede¢im slikama mozemo vidjeti prikaz

navedenih vizualizacija za Primjer 1.
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Slika 5.2.2: Vizualizacija translacije grafa funkcije cilja za Primjer 3.1
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6 POSTUPAK RJESAVANJA PROBLEMA LINEARNOG
PROGRAMIRANJA U RAVNINI GEOMETRIJSKIM
PRISTUPOM

Prilikom traZenja optimalnog rjeSenja geometrijskim pristupom nailazimo na nekoliko

klju¢nih elemenata u samom procesu pronalaska rjesenja, a to su:

1. Vizualizacija dopustivog podrucja

2. Geometrijski pristup rjeSavanju problema linearnog programiranja
3. Egzistencija rjeSenja problema linearnog programiranja
4

. Jedinstvenost rjeSenja problema linearnog programiranja

U ovom poglavlju posvetit cemo se objasnjenjima tih klju¢nih koraka te ujedno i nacinima, t;.
aktivnostima u nastavi kojima te korake priblizavamo u¢enicima. Dodatno, na kraju poglavlja

¢emo se dotaknuti problema prirodnosti cjelobrojnog rjeSenja.

6.1 Vizualizacija dopustivog podrucja

Kao $to smo ve¢ na pocetku istaknuli, dopustivo podru¢je je skup svih tocaka koje
zadovoljavaju zadane uvjete. Dakle, dopustivo podrucje je odredeno zadanim uvjetima. Uvjeti
mogu biti zapisani u raznim oblicima, naj¢eS¢e su uvjeti izrazeni linearnim nejednadzbama.
Budu¢i da promatramo probleme linearnog programiranja u ravnini, geometrijski gledano,
zadana linearna nejednadzba nam predstavlja poluravninu koja je ograni¢ena pravcem kojem
je jednadZzba upravo pripadna linearna jednadzba zadane linearne nejednadzbe. Uz razlicite
oblike zadanih uvjeta, vazno je napomenuti da uvjeta moze biti proizvoljno mnogo.
Odredivanje dopustivog podrucja se svodi upravo na odredivanje presjeka zadanih uvjeta —
svaka toCka dopustivog podrucja treba zadovoljavati svaki zadani uvjet. Sljedeca aktivnost

nam pokazuje kako ¢e ucenici postepeno otkriti dopustivo podruc¢je na zadanom primjeru.
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AKTIVNOST: VIZUALIZACIJA DOPUSTIVOG PODRUCJA

CILJ: Ucenici odreduju dopustivo podrucje.

NASTAVNI OBLIK: diferencirana nastava u ¢etveroclanim skupinama

TIJEK AKTIVNOSTI:

Ucenike podijelimo u Cetveroclane skupine. Svakoj skupini dijelimo sljede¢i nastavni listi¢:

NASTAVNI LISTIC

Odredi dopustivo podruéje ako je zadano sljedetim uvjetima:

x=10
y=10
2x+y =500
3x + 3y =900
108
o tL) L # L] EL] aga as0 L) L] Lo Lo o 1008

Slika 6.1.1: Prikaz nastavnog listi¢a
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Dajemo uputu ucenicima da svaki uc¢enik uzme razlicitu boju, izabere jedan od zadanih uvjeta
te oboja dio koordinatnog sustava koji zadovoljava odabranu nejednadzbu. Nakon Sto svi
ucenici oboje svoje dijelove, s ucenicima ¢emo uz pomo¢ sljedecih slika iz GeoGebre
provjeriti jesu li dobro obojili tako da im pokazemo kako izgleda skup svih tocaka koje
zadovoljavaju svaki pojedini uvjet. Na kraju ¢e svaka skupina pomocu presjeka odrediti to je

zapravo konac¢no rjesenje, odnosno dopustivo podrucje koje ¢emo takoder pokazati u¢enicima.

Slika 6.1.2: Geometrijski prikaz uvjeta x = 0.
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5 )

Slika 6.1.4: Geometrijski prikaz uvjeta 2x + y < 500.
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Slika 6.1.5: Geometrijski prikaz uvjeta 3x + 3y < 900.

Slika 6.1.6: Geometrijski prikaz presjeka svih uvjeta
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200 (950, 0)

\
\
\

x

Slika 6.1.7: Prikaz dopustivog podrucja
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6.2 Geometrijski pristup rjesenju problema linearnog programiranja

Nakon odredivanja dopustivog podrucja, sljedeci korak je zapitati se Sto bi moglo biti trazeno
rjeSenje. Ono S§to imamo je nasa funkcija cilja i zelimo odrediti njenu maksimalnu ili
minimalnu vrijednost, ovisno o zadanom problemu. Kao §to je ve¢ spomenuto, ono $to ¢inimo
je da upravo toj funkciji cilja pridruzimo bilo koju vrijednost ceR koja je ujedno i vrijednost
nase funkcije cilja. Tada funkciju cilja moZemo geometrijski prikazati kao pravac.
Povecavajuci ili smanjivajuéi vrijednost ¢, dobivamo paralelne pravce kao sto je prikazano na
Slici 6.2.1 te nasa funkcija cilja monotono raste ili pada. Ako funkciju cilja zapiSemo na
sljede¢i nacin
a

c
ax+by=c,b¢0<:)y=g—5x,b¢0

Tada je vrijednost funkcije cilja, odnosno ¢ maksimalna ako i samo ako je % maksimalan za

b > 0ili % minimalna za b < 0. Geometrijski gledano, % nam predstavlja odsjec¢ak na y osi.

Stoga mozemo zakljuciti da je vrijednost funkcije cilja, odnosno ¢ maksimalna ako i samo

ako je odsjecak na y osi maksimalan za b > 0 odnosno minimalan za b < 0. Isto tako, €

.. c . . . C . . .
minimalan & > minimalan b > 0 zaili > maksimalan za b < 0. Vidimo da se postize

maksimalan, odnosno minimalan ¢ bas u vrhu dopustivog podrucja.
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Funkcija cilja postize

mak Inu vri
vrij

3

2
Funkcija cilja postize
minimalnu vrijednost

5 i) 7 5 5 4 3 2 1 ) 1 2 3 4 I3 & 7 \ 1" 12 \ 16

Slika 6.2.1: Vizualizacija translacije grafa funkcije cilja

Sljedeca aktivnost se nadovezuje na prethodnu. Nakon §to su ucenici odredili dopustivo
podrucje, sljede¢om aktivnosti ¢e do¢i do rjeSenja zadanog problema te ¢e zakljuciti da se ono

postize u vrhu dopustivog podrucja.

AKTIVNOST: GEOMETRIJSKI  PRISTUP RJESAVANJU PROBLEMA
LINEARNOG PROGRAMIRANJA

CILJ: Ucenici geometrijskim pristupom dolaze do rjeSenja zadanog problema i zakljucuju da

se ono postize u vrhu dopustivog podrucja.
NASTAVNI OBLIK: diferencirana nastava u ¢etvero¢lanim skupinama

TIJEK AKTIVNOSTI:

Buduc¢i da se ova aktivnost nastavlja na prethodnu, u€enici ostaju rasporedeni u svoje skupine.

Dijelimo im sljedece nastavne listice:
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NASTAVNI LISTIC

WMacrtaj sljedece pravee na ved dobivenom koordinathom sustavu

3x+2y=0

3x + 2y =300
3x + 2y =600
3x + 2y =800

te pronadi minimalnu 1 maksimalnu vrijednost funkcije
zZ{x, v} =3x + 2y

tako da ona prolazi dopustivim podméjem kojeg smo odredili prethodnom aktivno&cu.

Slika 6.2.2: Prikaz nastavnog listi¢a

Nakon §to ucenici nacrtaju zadane pravce, u razgovoru s njima do¢i ¢emo do zakljucka da je
vrijednost funkcije cilja veca $to je odsjecak na y osi ve¢i, a manja Sto je odsjecak na y osi
manyji. Zatim ¢u ih pitati u kojim onda tockama dopustivog podrucja postizemo minimalnu, a

u kojim maksimalnu vrijednost funkcije cilja.

Nakon §to u€enici zakljuce da je to vrh (0,0) za minimalnu vrijednost funkcije cilja koja iznosi
0, odnosno vrh (200, 100) za maksimalnu vrijednost funkcije cilja koja iznosi 800, pokazat ¢u

im sljedecu sliku rjeSenja te cijeli dosadaSnji proces ponoviti koristeci tu sliku.
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{200, 100)

-800

=700

=600

-500

=400

1 208 \300 400 500 600 700 800 200
(0, 0) \2500\

Slika 6.2.3: Vizualizacija translacije grafa funkcije cilja za zadatak s nastavnog listi¢a
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6.3 Egzistencija rjeSenja problema linearnog programiranja

Postoji li rjesenje nekog problema linearnog programiranja zasigurno ovisi o dopustivom

podrucju na kojem trazimo rjeSenje. Promotrimo kakvo sve moze biti dopustivo podrucje.

U slucaju nepraznog i ograni¢enog dopustivog podrucja, sigurno postoji tocka u kojoj graf
funkcije cilja ulazi i izlazi u dopustivo podrucje. Odnosno, postoji optimalno rjesenje, i

minimalno i maksimalno, ukoliko je dopustivo podrucje ogranic¢eno.

Dopustivo podru¢je moze biti i prazno, odnosno prazan skup. U tom slucaju, zasigurno ne
postoji optimalno rjesenje, ni minimalno ni maksimalno, jer ne postoji tocka koja zadovoljava

zadane uvjete.

Ukoliko je podrucje neograni¢eno, ovisno o trazenom optimalnom rjesenju, minimalnom ili

maksimalnom, moze, ali ne mora imati rjesenja.

No, moze se dogoditi da funkcija cilja nema traZzeno optimalno rjesenje, ali zbog prirode
rjeSenja. Naime, ako optimiziramo cijenu neke potrosnje, proizvodnje te dobiveno optimalno
rjeSenje bude negativno tada ¢emo, zbog neprirodnosti rjeSenja zakljuciti da zadani problem

nema optimalno rjesenje.

Navedene slucajeve ucenicima mozemo predociti kroz sljede¢e primjere i prikaze njihovih

rjesenja u GeoGebri:
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Primjer 6.3.1

Za koje vrijednost x iy funkcija f(x,y) = 5x + 3y poprima maksimalno rjeSenje, a za koje

minimalno na podruc¢ju odredenom sljede¢im uvjetima:

x+2y =30
4x +3y =75
5x + 6y < 150
x=0,y=0
[5]
RjeSenje:

S+ 3y = 150

C =(30, 0)

=12, 9) = .
15 10 5 o 5 10 :\ -,\ 25 \ 35 40 45 50

Slika 6.3.1: Prikaz Primjera 6.3.1 u GeoGebri

Iz ove slike zaklju¢ujemo da ako imamo ograni¢eno i neprazno dopustivo podruc¢je da ¢emo
imati i maksimalno i minimalno optimalno rjeSenje. Maksimalno rjeSenje se poprima u tocki

€(30,0) i ono iznosi 150, a minimalno rjeSenje se poprima u to¢ki B(0,25) i iznosi 75.
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Primjer 6.3.2

Za koje vrijednost x iy funkcija f(x,y) = 5x + 3y poprima maksimalno rjeSenje, a za koje

minimalno na podruc¢ju odredenom sljede¢im uvjetima:

x+2y =30
2x+y=0
x=0,y=0
[5]
RjeSenje:

A=(-10, 20)

2r+y=0

-20 -15 -10 -5

Slika 6.3.2: Prikaz Primjera 6.3.2 u GeoGebri

Ova slika prikazuje dopustivo podrucje odredeno zadanim uvjetima iz ovog primjera. Vidimo

da je dopustivo podrucje prazan skup. S obzirom na to, nijedna tocka ne zadovoljava zadane
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uvjete. Dakle, zaklju¢ujemo da za nijedan X i y zadana funkcija ne poprima ni minimalno ni

maksimalno optimalno rjeSenje na dopustivom podrucju.

Primjer 6.3.3

Pronadi vrijednost X i y tako da funkcija f(x,y) = 5x + 3y poprima maksimalno rjeSenje na

podrucju odredenom sljede¢im uvjetima:

x+2y =30
4x +3y =75
x=20,y=0
[3]
Rjesenje:

Slika 6.3.3: Prikaz Primjera 6.3.3 u GeoGebri
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Ova slika je prikaz danog problema u GeoGebri. 1z slike nam je jasno da nikada ne¢emo
dohvatiti maksimalno rjeSenje, upravo zbog neogranic¢enosti dopustivog podrucja. Dakle,

zaklju¢ujemo da u ovom sluc¢aju problem linearnog programiranja nema rjesenja.

6.4 Jedinstvenost rjeSenja problema linearnog programiranja

Nakon §to smo vizualizirali dopustivo podrucje, geometrijski pristupili rjeSavanju problema
linearnog programiranja, razmotrili pitanje egzistencije rjeSenja problema linearnog
programiranja name¢e nam se pitanje o jedinstvenosti rjeSenja u postupku linearnog

programiranja.

Naime, u slucaju da trazimo minimalno ili maksimalno optimalno rjesSenje te je dopustivo
podrucje ograniceno pravcem paralelnim s grafom pripadne funkcije cilja, tada ¢e se graf
pripadne funkcije cilja jednim dijelom podudarati s granicom dopustivog podrucja, najéesce
stranicom poligona. U takvim slu¢ajevima nemamo jedinstveno rjesenje jer je svaka tocka
brida paralelnog s grafom funkcije cilja nase optimalno rjeSenje. Sljede¢im primjerom

ucenicima mozemo pokazati takav slucaj:
Primjer 6.4.1
Neka funkcija cilja glasi:
f,y) =x+y—> max,,
uz sljedece uvjete:

x+y<70
x+ 2y <120
3x +y <150

x=0,y=0
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Rjesenje:

Sljedec¢a slika prikazuje dopustivo podrucje i graf funkcije cilja koji odsijeca maksimalan

odsjecak na y osi:

il Ix+y=150

A={050 B = (50, 0}
100 ) ) 70 ) £ 40 -3 20 10 ) 0 20 0 40 \ [ i‘\m L] 00 "o 127 130

Slika 6.4.1: Dopustivo podrucje i graf funkcije cilja za Primjer 6.4.1

Pripadnu funkciju cilja u ovom primjeru zelimo dovesti do maksimuma. Provodeci standardan
postupak rjeSavanja problema linearnog programiranja te promatraju¢i dane uvjete, lako
vidimo da maksimalno optimalno rjeSenje iznosi 70. No, vidimo da se to rjeSenje postize i u
tocki €(40,30) i u tocki D(20,50). Vidimo da je i jedna tocka brida CD peterokuta ABCDE
toc¢ka (30,40). Vrijednost funkcije cilja u toj tocki je, takoder, f(30,40) = 30 + 40 = 70
kao i u svakoj to¢ki stranice CD, peterokuta ABCDE kao dopustivog podruéja. Dakle, u ovom
primjeru je cijela stranica CD peterokuta ABCDE skup rjesenja. To se dogodilo zato §to je
grani¢ni pravac poluravnine x + y < 70 paralelan s grafom funkcije cilja. No, ono §to je
vazno uociti je da u ovom primjeru, kao ni u mnogim drugima, rjeSenje ne mora biti

jedinstveno.
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6.5 Problem cjelobrojnih rjeSenja

U raznim matematickim problemima ¢esto oekujemo da ¢emo prema prirodi problema doc¢i
do cjelobrojnog rjesenja, no zna se dogoditi upravo suprotno. Premda koristimo sigurne
metode rjeSavanja te ih ispravno provodimo, ocekujemo cjelobrojna rjeSenja, a dobijemo na

primjer racionalna. To se zna dogoditi i kod rjeSavanja problema linearnim programiranjem.

Promotrimo jedan takav slucaj:

Primjer 6.5.1

Zbog nedostatka vitamina o 1 3 lijecnik pacijentu savjetuje upotrebu tableta A i B. Cijena jedne
tablete A je 5 kn, a cijena jedne tablete B je 4 kn. U tableti A se nalazi 1 ug vitamina a2 pg
vitamina f3, a u tableti B se nalazi 2 pug vitamina o i 1 pg vitamina . Preporuceni dnevni unos
vitamina o je barem 30 pg, a vitamina B barem 20 pg. Koju koli¢inu tableta A i tableta B

dnevno treba piti pacijent kako bi zadovoljio preporuku lijecnik uz minimalan troSak? [5]

RjeSenje:

Oznacimo sa X koli¢inu tableta A, a sa y koli¢inu tableta B. Tada nasa funkcija cilja glasi:
f(x,y) = 5x + 4y - min,,

uz uvjete:

x + 2y = 30 (dnevni unos vitamina o)
2x +y = 20 (dnevni unos vitamina [3)

x=20,y=0

41



N

=(3433%13133)

T1=(3,13) T2 = (4513)

Slika 6.5.1: Prikaz Primjera 6.5.1 u GeoGebri

Nasa funkcija cilja poprima svoje minimalno rjeSenje kada graf funkcije cilja prolazi kroz
tocku C(3.33,13.33), vrh poligona s realnim koordinatama. No, s obzirom da traZimo
cjelobrojno, odnosno prirodno rjesenje jer je broj tableta prirodan broj, tocka C nam nije
prihvatljiva. U tom sluc¢aju, ono $to promatramo jesu toc¢ke sa cjelobrojnim koordinatama u
okolini tocke C te gledamo kroz koju tocku nakon tocke C prvo prode graf nase funkcije cilja.

U naSem slucaju, toc¢ke u okolini tocke C su:
T,(3,13),T,(4,13),T5(4,14),T,(3,14)

Lako uocavamo da tocka T;(3,13) nije u dopustivom podruc¢ju §to znaci da sigurno nije
rjeSenje. Translatiraju¢i graf funkcije cilja uoc¢avamo da ¢e nakon tocke C graf funkcije cilja
prvo pro¢i kroz T,(3,14) te je to onda to¢ka u kojoj se postize minimalno rjeSenje naSe
funkcije. U sluaju traZenja maksimalnog rjeSenja, traZzena tocka bi bila ona zadnja s

cjelobrojnim koordinatama u dopustivom podrucju kroz koju prode funkcija cilja.
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Dakle, nase minimalno optimalno rjeSenje se postize u to¢ki T, (3,14), odnosno kada pacijent

uzima 3 tablete A i 14 tableta B tada tro$i minimalno novca, to¢nije, trosi

£(3,14) = 15 + 56 = 71 kn.
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7 PROBLEMI LINEARNOG PROGRAMIRANJA NA
POLIOTOPSKOM SKUPU U TRODIMENZIONALNOM 1
VISEDIMENZIONALNOM PROSTORU

Promatrajuci probleme linearnog programiranja u viSedimenzionalnim prostorima, mijenjamo
oblik zapisa linearne funkcije cilja i uvjeta dopustivog podrucja kako bismo omoguéili jasnocu
i preglednost. S obzirom na to, u N-dimenzionalnom prostoru funkcija cilja bi bila ovisna o
varijablama x;, Xy, ..., X, te bi imala oblik F(xy,xy, ..., Xp) = €1X1 + CX5 + -+ CpXy, @

uvjeti bi imali oblik

ai1X1 + A12Xo + -+ A1nXn < b1

ar1X1 + AyrXy + -+ AonXn < bz

Am1Xy + QX + o+ ApnXn < by,

7.1 Problem linearnog programiranja nad poliedrom u
trodimenzionalnom prostoru

Kod rjesavanja problema linearnog programiranja u dvodimenzionalnom prostoru, dopustivo
podrucje je bilo odredenom nizom poluravnina te smo time najces¢e dobivali poligon kao
dopustivo podruc¢je. No, u slucaju trodimenzionalnog prostora dopustivo podrucje je
sastavljeno od niza trodimenzionalnih poluprostora te ¢emo time za dopustivo podrucje dobiti
poliedarski skup. Problem linearnog programiranja u trodimenzionalnom prostoru dolazi s

linearnom funkcijom cilja oblika:
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F(xllx2l x3) = Clxl + szz + C3x3 - minxl,xz,x3 (maxX1,xZ,X3)

te uvjetima oblika:

ai1X1 + aA12Xy + a13X3 < b1

ay1X1 + ay2Xo + ay3X3 < bZ

aAm1X1 + Am2X> + aAm3X3 < bm

Ovakav zapis moZemo poistovjetiti sa sljede¢im matricnim zapisom:

s uvjetima:
gdje su:
€1
c=1C
C3

c’ - x - min, (max,)

A-x<b
X1 a7 A2 dg3
= xZ A = : : b
X3 Am1 Am2  Ams

by

b,

Znanje ucenika u srednjoj Skoli nije prilagodeno koriStenju matricnog zapisa. No, matri¢ni

zapis je jako pregledan zapis problema linearnog programiranja,

naro¢ito za

viSedimenzionalne prostore. Potrebno je istaknuti da nije ni nuzno da u€enici usvoje matricni

zapis. Budu¢i da se u programskom paketu LPSolve podatci unose matri¢no, dovoljno je da

za probleme u viSedimenzionalnim prostorima ucenici znaju unijeti podatke ako zele do¢i do

rjeSenja problema linearnog programiranja na brz 1 lagan nacin. Isto tako, srednjoskolcima

nije poznata analitiCka geometrija prostora. No, koristenjem programskog paketa GeoGebra

¢e mo¢i intuitivno vidjeti i sami sebi docarati dopustivo podrucje.
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U sluc¢aju trodimenzionalnog prostora, odnosno poliedra kao dopustivog podrucja, programski
paket GeoGebra ne pruza moguénost vizualizacije translacije grafa funkcije cilja. No, ako se
sjetimo kako je translacija izgledala u dvodimenzionalnom prostoru, u¢enicima ¢e intuitivno

za funkciju cilja.

Sjetimo se da su u ravnini postojali slu¢ajevi u kojima nismo imali jedinstveno rjesenje. To se
dogadalo kada je graf funkcije cilja bio paralelan s granicom neke poluravnine iz zadanih
uvjeta. Analogno se mozZe dogoditi i u trodimenzionalnom prostoru. Funkciju cilja u
trodimenzionalnom prostoru mozemo graficki prikazati kao ravninu. Ukoliko je neki brid
poliedra kao dopustivog podruc¢ja paralelan s ravninom kao prikazom funkcije cilja, tada
nec¢emo imati jedinstveno rjeSenje jer ¢e svaka tocka tog brida davati isto optimalno rjeSenja.
Isto tako, u slucaju da je cijela strana poliedra kao dopustivog podrucja paralelna s ravninom
kao funkcijom cilja, onda ¢e cijela strana poliedra biti optimalno rjeSenje. No, kao §to smo
istaknuli u dvodimenzionalnom , isto vrijedi i u trodimenzionalnom prostoru — to ne umanjuje,
nego podupire Cinjenicu da je dovoljno provjeriti 1 usporediti vrijednosti funkcije cilja u
vrhovima dopustivog podrucja te tako do¢i do optimalnog rjeSenja. To ¢emo pokazati na

sljede¢em primjeru:
Primjer 7.1.1

U restoranu je moguce imati stolove za 4, 6 1 8 ljudi. Stol za cetvero kosta 800 kn, stol za
Sestero 900 kn, a stol za osmero kosta 1000 kn. Ocekuje se odjednom najmanje 240 gostiju. U
stolove se namjerava investirati najvise 45000 kn. Ocekuje se da odjednom mora biti bar 20
stolova za Cetiri osobe. Koliko kojih stolova nabaviti da bi restoran mogao odjednom primiti

Sto je moguce vise gostiju? [5]
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RjeSenje:
Oznacimo sa X, y, z redom broj stolova za 4, 6 1 8 ljudi. Tada funkcija cilja glasi
f(x,y,z) =4x + 6y + 82
uz uvjete:
x =20
800x + 900y + 1000z < 45000
x,y,Z=0

S obzirom da Zelimo da restoran primi Sto veci broj gostiju, trazimo maksimalno optimalno
rjeSenje. Programski paket LPSolve nam daje rjeSenje ovog problema u tocki (20, 0, 29) i ono
iznosi 312 gostiju. Provjerimo ho¢emo li tako dobiti ako izraCunamo vrijednosti funkcije cilja
u vrhovima dopustivog podruc¢ja. Analiti¢kim putem dolazimo do 4 vrha dopustivog podrucija,

a to su:
290 225
A(ZO, O,29),B (20,7,0),6(20, 0, O),D (T'O' O)

IzraCunajmo vrijednosti funkcije cilja u tim vrhovima:

£(20,0,29)=4-20+6-0+8-29 =312

f(20,22,0)=4-20+6-22+8-0=22~2733
9 9 3

£(20,0,0) =4-20+6-0+8-0=280

225 225
f(zna®=4~7f+@o+80=2%

Dakle, nase maksimalno optimalno rjeSenje je upravo u toc¢ki A(20,0,29) te ono iznosi 312

gostiju.
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7.2 Problem linearnog programiranja nad politopom u
viSedimenzionalnom prostoru

U ovom odjeljku ¢emo razmatrati primjer iz svakodnevnog zivota u kojem ¢e funkcija cilja
ovisiti o Cetiri varijable. Dakle, problem linearnog programiranja ¢emo promatrati u
viSedimenzionalnom odnosno c¢etverodimenzionalnom prostoru. Budu¢i da se radi o
cetverodimenzionalnom prostoru, jasno nam je da ovaj primjer ne¢emo moci zamisliti niti

vizualizirati.

Primjer 7.2.1

Poznato je da cokolada potice razvoj serotonina, tzv. hormona srece. Stoga se antidepresivna

dijeta zasniva na pove¢anom unosu namirnica iz ¢etiri skupine

e ¢okoladne torte
e sladoledi svih vrsta
e sokovi

e kolaci s punomasnim sirom,

Za tu prigodu odabrali ste, naprimjer, Sachertortu (10kn), Snjeguljicu (5kn), Coca-colu (7kn)
1 Cheesecake s preljevom od Sumskog voc¢a (12 kn).nutritivne vrijednosti su redom ¢okolada,

Secer 1 mast. Za odabrane namirnice vrijednosti su sljedece:

e Sacherica: 400 kcal, 90 g, 60 g, 60 g
e Snjeguljica: 200 kcal, 60 g, 60 g, 120 g
e (Coca-cola: 150 kcal, 0 g, 120 g,30 g
e Cheesecake: 500 kcal, 0 g, 120 g, 150 g
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Da bi se postigao pomak u raspolozenju tijekom kiSnog ponedjeljka treba dodatno unijeti
najmanje 500 kcal, 180 g cokolade, 300 g Secera i 240 g masti. Odredite minimalne troskove

dnevne antidepresivne dijete.

Napomena: Podatci iz Primjera 7.2.1 su izmiSljeni.

RjeSenje:

Modeliraju¢i ovaj problem linearnim programiranjem dolazimo do funkcije cilja:
10x; + 5x, + 7x3 + 12x, = min,,

sa sljede¢im uvjetima:

400x; + 200x, + 150x3 + 500x, = 500
90x; + 60x, > 180
60x; + 60x, + 120x3 + 120x, = 300
60x; + 120x, + 30x3 + 150x, > 240
x1 =0
x, =20
x3=>0

x4 =0

Minimalno optimalno rjeSenje ovog problema nam daje programski paket LPSolve i ono glasi:
za vracanje dobrog raspolozenja tijekom kiSnog ponedjeljka najoptimalnije rjeSenje su 3

Snjeguljice i 1 Coca-cola te time troSimo 22 kn.

Matri¢ni zapis je gotovo pa podjednako tezak neovisno o dimenziji prostora. Za ovaj primjer,

matricni zapis glasi:

¢’ - x > min,(max,.)
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s uvjetima:

gdje su:

A-x<b
400 200
_ 190 60
4= 60 60
60 120

150 500

0 0
120 120

30 50

500

180
300

240
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8 SIMPLEKS METODA

Simpleks metoda je najpoznatiji i najstariji algoritam za trazenje rjeSenja linearnog
programiranja. Mnogi matematicari su proucavali ovu metodu te svoji radom doprinosili u
njenom stvaranju, no ipak, onaj kome se pripisuje ova metoda je americki matematicar
Dantzig. Ova metoda je iterativha metoda, odnosno metoda kojom se iz koraka u korak
priblizujemo rjeSenju. Simpleks metodom dolazimo do kompaktnijeg zapisa problema
linearnog programiranja te njome se nejednadzbe svode na jednadzbe uvodenjem dodatnih
varijabli. Ovom metodom raste broj nepoznanica, ali dolazimo do jednadZzbe s kojom je laksSe
racunati. U ovom poglavlju ¢emo navesti konkretne korake ove metode i pokazati ih na

rjesavanju primjera.

8.1 Koraci simpleks metode

Kao §to smo ve¢ napisali, simpleks metoda je algoritam za trazenje optimalnog rjeSenja

problema linearnog programiranja. Sastoji se od 5 sljedecih koraka:

1. Konstrukcija inicijalnog (pocetnog) moguceg rjesenja
Test optimalnosti
Odredivanje pivot stupca

Odredivanje pivot retka

A

Provodenje elementarnih transformacija u retcima te povratak na korak broj 2.

Navedene korake objasniti ¢emo na sljede¢em primjeru.
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Primjer 8.1.1
Pronadimo vrijednosti x;, x5, x3 tako da maksimiziramo funkciju cilja

z = 3x1 +4x, + 2x3

uz uvjete:
3x1 + 2x2 + 4‘X3 S 15
x1+2xZ+3.X3 <7
2x1+x2+3.X3 < 6
X1 =20,x,=20,x3=<0
Rjesenje:

Prije samog rjeSavanja problema simpleks metodom, kako bi standardizirali zadani problem,

uvodimo 3 nove varijable x,, x5, x4 takve da vrijedi:

3x1+2x2+4‘X3 +X4:15
Xy +2x, +3x3+x5 =7
2x1+x2+3.X3 +x6:6

—3x; —4x, —2x3 — 0x4 —O0x5 — Oxg +2=0

X 20,x20,x3=20,x,20,x5=0,x,=0
Nakon §to smo standardizirali problem, mozemo krenuti s koracima simpleks metode.
1. Konstrukcija inicijalnog (pocetnog) moguceg rjesenja

U ovom koraku, konstruiramo pocetnu proSirenu matricu - simpleks tablicu - iz zadanih
jednadzbi tako da u odgovarajuce stupce upisujemo koeficijente uz x;, X, X3, X4, X5, X¢ redom

iz zadanih jednadzbi. Za na$ primjer, poCetna matrica izgleda ovako:
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Xy Xy X3 Xy Xs Xe z
3 2 4 1 0 0 0 15 = x,
1 2 3 0 1 0 0 7 = xg
2 1 1 0 0 1 0 6 = x,
3 4 2 0 0 0 1 0 =z

Primijetimo u tablici kvadratnu jedini¢nu matricu reda 4 te proSirenje matrice s desne strane.

!

Ta jedinicna matrica nam  dopusta  pronalazak  pocCetnog rjeSenja  x:

ol

B = U1o O O

Dakle, za naSe pocetno rjeSenje x' pomocu kojeg ¢emo pronaci nase traZeno optimalno
rjeSenje vrijedi x; =0,x, =0,x3 =0,x4 =5,x5 = 1,x¢ =4,z=0. Pomocu x4, x5, Xg
odredujemo pocetno rjesenje pa te tri vrijednosti zapisujemo u proSirenje matrice, odnosno u

zadnji stupac nasSe tablice.
2. Test optimalnosti

Posljednji redak nasSe tablice nazivamo retkom funkcije cilja. Test optimalnosti kaze da ako
su svi koeficijenti u retku funkcije cilja (posljednjem retku tablice), ignorirajuéi zadnji
koeficijent u proSirenom dijelu, nenegativni tada tablica daje optimalno rjeSenje i tako
dobivamo rjeSenje simpleks metodom. No ukoliko nisu svi koeficijenti u retku funkcije cilja
nenegativni nastavljamo dalje s koracima simpleks metode. U nasem primjeru, u posljednjem
retku postoje negativni koeficijenti. Dakle, tablica ne daje optimalno rjeSenje pa nastavljamo

dalje s koracima simpleks metode.
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3. Odredivanje pivot stupca

Pivot stupac je stupac u tablici ¢iji je koeficijent u retku funkcije cilja najmanji. Dakle, to je
onaj stupac koji ima najnegativniji koeficijent u posljednjem retku tablice, ignorirajuci
koeficijent u posljednjem desnom stupcu. U nasem slucaju, pivot stupac je 2. stupac simpleks

tablice jer je -4 najmanji negativni koeficijent retka funkcije cilja.

4. Odredivanje pivot retka

Pivot redak odabiremo tako da dijelimo koeficijente desnog (zadnjeg) stupca s pozitivnim
koeficijentima pivot stupca iz istog retka, ignoriraju¢i redak funkcije cilja. Pivot redak je onaj

redak za koji postiZemo najmanji razlomak.

U naSem slu¢aju imamo:

1.redak: 1
2
2. redak: g

3.redak: s
1

Vidimo da u 2. retku postizemo najmanji razlomak pa zaklju¢ujemo da je 2. redak nas$ pivot

redak.

5. Provodenje elementarnih transformacija u retcima te povratak na korak broj 2.

Sada kada smo odredili pivot redak i pivot stupac, cilj nam je da na mjestu na kojem se krizaju
pivot redak i pivot stupac bude koeficijent 1, a na ostalim mjestima u pivot stupcu budu
koeficijenti 0. U naSem slucaju, na tom mjestu je koeficijent 2 pa cijeli redak podijelimo sa 2.

Nakon $to cijeli redak podijelimo sa 2, pomnozit ¢emo pivot redak s -2 i dodati ga prvom

54



retku, a zatim ¢emo pivot redak pomnoziti s -1 1 dodati 3. retku te na kraju ¢emo pivot redak

pomnoziti sa 4 i dodati posljednjem retku, retku funkcije cilja. Time dobivamo tablicu:

Budu¢i da stupac x5 vise nije stupac jedini¢ne matrice, nego je to postao stupac x, to
zapisujemo 1 u zadnji stupac matrice. Nakon §to smo izabrali pivot redak i pivot stupac te
izvrsili elementarne transformacije tako da dobijemo stupac koji je sadrzan u jedini¢noj
matrici vracamo se na korak broj 2. odnosno na provjeru optimalnosti — ukoliko su svi
koeficijenti u posljednjem retku matrice nenegativni dobili smo optimalno rjeSenja, a ukoliko
postoji negativnih koeficijenata ponavljamo postupak trazenja pivot stupca i retka te

provodenja elementarnih transformacija.

U naSem slucaju postoji negativan koeficijent u posljednjem retku pa zakljucujemo da z =
14 nije optimalno rjeSenje. Budu¢i da je -1 jedini negativni koeficijent u retku funkcije cilja,
zakljuujemo da je pivot stupac upravo 1. stupac nase tablice. Pivot redak ¢emo dobiti kada
pronademo najmanji razlomak dijeljenjem desnog stupca tablice s pivot stupcom tablice (po

redovima). Dijeljenjem dobivamo

1.redak: 5_12
2 1

2. redak:

NIHlNI\l
[
=N
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3.redak:

N |w|N|u1

5
3

Dakle, pivot redak je 3. redak tablice.

Elementarnim transformacijama Zelimo na krizanju pivot stupca i pivot retka dobiti koeficijent

1, a na ostalim mjestima u pivot stupcu koeficijente 0 te zbog toga prvo dijelimo pivot redak

3 . .. . . .. 1. .
sa -, zatim ga mnozimo sa -2 i dodajemo prvom retku pa ga mnozimo sa 1 dodajemo

drugom retku i na kraju ga mnozimo sa 1 i dodajemo posljednjem retku. Time dobivamo

tablicu:

X5 X6
1
-3 —_
2 1
3 3
1 2
3 3
5 2
3 3

wlﬁ wl vl W] wlz

Nakon §to smo elementarnim transformacijama dobili novu tablicu vra¢amo se na korak broj

2., odnosno na test optimalnosti. Budu¢i da u posljednjem retku tablice imamo samo

nenegativne koeficijente, test optimalnosti kaze da smo dosli do optimalnog rjesenja, a ono

glasi:
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SAZETAK

Ovaj rad opisuje glavne sastavnice linearnog programiranja, funkciju cilja 1 dopustivo
podrucje, ukljucujuc¢i njihove moguce oblike i metode rjeSavanja problema linearnog
programiranja — geometrijski pristup rjeSavanju problema linearnog programiranja i opis
koraka simpleks metode, najpoznatijeg algoritma za rjeSavanje problema linearnog
programiranja. Posebno paznja je usmjerena na geometrijski pristup rjeSavanju problema

linearnog programiranja i njegovu primjenu u srednjoskolskoj nastavi matematike.

Nadalje, u ovom radu mozemo pronaci podrucja i nac¢ine primjene linearnog programiranja u
ravnini 1 u viSedimenzionalnim prostorima. Takoder, opisuje se 1 koriStenje informaticke
tehnologije u svrhu rjeSavanja i vizualizacije problema linearnog programiranja koja su

primjerena ucenicima srednjih skola.

Zaklju¢no, ovaj rad je opis procesa linearnog programiranja i njegove primjene u nastavi
matematike u srednjim Skolama. S obzirom na to, nadam se da ¢e mnogima biti pomo¢ u radu

te poticaj i ohrabrenje za poucavanje matematike.

58



SUMMARY

This thesis describes the main ideas and steps in linear programming, objective function and
feasible area, including their possible forms and methods of solving linear programming
problems - a geometric approach to solving the problem of linear programming and a
description of the steps of the simplex method, well known algorithm for solving problems of
linear programming. Particular attention is focused on the geometric approach to solving the

problem of linear programming and its application in secondary school mathematics.

Furthermore, in this thesis we can find areas and ways of applying linear programming in the
plane and in multidimensional spaces. We also describe the use of informatic technology for
the purpose of solving and visualizing linear programming problems that are appropriate for

high school students.

To conclude, this thesis describes the process of linear programming and its application in
teaching mathematics in secondary schools. With this in mind, I hope that this thesis will be

helpful in work, thrust and encouragement for many to teach mathematics.
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