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Uvod

Teorija disipativnih dinamickih sustava sve je =zastupljenija u proucavanju
ponasanja rjesenja nelinearnih  parcijalnih  diferencijalnih  jednadzbi koje
predstavljaju matematicke modele za procese iz stvarnih sustava (biologija, kemija,
fizika, ...), a d¢ija stanja su opcenito karakterizirana beskonacnim brojem
parametara. Intenzivan interes znanstvenika za beskonac¢no dimenzionalne
disipativne sustave potaknuli su pokusaji pronalaska adekvatnih matematickih
modela za objasnjenje turbulencija u tekué¢inama preko pojma c¢udnog atraktora.
Do danas je vidljiv znacajan napredak u proucavanju dinamike beskonacno
dimenzionalnih disipativnih sustava i samim time ponudene su strategije pomoc¢u

kojih je pronalazak odgovora i rjesenja problema uvelike olaksan.

Cilj ovog rada je upoznati se s osnovnim pojmovima poput dinamickog sustava,
orbite i atraktora, pokazati primjerima ceste oblike disipativnih sustava i obraditi
neke rezultate vazne za primjenu u rjesavanju spomenutih problema, kao Sto je,

primjerice, Princip redukcije.



Poglavlje 1

Uvod u dinamicke sustave

U ovom i sljede¢em poglavlju uvest ¢emo osnovne pojmove za daljnje
razumijevanje i pomocu primjera predstaviti neke dinamicke sustave. Prema 1.D.

Chueshovu [1], u nastavku navodimo bitne definicije i korisne tehnicke rezultate.

Definicija 1.1.
Dinamicki sustav je uredeni par (X,S;) koji se sastoji od potpunog metrickog

prostora X i familije S¢ neprekidnih preslikavanja prostora X uw samoga sebe i ima

sljedeca svojstva:
St+‘t:StOS‘t; t!T€T+' SOZI;
gdje je T, ili skup Ry nmenegativnih realnih brojeva ili skup Z, nenegativnih cijelih

brojeva.

Napomena 1.2.

Ukoliko je T, = R,, pretpostavlijamo da je y(t) =S;y neprekidna funkcija u
ovisnosti o t za bilo koji y € X. U tom slucaju X zovemo faznim prostorom,
familiju Sy polugrupom, a parametar t € T, ima ulogu vremena. Tada (X,S;)
nazivamo dinamickim sustavom sa neprekidnim vremenom. Ukoliko je T, =7,
onda dinamicki sustav zovemo diskretnim sustavom (ili sustav sa diskretnim

vremenom,).

Primjer 1.3.
Neka je f(x) neprekidno diferencijabilna funkcija sa svojstvom

xf(x) = —C(1 + x?), gdje je C neka konstanta. Promotrimo Cauchyjev problem za
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

x(t) = —f(x@®), t>0, x(0)=x,. (*)

Za proizvoljni x € R problem (*) ima jedinstveno rjesenje i odreduje dinamicki

sustav u R.



S¢ je dan formulom Syxy = x(t), gdje je x(t) rjesenje problema (x). Jednadzbe tipa
(%) cesto se koriste u modeliranju ekoloskih procesa. Na primjer, ukoliko uzmemo
f(x)=a-x(x—1), a >0, onda dobivamo jednadzbu koja opisuje rast neke

populacije.

Primjer 1.4. (Bernoullijev pomak)

Neka je X =3, skup nizova x = {x; : i € Z} koji se sastoje od nula i jedinica.

Pretvorimo taj skup u metricki prostor definirajuéi udaljenost formulom
d(x,y) =inf(27": x; = y;, |i| <n}.

Neka je S operator pomaka na X, tj. preslikavanje koje transformira niz x = {x;} u
element y ={y;}, gdje je y; = x;41. Kao rezultat dobivamo dinamicki sustav
(X,8™) koji je Cesto koriSten za opisivanje kompliciranih ponaSanja u nekim

realnim sustavima (biologija, kemija, fizika...).



Poglavlje 2

Orbite i invarijantni skupovi

Definicija 2.1.

Neka je (X,S;) dinamicki sustav s neprekidnim ili diskretnim vremenom.

Njegovu orbitu (ili trajektoriju) definiramo kao skup

y={u@®:teT},

gdje je u(t) neprekidna funkcija s vrijednostima u X takva da vrijedi

Su() =ult+7), za svakite T, it €T.

Definicija 2.2.
Pozitivnu poluorbitu definiramo kao skup y* = {u(t) : t = 0} gdje neprekidna

funkcija u(t) na T, zadovoljava svojstvo S;u(t) = u(t +t) za svaki T >0, t = 0.

Analogno, negativnu poluorbitu definiramo kao skup y~ = {u(t) : t < 0} gdje
neprekidna  funkcija u(t) na T_ zadovoljava svojstvo S.u(t) = u(t +t) z2a svaki
1T>0,t<0, t1+t<0.

Napomena 2.3.

Ocito je da svaka pozitivna poluorbita y* ima oblik y* = {S,v : t = 0}, odnosno,
jedinstveno je odredena svojim pocetnim stanjem v. Kako bismo naglasili tu

cinjenicu, cesto pisemo yt =yt (v).

Definicija 2.4.
Orbita y ={u(t) : t € T} zove se periodi¢ka orbita ako postoji T € T,,T >0

takav da vrijedi u(t + T) = u(t). Najmanji broj T > 0 koji zadovoljava prethodno
svojstvo naziva se periodom orbite. Element ug € X je fiksna tocka dinamickog

sustava (X,S;) ako je Syug = ugy za svakit = 0.



Definicija 2.5.

Za podskup Y faznog prostora X kaZemo da je:
i) pozitivno invarijantan ako je S;Y €Y za svakit =0
i1) negativno invarijantan ako je S;Y 2Y za svakit =0

i11) invarijantan ako je S;Y =Y za svaki t = 0.

Napomena 2.6.

Najjednostavniji primjeri invarijantnih skupova su orbite i poluorbite.

Primjer 2.7.
Za bilo koji podskup A faznog prostora X definiramo skupove

Y (A) = U0 Se(A) = Upnolv = Seu : u € A} i
Y (A) = Uz St 1(A) = Upzolv : Sev € 4}

Skup y*(A4) je pozitivno invarijantan, a ako je operator S; invertibilan za neki

t > 0, onda je skup y~(4) negativno invarijantan.

Napomena 2.8.

Jos neki vazni primjeri invarijantnih skupova povezani su s pojmovima
w-granicnih 1 a-granicnih  skupova koji igraju kljucnu ulogu u proucavanju

ponasanja dinamickih sustava.

Definicija 2.9.

Neka je A € X. Tada je w-granic¢ni skup za A definiran sa

o =) [U |

s20 Lt=s

gdje je St(A) = {v = S;u : u € A}



Takoder, definiramo a-granic¢ni skup za A sa

=) [U s;l(A)] .

s20 Lt=s
gdje je S, '(A) ={v: S,v e A}
Lema 2.10.
Da bi element y pripadao w-granicnom skupu w(A) nuzno je i dovoljno da postoje

niz elemenata {y,} € A i niz brojeva t, koji teZi prema beskonacnosti, takvi da

vrijedi
lim d(Stnyn, y) =0,
n—oo

gdje je d(x,y) udaljenost elemenata x iy u prostoru X.

Dokaz.
Pretpostavimo da nizovi iz iskaza postoje. Tada je ocito da za bilo koji >0

postoji ng = 0 takav da vrijedi

St Yn € USt(A), n=ng.

t=1
To povlaci

s

tzt

y=limS, y, €
n-oo

)

X

za svaki T > 0. Dakle, element y pripada presjeku ovih skupova, tj. y € w(A4).

Obrnuto, ako y € w(A), onda za sve n =0,1,2, ...

|Jsc@

tzn

y €

X
Dakle, za proizvoljni n postoji element z, takav da je

1
me| s, doz) <.

tzn



Sada je ocito da je z, =S¢ Yn, Yn € A, tp, = n. Time je lema dokazana. O

Napomena 2.11.

Uocimo da nam prethodna lema daje dobar prikaz w-granicnog skupa, ali nam ne

garantira njegovu nepraznost.



Poglavlje 3

Definicija atraktora

Postoji nekoliko definicija atraktora, no dat ¢emo onu najprikladniju u terminima
beskona¢no dimenzionalnih sustava, prema I.D. Chueshovu [1], preko pojma

globalnog atraktora.

Definicija 3.1.

Omeden i zatvoren skup A, € X je globalni atraktor za dinamicki sustav (X,S;)

ako:
1) Ay je invarijantan skup, tj. SeAy = Ay za svaki t > 0;

2) za svaki omedeni skup B iz X vrijedi lim,_,o, sup{dist(S;y, A1) : ¥y € B} =0.

Napomena 3.2.

Prisjetimo se da je udaljenost elementa z i skupa A definirana jednakoscu:
dist(z,A) = inf{d(z,y) : y € A},

gdje je d(z,y) udaljenost elemenata z iy u X.

Pojam slabog globalnog atraktora koristan je u proucavanju dinamickih sustava
generiranih parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, stoga navodimo i sljede¢u

definiciju.

Definicija 3.3.

Neka je X potpun, linearan metricki prostor. Slabo omeden, zatvoren skup A, je
slabi globalni atraktor ako je invarijantan (S;A, = A, t > 0) i ako za svaku
slabu okolinu O skupa A, i za svaki omedeni skup B € X postoji ty = ty(0, B) tako
da je S¢B € O za t = t,.



Napomena 3.4.

Otvoreni skup u slaboj topologiji na prostoru X moze biti opisan kao konacan
presjek i sljedeca proizvoljna unija skupova oblika U, = {x € X : l(x) < c}, gdje je

¢ realan broj, a l je neprekidan linearni funkcional na X.

Napomena 3.5.

Jasno je da se koncepti globalnih i slabo globalnih atraktora podudaraju u slucaju
konacne dimenzionalnosti. Opcenito, globalni atraktor A je wjedno i slabi globalni

atraktor, ukoliko je A slabo zatvoren skup.

Definicija 3.6.

Ako globalni atraktor A, postoji, onda je u njemu sadrzan minimalni globalni
atraktor Az kojeg definiramo kao najmanji zatvoren, pozitivno invarijantan skup

koji zadovoljava svojstvo

tlim dist(Syy, A3) = 0, VyeX.

Napomena 3.7.

Po definiciji minimalnost znaci da me postoji pravi podskup od As sa svojstvom

navedenim u prethodnoj definiciji.

U daljnjem razmatranju pokazat ¢emo kako je opéenito Az # A;. Prema tome, u
nekim slucajevima neka od stanja koja su zanemariva iz pogleda frekvencija
njihovih prikaza moéi ¢e biti ,uklonjena“ iz As, npr. stanja poput apsolutno
nestabilnih fiksnih tocaka. Sljedece dvije definicije uzimaju u obzir tu ¢injenicu, no,
nazalost, one zahtijevaju dodatne pretpostavke na svojstva faznog prostora.
Slijedom toga, najcesée su koristene u slucajevima konacno dimenzionalnih

dinamickih sustava.

Definicija 3.8.

Neka je p Borelova mjera na faznom prostoru X dinamickog sustava (X,S;) takva
da je W(X) < oo. Omedeni skup A, u X naziva se Milnorovim atraktorom
(s obzirom na mjeru p) za (X,S;) ako je Ay minimalni zatvoreni invarijantni skup

sa svojstvom



tlim dist(S;y, 44) = 0,

za gotovo svaki y € X s obzirom na mjeru W. Milnorov atraktor takoder cesto

nazivamo 1 vjerojatnosnim globalno minimalnim atraktorom.

Na kraju ovog poglavlja upoznajmo se jos s pojmom globalno minimalnog

atraktora predlozenog od strane poznatog ruskog matematicara Yulija Ilyashenka.

Definicija 3.9.

Neka je U otvoren skup u X i neka je Xy(x) njegova karakteristicna funkcija:

1, x €U
XU(X):{O x¢U "

Definirajmo formulom prosjecno vrijeme t(x,U) koje poluorbita y*(x) provede u

skupu U nakon sto izade iz x:
. T
(x,U) = Tlljr?offXU(Stx)dt'
0

KazZemo da je skup U zanemariv s obzirom na mjeru g ako vrijedi
MWU)=p{x: t(x,U)>0}=0.

Komplement As maksimalnom  zanemarivom  otvorenom  skupu  nazivamo

Ilyashenkovim atraktorom (s obzirom na mjeru ).

Napomena 3.10.

Bitno je spomenuti da atraktore Ay i Asg koristimo u slucajevima gdje imamo
Borelovu mjeru danu na faznom prostoru; mpr. ako je dan zatvoreni izmjerivi skup

X u RN 4 p je Lebesqueova mjera.

Primjer 3.11.

Promotrimo kvazi-Hamiltonov sustav jednadzbi u R?:

P TR
op aq ’

L _on_ gon )

p_ aq H apl

10



gdje je H(p,q) = %pz +q*—q? i p je pozitivan broj. Lako se provjeri da fazni

prikaz dinamickog sustava generiranog jednadzbama iz (1) ima formu prikazanu

na Slici 1.

Yo

A

AN T
A S ete

Slika 1: Fazni prikaz sustava (1)

Separator odvaja domene fazne ravnine s razli¢itim ponasanjem orbita. Separator
je dan jednadzbom H(p,q) =0. Tocke oblika (p,q) unutar separatora

okarakterizirane su sa H(p,q) < 0. Prema tome, imamo:
Ay =4, ={(p,q) : H(p,q) < 0},
d 0
A3 =1, @) :Hlp,q) =0 Uji(p,q): %H(p,q) =%H(p.q) =0r¢,

Ay ={(p,q): H(p,q) = 0}.

Konacno, jednostavnim izracunom dobivamo Ag = {0,0}, odnosno, Ilyashenkov

atraktor sadrzi samo jednu tocku.

Prema tome, vrijedi: A; = A, D A3 D A, D As.

Napomena 3.12.

Globalni atraktor moZe postojati samo pod dodatnim uvjetima sto se tice ponasanja
orbita sustava u beskonacnosti. Glavni uvjet s kojim éemo se upoznati u sljedecem

poglavlju biti ée disipativnost.

11



Poglavlje 4

Disipativnost i asimptotska kompaktnost

S tocke gledista fizicara, disipativni sustavi su prvenstveno povezani s
ireverzibilnim procesima. Oni predstavljaju sSiroku i vaznu klasu dinamickih
sustava kojima se intenzivno bave moderne prirodne znanosti. Ove sustave (za
razliku od konzervativnih sustava) karakterizira postojanje istaknutog smjera
vremena kao i alokacije i rasipanja energije. Matematicki govoreéi, ova svojstva
ponasanja orbita povezana su s postojanjem omedenog apsorbiraju¢eg skupa u
faznom prostoru sustava (I.D. Chueshov, Introduction to the Theory of Infinite-
Dimensional Dissipative Systems, ACTA, 2002. [1], M. Starcevi¢, Dinamicki
sustavi, Matematicki odjel, PMF, Zagreb, 2017. [4]).

Definicija 4.1.

Za skup By € X kaZemo da je apsorbirajuéi za dinamicki sustav (X,S;) ako za
svaki omedeni skup B u X postoji ty = ty(B) takav da je S;(B) € By, za svaki
t =ty Za dinamicki sustav (X,S;) kazemo da je disipativan ako sadrzi omeden

apsorbirajuci skup.

Napomena 4.2.

U slucaju kada je fazni prostor X disipativnog sustava (X,S;) Banachov prostor,
kuglu oblika {x € X : ||x|lx < R} moZemo uzeti za apsorbirajuci skup, a R tada

nazivamo radijusom disipativnosti.

Teorem 4.3.
Neka je fazni prostor neprekidnog dinamickog sustava (X,S;) Banachov prostor.

Pretpostavimo da vrijedi:

a) postoji neprekidna funkcija U(x) na X za koju vrijedi
@1 (llxID = Ux) < @2 (lIxD), 1
gdje su @;(r) neprekidne funkcije na Ry i @1(r) — +o0 kad r — oo;

12



b) postoje derivacija %U(Sty) za t = 0 7 pozitivni brojevi o i p takvi da
vrijedi
d
FUG s —a za ISyl >p. (2)

Tada je dinamicki sustav (X, S;) disipativan.

Dokaz.
Odaberimo Ry = p takvog da je @,(r) >0 zar = R,.
Neka je | = sup{@,(r) : ¥ <1+ Ry} i neka je Ry > Ry + 1 takav da je @,(r) > za

r > R;. Pokazimo da vrijedi
ISeyll <Ry zat =0 i [yl < R,. (3)

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da za neki y € X za kojeg je ||lyll < Ry
postoji vrijeme t > 0 sa svojstvom ||Szy|| > R;. Tada neprekidnost od S;y povlaci
da postoji 0 < ty < t takav da vrijedi p < ||5t03’|| <R, +1.

Prema tome, sada (2) povlaci:  U(S;y) < U(Stoy), t >ty uzuvjet da

ISeyll > p.

Slijedi da je U(Syy) <1, za svaki t = t,, $to je u kontradikciji s pretpostavkom.

Pretpostavimo sada da je B proizvoljan omeden skup u X koji ne lezi unutar kugle
radijusa Ry. Tada (2) povlaci da je
USy)<U@)—at<lz—at, YEB, 4)

uz uvjet da ||S;y|| > p. Imamo: Iz = sup{U(x) : x € B}.

Neka je sada y € B. Ako za vrijeme t* < le:l poluorbita S,y ulazi u kuglu radijusa
p, onda po (3) imamo |[|S;y|| < Ry za svaki t = t*. S druge strane, iz (4) slijedi da
je

lp—1
@1 (ISeyID S USey) <lzat ===,

lg-1 .
odnosno, ||S;y|| < R, za t > BT' Prema tome, imamo

l —
SBc{x: x| <R}, t=2

13



sto zajedno sa (3) povlaci da je kugla radijusa Ry apsorbirajuéi skup za dinamicki

sustav (X,S.). Time je teorem dokazan. m|

Definicija 4.4.

Neka je X zatvoreni podskup Banachovog prostora. Za dinamicki sustav (X, S;)
kazemo da je asimptotski kompaktan ako za bilo koji t >0 polugrupu S;

moZemo zapisati kao

Sp =SM +59, (5)
gdje preslikavanja St(l) z'St(Z) zadovoljavaju sljedeca svojstva:
a) za bilo koji omedeni skup B u X vrijedi

rg(t) = sup”St(l)y” -0, t-o +oo;
YVEB X

b) za bilo koji omedeni skup skup B u X postoji ty takav da je skup

P®]={| JsP® ©)

t=t,

kompaktan u X, gdje je [y] zatvarac skupa y.

Definicija 4.5.

KazZemo da je dinamicki sustav kompaktan ako je asimptotski kompaktan i ako

mozemo uzeti St(l) = 0 u prikazu pod (5).

Napomena 4.6.

Jasno je da je svaki konacno dimenzionalni disipativni sustav kompaktan.

Lema 4.7.
Dinamicki sustav (X,S;) je asimptotski kompaktan ako postoji kompaktan skup K

takav da vrijedi

tlim sup{dist(S;u,K) :u € B} =0 (7)

14



za bilo koji omedeni skup B iz X.

Dokaz.
Za neki t > 0 1iu € X postoji element v = St(z)u € K takav da je

dist(S;u, K)= ”Stu — St(z)u” .

Dakle, ako uzmemo St(l)u = Su— St(z)u , lako vidimo da u ovom slucaju prikaz iz

(5) zadovoljava sve zahtjeve definicije asimptotske kompaktnosti. O

Napomena 4.8.

Prethodna lema igra wvainu wulogu w primjenama pri dokazivanju svojstva
asimptotske kompaktnosti. Stovise, u slucajevima kad fazni prostor X dinamickog
sustava (X,S;) mema strukturu linearnog prostora, pogodno je definirati pojam
asimptotske kompaktnosti koristeci jednakost (7). Naime, za sustav (X,S;) kaZemo
da je asimptotski kompaktan ako postoji kompakt K sa svojstvom (7) za bilo koji
omedeni skup B u X.

15



Poglavlje 5

Teoremi o egzistenciji globalnog atraktora

U daljnjem ¢emo razmatranju, zbog jednostavnosti, pretpostaviti da je fazni
prostor X Banachov prostor, iako su glavni rezultati valjani i na Siroj klasi

prostora.

Teorem 5.1.

Pretpostavimo da je dinamicki sustav (X,S;) disipativan i asimptotski kompaktan.
Neka je B omeden apsorbirajucéi skup sustava (X,S¢). Tada je skup A = w(B)
neprazan, kompaktan skup i globalni atraktor dinamickog sustava (X,S;). Atraktor

A je povezan skup u X.

Napomena 5.2.

Primijetimo da Teorem 5.1. i Lema 4.7. zajedno daju sljedeci kriterij: , Disipativni
dinamicki sustav sadrzi kompaktan globalni atraktor ako i samo ako je asimptotski

kompaktan.
Dokaz prethodnog teorema bazirat ¢e se na sljedec¢oj lemi:

Lema 5.2.
Neka je dinamicki sustav (X,S;) asimptotski kompaktan. Tada je za svaki omedeni

skup B iz X w-granicni skup w(B) neprazan, kompaktan, invarijantan skup.

Dokaz.

Neka je y, € B. Tada za svaki niz {t,} koji tezi prema beskonacnosti je skup
{St(:)yn, n=12, } relativno kompaktan, odnosno, postoji niz n; i element y € X
takav da St(:,)cynk tezi prema y kada k — oo. Dakle, asimptotska kompaktnost daje

nam

ISl = B+l =5 0 st ke

tng
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Prema tome, y = limy_ Stnkynk' Prema Lemi 2.10. slijedi da je w(B) neprazan

skup.
Dokazimo sada invarijantnost w-granicnog skupa. Neka je y € w(B). Tada,
ponovno prema Lemi 2.10., postoje mnizovi {t,}, t, = ©, i {z,} € B takvi da

S¢,zn = y. Bududi da je preslikavanje S; je neprekidno, imamo
St+tnZn = St © St Zn = StY, n — .
Iz Leme 2.10. slijedi da je S;y € w(B). Dakle, vrijedi S;w(B) € w(B), t > 0.

Pokazimo i obrnutu inkluziju. Neka je y € w(B). Tada postoje nizovi {v,} € B i
{tn: t, > o} takvi da S, v, —>y. Pogledajmo niz y, =S¢ v, t, =t

Asimptotska kompaktnost povlaci da postoji podniz t,, i element z € X takvi da je

— 1 (2)
2= lm S~ Y

Iz cega slijedi
z= ]ll_)r{}o Stnk—tynk-
Stoga zakljuéujemo da je z € w(B). Stovise,
Sz = Ill_)rgo Si o Stnk_tvnk = 111—{20 Stnkvnk =y.
Dakle, y € S;w(B) i time je invarijantnost skupa w(B) dokazana.

Pokazimo joS i kompaktnost skupa w(B). Pretpostavimo da je {z,} niz u w(B).
Tada Lema 2.10. povlac¢i da za proizvoljni n mozemo pronaéi t, = n iy, € B takve

da je ”Zn - Stnyn” < % Kao i prije, svojstvo asimptotske kompaktnosti osigurava

nam pronalazak elementa z i niza {n;} takvih da
[Sewiome =2 =0, koo

Sto sada povlaci da je z €€ w(B) i z,, = 2z, a to zna¢i da je w(B) zatvoren i

kompaktan skup. Time je lema dokazana. O
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Dokaz Teorema 5.1.

Neka je B omeden apsorbirajuéi skup dinamickog sustava. Pokazimo da je w(B)
globalni atraktor. Dovoljno je provjeriti da w(B) uniformno privlaci apsorbirajuéi
skup B. Pretpostavimo suprotno. Tada sup{dist(sty, (o(B)) 1y € B} ne tezi k nuli

kada t — oo. To znaéi da postoji § > 0 i niz {t, : t,, — oo} takvi da
sup {dist (Stny,(o(B)) 1y E B} > 26.
Dakle, postoji element y, € B takav da

dist (S, 0(B)) =8, n=1.2,.. ¢))

Kao i prije, postoji konvergentni podniz {Stnkynk} niza {Stnyn}, pa Lema 2.10.
povlacdi da je z = limy_, o Stnkynk € w(B), sto je u kontradikciji sa (1). Prema tome,

w(B) je globalni atraktor. Njegova kompaktnost lako slijedi iz relacije

A=w(B) = ﬂ [ﬂ sPp

™0 Lt=T

Pokazat ¢emo jos povezanost atraktora metodom kontradikcije. Pretpostavimo da
atraktor A nije povezan skup. Tada postoji par otvorenih skupova U; i U, takvih
davrijedi UlﬂAi(Z), i:1,2, ACU1UU2, Uan2:®

Neka je A® = conv(4) konveksna ljuska skupa A, odnosno,

N N
{Zlivi:vieA, )\L‘ZO, Z)\L‘=1, N=1,2,}]
i=1 =1

Ocito je da je A® omeden, povezan skup i da je A D A. Neprekidnost preslikavanja

A€ =

Se povlaci da je skup SA¢ takoder povezan. Nadalje, zbog A = S, A < S, A° vrijedi
U;NSA¢ # @, i =1,2. Dakle, za proizvoljan t >0 par U;,U, ne moze pokriti
S A€, Slijedi da postoji niz tocaka x, = S,y, € SRA¢ takvih da x, € U; UU,.
Asimptotska kompaktnost dinamickog sustava povla¢i da postoji podniz {ng}
takav da x,, = Sy, ¥, teZi u X prema elementu y kad k - . Ocito je da

y& U, UU,idajey€ w(A%), sto je kontradikcija zbog
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w(A) cw(B)=Ac U, UU,.

Time je Teorem 5.1. dokazan. o

Teorem 5.3.
Neka disipationi dinamicki sustav (X,S;) sadrZi kompaktan globalni atraktor A.

Neka je B omedeni apsorbirajuci skup za (X,S;). Tada vrijedi
tlim sup{dist(a,S;B) : a € A} = 0. 2)
Dokaz.

Pretpostavimo da jednakost (2) ne vrijedi. Tada postoje nizovi {a,} c A4 i

{t,: t, = oo} takvi da je
dist(a,, S, B) =8 zaneki §>0. (3)

Kompaktnost skupa A omoguéuje nam da pretpostavimo da {a,} konergira prema

elementu a € A. Prema tome,
a= Jll_r)rgo S‘tmym ’ {ym} cB,

Gdje je {t,,} niz takav da T, — . Uzmimo podniz {m,} takav da vrijedi
T, =ty +tg, za svaki n=1,2,... . Ovdje je tg izabran tako da je §;B € B za

svaki t > tp.

Neka je z, = Sy, _t,Ym,- Sada je ocito da je {z,} € B i vrijedi
a= Tlll_r)go Stmnymn = 711_{2) St Zn -

Nejednakost (3) povlaci da vrijedi

dist(ay, S, z,) = dist(a,, S;, B) =8,

sto je u kontradikciji s jednako$éu (2), pa je time teorem dokazan. |
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Napomena 5.4.

Za karakterizaciju konvergencije orbita prema globalnom atraktoru prikladno je

koristiti Hausdorffovu metriku definiranu na podskupovima faznog prostora:
p(C,D) = max{h(C,D); h(D,c)}, 4)
gdje suC,D € X 1
h(C,D) = sup{dist(c,D) : c € C}. (5)
Korolar 5.5.
Neka je (X,S:) asimptotski kompaktan disipativni sustav. Tada njegov globalni

atraktor A ima svojstvo lim;_,. p(S;B,A) = 0 za neki omedeni apsorbirajuci skup B

sustava (X, Sg).

Napomena 5.6.

Prethodni korolar zapravo govori da za neki € > 0 postoji te > 0 takav da za svaki
t >ty skup S¢B upada u g-okolinu globalnog atraktora A; i obratno, atraktor A leZi

u €-okolint skupa S¢B, gdje je B omedeni apsorbirajuci skup.

Sljedeci teorem pokazat ¢e nam kako u nekim slucajevima mozemo ukloniti zahtjev

asimptotske kompaktnosti ukoliko koristimo pojam slabog globalnog atraktora.

Teorem 5.7.

Neka je fazni prostor H dinamickog sustava (H,S;) separabilan Hilbertov prostor.
Neka je sustav (H,S;) disipativan i neka je Sy slabo zatvoren, odnosno, za svaki
t > 0 slaba konvergencija y, =y i StYn = Z povlaci da je z = S¢y. Tada dinamicki

sustav (H,S;) sadrzi slabi globalni atraktor.

Dokaz. (skica)
Dokaz ovog teorema zapravo se svodi na dokaz Teorema 5.1. Slaba kompaktnost
omedenih skupova u separabilnom Hilbertovom prostoru igra glavnu ulogu umjesto

asimptotske kompaktnosti.
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Lema 5.8.
Neka vrijede hipoteze iz Teorema 5.7. Za B € H definiramo slabi w-granicni skup

w,, (B) formulom

ow® =) [U st(B)] . ®

s20 Lt=s

gdje je [Y],, slabi zatvarac skupa Y. Tada je, za svaki omedeni skup B c H,

w,, (B) neprazan, slabo zatvoren, omeden, invarijantan skup.

Dokaz.

Disipativnost povlaci da je svaki od skupova V5, (B) = [U¢ssS:(B)], omeden i
stoga slabo kompaktan. Sada iz Cantorovog teorema o familiji kompaktnih
skupova slijedi da je w,,(B) = NgsoYiy(B) neprazan, slabo zatvoren, omeden skup.
Pokazimo njegovu invarijantnost. Neka je y € w,,(B). Tada postoji niz

Yn € Ugsn S¢(B) takav da slabo konvergira prema y. Svojstvo disipativnosti povlaci
da je skup {S;y,,} omeden kad je t dovoljno velik. Prema tome, postoji podniz
Y =Y 1 St¥n, — z slabo. Slaba zatvorenost od S; povlaci da je z = S;y. Buduci
da je  Siyn, €Vw(B) za ng=s, imamo da je z €yy,(B) za svaki s. Dakle,

Z € w,,(B) i prema tome, S;w,, (B) € w,(B). O

Dokaz teorema 5.7.

Dovoljno je pokazati je skup
A, = 0, (B), (7)

gdje je B omeden apsorbiraju¢i skup sustava(H,S;), slabi globalni atraktor tog
sustava. Da bismo to pokazali, dovoljno je provjeriti da 4, = w,,(B) uniformno
privlac¢i skup B u slaboj topologiji prostora H.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoje slaba okolina O skupa A, i nizovi {y,} € B
i{t,: t, > o} takvi da S, y, € 0. Medutim, skup {Stnyn} je slabo kompaktan, pa

postoje element z & O i podniz {n,} takvi da je z = w — limy_,,, Stnkynk .

No, Sty Yy € Yw(B) za t,, =5, pa je dakle z € v3,(B) za sve s 20 i z € w,(B),

sto je nemoguce. Time smo dokazali Teorem 5.7. |
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Poglavlje 6

Struktura globalnog atraktora

Proucavanje strukture globalnog atraktora dinamickog sustava vazan je problem u
pogledu konkretnih primjena (I.D. Chueshov, Introduction to the Theory of
Infinite-Dimensional Dissipative Systems [1]). Ne postoji univerzalan pristup tom
problemu; ¢ak i u konac¢no dimenzionalnim slucajevima atraktor moze biti vrlo
komplicirane strukture. Medutim, u ovom poglavlju istaknut ¢emo neke skupove
koji nesumnjivo pripadaju atraktorima. Takoder, vazno je napomenuti da svaka

fiksna tocka polugrupe S; pripada atraktoru dinamickog sustava.

Lema 6.1.
Neka je element z sadrzan u globalnom atraktoru A dinamickog sustava (X,S;).

Tada tocka z pripada nekoj orbiti y koja cijela lezi u A.

Dokaz.
Buduéi da vrijedi S;A=A i z € A, postoji niz {z,} € A takav da je z, = z,
S1Zp = Zp_q1, n=1,2,... . Stoga je za diskretno vrijeme trazena orbita

vy={u,:n€Z}, gdicjeu,=S,zzan=0iu, =z_,zan<0.

Za neprekidno vrijeme imamo

(t)—{ S:z, t=0
utt) = StnZn, —-n<t<-n+1, n=12,..

Sada je ocito da je u(t) € A za svaki t e R i S;u(t) =u(t+t)za t=0,tER .
Prema tome, u(0) = z. Dakle, trazena orbita takoder dolazi iz slucaja neprekidnog

vremena. O

Definicija 6.2.

Neka je Y podskup faznog prostora X dinamickog sustava (X,S;). Nestabilan
skup koji izlazi iz Y definiran je kao skup M (Y) tocaka z € X gdje za svaku od
njih postoji orbita y = {u(t) : t € T} takva da je
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u(0) = z, tlir_n dist(u(t),Y) = 0.

Lema 6.3.
Neka je (X,S;) dinamicki sustav koji sadrzi globalni atraktor A i neka je N skup
fiksnih tocaka tog sustava. Tada je M, (N) c A.

Dokaz.

Ocito je da skup N ={z: S;z =z, t > 0} leZi unutar atraktora sustava i stoga je
omeden. Neka je z € M, (V). Tada postoji orbita y, = {u(t) : t € T} takva da je
u(0)==zi

dist(u(t),N) - 0, T > —oo.

Prema tome, skup By = {u(t) : T < —s} je omeden kad je s >0 dovoljno velik.
Dakle, skup S;Bs tezi prema atraktoru sustava kad t = +o0o. Budu¢i da je z € §;B;

za t = s, imamo da je
dist(z, A) < sup{dist(S;y,A) : y € Bg} » 0, t— +oo,

sto povlaci da je z € A, ¢ime je lema dokazana. |

Napomena 6.4.

Dakle, pokazali smo da globalni atraktor A sadrZi nestabilan skup M, (N). Vidjet

cemo da pod odredenim uvjetima atraktor ne sadrzi nista drugo osim tog skupa.

Definicija 6.5.

Neka je Y pozitivno invarijatna skup iz polugrupe Sy S¢Y €Y, t > 0. Neprekidni
funkcional ®(y) definiran na Y naziva se Lyapunovom funkcijom dinamickog

sustava (X,S:) na Y ako vrijedi:
a) funkcija ®(Syy) je monotono padajuca za svakiy €Y (t =0)

b) ako za neke ty >0 iy € X vrijedi jednakost ®(y) = ®(S,,y), onda je
y =Sty za svakit = 0, odnosno, y je fiksna tocka polugrupe S.
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Teorem 6.6.
Neka dinamicki sustav (X,S;) sadrzi kompaktni atraktor A te neka Lyapunova
funkcija ®(y) postoji na A. Tada je A =M,L(N), gdje je N skup fiksnih tocaka

dinamickog sustava.

Dokaz.
Neka je y € A. Promotrimo orbitu y koja prolazi kroz y (znamo da takva orbita

postoji prema Lemi 6.1.). Neka je
y={u®:teT} vy={u®:t<1t.

Kako je y; € A, zatvara¢ [y7] je kompaktan skup u X. To povlaci da je a-granic¢ni

aty) = [ |01

<0

skup

orbite y neprazan. Lako je provjeriti da je skup a(y) invarijantan:
S;a(y) = a(y). Pokazimo da je Lyapunova funkcija ®(y) konstantna na a(y).

Zaista, ako je u € a(y), onda postoji niz {t,} koji tezi prema —oo takav da je

lim u(t,) =u.

th—>—00
Stoga, imamo
d(u) = 1111_)11(}0 CD(u(tn)) .
Prema svojstvu monotonosti funkcije ®(u) uzduz orbite, imamo
®d(u) = sup{@(u(r)) T < O}.

Dakle, funkcija ®(u) je konstanta na a(y). Invarijantnost skupa a(y) povlaci da je
®d(S;u) = d(u), t >0 za svaki u € a(y). To znaci da a(y) lezi u skupu fiksnih
tocaka V', iz Cega sada slijedi da je lim,__q, dist(u(t),a(y)) = 0.

Dakle, y € M, (), ¢ime je teorem dokazan. O

24



U nastavku ¢emo navesti jos jedan bitan rezultat, bez dokaza, za atraktor sustava
s konacnim brojem fiksnih tocaka i Lyapunovom funkcijom. Prisjetimo se prvo

nekih vaznih definicija.

Definicija 6.7.

Neka je S operator u Banachovom prostoru X. Operator S je
Frechét-diferencijabilan u tocki x € X ako postoji omeden linearni operator

S'"(x): X - X takav da vrijedi
ISG) —SC) = S" (D — 0l < v(llx = yIDIlx — yli
za svaki y iz neke okoline oko tocke x, gdje y(§) = 0 kad & — 0.

Kazemo da je operator S klase C***, 0 < a < 1, na skupu Y ako je diferencijabilan

u svakoj tocki x €Y i vrijedi
157G = "Wl x) < Cllx — ylI*

za svaki y iz neke okoline oko tocke x €Y.

Fiksnu tocku z preslikavanja S nazivamo hiperbolnom tockom ako je S € C1**

u
nekoj okolini oko tocke z, spektar linearnog operatora S'(z) ne sijece jedinicnu
kruznicu {A: |A| =1} ¢ spektralni potprostor operatora koji odgovara skupu

{A: |A| > 1} je konacno dimenzionalan.

Teorem 6.8.
Neka je X Banachov prostor i neka je (X,S;) neprekidan dinamicki sustav sa

svojstvima:

1) postoji globalni atraktor A;
2) postoji okolina Q oko atraktora A takva da vrijedi

IS,x — Syl < Ce*ED|S.x — Syl

za svaki t =t = 0, pod pretpostavkom da S¢x © Sy pripadaju okolini Q za
svakit = 0;

3) postoji Lyapunova funkcija neprekidna na X;
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4) skup fiksnih tocaka N = {z4, ..., zy} je konacan i sve su tocke hiperbolne;

5) preslikavanje (t,u) = Syu je neprekidno.
Tada za svaki kompaktan skup B iz X vrijedi ocjena
sup{dist(S;y,A) : y € B} < Cze™™¢
za svaki t = 0, gdjen > 0 ne ovisi o B.
Za kraj ovog poglavlja promotrit ¢emo konac¢no dimenzionalni primjer koji

pokazuje kako Lyapunova funkcija moze biti koristena pri dokazivanju egzistencije

periodicke orbite u atraktoru.

Primjer 6.9.

Proucavajuc¢i Galerkinove aproksimacije u modelu kojeg je predlozio E.Hopf za opis
moguc¢ih mehanizama pojava turbulencija, upotrijebit ¢emo sljedeéi sustav obi¢nih

diferencijalnih jednadzbi

U+pu+v2+w?=0 (1)
v+vo—vu—Bw =0 (2)
wH+vw-—wu+Bv=0 3

gdje je u pozitivan parametar, a v i B su realni parametri. Ocito je da je Cauchyjev
problem za (1) — (3) rjesiv, barem lokalno za bilo koji po¢etan uvjet. Pokazimo da
je dinamicki sustav generiran jednadzbama (1) — (3) disipativan. To ¢e takoder

biti dovoljno za dokaz globalne rjesivosti. Uvedimo novu funkciju u* =u +%— \

Tada gornji sustav poprima oblik:
l(it*+uu*+v2 +w? = u(g—v)

1'J+§uv—vu*—BW:0

1
v'v+§uw—wu*+[3v=0
Iz jednadzbi slijedi

1d it it
- * |2 2 2 *|2 - 2 2y — = _ *
S (w2 P+ WD)+ a2 45 (v + Iwf?) = (5 - v)u.
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Dakle, imamo

d %12 2 2 12 2 2 < V1 2
a((lul + 1012+ WD) + p(ul® + [v| + |w )—“(E_") _

Prema tome,
W ®? + lv®1 + w®]* <

i 2
< (W O + WO + wOPe™ +(5-v) (1-e™).

Prvo, gornja nejednakost omogucava nam dokazivanje globalne rjesivosti problema

(1) — (3) za bilo koji pocetni uvjet i, drugo, govori nam da je skup
W 2 2 2 K 2
Bo = {(u,v.W) : (u+5—v) +v2+w? < 1+(E—v) }

apsorbirajuéi za dinamicki sustav (R3,S;) generiran Cauchyjevim problemom za
sustav (1) — (3) . Prema tome, Teorem 5.1. garantira nam egzistenciju globalnog

atraktora A, koji je ovdje povezan, kompaktan skup u R3.

Primjer 6.10.

Kako bismo opisali strukturu globalnog atraktora A, uvodimo polarne koordinate
v(t) = r(t) cos @(t), w(t) = r(t) sin @(t)

u ravnini varijabli {v;w}. Jednadzbe (1) — (3) iz Primjera 6.9. transformiramo u
sustav

{u+uu+r2:0 4)

F+vr—ur=0 (5)
i s time da je @(t) = —Bt + @q. Sustav (4), (5) ima stacionarnu tocku
fu=0,r=0} za svaki u>0iveER. Ako je v<O0 onda sustav (4),(5) ima joS
jednu stacionarnu tocku {u =v,r =+ /—pv} koja odgovara periodickoj orbiti

originalnog problema (1) — (3) iz Primjera 6.9.
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Ako je v > 0, onda iz sustava (4), (5) slijedi

1d
s3p @+ +min(pv)@? +7%) < 0.

Stoga, imamo
lu(®)|? + [r@®)]? < [u(0)]? + |r(0)|2e~2min(bt

Dakle, za v > 0 globalni atraktor A sustava (R3,S,) sadrzi samo jednu stacionarnu
tocku {u = 0,v =0,w = 0}.

Promotrimo sada slucaj kada je v < 0 ponovno na problemu (4), (5). Jasno je da je
pravac r = 0 stabilna mnogostrukost stacionarne tocke {u = 0,7 = 0}. Stovige,
o¢ito je da ako vrijedi r(ty) > 0, onda vrijednost r(t) ostaje pozitivna za svaki
t > ty. Prema tome, funkcija

1 1
V(iu,r) = > (u—v)?+ Erz + pv Inr (6)

definirana je na svim orbitama kojima pocetna tocka ne lezi na pravcu {r = 0}.

Jednostavnim izra¢unom dobivamo

d
= (Vw®.r©)) +p@® -v)? =0; 7)

1
V(u,r) = V(v,\/[—wv) + E(lu — V|24 |r - \/—HV|2); (8)

stoga, V(v,+/—uv) =§u|v| In (ﬁ) Jednakost (7) povla¢i da funkcija V(u,r) ne

raste duz orbita. Dakle, svaka poluorbita {(u(t) ;r(t)), te ]R+} koja izlazi iz tocke
{ug,r9; 1o # 0} sustava (R X R,,S;) generirana sustavom (4),(5) ima svojstvo
V(u(t),r(t)) < V(ug,1y) za t=0. Takoder, jednakost (6) povlaci da se takva

1

orbita ne moze pribliziti pravcu {r = 0} na udaljenost manju od emv(uo'r‘))

. Dakle,
ova poluorbita tezi prema ¥ = {u =v,r = /—pv}. Stovise, ¥ uniformno privlad
svaki skup By ={y = (u,7) : V(u,7) < &, V& € R, odnosno, za svaki &€ > 0 postoji
to = to(§€) takav da je S;Byc{y: |y —¥| <e}. Zaista, ukoliko to ne bi bilo

istina, onda bi postojao gy > 0, niz t,, > + i z, € Bg takvi da vrijedi

28



|Stn — | > &5. Monotonost od V(y) i svojstvo (8) povlace da je

1
V(Sth) = V(Stnzn) > V(V, /_uv) + ES(Z)

za svaki 0 < t < t,. Neka je z limes niza {z,}. Tada prelaskom na limes dobivamo

1
V(S:z) = V(V,,/—uv) + Es(z), t=0
s time da z € {r = 0}. Stoga, zadnja je nejednakost nemoguca buduéi da

Sz >y ={u=v,r=+—nv}. Dakle,

tlim sup{dist(Sty, y):yE€E BE} =0. (9)

Kvalitativno ponasanje rjesenja problema (4), (5) u poluravnini prikazano je na
Slici 2.

N

2 |

(. |

Slika 2. Kvalitativno ponasanje rjesenja problema (4), (5):

(1 i

a) —£<v<0 by < -t

Neka sada yg = (ug, Vg, Wy) lezi u globalnom atraktoru A sustava (R3,S,).
Pretpostavimo da je 1y # 0 i ¢ = v5 + wé # —uv. Tada (prema Lemi 6.1.) postoji
orbita y = {y(t) = (u(t); v(t); W(t)), te ]R} na A takva da je y(0) = y,. Lako se
vidi da y(t) = C,, gdje je C, ={u=v, v2+w? =—pv}, v<0, stabilan ciklus
sustava generiranog jednadzbama (1) — (3) iz Primjera 6.9. (ideja stabilnosti: od
orbita koje zapoc¢inju blizu ciklusa oc¢ekujemo da se ne udaljavaju previse od

ciklusa). Pokazimo da y(t) » 0 kad t —» —oo. Zaista, funkcija V(u(t),r(t)) je
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monotono neopadaju¢a kako t - —oo. Metodom kontradikcije i koristeéi ¢injenicu

da je |y(t)| omeden, lako dobivamo da vrijedi

tl_i)r_noo V(u(t), r(t)) = o0

te stoga i

r@©) = (WO + WOP)Z >0 kad ¢ - —oo (10)

Jednakost (4) daje nam
t

u(t) = e Mt=Oy(s) — f e Mt=D[r(1)])2dr . (11)

Buduéi da je u(s) omedena za svaki s € R, pustanjem limesa kad s - —oo u (11)

dobivamo jednakost
t

u(t) = — fe_”(t_ﬂ[r(r)]zdr.

Slijedom toga i svojstva (10) zakljucujemo da u(t) - 0 kad t —» —oo. Stoga,
y(t) >0 kad t > —oo. Dakle, za v<0 globalni atraktor A sustava (R3,S.)
podudara se s unijom nestabilne mnogostrukosti M, (0) koja izlazi iz tocke
{fu=0,v=0,w=0}i ciklusa sustava C, = {u =v, v?+w? = —uv}. Atraktor A

sustava generiranog jednadzbama (1) — (3) iz Primjera 6.9. prikazan je na Slici 3.

Slika 3. Atraktor sustava generiranog jednadzbama (1) — (3) iz Primjera 6.9.
a) —t<v<0 b)v< -+
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Poglavlje 7

Svojstva stabilnosti atraktora i princip

redukcije

U posljednjem poglavlju navest ¢emo definicije stabilnosti, asimptotske stabilnosti
te Poissonove stabilnosti i prouciti uvjete potrebne da bi atraktor bio stabilan. Na
samom kraju navest ¢emo i dokazati, prema I.D. Chueshovu [1], vazan tehnicki

rezultat — Princip redukcije.

Definicija 7.1.

Pozitivno invarijantan skup M wu faznom prostoru dinamickog sustava (X,S;) je
stabilan (u Lyapunovom smislu) u X ako svaka njegova okolina O sadrzi neku
okolinu 0" tako da wrijedi S;(0") €O za svaki t=0. KaZemo da je M
asimptotski stabilan ako je stabilan ¢ ako vrijedi S;y - M kada t = o, za svaki

y € 0'. Skup M je uniformno asimptotski stabilan ako je stabilan i ako vrijedi

tlim sup{dist(S;y,M) : y €0’} =0. (D

Teorem 7.2.
Neka je A kompaktan globalni atraktor neprekidnog dinamickog sustava (X,S;).
Ako postoji njegova omedena okolina U takva da je preslikavanje (t,u) — S;u

neprekidno na Ry X U, onda je A stabilan skup.

Dokaz.

Neka je O okolina od A. Tada postoji T >0 takav da je S;Uc O za t=>T.
Pokazimo da postoji okolina O’ atraktora A takva da vrijedi S;0' € O za svaki
t €[0,T]. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje nizovi {u,} i {t,} takvi da
dist(u,,4) - 0, t, € [0,T] i S, u, ¢ 0. Kako je skup A kompaktan, mozemo
pronac¢i podniz {n;} takav da u,, — u € A kad t,, — t € [0,T]. Nadalje, iz svojstva
neprekidnosti funkcije (t,u) - S;u slijedi Stnkunk - S,u € A, Sto je u kontradikciji

sa S¢ U, € 0. Dakle, postoji 0 takva da je 5,0'c O za t€[0,T]. Mozemo

31



odabrati T takav da vrijedi S;(0' NU) € O za t =0, Sto povlacdi da je atraktor A

stabilan, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Napomena 7.3.

Ocito je da stabilnost globalnog atraktora povlaci uniformnu asimptotsku stabilnost.

U narednom dijelu rada razmatrat c¢emo stabilnost atraktora u odnosu na
perturbacije dinamickog sustava. Pretpostavimo da imamo familiju dinamickih
sustava (X , SZ‘) s istim faznim prostorom X i polugrupom St}‘ koja ovisi o parametru

A koji varira u potpunom metrickom prostoru A.

Teorem 7.4.
Neka dinamicki sustav (X, Sg‘) sadr#i kompaktan globalni atraktor A* za svaki

A€ A. Ako vrijedi:
a) postoji kompaktan skup K € X takav da je A € K za svaki A € A;
b) ako Ay > Ao, X € AM i x, > xo, onda SZ‘O" - St X0 za neki ty >0,

onda je familija atraktora A* odozgo poluneprekidna u tocki Ay, odnosno,

h(AM, A%) = sup{dist(y,A*) : y € A%} >0 kad Ay > 2. (2)

Dokaz.

Pretpostavimo da jednakost (2) ne vrijedi. Tada postoji nizovi A, = Ag 1 X, € A%
takvi da je dist(xk,A}‘O) > & za neki § > 0. No, kako niz x; lezi u kompaktu K, bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da xx = x, € K za neki x, & A%o.
Pokazimo da taj rezultat vodi ka kontradikciji. Neka je

Vi = {ug(t) : —0 <t <o} orbita dinamitkog sustava (X,S}) koja prolazi
elementom xj (ux(0) = x). Tada postoje podniz {k(n)} i niz elemenata {u,,} € K

takvi da vrijedi

lim wy ) (—mty) =u,, zasvaki m=0,1,2,..,
n—-oo

gdje je ug = xy. Neka je ty > 0 fiksan. Uzastopnom primjenom uvjeta b) dobivamo
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. . Ak(n A
Up— = %l_r)rolo Uy (—=(m = Dty) = ,{E{;,Su';( Uy (—mty) = Sty Um

Zasvakim =1,2,..11=1,2,..,m. Slijedi da funkcija

() S0° o, t=0,
u(t) =
StlemUm,  —tm<t<—t(n—1), m=12,..

daje orbitu y koja prolazi tockom x,. Ocito je da je orbita y omedena, pa prema

tome, cijela pripada skupu A%, §to je u kontradikciji sa x, & A%o. O

Napomena 7.5.

Primijetimo kako prethodni teorem obuhvaca samo slucaj neprekidnosti odozgo
familije atraktora {A)‘}. Kako bismo dokazali potpunu neprekidnost, potrebno je

wvesti dodatne uvjete na familiju dinamickih sustava (X, 5?)

Teorem 7.6.
Neka dinamicki sustav (X,SZ‘) sadr#i globalni atraktor A* za svaki A € A. Neka

vrijede sljedeci uvjeti:
a) postoji omeden skup By € X takav da je A* € By za svaki A € A i vrijedi
h(S2 By, AY) < Coe™, LEA 3)
gdje su Cy > 0 i > 0 konstante neovisne o A i gdje je
h(B,A) = sup{dist(b,A) : b € B};
b) za proizvoljne A;,A; € A i uy,u, € By vrijedi ocjena
dist(SZL1 ul,St}l2 uz) < Cre®(dist(uy, uy) + dist(Ay,A;)) (4)
gdje su C; i a konstante neovisne o A.

Tada postoji €, > 0 takav da vrijedi

N
n+a’

p(AM,AM) < C,[dist(A,A)]7, q = )

p je Hausdorffova metrika definirana formulom
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0 ( : ) = max{h(B, A); h(4,B)}.

Dokaz.

Prema svojstvu simetrije relacije (5) dovoljno je pokazati da vrijedi
h(AM, A%2) < C,[dist(A4,25)]9 . (6)
Nejednakost (3) povlaci da je za svaki € > 0
S2Byc0(4") zasvaki A€A (7)

kad je t > t*(g,Cy) =ML (ln% + lnCO), a OE(A}‘) je g-okolina skupa A*. Iz (4)

slijedi:
M Az _ . : A1 Ay
h(St By, S; BO) —Egg; ylngo dlSt(St x,S; y) <
1 }‘1 }\2 ot 33
< sup dlSt(St x,S; x) < Cie“dist(Aq,A,). (8)
XEBy

Buduéi da je A* € By, imamo da je A* = S}?A* c S}B,. Stoga, uz t > t* (g, Cp),

relacija (7) daje nam

A* ¢ S2By < 0, (A%). 9)
Za proizvoljne x,z € X vrijedi ocjena

dist(x, A}‘) < dist(x, z) + dist(z, A7‘).
Dakle, dobivamo

dist(x, A)‘) < dist(x,z) + ¢
Zasvakix €Xiz€ OE(AA). Slijedom toga, relacija (9) povlaci da je
dist(x, A7‘) < dist(x, SZ‘BO) +e, x€X

Za t = t*(g, Cy), Sto znaci da je
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h(AM,A%) = sup dist(x,A*2) <

x€AM

< sup dist(x, 5}? BO) te< h(SZ‘l B, S BO) te.

x€AM

Dakle, nejednakost (8) nam za svaki € > 0 daje

h(A}\l'A}\Z) S Cleatdlst(kll)\z) + €

Za t = t* (g, Cy). Konactno, uzmemo li € = [dist(A4,1,)]?, q¢ = nn: i

t=t*(,Cy) =n7t (lni + lnCO) i uvrstimo u posljednju nejednakost, dobivamo

ocjenu (6), ¢ime je tvrdnja teorema dokazana. o

U teoriji dinamickih sustava vaznu ulogu ima i pojam Poissonove stabilnosti. U
zadnjem dijelu ovog rada navest ¢emo jos jedan bitan rezultat i na primjeru
pokazati njegovu ucinkovitost u primjenama, obzirom da nam omogucéava znacajno
smanjivanje dimenzije faznog prostora 1 olaksava rad sa beskonacno

dimenzionalnim sustavima.

Definicija 7.7.
Za orbitu y={u(t) : —wo <t <o} dinamickog sustava (X,S;) kaZemo da je

Poisson stabilna ako pripada svom w-granicnom skupu w(y).

Napomena 7.8.

Ocito je da su fiksne tocke i periodicke orbite sustava Poisson stabilne.

Teorem 7.9. Princip redukcije

Neka w disipativnom dinamickom sustavu (X,S;) postoji pozitivno invarijantan,
lokalno kompaktan skup M sa svojstvom uniformnog priviacenja, odnosno, za svaki

omedeni skup B € X wvrijedi jednakost

lim sup dist(S;y,M) =0. (10)

t—oo YVEB

Neka je A globalni atraktor dinamickog sustava (M,S;). Tada je A takoder globalni
atraktor sustava (X,S;).
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Dokaz.

Dovoljno je provjeriti da je

lim sup dist(S;y,4) =0 (11)

t—oo VEB

za bilo koji omedeni skup B € X. Pretpostavimo da postoji skup B takav da
jednakost (11) ne vrijedi. Tada postoje nizovi {y,} € B i {t, : t, = o} takvi da je

dist(Se, yn, A) = 8 (12)

za neki 8 > 0. Neka je By omeden apsorbirajuéi skup sustava (X,S;). Odabiremo

trenutak t, takav da je
)
sup {dist(Stoy,A) CYEMN BO} < 5 (13)
Ovaj je izbor mogué jer je A globalni atraktor od (M,S;). Jednakost (10) povlaci
da vrijedi
dist(Stn_toyn, M) -0, t,—> .

Zbog svojstva disipativnosti sustava (X,S), imamo da je S¢ _¢ ¥ € By kad je n
dovoljno velik. Stoga, lokalna kompaktnost skupa M garantira nam egzistenciju

elementa z € M N By i podniza {n;} takvih da je
z= Ill_)r?o Stnkynk .

To sada povlaci da Stnkynk — St z. Konacno, nejednakost (12) nam daje
dist(StOZ,A) = 0, S$to je, obzirom na ¢injenicu da je z € M N By, u kontradikciji sa

nejednakoséu (13), pa je teorem dokazan. |

Primjer 7.10.

Promotrimo sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

{3‘/ +y3—y=yz% Y=o = Yo (14)
z+z(1+y2) =0, z|i=o = 2
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Ocito je da za bilo koji pocetni uvjet (yo,zo) problem (14) ima jedinstveno rjesenje
na nekom intervalu (0, t* (o, ZO)). Ukolik prvu jednadzbu pomnozimo sa y, a
drugu sa z i potom ih zbrojimo, dobivamo

1d

onT: Y2 +z)+y*—y?+2z2=0, t €(0,t"(¥o,2)) -

To povladi da funkcija V(y,z) = y? + z? ima svojstvo

d
aV(y(t),z(t)) +2V(y(®),z() <2, te[0,t" (Vo 20))-

Stoga, vrijedi
V(y(®),z()) < V(ye zo)e * + 1, t e [O, t*(yo,zo)) ,

Sto povlaci da bilo koje rjeSenje problema (14) mozZe biti progireno na cijelu poluos
R, i da je dinamicki sustav (R?S,) generiran sustavom jednadzbi (14)
disipativan. Ocito je skup M = {(y,0) : y € R} pozitivno invarijantan, pa druga
jednadzba iz (14) povladi da vrijedi

1d

2 2
-—z“+z°<0, t>0.
2at” T

2t Stoga, skup M eksponencijalno privlaéi sve

Dakle, sada imamo |z(t)|? < zZe™
omedene skupove u R?, pa nam prema tome Princip redukcije daje da je globalni
atraktor dinamickog sustava (M,S,) takoder i atraktor sustava (RZS;). No, na

skupu M sustav jednadzbi (14) reduciran je na diferencijalnu jednadzbu
V+¥ =y =0, Yl=0=0- (15)

Dakle, atraktori dinamickih sustava generiranih sustavom (14) i jednadzbom (15)
se podudaraju, pa je proucavanje dinamike u ravnini reducirano na ispitivanje

svojstava jednodimenzionalnog dinamickog sustava.
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Sazetak

Na pocetku rada, u poglavljima Uvod u dinamicke sustave i Orbite i invarijantni
skupovi, obradili smo osnovne pojmove i u primjerima naveli neke dinamicke
sustave. Definirali smo invarijantne i grani¢ne skupove, orbite, te vazne vrste

tocaka sustava i njihova svojstva bitna za daljnje razumijevanje.

U sljede¢em poglavlju definirali smo pojam atraktora i potom tu definiciju prosirili
uz dodatne uvjete na nekoliko razlic¢itih tipova atraktora, od kojih su najpoznatiji
Milnorov i Ilyashenkov. Zatim smo pokazali odnos medu njima i pripremili temelje

za sljedeca razmatranja.

Nadalje, u cetvrtom i petom poglavlju, proucavali smo apsorbiraju¢e skupove,
objasnili pojam disipativnosti i kroz razli¢ite rezultate promatrali zahtjeve
asimptotske kompaktnosti na atraktorima. Takoder, upoznali smo se s uvjetima za

postojanje globalnog atraktora i njegovim svojstvima.

U Sestom smo se poglavlju, Struktura globalnog atraktora, bavili pojmom
nestabilnog skupa i njegovom ulogom u atraktoru, objasnili termin Lyapunove
funkcije i primjerom pokazali njeno koristenje pri dokazivanju egzistencije

periodicke orbite u atraktoru.

U posljednjem, sedmom poglavlju, obradili smo definicije stabilnosti, asimptotske
stabilnosti te Poissonove stabilnosti i proucili uvjete potrebne da bi atraktor bio
stabilan. Na samom kraju naveli smo i dokazali vazan tehnicki rezultat — Princip
redukcije, koji nam omogucéava smanjenje dimenzije faznog prostora, sto je vrlo

vazna Cinjenica u proucavanju beskonac¢no dimenzionalnih sustava.
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Summary

At the beginning of this thesis the themes Introduction to dynamic systems and
Trajectories and invariant sets are dealt with, including a few examples of dynamic
systems. Defined are invariant and limit sets, trajectories, together with important
points of the systems and their characteristics which are crucial for further

understanding.

The focus of the next chapter is on the concept of attractors, their definition being
extended with additional conditions for a number of different types of attractors,
Milnor’s and Ilyashenkov’s being the most famous. We then showed relations

amnog them and introduced milestones for further considerations.

In the fourth and fifth chapters absorbing sets are examined, the concept of
dissipativity is explained and asymptotic compactness on attractors is
contemplated by way of different results. Furthermore, conditions for the existence

of a global attractor and its characteristics are introduced.

The sixth chapter — The Structure of a Global Attractor — deals with the concept
of unstable set and its role within an attractor, and the concept of Lyapun’s
function is explained, followed by an example of its use at proving the existence of

periodic trajectories in an attractor.

In the final, seventh chapter, the definition of stability, asymptotic stability and
Poisson’s stability is addressed and conditions necessary for an attractor to be
stable are examined. At the very end an important technical result - Reduction
Principle - is quoted and proven because it enables us to decrease the dimension of
the phase space, this fact being very important for the study of infinite-

dimensional systems.
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