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Uvod

Ako se na jedini¢noj kruznici izabere n ekvidistantnih to¢aka, umnoZzak udaljenosti jedne
od tih to¢aka do ostalih n — 1 tocaka iznosi n. Taj iznenadujuce jednostavan rezultat davno
je poznat i sa sobom nosi zanimljivu povijest opisanu u prvom poglavlju.

Medutim, srediSnja tema ovog rada je poopcenje tog rezultata na elipsu, koje je iz-
nio Th. E. Price (2002.), a njegov pristup izloZen je u drugom poglavlju. Proucavanjem
jedne familije polinoma sa zanimljivim svojstvima, osobito karakterizacijom pomocu re-
kurzije, dolazi do podjednako neocekivanog rezultata za umnozak duljina tetiva elipse.
Uocivsi sliCnost tog izraza s Binetovom formulom za Fibonaccijev niz brojeva, daljnjim
istraZivanjem ustanovio je da doista postoji veza i to ne samo s Fibonaccijevim, nego i s
Lucasovim nizom. Ta veza izraZena je pomocu familija poopéenih Fibonaccijevih i Lu-
casovih polinoma te pripadnih nizova brojeva. Dakle, u treéem poglavlju dolazimo do
geometrijske interpretacije navedenih rekurzivnih nizova.

Cetvrto poglavlje je posveéeno alternativnom pristupu sredi$njoj temi ovog diplomskog
rada. Objedinjuju se prethodni rezultati i povezuju s nekim klasicnim formulama pocevsi
od Cardanovog rjeSenja kubne jednadzbe, ¢ime se na drugi nacin dolazi do poopcenih
Lucasovih polinoma.



Poglavlje 1

Teorem o kruznici

Kratki naslov ”Teorem o kruznici” ne otkriva mnogo o stvarnom sadrzaju stavka koji je
motivirao Thomasa E. Pricea za rad na temu umnoska duljina tetiva elipse, objavljen 2002.
godine [6]. RijeC je o zapravo elementarnom teoremu koji dopusta viSe formulacija i pris-
tupa pa onda i razli¢itih dokaza, od geometrije i algebre do kompleksne analize. U tome se
mogu vidjeti razlozi zaSto je viSe puta iznova otkrivan i reinterpretiran, a zahvaljujuci svom
potencijalu za zanimljiva poopéenja navodi se u matematickoj literaturi i u 21. stoljecu. Za
pocetak, izloZit ¢emo glavne podatke o povijesti tog teorema, a zatim ¢emo provesti njegov
dokaz koji se danas smatra standardnim, pomocu kompleksnih brojeva.

1.1 Povijesni pregled

U svojem radu iz 1954. godine potaknutom jednim problemom iz hidraulike, M. Sichardt
[8] izraCunavao je umnozak duljina tetiva kruZznice povucenih iz jedne njezine tocke do
n — 1 tocaka kruZnice, pri ¢emu je svih tih n tocaka rasporedeno ekvidistantno, dakle kao
vrhovi pravilnog n-trokuta upisanog kruznici. Elementarnim geometrijskim razmatranjem,
problem se svodi na izracunavanje produkta vrijednosti sin(jr/n) za j = 1,2,...,n — 1,
a konacni rezultat dobiva se mnoZenjem jo$ i s faktorom 2" 'A""!, pri ¢emu je A kod
Sichardta oznaka za polumjer kruznice. Prikladno je uzeti A = 1, ¢ime se rezultat po-
jednostavljuje pa ¢emo odsad i promatrati samo jedini¢nu kruZnicu. Krajnji rezultat tada
je jednostavno n, dakle umnoZzak duljina tetiva jednak je broju ekvidistantnih to¢aka na
kruznici. Iskazimo sada teorem o (jedini¢noj) kruznici:

Teorem 1.1.1. Ako se na jedinicnoj kruZnici izabere n ekvidistantnih tocaka umnoZak uda-
ljenosti jedne od tih tocaka od ostalih n — 1 tocaka iznosi tocno n.

Na slici|l.1|prikazana je jedini¢na kruZnica sa 6 ekvidistantnih tocaka i 5 tetiva iz tocke
wo = 1. lako je duljina vecina tetiva iracionalan broj, prema Teoremu|l.1.1|njithov umnoZzak

2



POGLAVLIJE 1. TEOREM O KRUZNICI 3

je jednak tocno 5.

w4 U‘JS

Slika 1.1: Jedini¢na kruZznica sa 6 ekvidistantnih to¢aka

Sichardt je zapravo joS puno ranije, 1927. godine naveo taj rezultat u jednoj biljeSci
o prakticnom inZenjerskom problemu o konstrukciji bunara, a dokaz nije ni pripisao sebi,
nego je do pravila o umnosku duljina tetiva doSao empirijski. Kao autora danog dokaza
naveo je prof. Szaboa s Tehnickog univerziteta u Berlinu, a u samom dokazu ipak su
koriSteni kompleksni brojevi, to¢nije 2n-ti korijeni jedinice, na nacin malo kompliciraniji
od danasnjeg standardnog dokaza pomocu n-tih korijena jedinice. Uzimajuci u obzir in-
terpretaciju vrhova pravilnog n-terokuta upisanog jedini¢noj kruZnici kao n-tih korijena
jedinice, moglo bi se reci da je "Teorem o kruznici” bio implicitno sadrZan josS u radovima
velikih matematicara C.F. Gaussa i E.E. Kummera, samo $to oni nisu spominjali ba§ takvo
geometrijsko tumacenje.

No, joS$ davno ranije, godine 1716. Roger Cotes, inace poznat kao urednik 2. izdanja
Newtonovog kapitalnog djela “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, otkrio je
rezultat veoma sli¢an teoremu o jedini¢noj kruznici. Taj je rezultat objavio 1722. u radu
Harmonia Mensurarum i on glasi:

Teorem 1.1.2. Ako se na jedinicnoj kruZnici sa sredistem u tocki O odaberu ekvidistantne
tocke Ao, ..., A,_1, i ako je P tocka na OA takva da vrijedi |OP| = x, tada

|[PAo| - [PA;|---|PA,.1| = 1= X"

Nije poznato kako je Cotes doSao do ovog rezultata, no Teorem o kruznici slijedi odatle
kao grani¢ni slucaj, kad se obje strane jednakosti podijele s |[PAg| = 1 — x i primijeni se
limes za P — Ay, odnosno x — 1. Neki povjesniCari matematike smatraju moguéim da
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se Cotes posluzio stanovitom varijantom formule koju se najcesce naziva po de Moivreu:
(cos B+isin #)" = cos nf+i sin nf, pomocu koje se n-ti korijeni jedinice pridruzuju tockama
na jedini¢noj kruZnici u kompleksnoj ravnini.

Zanimljivo razdoblje “popularnosti” Teorema o kruznici uocava se 1995. godine, u
nekoliko brojeva Casopisa "Mathematics Magazine”, §to ujedno pruza priliku za saZetak
dijela povijesti tog teorema u 20. stolje¢u. Naime, A.P. Mazzoleni i S. Shan-Pu Shen
objavili su kratki ¢lanak u kojem izvode dokaz pomocu teorema o reziduumu iz komplek-
sne analize, s odgovarajuCom geometrijskom interpretacijom, ali bez referenci na starije
verzije 1 dokaze. U sljedeCim brojeva Casopisa uredniStvo je objavilo nekoliko reakcija
matematicara koji su ukazali na jednostavnije dokaze i na prethodne radove na istu temu.
Najprije je J.-N. Silva sugerirao kako je dostatno promatrati faktorizaciju polinoma z" — 1.
Zatim je Z. Usiskin ukazao na svoj rad ”Product of Sines” iz 1979. godine, u ¢asopisu na-
mijenjenom za dvogodis$nje studije, dok je T.P. Apostol rezultat prepoznao kao ekvivalen-
tan ”dobro znanoj produktnoj formuli” koja se moZe naci i u njegovoj knjizi "Mathematical
Analysis” (1974.). Nadalje, K. Eisemann je naveo najstariji izvor, oCito malo poznati Sic-
hardtov ¢lanak iz 1954., a uz to 1 njegovo vlastito prosirenje Teorema o kruZnici objavljeno
1972. u istom Casopisu ZAMM (Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik).

Konacno dolazimo do Thomasa Pricea koji poopcuje rezultat teorema o jedini¢noj
kruznici na elipsu te ga povezuje s Fibonaccijevim 1 Lucasovim nizovima. No, tu njegov
rad ne staje. Iz njegovih se poopéenja javljaju nove interesantne problematike i izazovi za
danasnje matematicare. Primjerice, Price je izdao rad o umnoSku udaljenosti srediSta elipse
1 noziSta okomica iz srediSta na pravce na kojima leze tetive elipse, $to prepoznajemo kao
generalizaciju Eisemannovog rezultata iz 1972.

1.2 Standardni dokaz

Na kraju ¢lanku S. Galovicha [2] iz 1987. ¢iji je cilj bilo poopéenje Usiskinovih rezultata
o razli¢itim umnoScima sinusa pogodno odabranih kutova izri¢ito se navodi teorem ¢iji
dokaz se dobiva izravnom primjenom identiteta (9) u tom Clanku. To je zapravo Teorem
o (jedini¢noj) kruZnici, a autor ga je uvrstio, jer iako su teorem i njegov dokaz ocito
dobro poznati, prirodno je ukljuciti ih u ovaj ¢lanak™: Neka je P pravilni n-terokut upisan
u jedini¢nu kruZnicu i neka je v fiksni vrh od P. UmnoZak duljina tetiva povucenih iz v
do ostalih n — 1 vrhova jednak je n. Time je ovaj teorem napokon dobio jasan iskaz, kao 1
dokaz koji se mozZe smatrati standardnim.

Dokaz. Za konstrukciju tetiva koristimo n-te korijene jedinice. Oznalimo ih s wj, j =
0,1,...,n—1. Neka je wy = 1 poCetna tocka te ju spojimo duZinama s preostalim tockama.
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Nultocke polinoma 7" — 1 su n-ti korijeni jedinice. Tada je trazeni umnoZak duljina tetiva
jednak

n—1

[ J@o-wp,  j=01,n-1. (1.1)
j=1

Jedini¢nu kruZnicu promatramo kao skup tocaka u kompleksnoj ravnini za koje vrijedi
|zl = 1. Za pocCetnu toCku izaberimo w, = 1. Tada ostalih n — 1 ekvidistantnih to¢aka na
kruZnici odgovaraju kompleksnim brojevima

w; = cos (jr/n) +isin(jr/n), j=12,...,n—1.

Zajedno s wy = 1, to su n-ti korijeni jedinice, dakle nultocke polinoma z" — 1. UmnoZak
duljina tetiva povucenih iz tocke wy do ostalih n — 1 tocaka jednak je apsolutnoj vrijednosti
umnoska (1 — wy)--- (1 — w,_1). Budu¢i da je

F=-1=C-DGz-w) - (@-w1),
avijediiz’ — 1= (= 1)(z"" +2"2 + ...+ 2+ 1), slijedi jednakost

n-2

(Z_wl)"'(z_wn—l):Zn_l+Z +..+z+1

jer su to polinomi s jednakim nultockama i vode¢im koeficijentom 1. UvrStavanjem z = 1
u tu jednakost dobivamo (1 — wq)--- (1 — w,-;) = n pa je i apsolutna vrijednost umnoska
jednaka n. O

Napominjemo da se trazeni produkt H?;ll(wo — w;) moZe izracunati i kao
im [z = wp)- - (= wp-pl;
Sto je jednako

.71
lim .
-1z — 1

0
Primjenom L’ Hopitalovog pravila ovaj limes neodredenog oblika [6] jednak je

n—1

=nz
z=1

= n,
z=1

d

Z (=1

dz(z )
dakle jednak je n.

Posebno, ako je duljina polumjera kruZnice duljine a, a > 0, onda duljinu svake od
n — 1 tetiva moramo pomnoZiti s a. Tada je umnoZak duljina tetiva jednak na"~'.



Poglavlje 2

Poopcenje na elipsu

Moze li se Teorem |[1.1.1| nekako poopciti? Jednu mogucnost pruZza promatranje elipse
dobivene horizontalnim i/ili vertikalnim skaliranjem kruZnice. Tijekom ovog postupka
upoznat ¢emo jednu zanimljivu familiju polinoma, poopditi teorem o kruznici i prouciti
utjecaj rotacije krajeva promatranih tetiva na umnozak njihovih duljina.

2.1 Skaliranje kruZnice

Neka je b # 0 te neka je z = u+vi kompleksan broj. Promotrimo skup toCaka ae+be™,0 <
0 < 2m. Tada vrijedi ae” + be™™ = a(cos@ +isinf) + b(cosd —isinh) = (a + b)cosh +
i(a — b)sin 6. Slijedi da skup toCaka

ae” + be™ = (a + b)cosf + i(a — b)sin6, 0<6<2nm, (2.1)

Cini elipsu s velikom osi duljine +(a+b) i malom osi duljine +i(a—b) jer za x = (a + b) cos 6
1y = (a — b)sin6 vrijedi

2 2

X .

( ) +( Y ) = cos’ 6 +sin’ 6 = 1.
a+b a-b

Jednadzba (2.1)) za odgovarajuée vrijednosti a i b opisuje bilo koju elipsu Cije je srediste

ishodiste na realnoj osi. Napomenimo da u slu¢aju b = 0 odabrane tocke su ekvidistantne

te u tom slucaju ponovno promatramo kruZznicu.

Za konstrukciju tetiva biramo n to¢aka na elipsi. Oznacimo ih sa z; := ae’ + be™

%, gdje je
2
0; = ZI7 Pri tom su 0;,j=0,1,...,n—1, argumenti n-tih korijena jedinice tako da je skup
n
{z. ,-} slika korijena jedinice pri pridruzivanju

0

% — ae” + be . (2.2)
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Sada, za razliku od prethodno promatrane kruznice, lukovi izmedu susjednih toCaka elipse
nemaju jednake duljine. Za pocetnu tocku uzimamo tjeme elipse koje se nalazi na pozi-
tivnom dijelu realne osi, tj. zop = a + b. 1z te tocke vucemo tetive prema preostalim n — 1
toCkama.

Z5

Slika 2.1: Elipsa sa Sest tetiva

Imajuéi na umu Teorem 1.1.1} nasluéujemo da je umnoZzak duljina tetiva na ovaj nacin
dobivene elipse ovisan o faktoru skaliranja i broju promatranih to¢aka. U ostatku rada za
umnozak duljina tetiva koristimo oznaku d,,.

2.2 Familija polinoma P,(z)

Pogledajmo familiju polinoma H?;ll(wo —wj),n = 1,2,... iz izraza (LI). Nju mozZemo
generalizirati pomocu rekurzije, no Price je pronasao njoj blisku familiju polinoma s po-
voljnijim svojstvima i ona je jednaka

n—1
P = [c—zp+@+b),  n=1.2... (2.3)

j=0
Uvodenjem izraza a" + b" nismo uzrokovali nikakve dodatne komplikacije buduéi da za
proizvoljni kompleksni broj z vrijedi

P,(2)—(a@"+b") akoz % 2,
dy = cT ’ (2.4)
" . Pn - n + bl’l
Pll’l(ZO)| = hmz—>zo (Z)Z _(ZO ) , akoz =z
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Primijetimo da u to¢kama z;, 0 < j < n — 1, polinom P, poprima konstantnu vrijednost
a+b

P,(zj)=a"+b". (2.5)
Svojstvo karakterizira polinom P,(z) kao jedinstven interpolacijski polinom vodeceg
koeficijenta jednakog 1 i stupnja to¢no n € N. Kako je polinom stupnja n sa navedenim
svojstvima jedinstven, zakljucujemo da je on karakteriziran tim svojstvom. To znaci da
ako na drugi nac¢in dobijemo polinom s istim svojstvom, onda to mora biti taj isti polinom.
Ova Cinjenica posluzit ¢e nam za odredivanje rekurzivne relacije pomocu koje eksplicitno
racunamo polinome P,(z).

Otito, P (z) = z zadovoljava svojstvo jer Pi(a+b) = a+b. Buducidazad; = 22—7T
jee*™i =1,j=0,1,..,n— 1, tada svojstvo (2.3) moZzemo zapisati
P, (aeie + be‘ie) =a"e™ + ple™™, 6 € [0,2n].
Ustanovit ¢emo da polinomi stupnja veceg od 1 zadovoljavaju rekurziju

P,(2) = z2P,-1(2) — abP,_»(2), (2.6)

uz Py(z) = 2. Ako polinomi generirani rekurzijom (2.6) u to¢kama z;, j = 0,1,...,.n — 1
poprimaju vrijednosti a" + b", onda se radi o istim polinomima zadanim u (2.3)).

Teorem 2.2.1. Polinomi P,(z),n > 1, generirani rekurzijom (2.6) zadovoljavaju svojstvo
P, (aeie + be‘ie) =a"e™ + be™™, 6 €[0,2n]. 2.7

Dokaz. Dokaz provodimo pomocu principa matematicke indukcije.

Baza: UvrStavanjem vidimo da za n = 0 polinom poprima vrijednost Py(z) = 2, dok za

n=1jeP(z) =ae® +be™ =z

Pretpostavka indukcije: Svi polinomi stupnja manjeg od n,n > 1, generirani rekurzijom
zadovoljavaju svojstvo (2.7).

Korak indukcije: Na osnovu pretpostavke pokazimo da svojstvo vrijedi i za polinome
stupnja n.

P, (aeie + be—iG) — (aeie + be—i@) (an—lei(n—ne + bn—le—i(n—l)G) —ab (an—Zei(n—Z)G + bn—ze—i(n—z)e)
— aneiné + abn—]e—i(n—Z)O + an—]bei(n—Z)H + bne—ine _ abn—le—i(n—Z)Q _ an—lbei(n—Z)Q

— aneme + bne—m().
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Dakle, prema principu matemati¢ke indukcije svi polinomi generirani relacijom (2.6)
zadovoljavaju svojstvo (2.7). To znaci da su polinomi P,(z) = zP,_1(z) — abP,_»(z) jednaki
polinomima P,(z) zadanim s (2.3).

Rekurzija (2.6) uvelike nam olakSava izra¢un polinoma P,(z) za stupanj n > 2. Pred-
nost je u tome S$to imamo eksplicitno izrazene koeficijente preko a i b, te ith raCunamo
stupanj po stupanj. Izra¢unajmo prvih nekoliko polinoma

P(z) = zP1(z) — abPy(z) = z* — 2ab

P5(2) = zP»(z) — abPy(z) = 2° — 3abz

P4(2) = zP3(z) — abP5(2) = 7* — 4abz* + 2a°b*
Ps(z) = zP4(z) — abP5(2) = 2° — S5abz’ + 5a°b*z.

2.3 Umnozak duljina tetiva elipse

Ponovimo, skaliranjem kruZnice faktorima a 1 b dobili smo elipsu ¢ije su tocke dane s z =
ae” + be™™. Na elipsi biramo n to¢aka takve da su slike korijena jedinice pri preslikavanju
(2.2). Kao pocetnu to¢ku uzeli smo tjeme na pozitivnom dijelu osi apscisa zop = a+b. Osim
toga, pokazali smo da polinome P,(z) zadane u (2.4) moZemo generirati rekurzijom (2.6).
Sada moZemo iskazati i dokazati teorem o umnosku duljina tetiva elipse.

. ) 27
Teorem 2.3.1. Neka su z; := aei + be i 0; = ﬂ,j =0,1,...,n—1 tocke na elipsi. Tada
Jje umnoZak udaljenosti tocke zo = a + b od preostalih n — 1 tocaka dan s
n_ pt
d, = n—". (2.8)
a—b

Dokaz. Kako je limes kompleksne funkcije iz jednakosti (2.4]) neovisan o putu kojim se iz
tocke z dode do tocke zp, moZemo ograniciti z na elipsu. Primjenom Teorema 1imamo

(aneine + bne—inf)) _ (an + bn)
dy, = li , . 2.9
@) = (e be ) — @+ b) (29)
Primjenom L"Hopitalovog pravila dobivamo
(aneine + bne—inf)) _ (an + bn)
d, = li . A
(z0) 60 (ae + be ) — (a + b)
in (aneine _ bne—inG) -0 (2 10)
= li . . ’
020 | i(ae® — be®) — 0

at— b
a-b -’
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U sljedeéem primjeru ilustrirat cemo primjenu Teorema[2.3.1

)

Z;

Slika 2.2: Elipsa s dvije tetive povucene iz tocke z, = i(a — b).

Primjer 2.3.2. Uzmimo kao pocetnu tocku tjeme elipse na pozitivnom dijelu imaginarne
osi zo = i(a — b), tada je
o 7
P,li(a-b)]=d"e 2 +b"e 2 =id+i"D",

pa je umnoZak duljina tetiva jednak

i"a" +i7"b" - (a" + b")

ila—b)—(a+b) 1D

d, =

U izrazu (2.11)) se pojavljuju potencije imaginarne jedinice, stoga za n promatramo ostatak
pri dijeljenju s 4.

1° Neka jen = 0 mod 4, tada jei" = 1 = i7", pa je

0

at+b'—a" - b" _o:
ila=b)—(a+b)|

"= lia-b)—(a+b)
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2° Neka je n = 1 mod 4, tada je i" = i,i™" = —i,

4 |i@ =)~ @+ b —ita=b)-(a+Db)
" i@-b)—(a+b) —i(a—b)—(a+b)

_ (a”—b”)(a—b)+(a"—b”)(a+b)+i[(a”—b”)(a—b)+(a"—b”)(a+b)]’
B 2a2 + 2b?

B an+1 +bn+l 2+ ab"—a"b 2
B a’ + b? a’ + b?

a2n+2 + b2n+2 + 2an+1bn+1 + a2n+2 + b2n+2 _ 2an+1bn+1
(a® + b2)

a’ (aZ” + bz") + b (a2” + b2") \/m
- (@ + b2)° "N aip

3° Neka je n = 2 mod 4, tada je i" = —1 =i™",

2 [a"“ + b +i(ab — a”b)]
2(a? + b?)

—a"—b”—a”—b".—i(a—b)—(a+b)
ila—b)—(a+b) —-i(a—b)—(a+b)

d2:

~ '2 li(@" +b") (a—b)+ (a"+b") (a + b)]‘
B 2(a? + b?)

_ \/ @ + ") (a— b)Y + (a" + ") (a+ b)?

(@ + b2)’

) J(a”+b”)22(a2+b2) NI@ ),
) @+b2"  Na+p?
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4° Neka je n = 3 mod 4, tada je i" = —i,i"" =i,
i@ -b"—-(@+b") —-i(la-b)—(a+b)

d = ia—b) —(@+b)  —i(a-b)—(a+b)

—@-=-b"a-b)y+@ -b"Ya+b)+il(a" -b")(a+b)+(a" +b")(a->)]
2a* + 2b?

2|ab" + @b+ i(a™! - b))
2 (a® + b?)

ab® + a'b 2+ an+1 _bn+l 2 _ a2n+b2n
a® + b? a? + b? N a2+

odakle se vidi da d; = d;.

Dakle, umnoZak duljina tetiva elipse s pocetnom tockom zoy = i(a — b) iznosi
0, akon =0 mod 4
—\/E(a" Al bn), akon =2 mod 4
d,li(a—-D)] = Va? + b? (2.12)
Uocimo da je rezultat u slucaju n = 0 mod 4 jednak 0 zato sto je pocetna tocka i(a — b)

ujedno i jedna od izabranih na elipsi pa se u umnosku pojavljuje 0 kao udaljenost te tocke
od same sebe.

akon =1,3mod 4

2.4 Rotacija krajnjih tocaka tetiva elipse

Zarotiramo li krajnje toCke tetiva kruZnice promatranih u prvom poglavlju za neki kut,
vrijednost umnoska njihovih duljina e ostati isti. Isto ne mozZemo reéi 1 za elipsu. Pro-
motrimo sliku Rotacijom krajnjih tocaka tetiva elipse za neki kut mijenja se njihova
duljina, a samim time i umnoZak njihovih duljina.

Neka je ¢ € [0,2n). Tocke z;,j = 0,1,...,n — 1 zarotirajmo za kut ¢ na jedini¢noj
kruznici, a potom ju skalirajmo do elipse tako da dobijemo tocke koje ¢emo oznaciti sa zJ‘/.’,
gdje je ZJL/-/ = ae'(i) 4 pe=i(¥) j = 0,..,n — 1. Napomenimo da na ovaj nain nismo
rotirali svaku tocku elipse za kut ¢. Tada polinom P,(z) u tockama z]”? poprima vrijednost

P,(&) = d'e” + e, i=0,1,.,n—1. (2.13)
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Analogno kao u prethodnom potpoglavlju, umnozak duljina tetiva s rotiranim krajnjim
tockama iznosi
Pn(Z) _ (aneim// + bne—im//) v
. . , k
L~ (ae" + be ) oz # %
d’ (z) == . . (2.14)
") = lim P,(2) — (a"e™ + b'e™) Ko s = ¥
n(zo)] = lim_y i—(ae? +bery | TOET

Propozicija 2.4.1. Neka su z‘;’

= ae'(0) 4 pe=i(0i) to¢ke dobivene rotacijom tocaka
2,j=0,1,...,n—1, za kut Y,y € [0, 2r). UmnoZak udaljenosti tocke zg od preostalih n—1

tocaka iznosi

oo \/aZ" + b = 2" cos (2ng) 015)

a? + b* —2ab cos (2y)

Dokaz. Ponovno, zbog neovisnosti limesa kompleksne funkcije o putu od z do z, ograni¢imo
z na elipsu. Tada

( n m@ + ble mé)) _ (aneimp +bne—imp)

d' () = : . : :
n (o) = (ae + be ) — (ae + be~¥)

(2| = lim

0
UvrStavanjem 6 = ¢ dobivamo neodredeni oblik [6] pa ponovno moZzemo primijeniti

L’Hopitalovo pravilo. Slijedi

n ,ind

inae™ — inb"e~ " are™ — pleminv

aeV — be=

dtl/(z ) = gl_{rl; —

(2.16)

iae? — jbe~

Radi lakSeg racuna koristimo trigonometrijske prikaze kompleksnih brojeva

ae" —be™ = (a—Db)cosy +i(a+ b)siny
a'e™ —b'e™™ = (a" — b")cos (ny) + i (@" + b") sin (myY).
Slijedi
(@' —b")cos(my) +i(a™ + b")sin(my) + (a — b)cosy + i(a + b) sin w
(a—b)cosy +i(a+b)siny

razlomak proSirimo s konjugirano kompleksnim nazivnikom, pa imamo

@ =

Re (P;,(Zg)) o (a*—=b")(a—-b)cos (mf) cosy + (a" + bZ") Fa2+ b) sin (ny) siny
(a — b) cos?y + (a + b)~ sin” ¢
Im (P;(zg)) _ (@" + b") (a — b)cosysin (ny) + (a" — b") (a + b) cos (nyy) s1ngb

(a — b)* cos?y + (a + b)*sin* ¢
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Slijedi

&= \[Re(ric)f + (i)

J (a2 + b* — 2ab cos (21#)) (aQ" + b* —2a"b" cos (an))
" (a® + b* — 2ab cos (2¥))*

., a® + b*" — 2a"b" cos (2my)
B a’ + b —2abcos Qy)

Zbog simetrije elipse, kut ¢y moZemo restringirati na [0, 7] . Medutim, budu¢i da je

oo +5) =5 5)

kut ¢ moZemo dalje restringirati na [0,7/2]. U slucaju ¢ = 6, za neki k, tada (2.8)) daje
vrijednost umnoska udaljenosti tocke zg = z; od toCaka z;, j # k. U sljedeCem primjeru
prikazat éemo primjenu Propozicije

Primjer 2.4.2. Neka je y = g i Zg/Z = i(a — b), tada je prema Propoziciji|2.4.1

P i@ —bY] = n a’ + b = 2a"b" cos nn
! (a+b)

Razlikujemo dva slucaja.

1° Neka je n paran, tada cos (nm) = 1, pa

n_ pt
A" [i(a—b)] = n——-.
, lila=b)l=n T
2° Neka je n neparan, tada cos (nm) = —1, pa
a’+ b

d?li(a-b)l=n :
a+b

Tako smo promatrali tetive iz iste pocetne tocke, rezultati primjera [2.3.2)1[2.4.2] se raz-
likuju.



Poglavlje 3

Veza s Fibonaccijevim brojevima

Price je u svojim rezultatima i (2.8)) uocio sli¢nosti s oblikom poznatih Lucasovih i
Fibonaccijevih polinoma. Dakle, pojavila se ideja da se klasi¢ni Lucasovi i Fibonaccijevi
polinomi mogu geometrijski interpretirati preko duljine tetiva elipsa. U ovom poglavlju
definirat éemo navedene polinome, a zatim ¢emo ih povezati s tetivama elipse.

3.1 Lucasovi i Fibonaccijevi brojevi
Fibonaccijev niz je niz brojeva
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
pri cemu je svaki ¢lan F,,n > 2, jednak zbroju prethodna dva ¢lana niza.

Definicija 3.1.1. Neka je F; = 1i F, = 1. Niz brojeva definiran rekurzivnom relacijom
F,=F,1+F,, n>3 3.1)
naziva se Fibonaccijev niz. Clan niza F, naziva se n-ti Fibonaccijev broj.

Fibonaccijeve brojeve moZemo raCunati i eksplicitno pomocu Binetove formule

F, = M, (3.2)
a-p
pri éemu su « i S korijeni “'zlatne jednadzbe” x> — x — 1 = 0, tj.
1+ V5 g1 V5
2 2

(3.3)

a =

15
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Konstantu @ nazivamo zlatni rez.
Istom rekurzijom (3.1)), ali uz drugacije poCetne uvjete, definiran je niz Lucasovih bro-
jeva. Nekoliko prvih Lucasovih brojeva su

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, ...
Definirajmo Lucasov niz, tj. Lucasove brojeve.

Definicija 3.1.2. Neka je Ly = 2 i L, = 1. Niz brojeva definiran rekurzivnom relacijom
L,=L,,+L,, n>?2 (3.4)
za naziva se Lucasov niz. Clan niza L, naziva se n-ti Lucasov broj.

Lucasove brojeve takoder moZemo racunati eksplicitno pomoc¢u Binetove formule za
Lucasove brojeve
L,=a"+p", (3.5)

gdje su @ i B dani s (3.3). Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi zadovoljavaju niz algebarskih
identiteta. Za Fibonaccijeve brojeve vrijedi sljedeci identitet.

Propozicija 3.1.3. Za dva prirodna broja m i n vrijedi
Fopin=Fp i Fp+ FpFpo.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo pomodcu principa matematicke indukcije.

Baza: Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi jer prema (3.1))

Fm+l:Fm—l+Fm:Fm—l'1+Fm'1:Fm—lF]+FmF2:Fm—1Fn+Fan+l-

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n <
k,k e N,

Korak indukcije: PokaZimo da tvrdnja vrijedi zan = k + 1. Tada

Fm+k+l = Fm+k + Fm+k—l
=F Fv+F,Fr+F, 1 Fr + F,.Fy
=Fu 1 (Fe+ Fio) + Fpy (Fi + Fr)
=Fpu1Frp + FFio.
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PokaZzimo da vrijedi i sljedece svojstvo djeljivosti Fibonaccijevih brojeva.
Teorem 3.1.4. Neka su m i n prirodni brojevi. Ako m | n, onda F,, | F,.

Dokaz 1. Pretpostavimo da m | n, tj. n = mk,k € N. Tvrdnju dokazujemo mate-
matickom indukcijom po k.

Baza: Zak =1 tvrdnja ocito vrijedi jer Fy, | F,.
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da F,, | F,, za svaki prirodni broj k.

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za m = k + 1. Prema Propoziciji [3.1.3]
znamo da je Fyp, = Fpyo1 Fy + F Foyq, pa iz pretpostavke indukcije slijedi

Foiery = Fogem = Fpp1 Fp + FpF i

Primijetimo, F,, | F-1F,, 1 prema pretpostavci indukcije F,, | FF i1 Dakle,

Fou | Frgsn g
Pomocu rekurzija nalik onima za Fibonaccijeve brojeve i Lucasove brojeve moZemo

definirati razlicite klase polinoma. Takve polinome nazvat ¢emo Fibonaccijevi polinomi

U,(x) 1 Lucasovi polinomi V,,(x). Fibonaccijevi polinomi generirirani su rekurzijom

Un(x) = XUn—l(x) + Un—2(x)’ nz 3, (36)
gdje je Ui(x) = 11 Uy(x) = x. Lucasove polinome racunamo pomocu rekurzivne formule
Vi(x) = xV,1(x) + Vo (%), nx2, (3.7

pri tom Vjy(x) =21 Vi(x) = x.

Ocito vrijedi U,(1) = F, te V,(1) = L,, dakle vrijednosti ovih polinoma u tocki 1
upravo su jednake Fibonaccijevim, odnosno Lucasovim brojevima.

Kao i Fibonaccijev i Lucasov niz, ove polinome mozemo racunati i eksplicitno pomoc¢u
Binetovih formula sli¢nim (3.2) i (3.3). Vrijedi:

D

Uy =L s, (3.8)

a—b

2)

V.(x)=ad"+Db", n >0, (3.9)

gdje su
a_x+ x2+4 po X x2+4
2 ’ 2

Varijable t; = ait, = b su rjeSenja kvadratne jednadzbe #* = xt + 1, koja je karakteristi¢na
jednadzba za rekurziju (3.6), odnosno (3.7).
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3.2 Generalizirani Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi

U Poglavlju 2 kljuénu ulogu imala je familija polinoma P,, zadana s (2.3) uz izbor para-
metara a, b takvih da je a > |b|. Polinomi su zadani tako da vrijedi P,(z;) = a" + b", pri
Cemusuz;,j=0,1,..,n— 1, n-ti korijeni jedinice. Vidimo da vrijedi P,(z;) = a" + b", §to
za izbor a = @, b = B upravo daje n-ti Lucasov broj, prema (3.5)).

Takoder, usporedbom relacija (2.8) i (3.2)) uocavamo da je

a-b"

P (1)=d, =
- (D) na—b

=nk,,

kad se izabere a = a, b = 8.

Jasno je stoga da su polinomi P,(z) i 1P;,(z) usko povezani s Lucasovim i Fibonacci-
jevim polinomima, kad se uzme a = a' i bn: . Za opceniti izbor a 1 b pripadne polinome
P,(2)1 ;P;(z) nazvat ¢emo poopéenim (generaliziranim) Lucasovim odnosno Fibonacci-

jevim polinomima, a pokazat ¢e se da se za a = @, b = 8 oni doista podudaraju s klasi¢nim
Lucasovim odnosno Fibonaccijevim polinomima. Uz to, pokazat ¢e se, bez primjene Bi-
netove formule, da vrijedi P, (1) = nF, 1 P,(zj) = L, uzizbora = a,b = .

U prethodnom odjeljku vidjeli smo da su polinomi P,(z) generirani rekurzijom (2.6).

Zanimljivo je da i polinomi —P;(z) zadovoljavaju slicnu rekurziju, odnosno vrijedi
n

1, =z ab
ZP"(Z) = 11”,,_1(2) — 2P,,_z(z). (3.10)

Kako se radi o polinomima, dovoljno je provjeriti vrijedi li (3.10) za tocke na elipsi.

Primjenom lan¢anog pravila imamo

dpP, dP,/dz
do — dz/do’

dpP, , .
odakle je prema identitetu (2.7) i in (a”e”’@ - b"e""").
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Tada, zan > 2

2 dPi()  ab dPis(@) _ z dP,i(d)/d9  ab P, o(2)/do
n—1 dz n-2 dz  n-1 dz/do n-2 dz/do

ae + be A . ab . .
l(l’l _ 1) (an—lez(n—l)é _ bn—le—z(n—l)f)) _ 2l (I’l _ 2) (an—2ez(n—2)9 _ bn—Ze—z(n—2)9)
n —

dz/do

n—1

i( de — g 1em =20 4 qn=1ppin=2)0 _ pno=ind _ gn=1p,in=2)0 4 ,pn-1 e—i(n—Z)H)

dz/do

i(aneinG_bne—inG) ~ ldPn/dG ~ ldPn
dz/do " ndz/d0  n dz’

odakle slijedi jednakost (3.10).

Definicija 3.2.1. Dva realna broja a i b, takva da a > |b|, nazovimo prikladnima ako su i
a + b i ab cijeli brojevi.

Primijetimo da su a 1 b prikladni ako i samo ako postoje cijeli brojevi u 1 v takvi da

1 1 1 1
a=suts u?> — 4v, bziu—i\/uz—m},

pri Cemu u? > 4v.

Pretpostavimo da su a i b prikladni. Tada su P (z9) = a + b i Py(z9) = (a + b)* —
2ab = a* + b cijeli brojevi. Ove vrijednosti zajedno s onima dobivenim rekurzijom (2.6))
generiraju niz cijelih brojeva

a+b,a*+b,a+b, ...
Oznacimo n-ti ¢lan ovog niza s L $to mozemo opravdati jednostavnom provjerom da
se za izbor a = @, b = f taj niz svodi na klasi¢an Lucasov niz (L,). Clanove niza (Lﬁ,”’b))
nazivamo stoga generalizirani Lucasovi brojevi. Slicno pomocu polinoma — P;,(z) dolazimo
n

do niza (F,(f"b )) poopcenih Fibonaccijevih brojeva. Za a = «a,b = f taj niz se svodi na
klasi¢an Fibonaccijev niz.

Prisjetimo se, vrijedi Pi(z9) = z1i P2(z9) = z>2 — 1. Uo¢imo da su P; i P, prva dva
Lucasova polinoma.
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1
Takoder, P i P’, su prva dva Fibonaccijeva polinoma. Budu¢i da P,(z) i —P,(z) zadovo-
n

ljavaju rekurzije Lucasova 1 Fibonaccijeva polinoma, slijedi da P,(z) 1 — P, (z) jesu klasi¢ni
n

Lucasovi 1 Fibonaccijevi polinomi.
Sada jednostavno dolazimo do Binetovih formula. Zaista, iz jednakosti (2.5) slijedi
- . . . .dP, . . :
generalizirana Binetova formula za niz (LEZ“’}’)). Prema jednakosti —- = in (a”e’”g — b”e’”e),

) do
dobivamo

dpn B dPn/dH ~ in(aneine _bne—inf))
dz  dz/dd —  i(ae? —be )

Sto u tocki z = zp, tj. 8 = 0, poprima vrijednost n — o a to prepoznajemo kao rezultat
a —

Teorema Slijedi

d, = nF“?, (3.11)

Za a i b jednake « i £ iz (3.3) umnozak duljina tetiva jednak je d, = nF,, pri ¢emu je F,
n-ti Fibonaccijev broj. Dakle, prema Teoremu [2.3.1] pribrojnik nF, predstavlja umnozak
duljina tetiva elipse odredenih poCetnom tockom zj i to¢kama z;,j = 1,..,n — 1. Ovo
opazanje nam omogucava geometrijski dokaz nekih svojstava djeljivosti generaliziranih
Fibonaccijevih brojeva. Primjerice, Teorem [3.1.4{moZemo dokazati na sljede¢i nacin.
Dokaz 2. Pretpostavimo da m | n. Tada su m-ti korijeni jedinice takoder 1 n-ti korijeni
1 1
jedinice. To znaci da se tetive iz umnoska — P, (o) takoder pojavljuju i u umnosku — P (zp).
m n
Slijedi
1 1
—P(z0) = =P, (20) - L, zanekil € N.
n m

Dakle, F,, | F,,. O
Sljedeci primjer ilustrira ovaj pristup.

Primjer 3.2.2. Prema Teoremu F5 dijeli F5, za proizvoljni prirodni broj n. Kako je
treci korijen jedinice ujedno i 3n-ti korijen jedinice, slijedi da se duljina dviju tetiva koje

cine F5 takoder pojavijuju u umnosku Fs,, pa je 3—P’3n(z0) = §P’3(zo) - 1,1 € N. Stoga,
n

1 1
ng(zo) = F5 ¢e uvijek biti jedan faktor od 3—P’3n(zo) = F3,.
n
Pokazimo jo$ jednu posljedicu Teorema |3.1.4

Korolar 3.2.3. Ako su m i n prirodni brojevi takvi da (m,n) = 1, onda umnoZak F f,f 2 ,(1“’}’)
dijeli F%.
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Dokaz. Buduci da su m 1 n relativno prosti, slijedi da, osim 1, niti jedan m-ti korijen jedi-
nice se ne nalazi medu n-tim korijenima jedinice, i obrnuto. Zato se sve duljine tetiva koje

1 1 1
¢ine umnozak — P;, (zo) - — P, (20) takoder moraju pojaviti u umnosku —P;,, (2). |
m n mn

Generalizirani Lucasovi brojevi se takoder mogu prikazati kao duljine tetiva elipse. No,
da bismo uodili poveznicu moramo fiksirati ¢ € [0, 27) i rotirati krajnje toCke tetiva elipse
tako da zf = ae'(0+) 4 pei(0+v), j=0,..,n— 1. Tada polinom P, u svakoj tocki zf, j=
0,1, ...n—1 poprima konstantnu vrijednost a"e™ +b"e™"  tj. vrijedi svojstvo (Z.13)). Prema
tome je polinom P,(z) jedinstven interpolacijski polinom vodeceg koeficijenta jednakog 1
1 stupnja to¢no n € N u to¢kama zf,j =0,1,...,n—1. Stoga,

n—

1
P, = (a"e™ +b'e™) = [ [(z-2) (3.12)
j=0

~

ima korijene zf,j =0,1,...,n— 1. Nadalje, za pozitivan cijeli broj n 1 ¢ = dl neka je
n

0,(2) =P,(2)+a" +b", (3.13)

odnosno »
0. = [(z-2"). (3.14)

j=0

Vrijedi spomenuti dvije ¢injenice o polinomu Q,(z). Prvo, prema jednakostima (2.5) i

(313) slijedi

0u(20) = Py(a +b) +d" +b" = 2(a" + b") = 2L,

To zna&i da broj 2LY? mozemo geometrijski interpretirati kao umnoZak duljina tetiva
elipse odredenih tockom zg i tockama z’;/ ",j=0,1,..,n—1, jer su prema jednakosti (3.14)

z — 7" faktori polinoma Q,(2).
Drugo, za korijene z’;/”,j =0,1,..,n—1, polinoma Q,(z) vrijedi

Zz;/n = geliCi+br]izn o po-[i2j+Dr]/2n
= 22n2j+1-

Prema tome, tetive koje se pojavljuju u umnoSku P’ (zo) su upravo one koriStene u
umnoscima koji odreduju P, (z0) 1 Qn(z0). 1z ovoga slijedi dobro znani identitet

1 1 1
Flab _ — pr —|-p ~0, _ plab) yab)



Poglavlje 4

Umnozak duljina tetiva elipse i klasiCne
matematicke formule

Matematicari B. Blum-Smith i J. Wood, motivirani Priceovim primjerom, u svom radu
izdanom 2018. godine, povezuju njegove rezultate s klasi¢nim matematickim formulama te
poopcenim Lucasovim polinomima. U nastavku pratimo njihove korake i pritom ponovno
promatramo tocke elipse (2.1).

4.1 Poopcenje Cardanove reducirane kubne jednadzbe

Blum-Smith 1 Wood zapoceli su svoje razmatranje s Cardanovom reduciranom kubnom
jednadzbom z*> + pz+¢ = 0. Nazivamo ju reduciranom jer ne sadrZi kvadratni ¢lan i vodeéi
koeficijent iznosi 1. Prema klasi¢noj Cardanovoj formuli, sva tri korijena ove jednadZbe
imaju oblik (2.1), gdje su

g, ¢ P i/q ¢ P
=\|-=+\—+= b=A\l-=—l—+= 4.1
¢ \/2 4727 2 N4 77 @1

p

Pritom a > |b| > 0 1 moraju biti takvi da vrijedi ab = ~3 U posebnom slucajua = 11

b = 0 ponovno promatramo jedini¢nu kruznicu iz prvog poglavlja.
Kako bismo pokazali da Cardanova formula uistinu vrijedi, moZzemo se posluZziti iden-
titetom

(a+b) —3ab(a+b)— (a3 - b3) =0 (4.2)

koji vrijedi u svakom polju pa i u komutativnom prstenu. Uvrstimo li z = a + b, p = —3ab
1q=— (a3 + b3) tada navedeni identitet postaje reducirana kubna jednadzba.

22
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Dakle, prema Cardanovoj formuli, umjesto da trazimo kompleksne brojeve z koji za-
dovoljavaju jednadzbu z* + pz + ¢ = 0, moZemo traZiti a i b takve da vrijedi ab = —% 1

a® + b’ = —q. Tada je 7 = a + b rjeSenje.

To pak moZemo posti¢i prou¢avanjem kubova a® i b°. Naime, to su vrijednosti ¢ija
3

3
suma i produkt su poznati, tj. a®> + b> = —gia’ b* = (—B) -2y toga slijedi da su a®

3 27
i b rjeSenja kvadratne jednadzbe X + gX — 12)—7 = 0 s korijenima oblika (@#.1).
Ve¢ smo napomenuli da pri odabiru vrijednosti a i b mora vrijediti svojstvo ab = —B.

To znaci da ako varijablu a skaliramo za faktor ¢ istovremeno moramo skalirati i varija-
blu b za faktor e~ kako bi to svojstvo bilo o¢uvano. Upravo iz tog razloga sva tri rjeSenja
reducirane kubne jednadzbe imaju oblik (2.1)).

Time smo pokazali da ae® i be " takoder zadovoljavaju identitet (4.2)). Sljedeci ko-
rak je pronalazak polinoma koji poopcava identitet (4.2)) za n > 3 i pri tom je invarijantan
na supstitucije a — ae'®i i b — be ™. Ako takav polinom postoji, tada je on ujedno i
poopcenje reducirane kubne jednadzbe.

Promotrimo izraz a® + b> = (a + b)* — 3ab (a + b). On prikazuje zbroj kubova preko
elementarnih simetri¢nih polinoma a + b i ab. Poznato je da se svaki zbroj a" + b" moze
prikazati u obliku polinoma s varijablama a + b i ab. Upravo o tome govori osnovni teorem
o simetri¢nim polinomima za dvije varijable. On glasi da za svaki simetri¢ni polinom p
postoji jedinstveni polinom ¢ takav da je p(a, b) = g(a+ b, ab). Prema tome slijedi da sumu
potencija a” + b" takoder moZemo jedinstveno prikazati preko elementarnih polinoma a + b
i ab. Stovise, cijeli se izraz na jedinstven nadin moZe uzeti kao polinom ¢&iji su koeficijenti
cijeli brojevi.

Definicija 4.1.1. Neka je L,(X,Y) jedinstveni polinom s cjelobrojnim koeficijentima takav
da vrijedi
L,(a+b,ab) —(a" +b") =0, ¥n e N. (4.3)

U nastavku ¢emo vidjeti da nam je polinom L, zapravo ve¢ poznat.

Suma potencija a” + b" sastoji se od monoma istog stupnja, pa je suma potencija
homogen polinom stupnja n u varijablama a i b. Tada, prema Definiciji #.1.1} polinom
L,(a+ b, ab) takoder mora biti homogen polinom stupnja n u varijablama a + b i ab. Prema
tome, polinom L, (X, Y) je homogen ako su X 1 Y redom jednaki a + b i ab.

Takoder uo¢imo da suma potencija a" + b" nije djeljiva s polinomom ab, stoga ni poli-
nom L,(X, Y) ne smije biti djeljiv s Y. Iz toga mozemo zakljuciti da traZeni polinom mora
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sadrzavati Clan bez Y. Stoga je stupanj polinoma L, (X, Y) jednak stupnju u ¢lanu X, a to je
upravo n.

Time smo dosli do poopéenja identiteta (4.2)). Primijetimo, ako supstituiramo a s ae
ibsbe ™, polinomiab ia”" + b" ostaju nepromijenjeni. Tada izraz (#.3)) ima oblik

L, (aeief + be i, ab) - @ +b"H=0.

i0;

Ponavljanjem ove supstitucije n — 2 puta dolazimo do zakljucka da su svi brojevi oblika
(2.1) korijeni polinoma L, (z, ab) — (a" + b").

Propozicija 4.1.2. Korijeni polinoma

Qn(z) =1L, (Z, ab) - (an + bn)

su brojevi oblika z; = ae”i + be™ za j = 0,1,...,n—1, pri éemu je L, polinom iz Definicije

4. 1.1

Polinomi L,(z,ab) 1 a" + b" imaju stupanj n, pa slijedi da je i1 stupanj polinoma Q,(z)
isto n. Dakle, polinom Q,(z) imat ¢e to¢no n korijena oblika (2.1). Prema (4.3) polinom €,
mozemo zapisati i kao Q, (z) = L, (z,ab) — L, (a + b,ab). Na kraju zaklju¢imo, polinom
Q,(z), uveden Definicijom {.1.1] poopéenje je identiteta (4.2), a samim time i Cardanove
reducirane kubne jednadzbe.

4.2 Newtonova formula i Binetova formula za Lucasove
polinome

Prije nego upotrijebimo Propoziciju za racunanje umnoska duljina tetiva elipse, mo-
ramo pronaci rekurzivnu formulu koja karakterizira polinom €,(z) i pokazati da je vodeci
koeficijent polinoma ©,(z) jednak 1. Prema Propoziciji #.1.2] ako pronademo rekurzivnu
formulu za L,(X, Y), pronasli smo rekurziju koja generira polinom €,,(z). Polinom L,(X, Y)
moZemo racunati pomocu rekurzije koju nam daje Newtonova formula za polinome viSe
varijabli.

Teorem 4.2.1. Neka su sy, ..., s, sume potencija od m varijabli i oy, ...,0,, elementarni
simetricni polinomi, m € N. Tada vrijedi

Sy — Sy_101 + $,-009 — ... £ §10,-1 F 0, = 0,Yn < m. 4.4)

Dokaz. Neka su ay,...,a, promatrane varijable. Tada je suma potencija s, zbroj svih

Clanova oblika a7, dok je ¢, elementarni simetricni polinom stupnja n. Clanovi od s,
’}‘lak. No, oni se
poniStavaju s ¢lanovima iz s,_,0, ali preostaju ¢lanovi oblika a"2a;a, itd. Konacno, no

n-2072, all p 1] ;o akap, 11d. >, N0y
poniStava sve preostale ¢lanove. |

poniStavaju se s ¢lanovima s,_;07, ali se pojavljuju ¢lanovi oblika a
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Posebno, budu¢i da promatramo dvije varijable a i b, imamo m = 2. Newtonova for-
mula za dvije varijable glasi

(@ + b") — (a"-1 + b"-l) (a+b)+ (a"-2 + b”‘z) (ab) = 0, Vn>3.  (4.5)

Napomenimo da svojstvo (#.3)) vrijediizan = 2 jer a*> + b* — (a + b) (a + b) + 2ab = 0.
U (&.3) uvodimo sljedece supstitucije X = a + b,Y = ab, Lj(a + b,ab) = a’ + b/, j =
n,n—1,n-"2, pa vrijedi

L(X,Y) = XL,.((X,Y) + YL, »(X,Y) = 0.
Dakle, za n > 2 polinom L, (X, Y) moZemo izraCunati pomocu rekurzije
Ln(X’ Y) = XLn—l(X’ Y) - YLn—Z(X9 Y)9 (46)

gdje su Lo(X,Y) = 21 Li(X,Y) = X pocetni uvjeti. Nakon Sto smo pronasli rekurzivnu
formulu za L,(X, Y) i Q,(z), preostaje nam pokazati da je vodeci koeficijent polinoma €2,,(z)
jednak 1. Dovoljno je pokazati da polinom L,(X, Y) ima to svojstvo.

Propozicija 4.2.2. Svi polinomi L,(X,Y) stupnja n,n > 1, generirani rekurzijom (4.6)
imaju vodeci koeficijent jednak 1.

Dokaz. Dokaz provodimo pomodéu matematicke indukcije.

Baza: Prema (.3), Ly(X,Y) = 21 Li(X,Y) = a+ b = X. Dakle, vodeéi koeficijenti
polinoma L,(X,Y) zan = 0,1 jednaki su 1.

Pretpostavka indukcije: Svi polinomi L,(X, Y) stupnja manjeg od n,n > 0, generirani
rekurzijom imaju vodeéi koeficijent jednak 1.

Korak indukcije: Na osnovu pretpostavke pokazimo da isto svojstvo imaju i polinomi
stupnja n.
L,(X,Y)=XL,,(X,Y)-YL,»(X,Y)

= (a+b)(a@" +b"") —ab(a"? + b"?)
=a" +b".
O

Pomocu principa matematicke indukcije dokazali smo da svi polinomi L,(X, Y) gene-
rirani relacijom (.6 imaju vodece koeficijente jednake 1. Tada, prema Propoziciji @.1.2]
polinom Q,(z) takoder ima vode¢i koeficijent 1 i korijene z; = ae’ + be ™, j = 0,...,n— 1.
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Promotrimo ponovno rekurzivnu formulu (4.6). Uz promjenu predznaka ¥ — —Y ona
postaje rekurzivna definicija dvaju polinoma s kojima smo se ve¢ susreli, Lucasova i Fibo-
naccijeva polinoma.

Direktnim uvrStavanjem u rekurziju zan = 01n = 1 dobivamo dva polinoma,
LoX,Y)=21Li(X,Y) = X, od kojih niti jedan ne sadrzi faktor Y. 1z ovih opazanja slijedi
da je polinom L,(X, Y) slika n-tog generaliziranog Lucasovog polinoma V,,(X, Y).

Propozicija 4.2.3. Polinom L,(X, Y) iz Definicije[.1.1|je slika n-tog poopéenog Lucasovog
polinoma V,(X, Y) uz supstituciju Y — -Y.

Propozicijal}.2.3]je proizlazi iz Binetove formule za Lucasove polinome (3.9), pri ¢emu

X+ VX2 +4Y . B X — VX2 +4Y

a=———1b= ,. X =a+b1Y = ab. Dokaz Binetove for-

mule u praksi se provodi ili matemati¢kom indukcijom ili pronalaskom zatvorenog oblika
linearne rekurzije V, = XV, + YV,_,. Razlog tome je $to u standardnim razmatranjima
X, Y, V, konceptualno prethode a,b. Medutim, u naSem su sluCaju razmatranje pocinje s
varijablama a i b. 1z (3.9) slijedi da polinom V,(X, Y) prikazuje sumu potencija a" + b"
preko elementarnih simetri¢nih polinoma X = a + b1 Y = ab do na promjenu predznaka,
Sto prepoznajemo kao sadrzaj Propozicije 4.2.3] Dakle, Binetova formula je posljedica
interpretacije polinoma €2,,(z) pomoc¢u osnovnog teorema o simetricnim polinomima dviju
varijabli.

4.3 Binetova formula za Fibonaccijeve polinome

Analognim postupkom mozemo dokazati Binetovu formulu za generalizirane Fibonacci-

jeve polinome. Izraz — b jednak je
n_ pn
a =d"'"+ad" b+ .. +ab"* + b,
a-b
at —b"

Drugim rijeCima, je potpuni homogeni simetri¢ni polinom stupnja n — 1 u vari-

jablama a i b. Stoga, kao u slucaju sume potencija a" + b", koristimo osnovni teorem o
n n

simetricnim polinomima. Prema njemu, za polinom postoji jedinstveni polinom

a —
(X, Y), X =a+biY = ab. Kako bismo pokazali da f,(X, Y) zadovoljava rekurziju (4.6)
potreban je analogon Newtonova teorema.

Teorem 4.3.1. Neka je h; potpuni homogeni simetricni polinom stupnja j u m varijabli, to
jest suma svih monoma stupnja j u m varijabli, a o, ...,0,, elementarni simetricni poli-
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nomi, m € N. Tada vrijedi
h,—h,_i01+h,_r09—..xho,_1F0,=0, Vn < m. 4.7

Dokaz. Posluzit ¢emo se formalnim redovima, tj. funkcijom izvodnicom H(f) za potpune
homogene simetri¢ne polinome H(r) = Y’ h;t/, j € N. Tada je

Hoy = (1+ait+ai + ) (1+ apt + alf? + ) = (1 _lalt) ' "(1 —1amt)’

odakle je

[

HO' = —an--(1—au) = D (=D ot

0

jer je koeficijent uz #* suma svih umnoZaka od po k ¢lanova —a;. Slijedi
L=HOH@ ™" = > hit! 3 (=1 ol
0 0
Izjednacavanjem koeficijenata uz " na obje strane slijedi

S Woih=0, nxl.
i=0

O
Ponovno, bududi da promatramo dvije varijable a i b, tada (4.7) je
at —b" an—l _ bn—l an—2 _ bn—l
—(a+b +ab =0,n>2.
a->b (@+b) a—->b P "
Zan > 2 slijedi
a’ — b an—l _ bn—l an—Z _ bn—2
=(a+b —ab . 4.8
a->b (@+b) a->b P (4.8)
Prema osnovnom teoremu o simetri¢nim polinomima za dvije varijable, simetri¢ni polinom
at —b" n __ i

postoji polinom f,(X,Y) takav da f,(X,Y) =
prethodnog zakljucka, Vn € N f,(X, Y) generiran je rekurzijom

Stoga iz jednadzbe (@.8)) i

X, Y) = Xf i (X, Y) = Y, 2(X, Y), (4.9)

pricemu fi(X,Y) =11 fo(X,Y) = a+b = X. Uz promjenu predznaka ¥ — —Y dolazimo do
zakljucka da je polinom f,(X, Y) generiran rekurzijom (4.9) jednak n-tom generaliziranom
Fibonaccijevom polinomu U, (X, Y).
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4.4 Veza Lucasova i Fibonaccijeva polinoma s
umnoskom duljina tetiva elipse

Primjenom rezultata iz prethodnih odjeljaka dolazimo do drugog dokaza za Priceov teorem
o umnosku duljina tetiva elipse. No, prije samog dokaza pokazat ¢emo da vrijedi sljedeci
teorem koji govori o vezi Lucasovih i Fibonacijevih polinoma.

Teorem 4.4.1. Neka su V,(X,-Y) i U,(X,-Y) redom Lucasovi i Fibonaccijevi polinomi te
X=a+biY =ab. Tada vrijedi

d
—V,.(z,—ab) = nU,(z, —ab). (4.10)
dz

. . e b B
Dokaz. Neka je Y konstanta. Tada je b = Ya™ funkcija varijable a pa — = Ya™~ = —ba™".

Prema Binetovim formulama za Lucasov i Fibonaccijev polinom (3.9) 1 (3.8)), te primjenom
lancanog pravila, slijedi

d dv,(X,Y)/da d(@"+b")/da
—V.(X,Y) = =
dXx ( ) dX/da d(a+b)/da
at — b
na"' + nb"! (—ba‘l) p
- 1 —ba! “"ah
a
n_ pt
= nZ - nU,(X, Y).
a-b

Dokazimo sada Teorem [2.3.1] tj. relaciju (2.8).
Dokaz. Prema Propoziciji polinomi s korijenima (2.T]) dani su s

Q,(z) = L,(z,ab) — (a" + b").

Polinom Q,(z) ima istu ulogu kao polinom 7" — 1 u umnosku duljina tetiva kruznice.
Osim toga, tocka z = a + b je slika jedinice s obzirom na skaliranje. Analogno zakljucku
iz Poglavlja 1, umnozak duljina tetiva elipse d,(z) jednak je

Q,(z)

dy(2) = ‘—Z o
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u tocki z = a + b. Budu¢i da je promatrana tocka ujedno i korijen polinoma €,,(z), slijedi

Q,

. Prema Propozicijama4.1.2|14.2.3|slijedi

d d
Q)(2) = —L,(z,ab) = —V,(z, —ab)
dz dz
gdje je V, generalizirani Lucasov polinom.
Sada, prema Teoremu {.4.1] i Binetovoj formuli za generalizirane Fibonaccijeve poli-
nome (3.8),zaz=a+bje
a-b

d
d,(z) = —V,(z,—ab) = nU,(a+ b,—ab) = n .
dz a—-b

O

Prisjetimo se, a > |b| > 0 su pozitivni, pa ne moramo uzeti apsolutnu vrijednost jer je
cijeli izraz pozitivan. Time smo na drugi nacin dokazali Priceov teorem za elipsu.
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Sazetak

Sredi$nja tema ovog rada je izraCunavanje umnoska d, duljina tetiva elipse dobivene skali-
ranjem kruZnice na kojoj je odabrano n ekvidistantnih to¢aka. Motivacija za ovaj problem
proizlazi iz odgovarajuceg rezultata za jedini¢nu kruZnicu gdje vrijedi d, = n.

Th. E. Price izveo je poopéenje tog teorema proucavanjem stanovite familije polinoma
P,(2). Ti polinomi karakterizirani su rekurzijom koja ih dovodi u vezu s poopéenim Luca-
sovim i Fibonaccijevim polinomima. Za prikladni izbor parametara koji odreduju proma-
tranu elipsu dobiva se P,(1) = L, 1 P,(1) = d, = nF,, pri ¢emu su L, 1 F,, n-ti Lucasov,
odnosno Fibonaccijev broj.

U zavrSnom poglavlju izloZen je alternativni pristup Priceovom radu, prema nedavno
objavljenom clanku B. Blum - Smitha i J. Wooda (2018.). Veci dio Priceovih rezultata
izveden je i protumacen na novi nacin, polazeci od klasi¢nog Cardanovog rjesenja kubne
jednadzbe.



Summary

The main topic of this thesis is computation of the product d, of chord lengths for the
ellipse obtained by scaling a circle on which n equidistant points were chosen. The moti-
vation for this problem originates from the corresponding result for the unit circle, namely
d, = n.

Th. E. Price derived a generalization of that result by exploring a certain family of
polynomials P,(z). These polynomials are characterized by a recursion which brings
them into a relation with generalized Lucas and Fibonacci polynomials. For an appro-
priate choice of parameters that describe the observed ellipse, one obtains P,(1) = L, and
P, (1) =d, = nF,, where L, and F, are the Lucas and Fibonacci numbers, respectively.

In the final chapter an alternative approach to Price’s work is laid out, according to a
recent paper by B. Blum-Smith and J. Wood (2018.). The main part of Price’s results is
derived and explained in a new fashion, starting with the classical Cardano’s solution of
the cubic equation.
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