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Sazetak

Lense-Thirringova precesija opcerelativisticki je efekt koji nastaje kao posljedica
”povlacenja” prostorvremena oko rotirajuceg tijela. Efekt se opaza i u blizini Zemlje,
gdje je eksperimentalno provjeren sondom Gravity Probe B. Ekstremni oblik Lense-
Thirringove precesije javlja se u ergopodruéjima, dijelovima prostorvremena unutar
kojih su svi fizikalni promatraci prisiljeni rotirati zajedno s objektom koji ju uzro-
kuje. Zbog svojih svojstava, ergopodrucja omogucuju ekstrakciju rotacijske energije
objekta mehanizmima kao $to je Penroseov proces. U ovom je radu opisana geome-
trija ergopodrucja koja se pojavljuju u rjeSenjima Einsteinove jednadzbe, s posebnim
naglaskom na klasu slabo omedenih egopodrucja. Uz to, analizirane su efikasnosti
Penroseovog procesa i njegovih inacica u razli¢itim vrstama prostorvremena.
Klju¢ne rije¢i: crne rupe, Kerrovo prostorvrijeme, rotirajue crvotocine, Lense-

Thirringova precesija, Penroseov proces



Ergoregions
Abstract

Lense-Thirring precession is an effect predicted by general relativity which arises due
to the dragging of spacetime near rotating body. This effect can be observed in the
vicinity of Earth, where it was experimentally cofirmed using the Gravity Probe B
satellite. Extreme version of Lense-Thirring precession can be found inside ergoregi-
ons, parts of spacetime in which all physical observers must corotate with the object
causing the aforementioned effect. Because of its properties, it is possible to extract
rotational energy from ergoregions via physical mechanisms such as Penrose process.
In this work we will describe the geometry of the ergoregions that appear in the solu-
tions of Einstein’s equation, with special emphasis on a subclass of ergoregions called
weakly bounded. Additionally, we analyse the efficiency of Penrose process and its
variants in different types of spacetimes.

Keywords: black holes, Kerr spacetime, rotating wormholes, Lense-Thirring prece-

ssion, Penrose process
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1 Uvod

1.1 Utjecaj rotirajuéih masa na prostorvrijeme

U Newtonovoj teoriji, prostor je opisan kao nepromjenjiva struktura na koju prisutna
materija ne utjece ni na koji nac¢in. U svom djelu Principia, Newton uvodi koncept
apsolutnog prostora koji je “uvijek homogen i nepomican” te bi kao takav postojao
¢ak i kada u njemu ne bi bilo nikakve materije. Ideja apsolutnog prostora vec je
u Newtonovo doba naisla na protivnike. Prema Leibnizovom tumacenju, prostor se
moze definirati isklju¢ivo u kontekstu relativnih odnosa. Ako bi sva materija u sve-
miru nestala, pojam prostora izgubio bi znacenje bududi da je prostor nista drugo
nego skup udaljenosti izmedu objekata. Kao glavni argument u prilog apsolutnom
prostoru, Newton navodi misaoni eksperiment s kantom vode, u literaturi poznat kao
“bucket experiment”. Ideja eksperimenta vrlo je jednostavna, kantu punu vode obje-
simo na ucvrs¢eno uze koje potom zakrenemo u smjeru kazaljke na satu i pustimo.
Kao Sto nam je iskustveno poznato, kanta Ce se poceti okretati u suprotnom smjeru
pritom ubrzavajuéi. Uz to, voda ¢e se povudi prema rubovima i njezina ¢e povrsina
poprimiti konkavni oblik. Dok je odgovor na pitanje zasto povrSina vode mijenja oblik
oCit, manje je jasno kako odrediti u odnosu na Sto ona tada rotira. Relativna rotacija
izmedu vode i kante ne moze biti zasluzna za promjenu oblika povrsine vode. Naime,
nakon $to je pustena, kanta rotira u odnosu na vodu, ali povrsina ostaje ravna. Nakon
nekog vremena voda i kanta rotiraju zajedno, nema relativnhog gibanja, a povrsina je
konkavna. Nakon Sto se kanta zaustavi, voda nastavlja rotirati i povrsina je i dalje
konkavna. Prema Newtonu, jedino je moguce objasnjenje rotacija vode u odnosu na
apsolutni prostor. Kada voda rotira u odnosu na apsolutni prostor njezina povrsina
postaje konkavna, a ako nema relativne rotacije, povrsina je ravna.

U 19. stoljecu, fizicar E. Mach daje svoju interpretaciju Newtonovog eksperimenta.
U knjizi o mehanici Die Mechanik in ihrer Entwicklung tvrdi da “relativna rotacija
vode u odnosu na kantu ne proizvodi opservabilne centrifugalne sile, ve¢ su te sile
rezultat relativne rotacije u odnosu na masu Zemlje i ostalih nebeskih tijela”. Mach
je Newtonov eksperiment preslikao i na samu Zemlju. Uspostavljaju¢i tu analogiju,
Zemljin ekvator ispupcen je iz istog razloga iz kojeg povrsina vode poprima konkavni
oblik. U hipotetskoj situaciji u kojoj bi se Zemlja zaustavila, ali planeti se vrtjeli oko

nje, njezin bi oblik ostao nepromijenjen. Newtonov bi zakljuc¢ak bio drugaciji bududi



da u tom slucaju Zemlja miruje u odnosu na postulirani apsolutni prostor. Slijededi
Machovo tumacenje, sva materija u svemiru odgovorna je za oblik Zemlje i povrSinu
vode u Newtonovom eksperimentu. Hipoteza da su lokalni zakoni fizike odredeni
globalnom strukturom svemira naziva se Machovim principom.

Tragajudi za relativistickom teorijom gravitacije, Einstein je unutar prvotno formuli-
rane skalarne teorije gravitacije uocio efekt koji je smatrao direktnim dokazom Mac-
hovog principa. Uveo je model tanke sferne ljuske mase M i radijusa R u Cijem se
centru nalazi probna masa m. Vanjska sila koja bi djelovala na ljusku linearno ju
ubrzavajuci, uzrokovala bi i linearnu akceleraciju mase m. Nedugo nakon S§to je pos-
tavljena opca teorija relativnosti, Lense i Thirring objavili su ¢lanak u kojem je opisan
utjecaj sporo rotirajuce kugle radijusa R na udaljen dio prostorvremena (r > R).
Bududi da doprinosi viSih potencija omjera R/r iS¢ezavaju, rezultat vrijedi ne samo
za dio prostorvremena daleko od ljuske, ve¢ i ¢im je ispunjen uvjet /R > 1. Dobiven
je izraz za silu koja zakre¢e probnu masu u smjeru rotacije kugle. Sila je nalik na

Coriolisovu:

2M R? <c3— 3(u7~F)F>’

i=20x H H=
a U , 3

(1.1)

gdje oblik H# moZemo objasniti koriste¢i argument simetrije. Rotacijska perturbacija

sfernog sistema u najnizem redu ima oblik dipolnog polja koje opada s 3.

Ovaj
opCerelativisticki efekt naziva se Lense-Thirringovom precesijom ili “povlacenjem
inercijalnih sustava”. Ekstremna manifestacija efekta pojavljuje se u ergopodrucjima
unutar kojih nema staticnih promatraca, ve¢ svi rotiraju u smjeru tijela koje ga uzro-
kuje.

Einsteinova opca teorija relativnosti udruzila je prostor i vrijeme u jedinstvenu struk-
turu nazvanu prostorvremenom. Materija oblikuje prostorvrijeme na nacin da ga
masivni objekti zakrivljuju, a rotiraju¢i povlace za sobom. Iako je sam Einstein za-
klju¢io da su ti efekti toliko slabi da nije realno ocekivati njihovu eksperimentalnu

provjeru, do danas je uspjeSno provedeno nekoliko eksperimenata. Najpoznatiji od

njih je Gravity Probe B, o kojem ¢e viSe rijeci biti u narednim poglavljima.



1.2 Rotirajuéa ljuska

Za ilustraciju Lense-Thirringove precesije mozemo se posluziti modelom rotirajuce
ljuske [2]. Zanima nas kako se gibaju promatraci unutar spororotirajuce sferne ljuske
radijusa R, mase M i angularnog momenta J. Prostorvrijeme izvan ljuske dobro
je opisano Kerrovom metrikom u aproksimaciji u kojoj zadrzavamo samo linearne

doprinose u parametru a = J/M:

2M 2MN -1
0= (1= By (12 B0 ey

i 4M ar (1.2)
+ r%(d6* + sin®0d¢p*) — Tsinzedtdqﬁ.
U odnosu na vanjski dio prostorvremena, inducirana metrika ljuske glasi:
2M 4M
ds? = — (1 - 7)dﬁ + R2(d6” + sin®0do?) — Tasm%dtdgb. (1.3)

Promjenom koordinatnog sustava, gornja se metrika moZze svesti na dijagonalni oblik.
Prelazimo u rotirajudi sustav koji u odnosu na pocetni rotira angularnom brzinom
(2, Sto se postize uvodenjem nove angularne koordinate ) povezane s ¢ sljede¢om

relacijom:
= ¢ — Qt. (1.4)

Ocekujemo da ¢e angularna brzina 2 biti proporcionalna angularnom momentu lju-
ske a te stoga d¢* mozemo aproksimirati s di? 4 2Qdtdr. Nedijagonalni ¢lan u indu-

ciranoj metrici nestaje ako (2 izaberemo kao:
Q=" (1.5)
Uz ove zamjene, inducirana metrika poprima oblik:

hapdy®dy® = — (1 . %)dﬂ + R2(d6? + sin®0dy?). (1.6)



Iz prostornog dijela metrike jasno je vidljiva sferna geometrija ljuske.

Prostorvrijeme unutar ljuske je ravno:

2M
ds? = — (1 . ?)dﬁ 4 dp? + pA(d6? + sin®0d¢?), (1.7)

gdje p oznacava radijalnu koordinatu. Unutrasnje rjesenje mora se podudarati s vanj-
skim za p = R. Usporedbom s izrazom (1.6) vidimo da je taj uvjet ispunjen i induci-
rana metrika ljuske je kontinuirana.

Vanjska zakrivljenost hiperplohe tenzor je koji opisuje geometriju hiperplohe u od-

nosu na prostor visSe dimenzije u koji je uronjena. Definira se s:
Ko = (Vgna)eley . (1.8)

Vanjsku zakrivljenost prvo racunamo u odnosu na vanjsku metriku. Normala plohe
je u tom slutaju n, = f~'/20,r, a parametarske jednadzbe hiperploha su oblika

z® = z%(y?) te glase t = ty, 0 = 6y, ¢ = 1 + Qt. Tangentni vektori e} = dz®/0y” su:

€20, = 0, + Q0;, (1.9)
€20, = Op, (1.10)
€500 = Oy. (1.11)

Preostaju sljede¢e komponente vanjske zakrivljenosti:

M

Ky = s (1.12)
K', = _31\4;_;?297 (1.13)
K% = %F, (1.14)
K =K' = }%, (1.15)

gdje je kao pokrata uveden faktor I' = /1 — 2M/R.

Ponavljamo postupak racunanja vanjske zakrivljenosti u odnosu na unutrasnjost lju-



ske. Normala plohe je sada n, = d,p, a tangentni vektori:

20, = 0, (1.16)
€2 = 0y, (1.17)
€500 = Oy (1.18)

Jedine neiscezavajuce komponente vanjske zakrivljenosti su:

1
K% = KY = —. 1.1
0 v = R (1.19)

Na mjestu ljuske vanjska zakrivljenost nije kontinuirana. Sljeded¢i izraz povezuje na-
vedeni skok u ekstrinzi¢noj zakrivljenosti s povrsinskim tenzorom energije i impulsa

Sabl
Sab = __W([Kab] - [K]hab)a (120)
gdjesu [K,) = K, — K, i[K] = K,h® — K, h razlike tenzora K, i njegovog traga

pri prijelazu s vanjske u unutrasnju stranu ljuske, a ¢ norma vektora normale plohe.

Za komponente povrSinskog tenzora energije i impulsa dobiva se:

1
b=~ (1-T 1.21
o 47TR< ) ( )
3Masin?6
t
S = (1.22)
3Ma
(A 1.2
5 TR’ (1.23)
1-M/R-T
S =8, = 1= M/R-T (1.24)

8T RI

Kako bismo mogli fizikalno interpretirati izracunate komponente, tenzor S, zapisu-

jemo u obliku koji odgovara idealnom fluidu:
S — gutub + p(h“b + uub), (1.25)

gdje je u® normaliziran vektor cCetverobrzine fluida, o povrSinska gustoca i p

povrsinski tlak. Kontrahiranjem gornjeg izraza prvo s metrickim tenzorom, a potom



s ceverovektorom brzine, dobiva se svojstvena jednadzba:
S“bub = —ou’. (1.26)

Cetverovektor u“ vlastiti je vektor tenzora povrsinske energije i impulsa s pripadnom
vlastitom vrijednos¢u —o. Umjesto rjeSavanja sustava od tri jednadzbe s tri nepoz-
nanice (dvije komponente cetverobrzine i povrSinska gustoca), mozemo zakljuciti
kakav oblik ima vektor u®. Sferna ljuska giba se u smjeru ¢ jednolikom angularnom

brzinom pa njezinu brzinu zapisujemo kao
u® = y(t* + wy®), (1.27)

gdje su t* = Jy*/ot i y* = Jy*/0ovy Killingovi vektori inducirane metrike h,,. An-
gularna brzina ljuske u rotiraju¢em sustavu jednaka je w = di/dt, a norma vek-
tora v = 1/I" dobivena je iz normalizacijskog uvjeta za vektore vremenskog tipa
hau*u’ = —1. Clanove kvadratne u angularnoj brzini w odbacujemo buduéi da je
proporcionalna parametru a. Raspisivanjem svojstvene jednadzbe po komponentama
slijede jednadZbe (1.28) i (1.29), a povrSinski tlak dobiva se kontrahiranjem izraza

(1.25) metrickim tenzorom h:

o =5, (1.28)
SﬂZJ
1
p=5(8"ha + o). (1.30)

UvrStavanjem pripadnih komponenti tenzora S, te pojednostavljivanjem izraza, gor-

nje jednadzbe svode se na

6Ma 2
_ 1.31
TR A-D)B+D) (1.31)
1
1—M/R-T
P= "SiRT (1.33)

Metrika (1.2) u asimptotskom se podrucju (r — oo) svodi na stati¢ni prostor Minkow-

skog. Sustav u kojem je zapisana sluzi kao fiksni sustav u odnosu na koji odredujemo

6



brzinu rotacije objekata. Transformacijom (1.4) prelazimo u novi sustav te je me-
trika unutar ljuske zapisana u sustavu koji rotira u odnosu na fiksni. Promatrac cija
je koordinata 1) konstantna giba se angularnom brzinom d¢/dt = Q). Gledano iz fiks-
nog sustava, zaklju¢ujemo da promatraci unutar ljuske rotiraju angularnom brzinom

Q, =

B 2Ma

Q="

(1.34)

Angularno gibanje promatraca posljedica je rotacije ljuske, sto je demonstracija
efekta povlacenja inercijalnih sustava. Angularna brzina ljuske w (1.31) izracunata
je u rotiraju¢em sustavu. Promatrano iz fiksnog sustava, brzina rotacije ljuske iznosi

Qjuska = do/dt = dip/dt + Q = w + §2,,. UvrStavanjem poznatih rezultata slijedi

2Ma 1+2I

Qjuska = R (1-T)(1+30) (1.35)

Obratimo paznju na dva limesa; kada je radijus ljuske puno veéi od njezine mase te

kada se radijus priblizava vrijednosti 2M:

AM/(3R), R> 2M
Qu/Qljuska -
1, R—2M

U prvom slucaju promatraci unutar ljuske rotiraju brzinom koja je puno manja od

angularne brzine ljuske, dok u drugom rotiraju jednakom brzinom kao i sama ljuska.

1.3 Gravity Probe B

Eksperiment Gravity Probe B [3], [4] dizajniran je u svrhu provjere dviju predikcija
opce teorije relativnosti, geodetske i Lense-Thirringove precesije. Oba su efekta mje-
rena u Zemljinoj orbiti na visini od 642 km pomocu Cetiri ziroskopa satelita Gravity
Probe B.

Geodetska precesija javlja se zbog zakrivljenosti prostorvremena oko masivnog
objekta. Tijekom gibanja oko Zemlje, os Ziroskopa sporo precesira u ravnini or-
bite satelita. Ovaj efekt moze se vizualizirati tako da zamislimo Stap koji se giba

duz povrSine Zemlje u smjeru paralelnom vlastitoj duljini te se zbog zakrivljenosti



povrsine vraca u ishodisnu tocku malo drugacije usmjeren nego Sto je bio na pocetku.
Kao posljedica Zemljine rotacije dogada se Lense-Thirringova precesija zbog koje

ziroskop precesira u ravnini okomitoj na orbitu.

Guide star
IM Pegasi @
(HR 8703)

Geodetic effect
6,606 milliaresecondsfyear
(0.0018 degreesfyear)

Slika 1.1: Shematski prikaz orbite satelita Gravity Probe B i precesija uzrokovanih
relativistickim efektima, preuzeto iz [3]

Temeljni dio eksperimentalnog postava Cine cetiri ziroskopa i teleskop. Svaki
je ziroskop sferni rotor veli¢ine ping-pong loptice te je prekriven slojem niobija.
Ziroskopi su pohranjeni u spremnike s tekué¢im helijem ohladenim na temperaturu
od 1.8K. Osim §to tekudi helij vrlo niske temperature sluzi kao termalna izolacija,
na toj temperaturi niobij postaje supravodljiv. Struje u niobiju induciraju magnetski
moment paralelan osi rotacije ziroskopa. Vrlo osjetljivi detektori magnetskog polja
pricvrséeni za kuciste ziroskopa mogu zabiljeziti promjene u orijentaciji magnetskog
momenta reda veli¢ine minute te na taj nacin mjere navedene precesije. Olovni
§tit oko Ziroskopa sluzi kao zastita od vanjskih magnetskih smetnji. Ziroskopi su
poravnati duz osi simetrije satelita koja je ujedno i opticka os teleskopa. Kao refe-
rentna zvijezda izabrana je IM Pegasi budu¢i da je dovoljno sjajna da ju se moze
pratiti teleskopom na sondi, a i dovoljno je snazan radio izvor da se njezina puta-
nja moze odrediti radio teleskopima na Zemlji. Za kalibraciju detektora magnetskog
polja koristena je aberacija svjetlosti. Usmjerenje teleskopa mora se mijenjati kako
bi se kompenziralo orbitalno gibanje satelita i Zemlje. Tada teleskop i rotori nisu
medusobno poravnati, ali se pomak u usmjerenju izmedu njih moze izracunati.
Prilikom mjerenja, pojavilo se nekoliko povezanih problema. Uoceno je da se
dogadaju nasumic¢ni skokovi u orijentaciji rotora te da se unato¢ olovnom Stitu jav-
ljaju vanjski magentski momenti sile. Ispostavilo se da zbog necistoca postoje razlike

izmedu elektrostatickih potencijala na povrsini rotora i kudista, ¢ija interakcija uz-



rokuje spomenute skokove u orijentaciji rotora. Utjecaj vanjskih momenata uzet je
u obzir te kvantificiran uvodenjem dodatnih parametara u model. Nakon primjene
tako modificiranog modela na svaki pojedini ziroskop, problem s promjenom orijen-
tacije ziroskopa je uklonjen te su dobivene konzistentne vrijednosti precesija. Osim
toga, trebalo je uzeti u obzir i da rotori nisu u potpunosti sferi¢ni pa njihove glavne
osi rotiraju oko osi spina. Glavni nedostatak modela s velikim brojem prametara po-
rast je nepouzdanosti mjerenja. Umjesto pocetno planiranih 1%, nepouzdanost je u
konac¢nom rezultatu narasla na oko 20% kod Lense-Thirringove precesije.

Unato¢ preprekama prilikom mjerenja, eksperiment je uspjesno proveden i konacni
su rezultati objavljeni 2011. godine. Usporedbom izmjerenih vrijednosti precesija
te onih teorijski predvidenih, zakljuCujemo da je opca teorija relativnosti uspjesno
prosla jo$ jedan test.

| izmjereno | teorijski
6602+18 6606

Geodetska precesija

Lense-Thirringova precesija | 37.2+7.2 | 39.2

Tablica 1.1: Izmjerene i izracunate vrijednosti precesija izrazene u tisu¢inkama lu¢nih
sekunda (eng. mas) po godini, preuzeto iz [3]



2 Definicija i osnovna svojstva ergopodrucja

Dio prostorvremena izvan horizonta rotiraju¢e crne rupe u kojem asimptotski
vremensko Killingovo vektorsko polje®” postaje svjetlosnog tipa naziva se ergopo-
dru¢jem. Iako se pojam ergopodrucja najcesce susreCe u kontekstu Kerrovih crnih
rupa, ona su prisutna i u drugacijim vrstama prostorvremena. Zbog toga je nuzno
definirati ergopodrucje na najopcenitiji nacin, ne pozivajuci se ni na jedno specificno
rjeSenje Einsteinove jednadzbe. Za asimptotski ravna prostorvremena Hajicek [5]

formulira matematicki preciznu definiciju®.

Definicija 1.1 (Ergopodrucje)

Neka je (M, g,) stacionarno, asimptotski ravno prostorvrijeme i k* Killingov vektor
vremenskog tipa u otvorenoj podmnogostrukosti O C M, ¢iji rub ukljucuje hiper-
plohe .#* i .#=.® Otvorena podmnogostrukost £ C M naziva se ergopodrudjem
ako zadovoljava sljedece uvjete:

a) k“ je prostornog tipa u F,

b) OE N IO # ,

) INI)NI(FHNE #0.P

Posljedica prvog uvjeta je ta da u ergopodrucju ne postoje staticni promatraci,
odnosno oni ¢ije su prostorne komponente Cetverovektora brzine jednake nuli.
Cetverovektor brzine stati¢nog promatrata zapisujemo kao u* = (u°,0,0,0) te
znamo da se bilo koji fizikalno realisti¢ni objekti kre¢u po krivuljama vremenskog
ili svjetlosnog tipa. U skladu s tim, normalizacija ¢etverovektora brzine je u*u, < 0
iz ¢ega slijedi (u°)%g; < 0. Za Killingovo vektorsko polje unutar ergopodrudja
vrijedi k*k, = g» > 0. Iz toga zakljuCujemo da uvjet statitnosti nije konzistentan s
definicijom ergopodrudja. Kasnije ¢e biti eksplicitno pokazano da svi promatraci u
ergopodrudju Kerrove crne rupe rotiraju zajedno s njom.

Iz drugog uvjeta slijedi da postoji statiCka granica na kojoj je g, = 0. Grani¢na
ploha 0F N 0O koja odvaja podrucje O od ergopodruéja naziva se ergoplohom. U

prostorvremenu moZze postojati viSe hiperploha na kojima komponenta g;; iSCezava

(Mdefinicija A.1., dodatak A

@Njegova definicija ergopodruéja uklju¢uje i dio unutar horizonta gdje je vektor k prostornog tipa.
znatenje navedenih hiperploha obja$njeno je u odlomku o Penroseovim dijagramima u dodatku B
@®skupovi I i I~ objasnjeni su u definiciji B.3. u dodatku B
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(kao npr. u Kerrovom), no fizikalno je vazna ona vanjska. Definiranjem O kao
podrucja koje ukljucuje beskonacnost, u obzir se automatski uzima samo vanjska
granica.

Za razliku od horizonta, ergoploha nije hiperploha svjetlosnog tipa te stoga propusta
Cestice u oba smjera. To svojstvo ergoplohe sadrzano je u trecem uvjetu, a kljucno je
za realizaciju mehanizama ekstrakcije energije. Njegova je interpretacija sljedeca:
Cestice koje dolaze iz daljine mogu u¢i u ergopodrucje, a Cestice koje ga napustaju
mogu do¢i do asimptotskog podrudja.

Ergopodru¢ja mogu postojati isklju¢ivo u nestaticnim prostorvremenima. Prije
formalnog dokaza te tvrdnje, navedeno je nekoliko definicija i tehnickih rezultata iz

diferencijalne geometrije koristenih prilikom dokazivanja.

Definicija 1.2.

Neka je K Killingovo vektorsko polje. Funkciju N i 1-formu w definirane s
N = (K|K), w=—x(KAdK), (2.1)

nazivamo normom Killingovog vektora i zakretom (eng. twist).

Definicija 1.3. (stati¢cno prostorvrijeme)
Prostorvrijeme nazivamo stati¢nim ako je Killingovo vektorsko polje k* koje generira

simetriju na translacije u vremenu ortogonalno na hiperplohe.

Korolar 1.1.

Stacionarno prostorvrijeme je staticno ako i samo ako je k£ A dk = 0, odnosno, ako
zakret Killingovog vektora £ iSCezava.

Dokaz: Rezultat slijedi primjenom identiteta koji povezuje dk i w (dodatak A,
identitet f)):

24 (k A %) _ d(%), (2.2)

iz kojeg je odmah vidljivo da w = 0 nuzno povladi d(k/N) = 0 i obrnuto. Ako w
iSCezava, 1-forma k/N je zatvorena i lokalno postoji funkcija f takva da je k = Ndf,

$to implicira da je vektor k ortogonalan na hiperplohe f = konst.
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Definicija 1.4. (Killingov horizont)

Neka je K opcenito Killingovo vektorsko polje. Killingov horizont H hiperploha je
svjetlosnog tipa takva da je polje K orgtogonalno na nju. Vektorsko polje koje je
ortogonalno na hiperplohu svjetlosnog tipa ujedno je i tangentno na nju pa vrijedi

K"K, =0Ona H.

Teorem 1.1. (Carter-Vishveshwara) [7], [8]
Neka je k£* Killingovo vektorsko polje i S[k| hiperploha takva da vrijedi:

S
N=(klk)20 i dN #£0.

Tada je S[k] hiperploha svjetlosnog tipa ako i samo ako je Killingovo vektorsko polje
ortogonalno na hiperplohu S[k|. Posljedica je ta da se u staticnom prostorvremenu

ergoploha podudara s Killingovim horizontom.

Dokaz: 1z identiteta e) i g) u teoremu A.2. (dodatak A) slijedi: (dN|dN) L3 (w|w)
i (dN|w) 5 0 Ako je Killingovo vektorsko polje ortogonalno na S[k|, tada je po
definiciji 1.3. i korolaru 1.1. w = 0 i samim time i (dN|dN) 2 0. Buduéi da
vrijedi dN 7Sé 0, dN mora biti proporcionalan normali na S[k], koja je u tom slucaju
svjetlosnog tipa.

Ako polazimo od pretpostavke da je S[k] svjetlosnog tipa i nedegenerirana (dN ;é 0),
tada je (dN|dN) 5 0. Dakle, k° i (dN)* svjetlosnog su tipa na S[k] i medusobno
ortogonalni jer uvijek vrijedi (k|dN) = £xN = 0. Zbog toga su i proporcionalni,
. pdN, gdje je p neka funkcija. Odnosno, k* proporcionalan je normali na S[k] pa
je ortogonalan na tu hiperplohu. Iz toga slijedi i dN A dK S AN A d(pdN) =0, pa i

wi().
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3 Geometrija ergopodrucéja

Ergopodru¢ja mozemo podijeliti u dvije klase ovisno o svojstvima pripadnih ergo-
ploha (oznaka: &). Za klasu tzv. slabo omedenih ergopodrucja (eng. weakly bounded
ergospheres) [5], kojoj izmedu ostalih pripadaju ergopodrucja Kerr-Newmanove fa-
milije crnih rupa, mozemo dokazati netrivijalnu tvrdnju. Naime, pokazat ¢emo da
ergoplohe ovog tipa u odredenim tockama dodiruju ili horizont crne rupe ili singula-
ritet. Prvo definiramo lokalna svojstva ergoplohe, $to podrazumijeva odabir koordi-
natnog sustava na ergoplohi te identifikaciju degeneriranih tocaka u kojima neki od
vektora postaju linearno zavisni. Potom iz svojstava degeneriranih tocaka i ¢injenice
da na ergoplohi slabo omedenog ergopodrucja postoje bar dvije takve tocke slijedi
trazeni rezultat. Kako bismo pokazali da degenerirane tocke uistinu postoje na ergo-
plohi, pretpostavljamo odredenu vezu Killingovog vektorskog polja i tenzora energije

i impulsa ili, manje opéenito, vakuumsko rjesenje.

3.1 Klasifikacija ergopodrucja

Prije podjele ergopodrucja u dvije skupine, zadajemo uvjete koje mora zadovoljavati
promatrano prostorvrijeme. Uvjeti su opcenitog tipa, a ticu se stabilnosti i kauzalne
strukture prostorvremena. AKo je prostorvrijeme stabilno, proizvoljno male promjene
metrike nece mijenjati na njegova svojstva. Osim toga, prostorvrijeme mora biti bez
zatvorenih vremenskih krivulja (barem unutar ergopodrucja). Taj uvjet ekvivalentan
je stabilnoj kauzalnosti (definicija B.5.), Sto znaci da postoji globalno definirana vre-
menska funkcija ¢. Duz bilo koje buduce usmjerene kauzalne krivulje, t mora rasti, a
skupovi S; za koje je funkcija ¢ konstantna trodimenzionalne su i glatke hiperplohe
prostornog tipa bez ruba.

Presjek ergoplohe i plohe S, u trenutku ¢ oznacit ¢emo s &;. Presjek &; dvodimenzi-
onalna je ploha, koja moZe, ali i ne mora biti omedena u S;. Ako je omedena, takva

ergopodruéja nazivamo slabo omedenima.
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3.2 Lokalna struktura ergoplohe i degenerirane tocCke

Iz norme N Killingovog vektora k i ranije uvedenog zakreta w:

N = (k|k), (3.1)
w=—x(kAdk), (3.2)
konstruiramo 1-formu [ i skalar dw:
[ =dN = —idk, (3.3)
5w = #(dk A dk), (3.4)

gdje [ mjeri zakrivljenost integralnih krivulja vektora £ (orbita). Vektorska polja (*

i w® ortogonalna su na vektor £*:

(k|l) = (k|w) = 0. (3.5)

Svugdje u prostorvremenu vrijede sljede¢i identiteti®:

Ndk = —k AL+ #(k Aw), (3.6)
(wlw) = (I|1) = N(dk|dk), (3.7)
(w]l) = géw. (3.8)

Riccijev tenzor i zakret povezani su izrazom:

dw = =2 % (kN R(k)), (3.9)

koji je jednak nuli u vakuumu te je w, zatvorena forma. Tada postoji funkcija w takva

da je:

W = Oyw. (3.10)

®)Dokazi identiteta kori$tenih u ovom poglavlju mogu se naéi u teoremu A.2. unutar dodatka A
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Funkciju w moZemo definirati i u opcenitijem slucaju kada je vektor w” ortogonalan

na hiperplohe u okolini U tocke p. Taj je uvjet ispunjen ako u U vrijedi:
Tk = pk®, (3.11)

gdje je T} tenzor energije i impulsa, a p funkcija. Gornja jednakost znaci da se u
podrudju gdje je k* vremenskog tipa tok materije podudara s integralnim krivuljama
k* do na parametrizaciju.

Sada nas zanimaju lokalna svojstva ergoplohe &. Na ergoplohi je po definiciji N = 0

i opcenite se relacije svode na:

—k AL+ *(kAw) =0, (3.12)
(wlw) = (1), (3.13)
(w|l) = 0. (3.14)

Vektori k%, [* i w* medusobno su ortogonalni na &, k svjetlosnog je tipa, a [ i w imaju
jednake norme. Tocke na ergoplohi u kojima su navedeni vektori linearno zavisni
(kK ANl A w = 0) nazivamo degeneriranim tockama. Ovisno o ponasanju vektora k® i

[* u degeneriranoj tocki p, razlikujemo tri vrste degeneracije [5]:

a)k*=0up

Dokazujemo da niti jedna kauzalna krivulja (definicija B.2.) ne moze u¢i ili napustiti
ergopodrucje kroz toCku a-tipa. Izaberemo okolinu U tocke p tako da je svaka tocka
u U povezana s p geodezikom sadrzanim u U. Neka je ¢ € U unutar ili na rubu
svjetlosnog stosca tocke p. Tada u U postoji geodezik vremenskog ili svjetlosnog
tipa v koji povezuje p i q. Ako je u® vektor tangentan geodeziku -, produkt (u|k)
konstantan je duz « (teorem A.1.). No, u tocki p vektor k* iSCezava, pa je konstanta
jednaka nuli. Tada k* ne moze biti vremenskog tipa u ¢ jer je u* kauzalan, Sto znaci

da se svjetlosni stozac od p u potpunosti nalazi u ergopodrudju.
b) k* #A0il*#0up
Dokazujemo tvrdnju da su vektori k£ i [* kolinearni u b-to¢ki. Ako je (w|w)|, = 0, tada

jei(l|l) =0, Iz (k|l) = 0|, i (k|k) = 0|, slijedi £ Al = 0 jer su ortogonalni vektori
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svjetlosnog tipa kolinearni. Ako je (w|w)|, # 0, vektor w* u toc¢ki p moZemo zapisati
kao linearnu kombinaciju w® = ak® + [BI* jer je p po pretpostavci degenerirana.
Vektori [ i w* medusobno su ortogonalni pa je § = 01 (k Aw)|, = 0. Iz identiteta
(3.14) proizlazi £ Al = 0. Vektor [* proporcionalan je vektoru £“ u p pa piSemo
[* = ak®, gdje je o konstanta razlic¢ita od nule.

Vektor [® ortogonalan na & svjetlosnog je tipa u tocki p zbog Cega sve kauzalne
krivulje kroz p mogu ili izlaziti ili ulaziti u ergopodrucje. Orbita ~ kroz p geodezik je
svjetlosnog tipa Cija parametrizacija nije afina, Sto je vidljivo iz definicije vektora .
Izraz (3.5) u tocki b-tipa glasi ak, = —2k"V,k?, a to je upravo jednadzba geodezika
¢iji parametar nije afin.

Orbita « nepotpuna je u smjeru [*. Postoje dvije mogucnosti: v ili ima krajnju to¢ku
q koja je toCka a-tipa na & ili je prostorvrijeme singularno i ergoploha dodiruje taj

singularitet [6].

Q) k*£0il"=0up.

Iz definicije vektora [ u ovom sluéaju slijedi k*V,k® = 0, §to je jednadZba afino
parametriziranog geodezika. Dakle, orbita v kroz p geodezik je svjetlosnog tipa ¢iji
je parametar afin te je potpuna u oba smjera [6]. U realisticnim prostorvremenima

generickih svojstava ne ocekuje se prisustvo c-tocaka zbog njihove nestabilnosti.

3.3 Slabo omedena ergopodrudja

Pozivajudi se na tvrdnje o lokalnim svojstvima ergoplohe, mozemo opisati klasu slabo
omedenih ergopodrucja u cjelini. Svojstvo slabo omedenih ergopodrudja navedeno
je u sljede¢em teoremu koji je potom i dokazan.

Teorem 2.1. Unutar slabo omedenog ergopodrudja postoji ili singularitet ili horizont
crne rupe [5].

Dokaz: Neka je t takav da je skup &; neprazan i omeden u S;. Uz to, &; je i zatvoren u
S; pa postoje dvije mogucnosti: ili je &; kompaktan ili S; nije geodetski potpun. Ako
S; nije potpun, mnogostrukost M je singularna i ergoploha & dodiruje taj singularitet
jer bi u protivnom bila kompaktna.

Kako bismo dokazali drugi dio tvrdnje, pretpostavimo da je skup & kompaktan.

Budud¢i da je kontinuirana, funkcija w ima bar jedan minimum i maksimum na &;.
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Tocku u kojoj w postize ekstremalnu vrijednost oznacit ¢emo s p. U tocki p tada
vrijedi

ow  Ow

—=—=0 3.15
gdje su x i y lokalne koordinate na &;. U idu¢em koraku treba pokazati da je tocka p

degenerirana. Pretpostavimo suprotno, toc¢ka p je nedegenerirana i u njoj vrijedi
koly — kplo # 0. (3.16)

Ova relacija mora vrijediti i u okolini U tocke p. Koordinatni sustav na U biramo
na sljede¢i nacin: integralne krivulje £® nazivamo wu-linijama, a integralne krivulje
[* v-linijjama. Koordinatni sustav na & N U odreden je s u = v = 0 i dvije glatke
koordinate x i y koje su konstantne duz « i v linija. Ovako izabran koordinatni sustav
dobro je definiran jer vektorska polja £* i [* medusobno komutiraju te su nezavisna.

Iz izraza (3.5), (3.14) i (3.10) slijedi:

g_t: = g—t}] =0, (3.17)
dok je zbog (3.10), (3.15) i (3.17) w® = 0 u p. To je u kontradikciji s tvrdnjom
(3.16) da je tocka p nedegenerirana jer je drugi ¢lan u izrazu (3.12) jednak nuli.
Po Kklasifikaciji degeneriranih tocaka, ako je & nesingularna i prostorvrijeme bez spe-
cifi¢cnih fizikalnih svojstava (nestabilnost, zatvorene vremenske krivulje...), degeneri-
rana tocka pripada a-tipu. Preostaje dokazati da svaka degenerirana tocka a-tipa na
& podrazumijeva horizont u F.

Tocku a-tipa na & oznacit ¢emo s ¢, kronolosku budu¢nost tocke ¢ u M s I*(q), a
rub I (q) u M s 0I*(q). Ograni¢ili smo se na genericka prostorvremena pa M mora
biti kauzalno. I*(q) je neprazan skup, pa i 9/ (q) takoder mora biti neprazan jer bi
inace vrijedilo I*(q) = M i M ne bi bilo kauzalno. Hiperploha 07" (q) generirana je
geodezicima svjetlosnog tipa.

Tocka ¢ fiksna je toc¢ka grupe izometrija prostorvremena G generirana Killingovim

vektorskim poljem k“. Slijedi da je za svaki g € G :
9(0I"(q)) = 0" (q), (3.18)
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bududi da grupa G vektore svjetlosnog tipa ostavlja nepromijenjenima. Ako je r €
0I*(q) i~ orbita kroz r, tada je v C 91" (q) (teorem B.1.) i krivulja y nije vremenskog

tipa. Posljedica toga je:

I (q) N O = 0. (3.19)

Podmnogostrukost O je povezana pajeili O C I(q)ili O C M — It (q).

Prostorvrijeme je jako kauzalno (definicija B.4.), Sto znaci da svaka tocka prostorvre-
mena ima okolinu kroz koju niti jedna kauzalna krivulja ne prolazi vise od jednom.
Neka je V takva okolina tocke ¢. Tocka ¢ dio je ergoplohe (0ENJ0), paje VNO # .
Ranije je pokazano da V' mozemo izabrati tako da se svjetlosni stozac toc¢ke ¢ u pot-
punosti nalazi u F, to jest da kauzalna proslost i budu¢nost ¢ u V' nisu dio prostora

O. Tada V' N O ne moze sje¢i I*(q) i od dvije opcije preostaje:

OCM-—TI%q). (3.20)

Budud¢i da je O otvoren skup, niti jedna buduce usmjerena kauzalna krivulja s
pocetkom u ¢ ne dolazi do O, a time niti do .#". Tada za kronolosku buduénost

q vrijedi

I*(q)c M — I (o). (3.21)

Jedini podskupovi povezanog skupa, a ¢iji su rubovi prazni su cijeli skup i prazan
skup pa rub 977 (#*) u M nije prazan. Rub 97~ (.# ) definicija je horizonta crne
rupe, hiperplohe svjetlosnog tipa koja je invarijantna na djelovanje grupe G (defi-
nicija B.6.). Iz istog razloga kao i 017 (q), nije dio O. Slijedi ¢ € I (#1), pa i
oI~ (F+) C E.

Identi¢ne tvrdnje vrijede i ako kronolosku buduc¢nost zamijenimo s kronoloskom
pro$lo$éu. Analognim postupkom zaklju¢ujemo da tada u E postoji drugi horizont,

OIt(#7), koji zbog relacije g € OI(.# ) sijete 01— (S T).
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4 Ergopodruéja u rjeSenjima Einsteinove jednadzbe

U nastavku slijedi pregled rjesenja Einsteinove jednadZzbe u kojima se pojavljuju er-
gopodrudja. Iz ranije napravljenih opcenitih razmatranja, zakljucujemo da ce za-
jednicka svojstva svih prostorvremena biti stacionarnost i nestaticnost. RjeSenja
mozemo podijeliti u dvije skupine, vakuumska i nevakuumska. U kategoriji vaku-
umskih rjeSenja fizikalno su relevantna ona koja opisuju razlicite vrste rotirajucih

crnih rupa. Crvotocine i rotirajuce zvijezde primjeri su nevakuumskih rjesenja.

4.1 Vakuumska rjesenja
4.1.1 Kerrovo prostorvrijeme

Kerrovo rjeSenje opisuje osnosimetric¢ne, rotirajuce i nenabijene crne rupe. Zapisana

u Boyer-Lindquistovim koordinatama (¢, r, 0, ¢), metrika glasi [9]:

2M 4Mrasin®
ds* = —dt*(1 - p;) - T;‘fln it +
2Mra? 0> (4.1)
+ (7"2 +a® — 5 sinQG) do® + Zdr2 + p2db?,
P

gdje je p* = r? + a’cos®0, A = r? — 2Mr + a?, M je masa, a a = J/m angularni
moment po jednici mase. Komponente metrike singularne su za p = 0, odnosno r = 0
i 0 = 7/2. Ponasanje Kretschmannovog skalara R,.R* u limesu p — 0 potvrduje
da je rije¢c o pravom singularitetu. Prelaskom na nove Kerr-Schildove koordinate
moze se pokazati da je singularitet prstenastog oblika, ¢iji je radijus jednak a te se
nalazi u ekvatorijalnoj ravnini. Osim toga, potencijalno su problemati¢na i rjeSenja

jednadzbe A = 0, no taj je singularitet posljedica odabira koordinatnog sustava.

Hiperplohe r = r. za koje je A = 0 Killingovi su horizonti:

re =M=+ VM —d2 (4.2)

Vanjski horizont r, je horizont dogadaja (eng. event horizon). Zbog korijena u iz-
razu (4.2), horizont postoji pod uvjetom a < M. Crne rupe za koje vrijedi jednakost
a = M nazivamo ekstremalnim. Za a > M singularitet nije skriven horizontom pa
tu vrstu singulariteta nazivamo “golim”. Ovaj se slucaj ne smatra fizikalno moguéim

bududi da je u kontradikciji s kozmickom cenzurom, principom koji zabranjuje pos-
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tojanje golih singulariteta u prostorvremenu. Killingovi horizonti generirani su Kil-
lingovim vektorskim poljima £, koji su dani kao linearna kombinacija vremenskog i

aksijalnog (k = 0/0t,m = 0/0¢) Killingovog vektorskog polja:

Jednadzba ergoplohe pronalazi se iz zahtjeva k* = g;; = 0:

2Mr
B=—(1- ) =0 .

r2 + a®cos0 4.4
Gornja jednadzba ima dva rjeSenja, no od interesa je samo ono koje se nalazi izvan

unutrasnjosti crne rupe:
r?(0) = M + v M? — a2cos20. (4.5)

U egzaktnom izrazu za povrSinu ergoplohe pojavljuju se dva nepotpuna elipticka
integrala koji se mogu razviti po parametru A = a/M te se tada povrSina ergopohe
aproksimira s [10]:

Ap = 16T M? + 4r M?A* + gwMQA“ + %WM2A6 + O(AY). (4.6)
Porastom omjera a/m raste i povrsina ergoplohe. Ergoploha dotice horizont za § = 0
i 0 = m, a za ostale se vrijednosti koordinate # nalazi izvan horizonta. U limesu a — 0
metrika se svodi na staticno Schwarzschildovo rjeSenje pa se ergoploha podudara s
horizontom r = 2M.
Ergopodrudje se nalazi u granicama r; < r < r¥(f). Na primjeru Kerrove crne rupe,
lako se pokaze da unutar ergopodrucja svi promatraci moraju rotirati u smjeru crne
rupe. Cetverovektor brzine u® fizikalnog promatra¢a vremenskog je tipa pa je pri-
padna normalizacija g, u*u” < 0. Unutar ergopodrudja svi su ¢lanovi u tom izrazu
pozitivni, osim ¢lana 2g,u‘u® = 2g,4(dt/d7)(dp/dT), gdje je T vlastito vrijeme duz
krivulje. Takoder vrijedii g, < 01 dt/dr = u*V,t > 0 jer je V¢ proslo usmjeren vek-
tor vremenskog tipa. Iz toga proizlazi da u ergopodrucju za sve krivulje vremenskog
tipa mora vrijediti stroga nejednakost d¢/dr > 0.

Unutar ergopodrucja umjesto staticnih promatraca mozemo definirati “lokalno ne-
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rotirajuce”, odnosno promatrace ¢iji je angularni moment (I = u®m,) jednak nuli.

Koordinatna angularna brzina takvih promatraca jednaka je:

o _ g _  a(r’+a®—A)

Q= = = .
dt 9oo  (r?+ a?)? — Aa2sin®¢

(4.7)

Uvrstavajuci r = r, u gornji izraz dobivamo brzinu rotacije horizonta Q2 koju nazi-

vamo angularnom brzinom crne rupe:

a
2 27
r++a

Qp = (4.8)

Sto je u skladu s definicijom vektora ¢, kao generatora horizonta. Struktura Ker-
rovog prostorvremena sa svim relevantnim hiperplohama prikazana je na slici 4.1.
Unutrasnja ergoploha dodiruje singularitet kojem u Boyer-Lindquistovim koordina-

tama odgovara tocka r = 0 u ekvatorijalnoj ravnini.

f=n

f=n

Slika 4.1: Kerrovo prostorvrijeme za dvije razli¢ite vrijednosti angularnog momenta.
Na lijevoj je slici a=1, a na desnoj a=0.7, masa crne rupe je u oba slucaja M=1.
Redom su prikazani vanjska ergopoha, vanjski horizont, unutrasnji horizont i unu-
trasnja ergoploha, ergopodrucje je oznaceno sivom bojom, a singularitet tamnopla-
vom tockom.

4.1.2 Kerr-Newmanovo prostorvrijeme

Kerr-Newmanovo rjeSenje generalizacija je prethodno opisanog Kerovog rjesenja. Po-

sjeduje iste simetrije kao i Kerrovo rjesenje, stacionarno je i osnosimetricno. Odgo-
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vara rotiraju¢im crnim rupama koje su ujedno i elektricno nabijene. Metrika je u
odnosu na Kerrovo rjesenje slozenija jer se uz masu M i angularni moment a pojav-

ljuje dodatni parametar koji predstavlja elektri¢ni naboj @) [11]:

r’4+a?—A

A — a?sin
(A —assind) 2asin® 0~ —=dtde +
p

2
(r? + a® — Aa®sin?0)
+ p

ds® = —dt?
(4.9)

2
sin20d¢? + %er + p2de?,

gdje je p? = r? + a’cos?0, a A = r? — 2Mr + a*> + Q*. Analiza horizonata i ergopo-
drug¢ja provodi se potpuno analogno kao i za Kerrovu crnu rupu i vrijede isti zakljucci,
razlika je jedino u izrazima za hiperplohe. Unutrasnji i vanjski horizont ponovno se

pronalaze kao rjeSenja jednadzbe A = 0:
re=M++/M?2—a2— QQ‘ (4.10)

Horizont okruzuje singularitet prstenastog oblika radijusa a koji je smjeSten u ek-
vatorijalnoj ravnini. Ekstremalna Kerr-Newmanova crna rupa definirana je uvjetom
a’ = M? — Q>

Od dva moguca rjesenja:

T:]E:M-f- \/MZ—aQCOSQO—QQ, 4.11)

vanjsku hiperplohu r¥ nazivamo ergoplohom. Ergopodruéje se nalazi izmedu ergo-

plohe i horizonta dogadaja.

4.1.3 Kerr-Newman-NUT rjesSenje

Crne rupe Kerr-Newmanove familije asimptotski su ravna rjeSenja Einstein-
Maxwellovih jednadzbi. Ali ako od prostorvremena ne zahtijevamo da bude asimp-
totski ravno, uz postojece je parametre (M, J, )) opisano jednim dodatnim, tzv.
NUT nabojem [. Metrika je dana s [12]:

sin’6
2

A
ds® = —?(dt — Pd¢)? +

2
(2 + a2 + 12)dp — adt)? + %dr2 + 62, (4.12)

gdjeje A = r>—2Mr+a?+Q?—1?, P = asin*0 —2lcost), p*> = r?+(I+acosh)?. Zal =0

dobiva se Kerr-Newmanovo, a za () = 0 Kerr-NUT rjeSenje. Jednadzbe horizonta i
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ergoplohe su:

ry =M+ /M2 +12 - Q2 — a2, (4.13)

rf = M+ /M2 + 12 — Q2 — a%cos?0. (4.14)

Singularitet je ponovno prstenasti, pronalazi se iz uvjeta p* = 0, iz kojeg slijedi r = 0
i cos = —I/a. Zbog zanimljivih svojstava, istiCe se jedan specijalni oblik ovakvog
prostorvremena. Ako naboj () izaberemo tako da vrijedi Q? = > — a? ($to nuzno
povlaci [ > a), horizont odgovara radijusu » = 2M kao i u Schwarzschildovom
rjeSenju, iako je crna rupa rotirajuca i posjeduje NUT i elektri¢ni naboj. Za | > a ne

postoji singularitet jer tada jednadzba cosf = —/a nema realno rjeSenje.

4.1.4 Tomimatsu-Sato rjeSenje

Kerrovo rjesenje nije jedino stacionarno, osnosimetri¢no i asimptotski ravno rjesenje
Einsteinove jednadzbe. Tomimatsu-Sato prostorvrijeme posjeduje sva navedena svoj-
stva, ali za razliku od Kerrovog rjeSenja nije od astrofizikalnog znacaja. RjeSenje je
oblika [13]:

ds* = Bp~ (2 — y*) " (d2* + dp?®)—

(4.15)
— AB7!(dt — 2mgAT'C(1 — y*)dp)* + p* BA™d¢?,

gdje su A, B i C algebarski slozeni polinomi u sferoidnim koordinatama x i . Uve-
dene su i pokrate p = m?p?(z? — 1)(1 — y?)/4, 2* = m?*p?2*y*/4, a parametri p i ¢
povezani su relacijom p* + ¢> = 1. Masa i angularni moment jednaki su m i m?¢?,
respektivno. Kao i u Kerrovom prostorvremenu, singularitet je prstenasti, a definiran
je jednadzbom B(x,y = 0) = 0. Buduéi da ne postoji horizont dogadaja, ve¢ samo
dva odvojena Killingova horizonta, navedeni je singularitet goli [14]. Uz to, u di-
jelu prostorvremena narusena je kauzalnost. Kako bi prostorvrijeme bilo asimptotski
ravno, ¢ moramo inerpretirati kao angularnu koordinatu. Tada se u tockama gdje je
gse < 0 pojavljuju zatvorene vremenske krivulje. Komponenta g;; jednaka je nuli za

A = 0, Sto za jednadzbu ergoplohe daje

22 =1+ N (1 -2, (4.16)
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gdje je X rjeSenje jednadzbe p?\*+¢*—4pgA(N\*>+1) = 0. Singularitet doti¢e ergoplohu.

Na slici 4.2 prikazana je struktura Tomimatsu-Sato prostorvremena.

) ergopodrudje \
: p

horizonti ()

singularitet

Slika 4.2: Tomimatsu-Sato prostorvrijeme; oznaceni su ergopodrudje, Killingovi ho-
rizonti, singularitet i podruc¢je u kojem postoje zatvorene vremenske krivulje (iscr-
tano). Preuzeto iz [15].

4.1.5 BTZ crna rupa

Bafiados, Teitelboim i Zanelli pronasli su (2+1)-dimenzionalno rjeSenje Einsteinove
jednadzbe koje opsuje rotiraju¢e crne rupe [16]. Taj je rezultat iznenaduju¢ uto-
liko Sto se gravitacijska teorija u nizem broju dimenzija smatrala prejednostavnim
modelom za generiranje rjeSenja analognih onima u viSe dimenzija. BTZ i Kerrove
crne rupe dijele brojna zajednicka svojstva, primjerice, i BTZ crna rupa ima hori-
zont dogadaja, unutrasnji horizont i ergopodrucje. Izrazena u ”Schwarzschildovim”

koordinatama, metrika je:
ds® = —N?dt* + N~ 2dr? + r*(d¢ + N°dt)?, (4.17)

gdje su funkcije N i N¢ dane s:

r2 J2N\1/2
N=(-M+5+5)" (4.18)
J
¢ _
N =——, (4.19)
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a J i M oznacavaju angularni moment i masu. Metrika zadovoljava vakuumsku

Einsteinovu jednadzbu s negativnom kozmolo$kom konstantom A = —1/1?:
1 1
R/W — §g#VR = 1—29/”,. (420)

Funkcija NV isCezava za dvije realne vrijednosti 7:

ry =1 [% (1 +4/1— (%)2” , (4.21)

od kojih je r, horizont crne rupe, a r_ unutrasnji Cauchyjev horizont. Postojanje
horizonta dogadaja uvjetovano je s M > 01 |J| < M. U ekstremalnom se slucaju

(|J| = M]1) oba horizonta poklapaju. Ergoploha je dana izrazom:

r,= MY (4.22)

4.2 Nevakuumska rjesenja
4.2.1 Rotirajuce zvijezde

Formiranje ergopodru¢ja nacelno je moguce i oko vrlo kompaktnih rotiraju¢ih zvi-
jezda [18]. Parametri koji se uzimaju u obzir su brzina rotacije te sastav zvijezde
odreden jednadzbom stanja materije. Brzina rotacije zvijezde ne smije prekoraciti
vrijednost iznad koje centrifugalni efekti dominiraju nad gravitacijskim, buduc¢i da bi
u tom slucaju zvijezda odbacivala materiju s ekvatora. Iz tog se razloga zadrzavamo
na aproksimaciji spore rotacije. Kako bi opisivala rotiraju¢u zvijezdu, metrika staticne

zvijezde:
d82 _ _€2¢’(T)dt2 + eQA(T)dTQ + TQ(d92 + sin29d¢2), (423)

mora biti korigirana za doprinose angularne brzine. U dijagonalnim komponentama
metrike pojavit ¢e se ¢lanovi proporcionalni kvadratu angularne brzine, a pojavit ¢e
se i novi nedijagonalni ¢lan ¢4 koji linearno ovisi o angularnoj brzini.

Zanima nas g;; komponenta metrike koja, uklju¢uju¢i navedene korekcije, glasi:
g = —e22 (1 + h(r,0)) + w?rsin?6. (4.24)
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Druga aproksimacija dodatno pojednostavljuje izraz. Za vrlo kompaktne zvijezde
vrijedi ¢?®(" < 1, a h(r,0) istog je reda veli¢ine kao i w?r?. Zbog toga smijemo

zanemariti funkciju h(r, #) te se ergoploha dobiva za:
—e?®0) 4 22 =0, (4.25)

Topoloski, ergopodrudje je torus Ciji rubovi u ekvatorijalnoj ravnini zadovoljavaju

jednadzbu e®)

= rw(r). Granice ergopodrucja pronalaze se numeri¢ki nakon
odredivanja jednadzbe stanja materije. Najjednostavniji je model onaj u kojem je
gustoca zvijezde jednolika. Realisti¢niji, iako i dalje idealizirani model, dobiva se pro-
matrajuci neutrone kao idealni Fermijev plin. Kako bi imale ergopodrucje, gustoce
zvijezda opisanih ovim modelima morale bi biti ve¢e od gustoc¢a neutronskih zvijezda.
Ovi rezultati podupiru tezu da postojece zvijezde u svemiru nemaju egopodrudje.
No, najnovijim simulacijama u kojima je koriStena sloZenija jednadzba stanja koja uz
nuklearnu materiju ukljucuje i doprinose kvarkovske materije dobivena su stabilna

ergopodruc¢ja. Takoder je pokazano da politropski model s I' = 3 daje nestabilna

rjeSenja [19].

4.2.2 Rotirajuce crvotocine

Primjer jos jednog rjeSenja od teorijskog interesa su crvotocine — hipotetski precaci
koji bi omoguc¢ili putovanje izmedu dviju vrlo udaljenih tocaka prostorvremena. Su-
protno uobicajenoj praksi, prilikom odredivanja metrike crvotocine prvo se zadaju
fizikalni uvjeti koje ona mora zadovoljavati, a potom se iz Einsteinove jednadzbe
odredi pripadna materija. Promatrano prostorvrijeme mora biti stacionarno i osno-
simetricno. Najopcenitiji oblik takvog prostorvremena u sfernim koordinatama je

[21]:
ds* = —N2dt* + etdr* + r* K*(d6* + sin®0(d¢ — wdt)?), (4.26)

gdje funkcije N, K, u, w ovise samo o r i f te moraju biti zadane tako da prostorvri-
jeme nema horizont i nije singularno.
Veli¢ina w(r, #) angularna je brzina cCestice koja iz beskonacnosti slobodno pada do

tocke odredene koordinatama (r,#). Radijalna udaljenost R tocke (r,f) od ishodisSta
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odredena je funkcijom K(r,#) u kojoj je sadrzana ovisnost o koordinati 6:

R(r,0) =rK(r,6), OR/Or > 0. (4.27)

Oblik crvotocine modelira se funkcijom pu:

b(r,0) ) ‘

u(t,0) = _1n(1 -

Dva identi¢na, asimptotski ravna podrudja prostorvremena povezana su “grlom” cr-
votocine koje se u ovom slucaju nalazi na » = b. Kako ono ne bi bilo singularno,
mora vrijediti 0b/00 = 0 za r = b. Taj se zahtjev dobiva iz Riccijevog skalara jer se u
njemu pojavljuje ¢lan proporcionalan (9b/96)(r — b)~2. Da bi ovako zadana geome-
trija odgovarala izgledu crvotocine, mora vrijediti i 0b/0r < 1, §to je uvjet dobiven
uranjanjem plohe konstantnih ¢ i # u prostor viSe dimenzije. Oblik metrike pogodniji

pri opisivanju izgleda crvotocine dobiva se redefiniranjem radijalne koordinate:
d b\ —1/2
Lox(1-2) " (4.28)

Uz tu zamjenu, metrika preko grla (p = 0) glatko povezuje dva asimptotska podrucja
p = too.

Angularni moment crvotocine « sadrzan je u potencijalu w:

2a 1
w="5+0(5).

Metrika mora biti nesingularna na osi rotacije (¢ = 0, 7), Sto znaci da derivacije N,
K, 11, w po 6 moraju iS€ezavati na osi. Takoder, prostorvrijeme mora biti asimptotski

ravno pa za r — oo zahtijevamo:
N—=1,b/r—0 K—1 w—0. (4.29)
Uzevsi u obzir sve uvjete, metrika stacionarne osnosimetri¢ne crvotocine glasi:

—1
ds® = —N2dt? + (1 - 2) dr? + r2K2(d6? + sin20(d¢ — wdt)?). (4.30)
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Odgovarajudi tenzor energije i impulsa nuzno narusava energijske uvjete u podrucju
grla jer ono po definiciji defokusira svjetlosne zrake. Moze se pokazati kako u ovom
slu¢aju za klasu vektora svjetlosnog tipa v® ne vrijedi energijski uvjet R,,v%° > 0 (do-
datak C) [21]. Materija koja zadovoljava takvu nejednakost zbog svojih se neobi¢nih
svojstava naziva egzoticnom. Konkretno, gustoca energije egzoticne materije je nega-
tivna, Sto Cini ovakva rjeSenja fizikalno nerealisticnima. Da bismo dobili konkretan

primjer crvotocine, biramo:
N=K=14—"— w=—,b=1 (4.31)
T

Ergopodrucje se pojavljuje ako je rotacija dovoljno brza da komponenta g;; postane
pozitivna. U ovom se primjeru to dogada za r*> = |2asinf| > 1, tj. za |a| > 1/2. Ergo-
podrucje ne okruzuje grlo u potpunosti, ve¢ samo oko ekvatora, kao sto je prikazano

na slici 4.3.

Slika 4.3: Shematski prikaz popre¢nog presjeka grla crvotocine, preuzeto iz [21].
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5 Ekstrakcija energije

Unato¢ c¢injenici da su crne rupe dijelovi prostorvremena iz kojih ¢ak ni svjetlost
ne moze pobjeéi, za rotirajuce crne rupe specificni su procesi ekstrakcije energije.
Moguénost ekstrakcije energije direktna je posljedica svojstava ergopodrudja, Ciji je
naziv i motiviran ¢injenicom da omogucuju realizaciju takvih procesa (gr¢. ergon -
rad). U nastavku su na primjeru Kerrove crne rupe opisana dva najvaznija procesa te
je pokazano da su teorijski moguc¢i ne samo kod crnih rupa, ve¢ i kod drugih tipova

rotirajucih prostorvremena u kojima postoji ergopodrudje.

5.1 Penroseov proces

Prema Noetherinom teoremu, simetrije prostorvremena povezane su sa zakonima
ocuvanja. U stacionarnom prostorvremenu s Killingovim vektorskim poljem k* vre-

menskog tipa, ocuvana je veli¢ina energija (teorem A.1.):
E = —pt'k,, (5.1)

gdje je p* 4-impuls Cestice, buduce usmjeren vektor vremenskog ili svjetlosnog tipa.
Unutar ergopodrudja Killingov vektor k* prostornog je tipa. Posljedi¢no, energija kao
produkt ta dva vektora moze biti negativna. Ideja Penroseovog procesa je sljedeca:
Cestica iz beskonacnosti upada u ergopodrucje u kojem se raspada u par Cestica tako
da je energija jedne od nastalih Cestica negativna. Po zakonu oCuvanja energije, ener-
gija druge nastale Cestice mora biti veca od energije raspadajuce cestice.

Kako bismo promotrili proces detaljnije, postavljamo laboratorijski sustav u asimp-
totsko podrucje, daleko od crne rupe. Neka je impuls Cestice koja pada prema crnoj

rupi jednak pfj. Energija Cestice mjerena u laboratorijskom sustavu dana je s:
EO = _p’gglh (52)

te ostaje konstantna tijekom pada duz geodezika. Pretpostavimo i da se ulaskom u

ergopodrucje Cestica raspada u dvije Cestice impulsa p/' i p, te pritom vrijedi zakon
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oCuvanja: pf = p| + ph. Ako energiju Cestice 2 biramo tako da bude negativna
By = —plk, <0, (5.3)

tada Cestica 1, slijede¢i geodezik, u beskonacnost stize s veCom energijom nego Sto

je to bila energija pocetne Cestice
E1 = _p/fku = E(] — E2 > Eo. (5.4)

Cestica je dobila dodatnu energiju na raéun energije crne rupe te moze pobjeéi u
beskonadnost jer se ergopodruéje nalazi izvan horizonta. Cestice negativne energije
mogu pobjedi iz ergopodrucja jedino tako da produ horizont crne rupe. Na kraju
procesa, ukupna energija u laboratorijskom sustavu povecéana je za |F;|, a masa crne

rupe smanjena za isti iznos.

5.1.1 Efikasnost Penroseovog procesa

Penroseovim procesom moZze se dobiti organicena koli¢ina energije zato Sto Cestice
negativne energije nose i negativan angularni moment, odnosno suprotan onome
crne rupe. Naime, Killingovo vektorsko polje £¢ (4.3) svjetlosnog je tipa i buduce

usmjereno na horizontu pa za produkt s 4-impulsom cestice vrijedi:
0>¢&pe=—E+QyL, (5.5)
odnosno,
L < E/Qy, (5.6)

¢ime je dokazana tvrdnja. Apsorpcija Cestica negativnhog angularnog momenta re-
zultirat ¢e smanjivanjem angularnog momenta crne rupe sve dok ona ne postane
statiCna. Stati¢ne crne rupe nemaju ergopodrudje i ekstrakcija energije prestaje biti

moguca.
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Za kvantifikaciju efekta uvodi se nova velicina, ireducibilna masa M;, [22]:

1
M2 = 5(M2 + VM4 — J?). (5.7)

Masa crne rupe ne moze postati manja od ireducibine mase, Sto je vidljivo invertira-
njem gornjeg izraza:

2 2 J2 2
M? = M2+ > M,

1 4M~2 = ir (58)

Neka su Mj i J, poCetna masa i pocetni angularni moment crne rupe. Dobivenu
energiju AE = AM = My— M;.(My, Jo) mozemo interpretirati kao rotacijsku energiju
crne rupe. Najveca je za ekstremalnu crnu rupu (JZ = M) te iznosi oko 29% njezine

energije:

1
AMpae = (1 _ —)M ~ 0.29M,. 5.9
K 73} Mo 0 (5.9)

Ovaj je rezultat konzistentan s 2. zakonom termodinamike crnih rupa po kojem se
povrsina horizonta ne smanjuje, 0 Ay > 0, ako vrijedi slabi energijski uvjet (dodatak

C). Povrsina horizonta Kerrove crne rupe A dana je s:

A= / V960905 d0dd = /(ri + a®)sinf dfd¢p = 4An(r3 + a*), (5.10)
rT=r4

te se od kvadrata ireducibilne mase razlikuje samo za numericki faktor: A = 167 M?3.
Nakon apsorpcije Cestice, promjena mase crne rupe je M = E, a angularnog mo-

menta ¢6.J = L. Izraz (5.6) daje 0M > Qyd.J, Sto se moze zapisati i kao 0 M, > 0.

5.2 Superzracenje

Proces analogan Penroseovom procesu u kojem umjesto Cestica sudjeluju valovi na-
ziva se superzracenjem (eng. superradiance). Pod odredenim uvjetima amplituda
vala reflektiranog od horizonta veca je od amplitude upadnog vala, a dodatna ener-
gija vala i u ovom slucaju potjece od rotacijske energije crne rupe. Interakcija ska-
larnih, elektromagnetskih, gravitacijskih i spin-1/2 polja s crnom rupom opisana je
Teukolskyjevom jednadzbom. Konkretno, u slu¢aju Kerrove crne rupe, problem se

svodi na rjeSavanje radijalne jednadzbe. Uz uvodenje nove koordinate definirane na
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sljede¢i nacin:

d A d
= ———— 5.11
dr. 1?4 a?dr’ (>.11)
i nove varijable:
Y = (2 + a®)2A%2R, (5.12)
radijalna jednadzba poprima oblik:
d2S m
i + SWm sXlm = 0. (513)
dr?
Kompleksni efektivni potencijal ,V},, definiran je kao
K? —2is(r — M)K  A(4irws — \) dG
Vim = -G - —, 5.1
: (r2 4 a?)? + (r2 4+ a?)? dr, (5-14)
gdje su G, K i X jednaki:
2 4a? (r2 + a?)?’ '
K= (*+ad*)w—am, (5.16)
A =E —2amw + a*w® — s(s + 1). (5.17)

Separacijska konstanta £ se za male vrijednosti produkta aw moze razviti u red ciji
je vodedi ¢lan /(I + 1). Kvantni brojevi s, [ i m odnose se na spin, angularni moment i
projekciju angularnog momenta upadnog vala. Iz asimptotskog ponasanja jednadzbe

(5.14), slijede rjesenja oblika:

Y ~ T:Fseiiwr* zar — 0o, (518)

X ~ A2t 79 T, (5.19)
gdje jew = w — mQy, a Qy = a/(2Mr,) angularna brzina crne rupe. Postoje Cetiri

nezavisna skupa rjeSenja koji se razlikuju po rubnim uvjetima [23].

Konkretno, promotrimo slucaj skalarnog polja, s = 0. Asimptotska rjeSenja radijalne
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jednadzbe su:

e~ zar — ry,
X ~ (5.20)

Aput(w)e™ + Ay, (w)e™™ zar — oo.

Zbog simetrije potencijala (,V,, = _,Vim), drugo je rjeSenje kompleksno konjugirana
funkcija. Bududi da je Wronskijan dvaju linearno nezavisnih rjeSenja konstantan,
dobiva se izraz koji povezuje koeficijente refleksije (R = A,,:/A;y) i transmisije (7' =

(1- mTQH) T|? =1 |RJ. (5.21)

Amplituda reflektiranog vala bit ¢e veca od amplitude upadnog vala kada je R > 1,

Sto se postize za frekvencije u rasponu:
0<w<mQy. (5.22)

Za razliku od originalnog Penroseovog procesa, kod valova ne postoji sloboda u iz-
boru angularnog momenta. Dinamika procesa u potpunosti je odredena parametrima
upadnog vala.

Do istog se rezultata moze doci i pozivajuci se na teorem o povrsini, Ay > 0. Prvi
zakon termodinamike crnih rupa povezuje promjene mase, povrsine i angularnog

momenta crne rupe:
SM = 8i§AH +Qu0. (5.23)
Y[

Frekvencija w i azimutalni broj m skalarnog polja u stacionarnom osnosimetri¢nom
prostorvremenu povezani su s tokom angularnog momenta £ i energije £. Za tenzor

energije i impulsa 7),,, pripadni vektori toka energije i angularnog momenta su:

— (5.24)

" = Thm?, (5.25)
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Omjer toka energije i impulsa po sfernoj hiperplohi d%,, = n,r?dtdQ}, gdje je n*
normala plohe, dani su s:
L 1

£__s 2
e T (5.26)

Poznat je oblik tenzora energije i impulsa skalarnog polja ®(¢,7,0,¢) =

f(r,0)e witime,
Ty = 0,80, — 20,0, 2)(0°®), (5.27)
iz Cega slijedi trazena veza:
L/IE=m/w. (5.28)

Po zakonu ocuvanja energije i angularnog momenta, omjer promjene angularnog
momenta JJ i energije 6M crne rupe je 0J/0M = m/w. UvrStavanjem u (5.23)

dobiva se:

_wk 0Ap

sM =00
STw—Qpgm’

(5.29)

pa se energija crne rupe smanjuje (0M < 0) ako vrijedi w < Qgm.
Koliko ¢e biti maksimalno povec¢anje amplitude ovisi o vrsti vala. Za skalarne valove

ono iznosi 0.3%, 4.4% za elektromagnetske i ¢ak 138% za gravitacijske [23].

5.3 Waldova nejednakost

Ubrzo nakon teorijskog opisa Penroseovog procesa, predlozena je i njegova astrofi-
zikalna primjena. OpaZeno je da supermasivne crne rupe u sredistima aktivnih ga-
laksija emitiraju visokoenergetske mlazove ionizirane materije, pa je kao potencijalni
izvor njihove energije predloZena rotacijska energija crne rupe. U ovom kontekstu,
zvijezdu u blizini crne rupe promatramo kao upadnu cCesticu koja se raspada zbog
plimnih sila. Ako bi rotacija crne rupe dovoljno povecala energiju i ubrzala jedan
od nastalih fragmenata, Penroseov proces mogao bi objasniti nastanak ovakvih mla-
zova. Pomoc¢u Waldove nejednakosti [24] moguce je procijeniti pod kojim uvjetima

Penroseov proces postaje primjenjiv. Njome su odredene granice na omjer energije i
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mase fragmenta £’/M’ emitiranog brzinom v mjerenom u sustavu mirovanja pocetne
Cestice energije £/ i mase M.

Ako je jedan od nastalih fragmenata odreden masom M’, brzinom v i Lorentzovim
faktorom ~ u sustavu raspadajuce Cestice, tada je moguce izvesti izraz za Killingovu
energiju £’ (energiju mjerenu u beskona¢nosti) fragmenta [29]. Cetverobrzinu emi-
tiranog fragmenta u mozemo izraziti pomoc¢u ortonormirane tetrade eﬁ.) i jedini¢nog

vektora vremenskog tipa U* zadanog kao U" = et‘o):
ut =(U" + v(i)eﬁ.)), (5.30)

gdje su v(¥ komponente trodimenzionalnog vektora brzine fragmentai~y = 1/(1 —
[0?)2, Jof? = 0.
Zbog simetrija prostovremena postoji Killingovo vektorsko polje vremenskog tipa £~.

U navedenoj bazi moZze se zapisati kao:

gr = ¢Oyr 4 §(i)€é), (5.31)

§u = &)Uy + f(i)e,(f)- (5.32)

Tada Killingova energija F raspadajuce Cestice mase M zadovoljava sljedece relacije:

E
U —&,U" = &y = —€"U, = ¢O), (5.33)

goo = & = —5((2)) + f(z‘)f(i) =

2

—5 + el (5.34)

Koristeci izraz za Cetverobrzinu fragmenta, za njegovu se energiju dobiva:

£’ ; E
T = Gt = (&0 —v08w) = (5 — Ivllgleost), (5.35)
a potom uvrstavajudi izraz (5.34):
£’ E E? 1/2
o v[v] (W + goo) cost (5.36)
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Funkcija kosinus poprima vrijednosti unutar intervala [—1, 1] pa se dobiva sljedec¢a

nejednakost:
E E? 12 F E E? 12
= —abl(5+ o) <1 <+l (G om) (5.37)

U slucaju bezmasenih produkata raspada, fotona, nejednakost glasi:

E E? /2w F E? 1/2
an (W +goo) < " < i + (W + goo) : (5.38)

Kod Kerrove metrike, maksimalna vrijednost komponente gg, postiZe se na horizontu
(0 = 7/2) ekstremalne crne rupe (¢« = m) te iznosi 1. Stoga se nejednakost moze

zapisati u obliku:
E E? 2 E' FE E? 1/2

Iz donje granice dobiva se uvjet koji mora zadovoljavati brzina nastalog fragmenta.
Promatramo proces koji se odvija unutar ergopodrucja i zahtijevamo E’ < 0, u skladu
s definicijom Penroseovog procesa. Omjer energije i mase Cestice nije proizvoljan,
ve¢ je odreden kinematikom. Kako bi orbita Cestice bila stabilna, maksimalna
dozvoljena vrijednost tog omjera iznosi E,,../M = 1/+/3. Uvritavanjem navedenog
rezultata u Waldovu nejednakost dobiva se v > 1/2, Sto znaci da su za realizaciju
procesa potrebne relativisticke brzine.

Gornja granica daje odgovor na pitanje je li moguca astrofizikalna primjena Penrose-
ovog procesa. Ako je moguce posti¢i dovoljno veliku vrijednost £’'/M’, a da pritom
niti v ni F/M ne rastu, Penroseov proces mogao bi posluziti kao izvor energije
opazenih mlazova. No, usporedivanjem procesa raspada Cestice u ravnom prostoru
i u prisustvu crne rupe moze se zakljuciti da faktor povecanja energije u potonjem
slucaju nije znacajan. Ako upadajuca cCestica u pocetku miruje u beskonacnosti
(E/M = 1), energija fragmenta bit ¢e, u najboljem slu¢aju, veéa za faktor 1 + v+v/2.
Kod raspada ¢estice u dva fotona gornja granica dana je s £ < E(1 4 v/2)/2, $to
odgovara efikasnosti od 121%. Ako upadajuca Cestica ne miruje u beskonacnosti, ve¢
se kre¢e kona¢nom brzinom (F/M > 1), energija fragmenta bit ¢e jos manja. Dakle,

rotacijska energija crne rupe ne moze biti izvor energije opazenih mlazova.
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5.4 Sudari u Kerrovom prostorvremenu

Efikasnost Penroseovog procesa moze se povecati ako umjesto raspada jedne cestice
promatramo sudare i rasprsenja. Ukljuc¢ivanjem veceg broja Cestica raste fazni pros-
tor pa se time ujedno povecava i raspon vrijednosti ukupne energije. Posebno je za-
nimljiv slu¢aj u kojem se Cestice sudaraju u blizini horizonta ekstremalne crne rupe i
energija u sustavu centra mase divergira [27]. No, kada dvije Cestice padaju prema
horizontu u ¢ijoj se blizini potom sudare, njihov ukupni radijalni moment poprima
veliku negativnu vrijednost. Zbog toga Ce se vecina nastalih Cestica nastaviti gibati
prema crnoj rupi te ¢e naposljetku biti apsorbirane. Samo mali udio nastalih Cestica
uspjet e pobjedi iz potencijala crne rupe, a do beskonacnosti ¢e do¢i nosedi relativno

malu energiju.

5.4.1 Energija u CM sustavu

Kada se dvije Cestice koje poCetno miruju u beskonacnosti sudare u blizini horizonta
ekstremalne crne rupe, energija u sustavu centra mase moze dosec¢i proizvoljno vi-

soku vrijednost. Energija u sustavu centra mase dana je s:

E.m = moV24/1 — G Ui ub, (5.40)

gdje su uf i uf Cetverobrzine Cestica, a m, njihova masa. Za Kerrovu se crnu rupu

dobiva [27]:

2m3
r(r? — 2r + a?)

+2(r — 1)r? — \/Q(CL — L) — L2+ 2r2\/2(a — L)2 — L3+ 2r2 )

2 _
Ecm_

(2(12(1 4 1) — 2a(Ly + La) — Ly Lo(r — 2)+
(5.41)

Na prvi pogled ¢ini se da E,,, uvijek divergira na horizontu (r, = 1+ +/1 — a?), ali to
nije tako jer tada i brojnik is¢ezava. Dvostrukom primjenom I'Hospitalovog pravila,

za a = 1 ulimesu » — 1 dobiva se:

Ly—2 L, —2
£2 —9 2( 2 1 ) 5.42
cm mO L1—2+L2—2 (4)

Ako je angularni moment samo jedne od Cestica kritican (L = 2), energija u sustavu

centra mase divergira.
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Neogranicen porast energije u sustavu centra mase nuzan je, ali ne i dovoljan uvjet za
postizanje neogranicene energije nastalih Cestica [30]. Ako dvije sudarajuce Cestice
promatramo kao jednu slozenu c¢ija je masa M i energija £ = F; + FE,, a produkti
sudara dvije su Cestice masa m, tada primjenom zakona ocuvanja energije slijedi

E., = M = 2ym. UvrStavanjem u Waldovu nejednakost dobiva se:

E— ’U|\/ E2+g00]\/[2 < 2F < FE+ ‘Ul\/ E2—|—g00M2. (543)

U limesu M — oo, maksimalna energija nastale Cestice iznosi:

, M
E... ~ [v]\/goo— (5.44)

max 2

Identican se izraz dobiva ako su produkti sudara dva fotona emitirana u suprotnim
smjerovima.

Iako je divergirajuca energija matematicki moguca, u praksi nije ostvariva. Postoji
viSe primjedbi utemeljenih na fizikalnim i astrofizikalnim argumentima, od kojih su
najvaznije opisane u nastavku [25].

Neogranicen porast energije dobiven je pretpostavljaju¢i maksimalni moguéi angu-
larni moment crne rupe, ali kao maksimalna vrijednost angularnog momenta re-
alisticnih crnih rupa prihvacena je Thorneova granica koja iznosi a = 0.998. Uzi-
majudi tu vrijednost, omjer energije u sustavu centra mase i mase mirovanja cestica
drasti¢no pada te iznosi najvise 6.95. Cak i kada bi crna rupa potetno bila ekstre-
malna, apsorpcija Cestica negativne energije i angularnog momenta nastalih samo
jednim sudarom smanjila bi angularni moment crne rupe ispod razine potrebne za
visokoenergijske sudare. Drugi komentar odnosi se na energiju Cestice koja odlazi u
beskonac¢nost. Energija dobivena sudaranjem blizu horizonta bit ¢e izgubljena tije-

kom bijega iz potencijala crne rupe zbog gravitacijskog pomaka prema crvenom.

5.4.2 Efektivni potencijal Kerrove crne rupe

Zanima nas oblik efektivnog potencijala te veza polozaja radijalnih toc¢aka obrata i

angularnog momenta Cestice [28]. U izvodu se ogranicavamo na radijalno gibanje u
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ekvatorijalnoj ravnini. Iz integrala gibanja, energije i angularnog momenta:

E = —p; = —(gup" + g1s0?), (5.45)

L =ps = gosp” + Gro1", (5.46)

pronalaze se p' i p? komponente impulsa Cestice:

1 2M a? 2M
pt:—<<r2+a2+ ¢ >E— aL), (5.47)
A r r
1 2M 2M
p¢:—<<1——)L+ aE). (5.48)
A r r
Uvjet normalizacije zapisujemo kao g, p"p” = —m?, gdje je m masa Cestice. Raspisi-
vanjem uvjeta normalizacije dobiva se:
—m? = gu(p")* + 20160'D° + 9os(1°)* + 9 (0")*, (5.49)
(1) = g (=m* = gu(0')* = 29060'D° — 950 (1°)?)- (5.50)
Ako gornju jednadzbu napiSemo u obliku
1 \2
§(p )2+ Uyg =0, (5.51)
moze se iScitati efektivni potencijal Uy:
U m L + 1(m2 E2)(1+ a2> M(L E)? (5.52)
of = —m"— + — + = - — ) — —=(L—ak)". .
! ro2r2 2 72 r3

Radijalne tocke obrata odredene su s U (r) = 0. Na slici 5.1 prikazane su kao funk-
cija udarnog parametra Cestice, b = L/ E. Bez gubitka opéenitosti, za potrebe ra¢una
toCaka obrata masu crne rupe smijemo izabrati kao M = 1. Isto mozemo udiniti i za
masu Cestice m bududi da nigdje ne usporedujemo te dvije mase. Nadalje pretpostav-
ljamo da cestica u poCetnom trenutku miruje u beskonacnosti pa je njezina energija
E = 1. Za spin crne rupe izabrana je ekstremalna vrijednost a = 1, jer ona odgovara

situaciji u kojoj efikasnost procesa postize svoje maksimalne vrijednosti.
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1 1

Slika 5.1: Radijalne tocke obrata u efektivhom potencijalu ekstremalne Kerrove crne
rupe za masivne (lijevo) i bezmasene (desno) Cestice

Sve Cestice koje pripadaju podrucju oznacenom zZutom bojom mogu pobjeci iz poten-
cijala crne rupe i do¢i do beskonacnosti, dok Cestice iz plavog podrucja to mogu samo
ako im je radijalna brzina usmjerena suprotno od crne rupe. Horizont se nalazi na
r =1, a ergoploha nar = 2.

Ako se udarni parametar b masivne ¢estice nalazi u rasponu b < —2(1 + /2) ili
b > 2, tada ¢e ona na svom putu do horizonta nai¢i na tocku obrata, reflektirati se
od potencijalne barijere te vratiti u beskonac¢nost. U drugom slucaju, kada je udarni
parametar izmedu —2(1++/2) < b < 2, crna rupa ée apsorbirati éesticu ako je njezina
radijalna brzina usmjerena prema horizontu. Bezmasene Cestice pocetno emitirane
prema horizontu mogu do¢i do tocke obrata i pobjeci u beskonacnost ako se njihov

udarni parametar nalazi u intervalima 6 > 2ili b < —7.

5.4.3 Pocetni uvjeti

Ove rezultate primjenjujemo na sudare dviju Cestica (u nastavku oznacavane indek-
sima 1,2) ¢iji su produkti dvije Cestice (3, 4). Pritom, kao i ranije, pretpostavljamo
da je E3 > F; + FE, i Cestica 3 odlazi u beskonacnost, a 4 < 0 te Cestica 4 upada u

crnu rupu. Po zakonima oc¢uvanja mora vrijediti:

By = Fy + By = By + E,, (5.53)
Dior = €1D] + €2D5 = €3p5 + €4 (5.55)
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Radijalni impuls odreduje se iz uvjeta normalizacije p,p,¢"* = —m?:

pr = £(grr(—m? — g"E* 4+ 29" LE — ¢%?L?))Y/2. (5.56)

Predznak radijalnog impulsa pojedine Cestice nije proizvoljan, ve¢ je odreden fizikal-
nim zahtjevima. Vrijednost udarnog parametra Cestice 1 je kriticna (b; = 2) jer taj
izbor maksimizira energiju u sustavu centra mase, te njezin radijalni impuls moze
biti i pozitivhog i negativnog predznaka. Pozitivan predznak znaci da Cestica pocetno
usmjerena prema crnoj rupi dolazi do tocke obrata prije sudara, a negativan odgo-
vara situaciji u kojoj se Cestica iz beskonacnosti nastavlja gibati prema horizontu.
Cestica pozitivnog radijalnog momenta uéinit ée ukupni radijalni moment u sustavu
centra mase manje negativnim, Sto ¢e povecati efikasnost. No, pozitivni doprinos
nije znacajan bududi da se takva Cestica mora nalaziti blizu tocke obrata koja je de-
finirana s p” = 0. Kako bi se sudar mogao odvijati oko horizonta, udarni parametar
Cestice 2 mora biti subkritican, b, < 2. Predznak radijalnog impulsa te Cestice tada je
negativan. Buduci da unutar ergopodrucja ne postoje tocke obrata kada je b < 2, ta
se Cestica ne moze reflektirati od potencijalne barijere crne rupe i promijeniti smjer
gibanja. Cesticu 4 apsorbira crna rupa pa ona mora biti ulazeé¢a. Efikasnost procesa
maksimizirana je ako je radijalni impuls Cestice 3 neposredno nakon sudara negati-
van. Udarni parametar te Cestice mora biti natkritican, b3 > 2 (jednakost vrijedi za
sudar na horizontu), kako bi mogla do¢i do tocke obrata te pobje¢i u beskonacnost.
Uzevsi ova razmatranja u obzir, predznaci impulsa Cestica zadani su kao ¢; = +1 i

€g = €3 =¢€4 = —1.

5.4.4 Specijalni slucajevi

Izracunate su efikasnosti za nekoliko izdvojenih fizikalnih procesa koji ukljucuju
anihilaciju, elasticno rasprSenje masivnih Cestica te Comptonovo rasprSenje [26].
Zbog preglednosti, pri opisivanju procesa koriStena je skra¢ena notacija u kojoj tri
slova opisuju vrstu Cestica 1, 21i 3, a znak + ili — predznak radijalnog impulsa Cestice
1. Slovo P oznacava foton, a slovo M masivnu cesticu. Masivne Cestice definirane su
sm = E =1, afotoni s m = 0 i opCenitom energijom FE. Za Cestice 1 i 2 pretpostavlja
se da dolaze iz beskonacnosti, gdje su mirovale u poCetnom trenutku, a sudaraju se

blizu horizonta ekstremalne Kerrove crne rupe.
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Anihilacija Cestica

Promatramo anihilaciju dviju masivnih Cestica ¢iji su radijalni impulsi usmjereni
prema horizontu crne rupe (MMP—) te nas zanima koja je maksimalna efikasnost
ovakvog procesa. Kao i ranije, za Cesticu 1 vrijedi L; = by Fy = 2, za Cesticu 2 by < 2,
a za Cesticu 3 b3 = 2. Efikasnost postiZze svoj maksimum u limesima L, — 21ir — 1.
Kako bi se dobila to¢na vrijednost, oba se limesa moraju racunati istovremeno. U
izraz za efikasnost uvrste se Ly = 2 — £ 1 70 = 1 + 0£. U limesu ¢ — 0, dobiva se

konstantni ¢lan koji ovisi samo o ¢. Iz derivacije

Ly =2—¢&,1)/0r =0 (5.57)

r=1+0¢’

zadrzavajué¢i samo vodeéi ¢lan u ¢, dobiva se § = 1/4/12 $to daje maksimalnu
efikasnost n ~ 1.295. Efikasnost ovakvog procesa moZe se dodatno poboljsati ako
umjesto by = 2 zadamo b; = 2+ §(r — 1). Tadasezar — 1id =2 — v/2 dobiva
efikasnost 1 ~ 2.63.

U dosad opisanim slucajevima gibanje Cestica bilo je ograni¢eno samo na ekvatori-
jalnu ravninu. Analiza procesa moze se prosiriti tako da se Cesticama dozvoli gibanje
u 6 smjeru. No, efikasnost je svejedno maksimalna ako se sam sudar odvija na
horizontu. Smjer radijalnog momenta odreduje koji Ce tip sudara biti energijski po-
voljniji, potpuno ekvatorijalni ili s neis¢ezavaju¢im momentima u § smjeru. Opcenito,
kada je predznak radijalnog momenta Cestice 1 negativan, efikasnost je optimizirana
za maksimalnu moguéu vrijednost p? , a ako je predznak pozitivan, proces mora biti
u potpunosti ekvatorijalan (p{ = 0) kako bi se postigla maksimalna efikasnost. Za

ranije opisan MMP— proces, uz ove se uvjete dobiva n ~ 3.73, a za MMP+ je n ~ 6.37.

Rasprsenja

Elasti¢no rasprSenje masivnih Cestica zadano je s m; = Fy = mg = Fy = mg =
my = 1. Masu Cestice 3 parametriziramo s a3 = m3/FE3 i odgovaraju¢im izborom
a3 dobivamo maksimalnu efikasnost. Razlikujemo dva slucaja ovisno o predznaku
radijalnog impulsa Cestice 1, pa se za pozitivan dobiva n =~ 6.32, a za negativan
n ~ 3.66.

Najveca efikasnost dobiva se za Comptonovo rasprSenje u kojem sudjeluju foton
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pozitivhog radijalnog impulsa ¢iji je udarni parametar b, = 2 i masivna Cestica za
koju je b, = —2(1++/2). Rasprsenje rezultira fotonom negativnog radijalnog impulsa
i kriticnog udarnog parametra b3 = 2 te masivnom Cesticom negativne energije i
angularnog momenta. Za sudar na horizontu (» — 1) i u granici F; > F», efikasnost
dostize vrijednost od cak n ~ 13.92. Isti se rezultat dobiva ako se zamjene Cestice 3 i
4.

U navedenim slucajevima, energija nastale Cestice i do nekoliko je puta veca od
pocetne energije. Takve vrijednosti efikasnosti dobivene su za idealizirane situacije
u kojima pretpostavljamo maksimalni spin crne rupe, horizont kao mjesto sudara te
totno podesene angularne momente Cestica 1 i 2. Osim toga, ako bi Cestica i uspjela
pobjedi u beskonacnost, tijekom tog bi puta izgubila veci dio energije. Zbog toga se
ne ocekuje da opisani sudari imaju vazniju ulogu pri akceleraciji i stvaranju novih
Cestica ili ekstrakciji energije pri astrofizikalnim procesima.

U tablicama 5.1 i 5.2 popisane su efikasnosti procesa u kojima u beskonacnost odlazi
ili foton ili masivna Cestica. Procesi u kojima je efikasnost maksimizirana za F; — oo
oznaceni su s *, a s ** oznaceni su oni u kojima je maksimizirana za F, — 0.
Maksimalna efikasnost

MMP— | 2+ /2~ 3.73

MMP+ | (2 ++/3)(2 4+ v/2)/2 =~ 6.37

PMP— | 2(2 +V/3) =~ 7.46 *

PMP+ | (2 ++/3)? ~ 13.92 *

MPP— | 2(2 + V/3) = 7.46 **
MPP+ | (24 v/3)(2 + V/2) ~ 12.74 **

Tablica 5.1: Maksimalna efikasnost procesa u kojima foton odlazi u beskonacnost,
preuzeto iz [26].

Maksimalna efikasnost
MMM~ | (4 ++/11)/2 = 3.66
MMM+ | (7 +4v/2)/2 = 6.32
PMM— | 2(2 +/3) ~ 7.46 *
PMM+ | (24 v/3)? ~ 13.92 *
MPM— | 4 4+ /11 ~ 7.32 **
MPM+ | 7+ 42 ~ 12.66 **

Tablica 5.2: Maksimalna efikasnost procesa u kojima masivna Cestica odlazi u be-
skonacnost, preuzeto iz [26].
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5.5 Penroseov proces kod crvotocina

Osim u limesu divergirajuce energije u sustavu centra mase, neogranicena energija
Cestica nastalih sudarom moze se posti¢i ako metricki koeficijent g,; divergira (5.44).
Takva situacija odgovara brzorotiraju¢em prostorvremenu kakvo bi mogle predstav-
ljati crvotocine [31]. Kako promatrano prostorvrijeme ne bi bilo singularno, limes u
kojem brzina rotacije divergira treba shvatiti samo formalno. U skladu s tim, para-
metre prostorvremena treba izabrati tako da energija u sustavu centra mase postize
velike vrijednosti, ali skalari tenzora zakrivljenosti ostaju konacni. Kao model roti-
rajuce crvotofine uzimamo jednostavan stacionaran i osnosimetric¢an primjer opisan
u poglavlju 4.2.2., ali koristimo modificirani oblik metrike u kojem je radijalna koor-

dinata p definirana s:

% _ i(l _ §>_§. (5.58)

Ograni¢avamo se na radijalno gibanje u ekvatorijalnoj ravnini (¢ = 7/2) pa linijski

element glasi:
ds* = —dt* + dp® + r*(p)(d¢ — w(p)dt)®. (5.59)

Racunamo efektivni potencijal na identican nacin kao i ranije za Kerrovu crnu rupu.

Impulse u p' i p? izrazavamo preko ocuvanih veli¢ina, energije i angularnog mo-

menta:
p'=E—wp)L, (5.60)
L
¢ _
P’ =w E—w(p)L) + ) (5.61)
(P)( (p)L) ()
Iz uvjeta normalizacije g,,p"p” = —m? dobiva se jednadzba oblika
1 \2
§(p )2+ Uyg =0, (5.62)
iz koje se procita efektivni potencijal:
IR 9 L?
Uet = 5 (m (B —w(p)L)* + r2(p))' (5.63)
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Prema jednadzbi (5.62), radijalni impuls jednak je

P(p) = £/ —2Ue(p), (5.64)

pa je Cestica ograniCena na gibanje u podruéju u kojem je U, < 0. Pretpostavljamo
da je By = Ey > m; = ms, kao i L1 = L, te da se Cestice sudaraju na grlu cr-
votocine (p = 0). Posljedica prve pretpostavke je ta da se Cestice 1 i 2 mogu nalaziti
u beskonac¢nosti buduéi da je tada Ug(+oo) = (m? — E?)/2 < 0. Zbog jednakosti
masa, energija i angularnih momenata Cestica, i efektivni potencijali jednaki su za
obje Cestice. Za produkte sudara vrijedi £5 > m3 = my i E, < 0. Nadalje pretpostav-
ljamo da cestica 1 dolazi do grla crvotocine iz podrudja u kojem je p > 0, a Cestica 2
iz onog u kojem je p < 0. Naime, kod crvotocina razlikujemo dva asimptotski ravna
podrucja, sto omogucuje povoljniju konfiguraciju sudara nego u slucaju crnih rupa.
Cestice koje dolaze do grla iz dva razli¢ita asimptotska podruéja sudaraju se éeono te
je u trenutku sudara njihov ukupni radijalni impuls jednak nuli. Kod crnih rupa ne-
gativna vrijednost ukupnog radijalnog moment otezava bijeg iz potencijala. Energija
u sustavu centra mase na podrucju grla dana je s:
AL2

EZp(0) = 4(Ey — w(0)Ly)? - 2 (5.65)

Zakon ocCuvanja energije postavlja granicu na masu nastale Cestice:

ms + my = 2m3 < ECM(O), (566)
L2
mj < (By —w(0)L,)* — b—; (5.67)

Iz zakona oCuvanja radijalnog impulsa slijedi:

0 = /—2Uct(3)00) — v/ —2Uet(a)(0), (5.68)

gdje su predznaci impulsa izabrani tako da Cestica 3 odlazi u beskonacnost (p — ),
a Cestica 4 ostaje zarobljena u ergopodrudju. U nastavku pretpostavljamo Ue(s)(0) =

Uet(1)(0) < 0, Sto je u skladu s gornjim izrazom. Zakoni ocuvanja energije i angular-
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nog momenta daju:

Ey=2F — FE5 <0, (5.69)
Ly =2L, — Ls. (5.70)

Razmatramo efikasnost procesa za dva razli¢ita oblika potencijala. U prvom su
slu¢aju angularni momenti Cestica 1 i 2 jednaki nuli pa je efektivni potencijal kons-
tantan:

1
Uetr) = Vet = 5(mt — Ey). (5.71)

Energija u sustavu centra mase u podrucju grla i energija cCestice 1 povezane su jed-

nostavnim izrazom:
Ecn(0) = 2F;. (5.72)
Iz jednakosti efektivnih potencijala za Cesticu 3 i 4, koriste¢i zakone o¢uvanja (5.69)

i (5.70) dobiva se:

b3
Ly = (B3 — Ev), (5.73)

a nejednakost Ue3)(0) < 0 vrijedi ako je E_ < F3 < E.:

2
E.—FE + b—‘j E? —ml, (5.74)

gdje su E. rjeSenja pripadne nejednadzbe. Time je dobivena gornja granica na efi-

kasnost procesa:

2
Br Ll o m (5.75)

" E AR 2 e ok

a iz nejednakosti (5.69) slijedi gornja granica na masu nastale Cestice:

b4
ms S \/ 1-— @El (5.76)

Sudarom visokoenergetskih Cestica nastaje Cestica ve¢e mase i obrnuto.

Ako su energije pocetnih Cestica male, energija u sustavu centra mase takoder je
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skromna (5.72). Za brzorotirajuu crvotodinu (a/b* >> 1), enegija nastalih Cestica i
efikasnost procesa dosezu visoke vrijednosti, neovisno o energijama pocetnih Cestica.
Kao drugi tip efektivnog potencijala Cestica 1 i 2 biramo duboki potencijal zadan s
L, = Ly < 0. Nejednakost Ue3)(0) < 0 odreduje raspon mogucih energija Cestice 3
tako daje £ < E3 < E, gdje su E definirani s:

) 577

QCLEl
2

Ei:Eli\/E< :

a uvedena pokrata B jednaka je:

2
m3

(B —30)" — 5

B=1- (5.78)

Prilikom ra¢unanja energije Cestice 3, koriSten je izraz dobiven iz zakona oCuvanja

energije i angularnog momenta te jednakosti efektivnih potencijala Cestica 3 i 4:

2
(B — %Ll)(Es — B+ lz,—ng) + %

Ly = - o (5.79)
B B0-%)
Maksimalna efikasnost dana je s:
1 VB2 L, 4a?
n=5+7g (e s (0 3)) (>-80)

U tablici 3 navedene su maksimalne vrijednosti efikasnosti procesa za pojedine izbore
parametara b, F; i L;. Fiksirani su B = 1/2, m; = 1 i a = 1. Vidljivo je da povoljnim
izborom parametara efikasnost moze doseci vrlo velike vrijednosti te kao i kod ravnog

potencijala, za to nisu nuzne visoke energije pocetnih Cestica.

b| E; | L; | Maksimalna efikasnost
ot/4 1111 —-11]1.3
0.1 11| —-1]13x%x10°
0.001 | 1.1 | =1 1.3 x 10"
214114 -4 1.8
1111} -213.1

Tablica 5.3: Maksimalna efikasnost procesa u ovisnosti o parametrima ulazne Cestice
i crvotoc¢ine. Preuzeto iz [31].
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Ova dva slucaja pokazuju da kod crvotocina energija u sustavu centra mase odreduje
dozvoljenu masu nastalih Cestica, ali slabo utjece na efikasnost procesa. U odnosu
na crne rupe, postoji dodatna sloboda pri izboru parametara koji opisuju prostor-
vrijeme. CrvotoCine nemaju horizont pa s te strane ne postoji ogranicenje na iznos
angularnog momenta, a drugi slobodni parametar je funkcija . Odabirom dovoljno
velikog omjera a/b® postizanje velike efikasnosti ne zahtijeva i visoke energije

pocetnih Cestica.
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6 Zakljucak

Korekcije opce teorije relativnosti unose nove ¢lanove u jednadzbe gibanja tijela. U
nestaticnom prostorvremenu pojavljuje se dodatna sila koja uzrokuje efekt poznat
kao Lense-Thirringova precesija. Teorijski predvidena vrijednost Lense-Thirringove
precesije nastale zbog Zemljine rotacije iznosi 39.2 tisu¢inki lu¢nih sekundi po go-
dini za ziroskop u niskoj orbiti. Ova vrijednost je, unutar eksperimentalne pogreske,
potvrdena, sto je jo$ jedna u nizu potvrda Einsteinove teorije gravitacije. Nadove-
zujudi se na Lense-Thirringovu precesiju, ergopodruéja su definirana kao dijelovi
prostorvremena u kojima je efekt povlacenja inercijalnih sustava zbog rotacije ma-
sivnog objekta toliko jak da brzina svih fizikalnih promatraca posjeduje angularnu
komponentu razli¢itu od nule. Ovakva definicija odraz je Cinjenice da asimptotski
vremensko Killingovo vektorsko polje postaje svjetlosnog tipa unutar ergopodrucja.
U prostorvremenu s ergopodru¢jem nuzno postoji staticka granica, ergoploha, na ko-
joj norma Killingovog vektorskog polja iS¢ezava. Pozivajuéi se na teoreme vezane uz
kauzalnu strukturu prostorvremena, dokazano je da ergoplohe slabo omedenih ergo-
podrucja, kakva su primjerice ona u Kerrovom prostorvremenu, dodiruju ili horizont
crne rupe ili singularitet. Kako opisati ergopodruéja koja ne pripadaju klasi slabo
omedenih te Sto se moze zakljuciti o njihovim svojstvima ostaje otvoreno pitanje.
Osim razli¢itih vrsta rotiraju¢ih crnih rupa, ergopodrudja bi u teoriji mogla okruzivati
i crvotocine i rotirajuce zvijezde. Drugo neodgovoreno pitanje je moze li postojati
ergopodrucje u vakuumskom prostorvremenu u kojem nisu prisutni niti horizont niti
singularitet.

Zbog promjene tipa Killingovog vektorskog polja iz vremenskog u prostorni, ocuvana
energija nije nuzno pozitivha unutar ergopodruc¢ja. Na toj se Cinjenici baziraju me-
hanizmi ekstrakcije energije iz ergopodrucja, kao sto su Penroseov proces i njegov
valni analogon, superzracenje. Gornja granica na efikasnost najosnovnijeg oblika
Penroseovog procesa u kojem se Cestica raspada u dva ili vise produkta odredena je
Waldovom nejednakos¢u. Pokazano je da je povecanje energije takvom vrstom pro-
cesa premalo da bi posluzilo kao izvor energije mlazova koje emitiraju crne rupe.
Umjesto raspada jedne Cestice, kao druga moguénost promotrena je verzija Penrose-
ovog procesa u kojoj se dvije Cestice sudaraju. Najveca je efikasnost zabiljezena kod

Comptonovog rasprsenja u blizini horizonta Kerrove crne rupe te iznosi n ~ 13.92.
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No, takav sudar zahtijeva i to¢no odredene vrijednosti angularnih momenata Cestica
te ekstremalnu vrijednost spina crne rupe. Osim toga, u obzir treba uzeti faktore koji
dodatno umanjuju vjerojatnost realizacije procesa. Naime, Cestica mora moc¢i pobjeci
iz potencijala crne rupe, a pritom gubi znacajan dio energije. Iz tih se razloga smatra
da ovakvi sudari ne mogu posluziti kao ubrzivaci Cestica ili mehanizmi stvaranja no-
vih vrsta Cestica. S teorijske strane zanimljivi su sudari u blizini grla crvotoc¢ine kod
kojih efikasnost moze drasti¢no narasti uz odgovarajudi izbor angularnog momenta i

funkcije koja odreduje oblik grla crvotocine.

50



Dodaci

Dodatak A Prostorvrijeme s Killingovim vektorskim
poljem

Definicija A.1. (Killingovo vektorsko polje)
Vektorsko polje K* nazivamo Killingovim vektorskim poljem ako zadovoljava Killin-

govu jednadzbu:
£Kgab == VaKb + VbKa =0. (Al)

Teorem A.1. (Oc¢uvane veli¢ine)
Neka je K* Killingovo vektorsko polje i v geodezik s tangentnim vektorom u*. Tada

je veli¢ina u* K, konstantna duz geodezika.

Dokaz: u*Vy(K.u) = uu*V,K, + KubVyu® = 0
Prvi ¢lan i$¢ezava zato $to je simetri¢ni tenzor u%u’ kontrahiran s antisimetri¢nim

tenzorom V, K, a drugi zbog geodetske jednadzbe u*V ,u’ = 0.

Killingova vektorska polja infinitezimalni su generatori izometrija prostorvre-
mena. U stacionarnom prostorvremenu definiran je Killingov vektor k& = 0/0t koji
predstavlja vremenske translacije. Pripadna ocuvana veli¢ina je e = —u,k®, koja
se za masivne Cestice interpretira kao energija po jednici mase, a za bezmasene je
ukupna energija produkt £ = he. U osnosimetricnom prostorvremenu definiran je
aksijalni Killingov vektor m = 0/0¢. Oc¢uvanu veli¢inu [ = u,m® interpertiramo kao
angularni moment po jedinici mase, dok je u slucaju bezmasenih cestica angularni

moment jednak L = Al.
Teorem A.2. Neka je (M, g,) mnogostrukost Lorentzovog tipa s Killingovim

vektorskim poljem K“. Tada njegova norma N i l-forma w = — *x (K A dK)

zadovoljavaju sljedece relacije:
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d) NdK = =K NdN + %(K A w)

) (wlw) = (AN]dN) — N(dK|dK)

N+ (1n53) =d(5)

g) Now = 2(w|dN)

h) dw = —2x (K N R(K))

Dokaz:

a) dN =digK = £k K — igdK = —igdK

b) (AN|K) = —(ixgdK|K) = —i%dK = 0

¢) (Klw) = —(K|* (K NdK)) = —(Klig xdK) = —i%, * dK = 0

d) *( KANw)=—x(KAx(KNdK)) =ig(KNdK) = igK NdK — K NigdK =
NdK + K NdN

e) (wlw) = (+(K A dK)| * (K A dK)) = —(K AdK|K AdK) = —(dK i (K A dK)) =

~ dKl|igK A dK) + (dK|K A igdK) = —N(dK|dK) + (igdK|igdK) =
—N(dK|dK) + (dN|dN)
(K A dK) 1 1 |
- *(K A T) = <ik(K A dK) = S(NdK = K A ikdK) =
| K
5 (NdK + K N dN) = d<ﬁ>
g) (dN|w) = — % (AN A xw) = *x(dN N K AN dK)

ANANKNAK = —dKNKANAN = dKANKNigdK = dK N\ (—ig(KANAK)+ig KANAK) =
dK N (—* (K ANw) + NdK)

(dK|K Aw) = (w|igdK) = —(w|dN)

dw=—=0x(KNdK) =*d(K NdK) = *x(dK N dK)

x (AN NK NdK) = N % (dK NdK) — #(dK N (K AN w)) = Now + (dK|K A w) =
Now — (w|dN)

h) AK = 2V(V,K,) = —2R(K)

S(K NAK) = £xdK — K NSdK = —K ASdK = —K ANAK = 2K A R(K)
dw=—d* (K NAK) — %6(K ANdK) = — % (K AN AK) = —2 (K A R(K))
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Dodatak B Kauzalna struktura prostorvremena

Definicija B.1. Neka je M glatka mnogostrukost i 7, M prostor tangentnih vektora u
tocki p € M. Tangentni vektori v € T,,M/ mogu biti:

a) vremenskog tipa ako je g(v,v) <0

b) svjetlosnog tipa ako je g(v,v) =0

¢) prostornog tipa ako je g(v,v) > 0

Vektore vremenskog ili svjetlosnog tipa zajednic¢ki nazivamo kauzalnim vektorima.
Ako na mnogostrukosti M postoji neprekidno polje tangentnih vektora ¢* vremen-
skog tipa, kazemo da je M orijentabilna. Tada kauzalne vektore v € 7, moZemo
podijeliti u dvije klase:

a) buduce usmjerene g(t(p),v) <0

b) proslo usmjerene g(t(p),v) > 0

Definicija B.2. Neka je v krivulja na mnogostrukosti M. Ako je tangentni vek-
tor krivulje  u svakoj njezinoj tocki vremenskog tipa, tada je i krivulja v vremenskog

tipa. Jednako se definiraju krivulje svjetlosnog i prostornog tipa.

Definicija B.3. Za tocku p € M definiramo:

a) kronolosku buduénost 7t (p): skup svih tocaka ¢ € M takvih da postoji buduce
usmjerena vremenska krivulja od p prema ¢

b) kronolosku proslost I~ (p): skup svih to¢aka ¢ € M takvih da postoji buduce
usmjerena vremenska krivulja od ¢ prema p

c) kauzalnu buduénost J*(p): skup svih totaka ¢ € M takvih da postoji buduce
usmjerena kauzalna krivulja od p prema ¢

d) kauzalnu pro$lost J—(p): skup svih totaka ¢ € M takvih da postoji buduce

usmjerena kauzalna krivulja od ¢ prema p.

Napomena: Kauzalna buduénost obuhvaca i samu tocku p. Tocka p nije dio svoje

kronoloske buduc¢nosti ako ne postoji zatvorena vremenska krivulja.

Teorem B.1. Neka su p i ¢ tocke na mnogostrukosti M. Svaka totka p € OI*
nalazi se na geodeziku svjetlosnog tipa v koji je u potpunosti sadrzan u 91" te je ili

beskrajan ili ima krajnju tocku u q.
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Napomena: teorem vrijedi i ako tocku ¢ zamijenimo sa zatvorenim podskupom

C' C M te pritom pretpostavljamo da tocka p nije dio tog skupa.

Definicija B.4. Prostorvrijeme (M,g,) je jako kauzalno ako za svaku tocku
p € M i za svaku okolinu O tocke p postoji okolina V' tocke p sadrzana u O takva da
niti jedna kauzalna krivulja ne sije¢e V' viSe od jednom. Ako prostorvrijeme narusava

jaku kauzalnost u p, tada blizu p postoje kauzalne krivulje koje se skoro presijecaju.

Definicija B.5. Prostorvrijeme (M, g,,) je stabilno kauzalno ako postoji nepre-
kidno vektorsko polje vremenskog tipa ¢* takvo da prostorvrijeme (M,g,,), gdje je
b = 9ab — taty, nema zatvorenih vremenskih krivulja.

Svaki vektor koji je u g, kauzalnog tipa, u g, je vremenskog tipa. Ako se u
prostorvremenu krivulje skoro prescijecaju, ovakvim povecanjem svjetlosnog stoSca

mogu nastati zatvorene vremenske krivulje.

Teorem B.2. Prostorvrijeme je stabilno kauzalno ako i samo ako postoji dife-
rencijabilna funkcija f na M takva da je V*f proSlo usmjereno vektorsko polje
vremenskog tipa.

Korolar: Stabilna kauzalnost povlaci jaku kauzalnost.

Kauzalna struktura prostorvremena prakti¢no se moze prikazati pomocu Penroseovih
dijagrama. Penroseov dijagram dobiva se reskaliranjem metrike g,, — Q%g., gdje
se faktor 2 bira tako da cCitavo prostorvrijeme zajedno s beskonacnostima bude
prikazano na dijagramu. Ovakvom transformacijom smjer svjetlosnih krivulja ostaje
pod kutem od 45° u odnosu na vremensku i prostornu os. Penroseovi dijagrami crtaju
se u dvije dimenzije pa svaka tocka u dijagramu predstavlja 2-sferu. Prostorvrijeme
mora biti asimptotski ravno kako bi bilo moguce konstruirati Penroseov dijagram.
Razlikujemo nekoliko asimptotskih podrudja:

a) buduca svjetlosna beskonacnost .#*: sadrzi krajnje tocke svih buduce usmjerenih
svjetlosnih geodezika duz kojih prostorna koordinata raste

b) prosla svjetlosna beskonacnost .#~: sadrzi krajnje toCke svih proslo usmjerenih
svjetlosnih geodezika duz kojih se prostorna koordinata smanjuje

¢) prostorna beskonac¢nost i°: sadrzi krajnje toCke svih prostornih geodezika
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d) buduca vremenska beskonacnost i*: sadrzi krajnje tocke svih buduce usmjerenih
vremenskih geodezika
e) prosla vremenska beskonacnost i~: sadrzi krajnje tocke svih proslo usmjerenih
vremenskih geodezika
Na slici B.1 prikazani su Penroseovi dijagrami za prostorvrijeme Minkowskog i

stati¢nu Schwarzschildovu crnu rupu.

_ r=konst. <2M

hiperploha
- t=konst.

0 singularitet u r=0

ill
radijalni geodezik
_ svjetlosnog tipa

.‘
Il

=3
&

r=konst. >2M

Slika B.1: Lijevo: Penroseov dijagram za prostorvrijeme Minkowskog; desno: Pen-
roseov dijagram za Schwarzschildovu crnu rupu, podrudje II oznacava unutrasnjost
crne rupe (dio unutar horizonta dogadaja r = 2M). Preuzeto iz [11].

Definicija B.6. Dio prostorvremena B = M — J (. 7) naziva se crnom rupom. Ho-
rizont dogadaja H definiran je s H = 9J (#) N M. Skup B je zatvoren pa je H

sadrzan u njemu.

Dodatak C Energijski uvjeti

Kriterije koje tenzor energije i impulsa T,;, mora zadovoljiti kako bi opisivao fizikalno
realisti¢cnu materiju nazivamo energijskim uvjetima.
Prema slabom energijskom uvjetu, gusto¢a energije T,,v%v® koju mjeri bilo koji

promatrac ¢iji je Cetverovektor brzine v® mora biti nenegativna:

T’ > 0, (C.2)
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za svaki vremenski vektor v®. Privlacnost gravitacije manifestira se kroz jaki energij-

ski uvjet:

1
(Top — §Tgab)v“vb >0, (C.3)

za svaki vektor v® vremenskog tipa. Korisniji oblik ovog teorema dobiva se iz Eins-
teinove jednadzbe (uz kozmolosku konstantu A jednaku nuli) te postaje ocita veza
s Riccijevim tenzorom. Einstenova se jednadzba kontrahira s v*v® te potom iskoristi
veza Riccijevog skalara i traga tenzora 7T,, dobivena racunanjem traga Einsteinove
jednadzbe:

1 1
87 (Tap — iTgab)v“vb = 8m(T v v” + §T) = Ryv®” > 0. (C4

Jaki energijski uvjet ne implicira slabi ukoliko nije rije¢ o vektorima svjetlosnog tipa.
Za vektore svjetlosnog tipa ta su dva uvjeta ekvivalentna. Postoji i tre¢i uvjet, domi-
nantni energijski uvjet, koji ogranicava brzinu toka energije na manju ili jednaku
brzini svjetlosti. Za svaki budu¢e usmjereni vektor vremenskog tipa v?, vektorsko
polje —T4%v® mora biti vremenskog ili svjetlosnog tipa i buduée usmjereno.

Energijski uvjeti vrijede za klasi¢nu materiju, no kvantni efekti mogu dovesti do njiho-
vog naruSenja. Jedno od predlozenih rjeSenja tog problema koristenje je uprosjecenih
verzija navedenih uvjeta. Neka novija istrazivanja ekspanzije svemira i modeli infla-
cije ukazuju na moguce narusenje jakog energijskog uvjeta ¢ak i nakon usrednjava-

nja.
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