Elementarni aspekti integrabilnosti

Curman, Andreja

Master's thesis / Diplomski rad

2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:519583

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:519583
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:7773
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:7773
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:7773

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Andreja Curman

ELEMENTARNI ASPEKTI
INTEGRABILNOSTI

Diplomski rad

Voditelj rada:
lzv. prof. dr. sc. Zvonko
lljazovié

Zagreb, rujan, 2019.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Neizmjerno hvala mom mentoru izv. prof. dr. sc. Zvonku Iljazovicu za velik trud, pruZenu
pomoc te provedeno vrijeme jer bez njega bi sve ovo bilo nemoguce.
Hvala mojoj obitelji, prijateljima i svima koji su me bodrili na ovome putu i bili uz mene.
Na kraju, najveca hvala dragome Bogu.



Sadrzaj

Uvod
[T TIntegrabilne funkcije
(1.1 Neprekidne funkcyge|. . . . . ... ... ... ... ... ...,
(1.2 Omedene funkcije| . . . . . .. ... ... .. ... .. ... .
...................................
(1.4 Svojstvaintegralal . . . . . ... ... Lo o
2 Neprekidnost 1 integrabilnost|
2.1 Limes funkcyje 1 konvergencjanizoval . . . . . .. ... ... .. ....
2.2 Derivacyja funkeyyel . . . . . ... oo
2.3 Omedeni nizoviigomilistal . . . . .. ... ... ... ..........
(2.4 Uniformno neprekidne funkeyef. . . . . .. ... ... o000
[2.5 Integrabilnost neprekidnih funkeyal . . . . . . ..o o0 o000
{3 Derivabilnost 1 integrabilnost|
[3.1 Neprekidne funkcije na otvorenim intervalimal . . . . . . . ... ... ..
[3.2  Neprekidnost 1 primitivne funkcye| . . . . ... ... ... 0L L.
(3.3 Minimumi 1 maksimumi funkeyal . . . . ..o Lo o000
[3.4 Lagrangeovteorem| . . . . .. ... ... ... ..
3.5 Newton-Leibnizova formulal . . . . ... .. ... ... ... ... ..
Bibliog
LIErAtUral . . . o o oo oo e e e e e e e e e

Y

iv

[

—_d B~ W W

19
25
28
33
35

39
39
42
47
51
55

59



Uvod

U ovome diplomskome radu proucavaju se aspekti integrabilnosti. Rad je podijeljen na 3
poglavlja.

U prvom poglavlju definira se pojam neprekidnosti te se navode primjeri neprekidnih funk-
cija. Takoder, promatraju se i dokazuju razne ¢injenice vezane uz gornju i donju Darbo-
uxovu sumu funkcije te Riemmanov integral.

U drugom poglavlju definira se pojam niza, limesa funkcije, derivacije funkcije i promatra
se integrabilnost neprekidnih funkcija.

U treem poglavlju takoder se proucava integrabilnost i derivabilnost funkcija te se navodi
dokaz Langrangeovog teorema.

U ovome diplomskome radu svi pojmovi su precizno definirani 1 uvedeni raznim mate-
matickim metodama.






Poglavlje 1

Integrabilne funkcije

1.1 Neprekidne funkcije

Nekasux,ye Rter e R, r > 0. Tadaje |y — x| < r ako i samo ako je y € (x —r,x + ).
Naime, vrijede sljedece ekvivalencije:

h—xl<re -r<y—-x<rox—r<y<x+roye{x—rx+r).
Definicija 1.1.1. Neka je S C R, f : S — Rte xo € S. Za funkciju f kaZemo da je
neprekidna u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi
sljedece:

ako je x € {(xg — 0, xo + 0), onda je f(x) € (f(xo) — €, f(xo) + €).

Dakle, f je neprekidna u xy ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki
x € S vrijedi sljedece:

ako je |x — xo| < 6, onda je |f(x) — f(xo)| < €.
Primjer 1.1.2. Neka je f : R — R funkcija definirana sa

-1, x<3

=155

Tvrdimo da f nije neprekidna u tocki 3. Neka je € = % Pretpostavimo da postoji 6 > 0
takav da za svaki x € R vrijedi sljedece:

ako je x € (3—-0,3+0), onda je f(x) € (f(3)—€,f(3)+¢€). (1.1)

3



4 POGLAVLIJE 1. INTEGRABILNE FUNKCIJE

Dakle, za svaki x € R vrijedi:

ako je x € (3 —-0,3 +0),onda je f(x) € < 21 ;> (1.2)

Odredimo x € R takav da je 3 — 6 < x < 3.
Slijedi da je x € (3 —0,3 +0) pa iz (|1.2) slijedi da je f(x) € <71 > No, prema odabiru

1
2
broja x i definiciji funkcije f vrijedi f (x) = —1. Dakle, — < 5 2> kontradikcija.

Prema tome, ne postoji 6 > 0 takav da za svaki x € R vrljedl
Zakljucak: funkcija f nije neprekidna u tocki 3.

Primjer 1.1.3. NekajeS CR,ceRte f:S — R funkcija definirana sa f(x) = c za svaki
xeSs.

Neka je xo € S. Tada je f neprekidna u tocki x,.

To slijedi iz cinjenice da za svaki € > 0 i za svaki x € S vrijedi

f(x) € (f(x0) — €, f(x0) + €)

jerje f(x) = c = f(xo) pa posebno to vrijedi i za svaki x € S takav da je
X €{xg—0,xy+0)

za bilo koji 6 > 0.

Primjer 1.1.4. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = x za

svaki x € S.
Neka je xy € S. Tvrdimo da je funkcija f neprekidna u tocki x.
Neka je € > 0. Definirajmo 6 = €. Uzmimo x € S takav da vrijedi x € {(xy — 6, Xy + 0).

Imamo f(x) = x, f(xo) = x0 i 0 = € pajeocito f(x) € (f(xp) — €, f(x9) + €).
Prema tome, funkcija f je neprekidna u x.

Definicija 1.1.5. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija.
KaZemo da je f neprekidna funkcija ako je f neprekidna u xy za svaki xy € S.

1.2 Omedene funkcije

Definicija 1.2.1. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako za
svaki x € S vrijedi x < a.
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Za skup § € R kaZzemo da je odozgo omeden ako postoji barem jedna gornja meda
skupa S.
Analogno definiramo pojmove donje mede skupa i odozdo omedenog skupa.

Definicija 1.2.2. Neka je S C R te neka je xo € S. Za xo kaZemo da je maksimum skupa S
ako je x < Xxoza svakix € S.

Za xy kazemo da je minimum skupa S ako je xp < xzasvakix € S.
Uocimo da je maksimum skupa, ako postoji, jedinstven. Naime, pretpostavimo da su xj 1
x; maksimumi skupa S. Tadaje xp < x; (Jerjexp € S)ix; < xp (jerje x; € §). Stoga
je Xo = Xq.
Analogno zakljuc¢ujemo da je minimum skupa, ako postoji, jedinstven.

Definicija 1.2.3. Neka je S C R te neka je a € R. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:

1. aje gornja meda skupa S
2. za svaku gornju medu b skupa S vrijedia < b

Tada za a kaZemo da je supremum skupa S (umjesto 1. i 2. krace kaZemo da je a najmanja
gornja meda skupa S ).

Pretpostavimo da je xo maksimum skupa S. Tada je xy supremum skupa S. Naime,
oCito je xp gornja meda skupa S. Pretpostavimo da je b gornja meda skupa S. Tada je
Xo < bjerje xp € S. Prema tome x, je supremum skupa S.

Pretpostavimo da su a; i a, supremumi skupa S. 1z ¢injenice da je a; supremum od S
te da je a, gornja meda od § slijedi daje a; < a,. Analogno zakljuCujemo dajea, < ay.
Prema tome a; = as.

Definicija 1.2.4. Neka je S C R te neka je a € R. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:

1. aje donja meda skupa S
2. za svaku donju medu b skupa S vrijedi b < a

Tada za a kaZemo da je infimum skupa S (umjesto 1. i 2. krace kaZemo da je a najveca
donja meda skupa S ).
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Pretpostavimo da je xy minimum skupa S. Tada je x infimum skupa S. Naime, ocito je
Xo donja meda skupa S . Pretpostavimo da je b donja meda skupa S. Tadaje b < Xxo jer je
xo € S. Dakle, xy je infimum skupa S. Analogno kao u slucaju supremuma zaklju¢ujemo
da je infimum skupa, ako postoji, jedinstven. Supremum skupa S oznacavamo sa sup S, a
infimum sa inf S'.
Dokazat ¢emo da svaki neprazan odozgo omeden podskup od R ima supremum. U tu svrhu
navodimo prvo jedno vazno svojstvo realnih brojeva, tzv. Aksiom potpunosti.

Aksiom potpunosti. Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da za svaki x € S i
svaki y € T vrijedi x < y. Tada postoji z € R takav da za svaki x € S i za svakiy € T
vrijedi x < 7 < y.

Propozicija 1.2.5. Neka je S C R odozgo omeden neprazan skup. Tada postoji supremum
skupa S .

Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S. Buduci da je S odozgo omeden, postoji
a € R takav da je a gornja meda od S. Slijedidajea € T, stogaje T # (. Prema
pretpostavci propozicije imamo S # (. Zasvaki x € S izasvakiy € T ocito vrijedi
x < y. Prema aksiomu potpunosti postoji z € R takav da za svaki x € § i za svaki
y € Tvrijedix < z < y. Iz ovogaslijedi da je z gornja meda skupa S. Nadalje, ako je
y gornja meda skupa S, ondajey € T pajez < y. Prema tome, z je supremum skupa
S. O

Napomena 1.2.6. Tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi ako izostavimo pretpostavku
da je S neprazan skup. Naime, za svaki a € R vrijedi da je a gornja meda od 0. Dakle,
prazan skup je odozgo omeden no nema supremuma (jer bi supremum morao biti manji ili
Jjednak od svakog realnog broja, Sto je ocito nemoguce).
Analogno zakljucujemo da prazan skup nema infimuma.

Propozicija 1.2.7. Neka je S C R odozdo omeden neprazan skup. Tada postoji infimum
skupa S .

Dokaz. Neka je T skup svih donjih meda skupa S. Skup T je neprazan jer je S odozdo
omeden. Zasvakiy € T izasvakix € § ocito vrijediy < x. Prema aksiomu
potpunosti postoji z € Rtakavdazasvakiy € Tizasvakix € S vrijediy < z < «x.
Iz navedenog zakljuCujemo da je z infimum skupa S . O

Definicija 1.2.8. Neka je S C R. KaZemo da je S omeden skup ako je S omeden odozgo
i odozdo.
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Definicija 1.2.9. Neka je S skup te neka je A C S. Nekaje f:S — R funkcija. KaZemo
da je funkcija f omedena na skupu A ako je f(A) omeden skup.

Ako je S skup i f : S — R funkcija, onda za f kaZemo da je omedena funkcija ako je f
omedena na skupu S .

Napomena 1.2.10. Neka je f : S — R funkcija omedena na skupu A. Neka je B C A.
Tada je f omedena na skupu B. Naime, iz B C A slijedi f(B) C f(A) pa je f(B) omeden
skup kao podskup omedenog skupa f(A).

1.3 Integral

Definicija 1.3.1. Neka su a,b € R, a < b. Za konacan niz x, ..., x, u R kaZemo da je
subdivizija segmenta [a, b] ako jea = xo < x; < ... < X,_1 < X, = b.

Definicija 1.3.2. Neka je f : S — R funkcija omedena na skupu |a, b] gdje su a,b € R,
a < b. Pretpostavimo da je xy, ..., X, subdivizija segmenta [a, b].

Neka jei € {0,...,n— 1}. Imamo [x;, x;s1] C [a, b] pa je funkcija f omedena na [x;, Xi1].
Dakle, {f(x) | x € [x;, x;11]} je omeden podskup od R pa prema propozicijama i
taj skup ima infimum i supremum.

Definiramo, m; = inf {f(x) | x € [x;, xi111} i M; = sup{f(x) | x € [x;, xi+1]}

Definirajmo:
n—1

n—1
s = Zmi’(xiH - x)iS = Z(;Mi'(xm - X;).

i=0

Za s kazemo da je donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] (s obzirom na subdiviziju
X0, -5 Xn), a za S kaZemo da je gornja Darbouxova suma funkcije f na [a,b] (s obzirom
na subdiviziju x, . .., X,).

Propozicija 1.3.3. Neka je f funkcija omedena na [a, b], a,b € R, a < b. Tada je skup svih
donjih Darbouxovih suma od f na [a, b] odozgo omeden.
Nadalje, skup svih gornjih Darbouxovih suma od f na [a, b] je odozdo omeden.

Dokaz. Znamo da je skup {f(x) | x € [a, b]} omeden pa odaberimo M € R takav da je M
gornja meda ovog skupa.

Neka je xo, .. ., x, subdivizija segmenta [a, b]. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije
f na[a, b] s obzirom na subdiviziju xo, .. ., X,.

n-1
Znamo da je s = Z m; - (x;y1 — x;) pri Cemu za svaki i € {0,...,n — 1} vrijedi

my = inf LF(0) | x € [xis ot 1)



8 POGLAVLIJE 1. INTEGRABILNE FUNKCIJE

Neka jei € {0,...,n—1}. Tada je m; < f(x;), a f(x;) < M jer je M gornja meda skupa
{f(x)| x € la,b]}. Prema tome m; < M zasvakii € {0,...,n— 1}.
Stoga je:

n—1 n—1 n—1
s = Zmi (X1 — ;) < ZM “(Xig1 —Xx) =M - Z(xm - X;)
=0 i=0 =0

=M-((x; —x0) +(x2—x1) + (x3 = x2) + ... + (X1 — Xp2) + (X — X))
:M'(xn_x())
=M-(b-a).

Dakle, s < M - (b — a).

Zakljucak: M - (b — a) je gornja meda skupa svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na

[a, b].

Odaberimo m € R takav da je m donja meda skupa {f(x) | x € [a, b]}. Neka je xo,...,x,
n—1

subdivizija segmenta [a, b] te neka je § = Z M; (xip1 — x;) gdje je M; = sup {f(x) | x € [x;, Xi+1]}
i=0

zasvakii€{0,...,n— 1}
Zasvakii € {0,...,n— 1} vrijedim < f(x;) < M;, dakle m < M,.
Imamo:

n-1 n-1 n—1

S = ZMi'(xm - X)) 2 Zm'(xm - Xj) =m'Z(Xi+l —x)=m-(b—-a).

i=0 i=0 i=0

Dakle, S > m - (b — a).

ZakljuCujemo da je m - (b — a) donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih suma funkcije
f na segmentu [a, b]. O

Definicija 1.3.4. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |[a, b).
Definirajmo I, (f; a, b) kao supremum skupa svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na
[a, b] (uocimo da taj supremum postoji prema propozicijamal[l.3.3|i[1.2.5).

Dakle, 1. (f;a,b) = sup{s | s donja Darbouxova suma od f na |a, b]}.

Za I, (f;a,b) kaZemo da je donji integral funkcije f na [a, b].

Nadalje, definiramo I* (f; a,b) = inf {s | s gornja Darbouxova suma od f na |a, b]}.

Za I" (f;a,b) kazemo da je gornji integral funkcije f na segmentu |[a, b].

Definicija 1.3.5. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |a, b).
Pretpostavimo da je I. (f;a,b) = I" (f; a, b). Tada za funkciju f kaZemo da je integrabilna
na segmentu |a, b), a za broj 1, (f; a, b) kaZemo da je integral funkcije f na [a,b]. Integral
funkcije f na [a, b] oznacavamo sa fa ’ fili fa ’ f(x)dx.
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Primjer 1.3.6. Neka su a,b € R, a < b te neka je ¢ € R. Neka je f : [a,b] — R funkcija
definirana sa f(x) = c za svaki x € [a, b].

Dokazimo da je f integrabilna na [a, b).

ocito je f (la, b)) = {c}, dakle f je omedena na |a, b].

Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta |a, b].

Zai€{0,...,n— 1} nekajem; = inf {f(x) | x € [x;, x;111}. OCito je {f(x)| x € [x;, xiy1]} =
{c}.

Stoga je m; = c. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] odredena subdivi-
zijom Xo, . . . , Xp-

Imamo sljedece:

n—1 n—1 n—1
s = Zmi'(xiﬂ - X;) = ZC'(XHI - X;) = C'Z(Xm - X).
=0 i=0 i=0
Vrijedi:
e

1
(Xix1 — X)) = (X1 = x0) + (2 —x1) + (k3 — x2) + ...+ (X1 — Xp2) + (X — X521)
i=0

n—1
Dakle, Z (X417 —x)=b—a.
Stogajel ;): c-(b-a).
Zakljucujemo da je skup svih Darbouxovih suma funkcije f na [a,b] jednak {c - (b — a)}.
Slijedi da je 1. (f;a,b) = sup{c-(b—a)} =c-(b—-a).
Analogno zakljucujemo da je I* (f;a,b) = c¢- (b — a). Prema tome, 1. (f;a,b) = I" (f;a,b),
dakle funkcija f je integrabilna na [a, b].
Vrijedi " f = c- (b - a).

Primjer 1.3.7. Neka je f : [0,1] — R funkcija definirana sa

1
fm={ 2,00

Tvrdimo da funkcija f nije omedena na [0, 1].
Pretpostavimo suprotno.
Tada je skup {f(x) | x € [0, 1]} omeden pa postoji M € R takav da je M gornja meda ovog
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skupa. Slijedi da je f(x) < M za svaki x € [0, 1].

Odaberimo n € N takav da je M < n. Imamo rll € [0,1] pa je f(}l) < M. No, f(,ll) =npa
slijedi da je n < M. Kontradikcija.

Zakljucak: funkcija f nije omedena.

Posebno, funkcija f nije integrabilna na [0, 1].

Primjer 1.3.8. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

1
f(x):{ o:i Z%

Vrijedi {f(x) | x € [0, 1]} ={0, 1} pa je ocito funkcija f omedena na [0, 1].

Tvrdimo da funkcija f nije integrabilna na [0, 1].

Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta [0, 1] te neka jei € {0,...,n— 1}.

Ocito je {f(x) | x € [x;, x;1]} € {0, 1}. S druge strane postoji x € [x;, x;11] takav da je x
iracionalan broj pa je f(x) = 0 te takoder postoji x € [x;, x;11] takav da je x racionalan
broj pa je f(x) = 1. Stoga je {0, 1} C {f(x) | x € [x;, x;111}.

Prema tome {f(x) | x € [x;, x;11]} = {0, 1}.

Neka je m; = inf {f(x) | x € [x;, xi11]} te neka je M; = sup {f(x) | x € [x;, Xir1]}.
Ocitojem; =0i M; = 1.

Neka je

n—1 n-1
s = Zmi'(xiH —x) i8S = ZMi'(xiH - X;).
i=0 i=0
n—1
Vrijedi s =008 = ) (xi1 = x) =X, — X =1-0, dakle § =1,
i=0
Zakljucak: svaka donja Darbouxova suma funkcije f na [0, 1] je jednaka O, a svaka gornja
Darbouxova suma funkcije f na [0, 1] je jednaka 1.
Stoga je I, (f;0,1) =01 I" (f;0,1) = 1, pa funkcija f nije integrabilna.

Definicija 1.3.9. Ako je f funkcija omedena na [c,d] gdje su c,d € R, ¢ < d, onda defini-
ramo m(f;c,d) = inf {f(x) | x € [c,d]} i M (f;c,d) = sup{f(x) | x € [c,d]}.

Napomena 1.3.10. Neka su S i T neprazni odozdo omedeni podskupovi od R takvi da je
S € T.Tada jeinfT < infS.

Naime, inf T je donja meda skupa T pa je i donja meda skupa S iz cega slijedi da je
inf7 < inf S.

Lema 1.3.11. Neka sua,b,c,d € R takvida je a < ¢ < d < b. Pretpostavimo da je funkcija
f omedena na [a,b). Tada je m (f;a,b) < m(f;c,d).
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Dokaz. Imamo m (f;a,b) = inf {f(x) | x € [a,b]} i m(f;c,d) =inf{f(x) | x € [c,d]}.
Zbog [c,d] C [a, b] vrijedi {f(x) | x € [¢,d]} C {f(x) | x € [a, b]} pa tvrdnja leme slijedi iz

napomene [[.3.10] i

1.4 Svojstva integrala

Teorem 1.4.1. Neka su a,b,c € R takvi da je a < b < c te neka je f funkcija omedena na
[a,c].
Tada je

L.(f;a,c)=L(f;a,b)+ L.(f;b,c).

Dokaz. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] te neka je s donja Darbo-
n-1

uxova suma funkcije f na [b, c]. Tada je s = Z m (f; xi, Xiv1) (Xiv1 — X;) gdje je xo, ..., X,

i=0
m—1

subdivizija od [a,b] te s = Zm(f; Vi Vi+1) Vie1 — ¥i), gdje je yo, ..., v subdivizija od
i=0

[b,c].

Imamo xp < ... < x, =b =y <y1 < ... < YuPaje Xo,..., X V1,--.,YVm subdivizija

segmenta [a, c].
Neka je s” donja Darbouxova suma funkcije f na [a, c] odredena ovom subdivizijom. Tada
je

—_

m—1

s"= ) mfsxi Xi) (e = X0) +m(f X, y1) (71 = %) + Z m (f3¥i Yier) Qi1 = ¥i)
i=1

n—

(=]

i=

—_—

n—

[

m—1
(5 x> Xier) (Xier = X3) + m (f5 0, y1) (01 = Yo) + Z m(f5 ¥i» Yier) G = Yi)
1

i=

=

—_ O

n—

m—1
(fs xis Xi1) (Xip1 — x;) + Z m (f5yi, Yis1) Vi1 — i)
i=0

(=]

’

S .

Il
©”
+

Dakle, s” = s + s’. Prema definiciji donjeg integrala vrijedi s” < L. (f;a, c).
Prema tome s + 5" < I, (f;a,c).
Zakljucak:
Za svaku donju Darbouxovu sumu s funkcije f na [a, b] i za svaku donju Darbouxovu sumu
s’ funkcije f na [b, c] vrijedi:
s+ <L(f;a,c). (1.3)
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Fiksirajmo neku donju Darbouxovu sumu s funkcije f na segmentu [a, b]. 1z slijedi
da za svaku donju Darbouxovu sumu s’ funkcije f na [b, c] vrijedi s < L. (f;a,c)—s. Ovo
znaci da je L. (f;a,c) — s gornja meda skupa svih donjih Darbouxovih suma funkcije f
na [b, c]. 1z definicije supremuma skupa slijedi da je I, (f;b,c) < L. (f;a,c) — s. Dakle,
s < L.(f;a,c) — L. (f; b, c) za svaku donju Darbouxovu sumu funkcije f na [a, b]. Slijedi
daje I.(f;a,c) — L. (f; b, c) gornja meda skupa svih donjih Darbouxovih suma funkcije f
na [a, b].

Stoga je

L. (f;a,b) < L.(f;a,¢c)— L. (f;b,c).

Prema tome vrijedi:

L.(f;a,b) + L.(f;b,¢0) < L. (f;a,0). (1.4)
Neka je s” donja Darbouxova suma funkcije f na [a, c]. Tada postoji subdivizija zo, . . ., 2k
k=1
od [a.c] takva daje s = " (f3zze1) Gint = 2.
i=0
1. slucaj:
Postoji n € {0,...,k} takav da je z, = b. OCito jen # 0, n # k, dakle 0 < n < k.
Tada je zo,...,z, subdivizija segmenta [a, b] te je z,,...,Z subdivizija segmenta [b, c].

Oznacimo sa s i " pripadne donje Darbouxove sume odredene ovim subdivizijama. Prema
dokazanom s+ s’ je donja Darbouxova suma od funkcije f na segmentu [a, c] odredena ,,za-

jedni¢kom subdivizijom* zo, . .., Z,, Zus1s - - - » Zk» @ tO je upravo polazna subdivizija zo, . . . , zx.
Prema tome s + 5" = 5.
Stoga je

s" <L (f;a,b)+ L.(f;b,¢).

2.slucaj:

b+ z zasvakii € {0,...,k}.

Tada postoji n € {0,...,k— 1} takav da je z, < b < z,41. Promotrimo subdiviziju
205 -+ - 520> Dy Zns1s - - -, 75 SEEMeENta [a, cJ.

Neka je s donja Darbouxova suma od funkcije f na segmentu [a, c¢] odredena ovom sub-

divizijom. Prema prvom slucaju vrijedi:
s < L(fya,0) + L. (f;b,0). (1.5)

Zelimo dokazati da je
s < s, (1.6)
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Imamo da je

=~

-1
s = m (f'; zi, Ziv1) (Ziv1 — 20)

i
o

i
L

m (f; zis Zis1) Ziv1 — 20) + M (f5 2ns Zns1) (@1 — Zn) +

[

T1
—_— O

m (f; zi» Zis1) (Ziv1 — )

—

n+

n—1

s =) m(f32i, i) @it — 20 + m(f320,0) (b = 20) + m(f3 5, Zp11) (e — D) +

i=0
k-1
Z m (f; i, Zis1) (Ziv1 — 20) -

i=n+1
Stoga je, da bismo dokazali (1.6, dovoljno dokazati da je:
M (f5 2ns Zne1) @t = 20) S m(f3520,0) (b = 2) + m(f5 0, 2p41) (Zpe1 — D). (1.7)

Prema lemi|l.3.11] vrijedi

m(f; 2ps Zne1) S m(f3 0, 2041) 1M (5 20 201) < m(f 20, D).

Imamo:

m(f’ Zns Zn+1) (Zn+l - Zn) = m(fa Zns Zn+1) (Zn+1 —-b+b- Zn)
= m(f, Zns Zn+1) (Zn+] - b) + m(f, Zns Zn+l) (b - Zn)
< m(fa b,Zn+1)(Zn+l - b) + m(f;Zn, b) (b - Zn) .

Time smo dokazali da vrijedi (I.7).

Prema tome vrijedi s < 5"

Iz (L.5)) slijedi daje s” < L. (f;a,b) + L. (f; b, ¢).

U oba slucaja smo dobili da je s” < L. (f;a,b) + L. (f; b, c). Dakle, ovo vrijedi za svaku
donju Darbouxovu sumu s funkcije f na segmentu [a, c]. Slijedi da je

L (f;a,c) < L. (f;a,b) + I, (f;b,c). (1.8)
Iz (T.4) i (I.8) slijedi tvrdnja teorema. m|
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Napomena 1.4.2. Neka su S i T neprazni odozgo omedeni podskupovi od R takvi da je
S CT. Tada je sup S <supT.

Naime, sup T je gornja meda skupa T pa je i gornja meda skupa S iz cega slijedi da je
supS <supT7.

Lema 1.4.3. Neka su a,b,c,d € R takvi da je a < ¢ < d < b. Pretpostavimo da je f
funkcija omedena na |a, b]. Tada je M (f;c,d) < M (f;a,b).

Dokaz. Tmamo M (f;a,b) = sup{f(x)|x € [a,b]}1i M (f;c,d) =sup{f(x)|x € [c,d]}.
Zbog [c,d] C [a, b] vrijedi {f(x) | x € [c,d]} C {f(x) | x € [a, b]} pa tvrdnja leme slijedi iz

napomene [[.4.2] m|

Teorem 1.4.4. Neka su a,b,c € R takvi da je a < b < c te neka je f funkcija omedena na
segmentu [a, c]. Tada je

I'(fya,0) =I"(f;a,b) + I" (f; b, c) .

Dokaz. Neka je S gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] te neka je S’ gornja Dar-
bouxova suma funkcije f na [b,c]. Posve analogno kao u dokazu prethodnog teorema
zakljuCujemo da je S + S’ gornja Darbouxova suma funkcije f na segmentu [a, c].
Stoga je

I'(f;a,c) <S+S’ (1.9)

Fiksirajmo jednu gornju Darbouxovu sumu S funkcije f na segmentu [a, b]. Tada iz
slijedi I (f;a,c) — S < S’ za svaku gornju Darbouxovu sumu S’ funkcije f na [b, c]. Ovo
znacidaje I* (f;a,c) — S donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih suma funkcije f na
[b, c].

Slijedi da je I* (f;a,c) =S < I"(f;b,c). Stoga je I" (f;a,c) — I"(f;b,c) < §. Dakle,
navedeno vrijedi za svaku gornju Darbouxovu sumu funkcije f na segmentu [a, b]. Stoga
jeI" (f;a,c) — I" (f; b, c) donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih suma funkcije f na
[a, b]. ZakljuCujemo da je

I'(fia,c)=I"(f;b,c) < I" (f;a,b).

Prema tome vrijedi
I'(fia,c) <I"(fya,b)+ I" (f; b,¢). (1.10)
Neka je S” gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, c]. Tada postoji subdivizija zo, . . ., zx
k=1
od [a,c] takvadaje S” = Z M (f;zis ziv1) (Tis1 — 20)
i=0
1.slucaj:
Postoji n € {0, ..., k} takav da je z, = b.
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Analogno kao u dokazu prethodnog teorema dobivamo da postoje gornja Darbouxova suma
S od funkcije f na [a, b] i gornja Darbouxova suma S’ od funkcije f na [b, c] tako da je
S” =8 +S8’. Vrijedidaje I (f;a,b) < SiI*(f;b,c) < S’ pajeI" (f;a,b) + I"(f;b,c) <
S”.

2.slucaj:
b # z;zasvakii € {0,..., k}.
Tada postoji n € {0,...,k— 1} takav da je z, < b < Z,41. Promotrimo subdiviziju
205 -+ - 320> Dy Zus1, - -, 71 Segmenta [a,c]. Neka je s’ gornja Darbouxova suma funkcije
f na segmentu [a, c] odredena subdivizijom z, ..., Z,, b, Zu+1, - - - » 2. Prema prvom slucaju
zaklju€ujemo da je I* (f;a,b) + I" (f; b, ¢) < §"”. Koriste¢i lemu [I.4.3]dobivamo

n—1

§" = ZM(f;Zi’ZHl)(ZiH = 2i) + M(f52,,0) (0 = 20) + M (f3 b, 201) (Zp1 = b) +

i=0

k-1 n-1
Z M (f;ziszis1) (Ziv1 — 2) < Z M (f; ziy Zie1) i1 — 20) + M (f5 20y Zps1) (b = 2,) +

i=n+1 i=0

k-1 n-1
M (f;zn, 2ps1) (Zns1 — b) + Z M (f;zi,ziv1) (Ziv1 — 2) = Z M (f; zis ziv1) (Ziv1 — 2) +
i=n+1 i=0

k-1

M (f3 20 2001) (b = 2 + 2ot =) + D M (f320,2000) (@1 = 2)
i=n+1
k-1

= > M(f:220) @i —2) = S”
i=0
Dakle, S < §” paslijedi da je
I'(f;a,b)+I"(f;b,c) <S".

U oba slucaja dobili smo da je I* (f;a,b) + I" (f;b,c) < S”.
Prema tome I* (f;a,b) + I" (f; b, c) je donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih suma
na [a, c]. Slijedi da je

I'(f;a,b)+ I"(f;b,¢) <I"(f;a,c). (1.11)
Iz (1.10) 1 (1.11) slijedi tvrdnja teorema. O
Korolar 1.4.5. Neka su a,b € R takvi da je a < b te neka je x, . .., x, subdivizija segmenta
la, b]. Pretpostavimo da je f funkcija omedena na [a, b].
Tada je
n—1
L(fia.b)= > L(fixXm). (1.12)
i=0

Dokaz. Dokazimo navedenu tvrdnju indukcijom po n.
Zan =1 (I.12) ocito vrijedi.
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Pretpostavimo da je n € N te da (1.12)) vrijedi za sve a, b € R, a < b za bilo koju subdiviziju
Xo, - .., X, 0d [a, b] 1 bilo koju funkciju f koja je omedena na [a, b]. Neka je xo, ..., X1
subdivizija segmenta [a, b] gdje sua,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na [a, b].
Koristeci teorem [I.4.1] induktivnu pretpostavku i ¢injenicu da je xo, . . ., x, subdivizija seg-
menta [xy, x,] dobivamo sljedece:

L(f;a,b) =1.(f;a,x,) + L.(f; x,,b)
= L (f; X0, X0) + L. (f5 X, Xns1)

n—1
= > L (3% X)) + L (5 X 1)
i=0

= Z L. (f5 xi, Xiv1)
i=0

Dakle, I, (f;a,b) = Z L (f5 xis Xis1).
=0

Time je tvrdnja korolara dokazana. m|

Napomena 1.4.6. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |a, b]. U do-
kazu propozicije|l.3.3|smo vidjeli sljedece: ako je M gornja meda skupa {f(x) | x € [a, b]},
onda je s < M - (b—a) za svaku donju Darbouxovu sumu s funkcije f na segmentu
la,b). Stoga za svaku gornju medu M skupa {f(x) | x € [a, b]} vrijedi da je M - (b — a)
gornja meda skupa svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na [a,b] pa slijedi da je
L. (f;a,b) <M - (b— a). Posebno vrijedi 1. (f;a,b) < M (f;a,b)(b— a).

Propozicija 1.4.7. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |a, b].
Tada je I.(f;a,b) < I'" (f;a,b).

Dokaz. Neka je S gornja Darbouxova suma funkcije f na segmentu [a, b]. Tada postoji
subdivizija xo, .. ., X, segmenta [a, b] takva da je

n—1

S = M (f; xi, Xis1) (i1 — Xi) .
i=0

Koriste¢i korolar[1.4.5]i napomenu [I.4.6)dobivamo :
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n—1
L (f;a,b) = Z L (f; xi, Xix1)
i=0

n—1
< Z M (f; xi, Xi1) (i1 — X)) =S
i=0

Dakle,

I, (f;a,b) < S.

ZakljuCujemo da je I. (f; a, b) donja meda skupa svih gornjih Darbouxovih suma funkcije
f na segmentu [a, b].
Iz ovoga slijedi da je L. (f;a,b) < I* (f;a,b). O

Napomena 1.4.8. Neka su a,b € R, a < b i neka je f funkcija omedena na segmentu
la, b]. Neka je s donja Darbouxova suma funkcije f na segmentu [a, b] te neka je S gornja
Darbouxova suma funkcije f na segmentu [a,b]. Tada je s < S.

Naime, to je posljedica sljedecih nejednakosti:

s<IL.(f;a,b)<I"(f;a,b)<S.

Teorem 1.4.9. Neka su a,b,c € R, a < b < c te neka je f funkcija omedena na segmentu
[a, c].
1.) Pretpostavimo da je f funkcija integrabilna na [a, b] i b, c]. Tada je f integrabilna na

la, c] i vrijedi ,
ff:ff+fbf. (1.13)

2.) Pretpostavimo da je f integrabilna na |a,c). Tada je f integrabilna i na [a,b] i na
[b,c].

Dokaz. 1.) Koristeéi teoreme i i ¢injenicu da je funkcija f integrabilna na [a, b]
i [b, c] dobivamo

L.(fia,¢) =1.(f;a,0) + L.(f3 b, ¢)
=I"(f;a,b) + I' (f;b,0) =I"(f;a,0).
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Dakle, I. (f;a,c) = I" (f;a, c) pa zakljuCujemo da je funkcija f integrabilna na segmentu
[a,c].
Imamo:

fcf=1*(f;a,0)=1*(f;a,b)+l*(f;b,6)
‘ b C
:ff+ff.
a b

Dakle, vrijedi (1.13)).

2.) Uocimo prije svega sljedece:

akosu s,7,S,T e Rtakvidajes<Sit<Ttes+t=S+T,ondajes=Sir=T.
Naime, kada bi vrijedilo s # S, onda bismo imali s < § Sto bi zajedno s ¢+ < T dalo
s+t <S8 +T. Analogno vidimo da ¢z # T vodi na kontradikciju. Prema tome vrijedi s = S 1
t = T. Koristec¢i teoreme [[.4.1)1[1.4.4]i ¢injenicu da je funkcija f integrabilna na segmentu
[a, c] dobivamo da je

L.(f;a,b)+ I.(f;b,c) = L.(f;a,¢c) =" (f;a,¢c) =" (f;a,b) + I" (f; b, ¢).

Dakle, I. (f;a,b) + L. (f;b,c) = I" (f;a,b) + I" (f; b, c), a prema propoziciji vrijedi
daje I.(f;a,b) < I'(f;a,b)1 L. (f;b,c) < I" (f; b, ¢).
Stoga je

L.(fia,b) =T (f;a,b) i L.(f;b,c) =I"(f;b,c).

Prema tome, funkcija f je integrabilna i na [a, b] i na [b, c]. |



Poglavlje 2

Neprekidnost i integrabilnost

2.1 Limes funkcije i konvergencija nizova

Definicija 2.1.1. Neka je S C R, neka je f : S — R te neka su a, L € R. KaZemo da je L
limes funkcije f u tocki a ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S takav da
je x # a vrijedi sljedece:

ako je |x — al < 0, onda je |f(x) — L| < €.

Primjer 2.1.2. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija neprekidna u tocki x, € S.
Tada je f(xo) limes funkcije f u tocki xo. Naime, neka je € > 0. Tada zbog neprekidnosti
Sfunkcije f u xy postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi sljedece:

ako je |x — xo| < 6, onda je |f(x) — f(xp)| < €. (2.1)

Navedena implikacija (2.1)) vrijedi za svaki x € S takav da je x # x,.
Zakljucujemo da je f(xo) limes funkcije f u tocki x.

Primjer 2.1.3. Neka je f : R — R funkcija definirana sa

roo={ $520

Tvrdimo da 1 nije limes funkcije f u tocki 0.

. . _ l
Pretpostavimo suprotno. Neka je € = 5.

Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € R, x # 0 vrijedi:
: . 1
ako je |x — 0| < 6, onda je |f(x) — 1| < 5 (2.2)

19
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Definirajmo x = g. Tada je x # 0i |x - 0| = g <dpaiz slijedi da je |f(x) — 1| < %
Ocito je f(x) # 0. S druge strane iz x # 0 i definicije funkcije f slijedi da je f(x) = O.
Kontradikcija.

Dakle, 1 nije limes funkcije f u tocki 0.

Prema tome, f(0) nije limes od f u tocki 0.

Propozicija 2.1.4. Neka je S C R, neka je f : S — R te neka je xo € S. Tada je funkcija f
neprekidna u tocki xy ako i samo ako je f(xo) limes funkcije f u tocki x.

Dokaz. Ako je f neprekidna u xy, onda je f(xo) limes od f u x Sto slijedi iz primjera[2.1.2]
Obratno, pretpostavimo da je f(xo) limes funkcije f u xo. Neka je € > 0. Tada postoji é > 0
takav da za svaki x € §, x # xo vrijedi:

ako je [x — xo| < 6, onda je |f(x) — f(xo)| < €. (2.3)
Ocito (2.3) vrijedi i za x = x.
ZakljuCujemo da je funkcija f neprekidna u tocki x. O

Definicija 2.1.5. Neka je S skup. Za funkciju sa N u S kaZemo da je nizu S. Ako je x niz u
S, dakle x : N — §, onda sa x, oznacavamo x(n) za n € N. Niz x oznacavamo i sa (X,)en
ili (x,).

Definicija 2.1.6. Za niz u R kazemo da je niz realnih brojeva.

Definicija 2.1.7. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R. KaZemo da niz (x,) teZi
prema a i pisemo x, — a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi
X, €{a—€,a+e€),t. |x,—al <e

Primjer 2.1.8. Neka je ¢ € R te neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x, = c za
svaki n € N. Tada x, — c.

Neka je € > 0. Vrijedi |x, — c| = 0 za svaki n € N pa je |x, — c| < € za svaki n € N.
Uzmimo bilo koji ny € N. Tada za svaki n > ng vrijedi |x, — c| < €.

Primjer 2.1.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x, = % za svakin € N,
Tada x, — 0.

Neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je ny > %

Neka je n € N takav da je n > ny. Tada je n > épaje € > ,ll te slijedi da je |x, — 0| < e.
Dakle, za svaki n > ng vrijedi |x, — 0] < €.

Prema tome, x,, — 0.

Definicija 2.1.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Tada kaZemo da je a limes niza (x,).
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Sljedec¢a propozicija kaze da je limes niza, ako postoji, jedinstven.

Propozicija 2.1.11. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da x, — a i
x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je a # b.

1.slucaj:

a<b.

Tada je }"7" > () pa odaberimo € € R takavdaje 0 < € < %. Slijedi da je 2e < b —a pa je
a+ € < b — €. Iz ovoga slijedi da je:

a—€e,a+te)yNb—e,b+e)=0. 2.4)

Budu¢i da x, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x, € (a —€,a + €).
Buduci da x,, — b postoji m € N takav da za svaki n > my vrijedi x,, € (b — €, + €).
Odaberimo n € N takav da je n > ny i n > my.

Tadajex, €e{(a—€,a+e€)ix, eb—€e,b+eypajex,c{a—€,a+eyN{b—¢€,b+e).

No, to je u kontradikeiji sa (2.4).

2.sluca;:

b <a.

Analogno kao i u prethodnom slu€aju dolazimo do kontradikcije.

ZakljuCak: a = b. O

Propozicija 2.1.12. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, > aiy, > b.
Tada niz (x, + y,)nen teZi prema a + b, tj. x, +y, = a+ b.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, —al < §.
Nadalje, postoji m € N takav da za svaki n > my vrijedi |y, — b| < 5.

Odaberimo k, € N takav da je ky > ng 1 kg > my.

Neka je n € N takav da je n > k.

Tadajen >ngin>mypajelx, —al <5ily,— bl <5.

Vrijedi:

|(xn+yn>—<a+b>|:|(xn—a)+(yn—b>|s|xn—a|+|yn—b|<§+§:e.

Dakle, |(x, +y,) —(a+ D)| < €.
Prema tome, za svaki n > k, vrijedi

[(xXn +yn) = (@ + D) < €.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Propozicija 2.1.13. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
1. Vrijedi |x,| — |al.

2. Neka je c € R. Tada niz (cx,),en teZi prema ca, tj. cx, — ca.
Dokaz.

1. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €.
Koristeéi ¢injenicu da za sve u, v € R vrijedi ||u| — |v|| < |u — v|, dobivamo da za svaki
n > ny vrijedi
x| = lall < lx, —al <€, §. [lx,| —lall < e.

Prema tome, |x,| — |al.

2. Ako je ¢ = 0, tvrdnja slijedi iz primjera[2.1.8
Pretpostavimo da je ¢ # 0. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi |x, — a| < I_EI
Stoga za svaki n > ng vrijedi [c||x, — a| < €, j. |cx, — cal < €.
Prema tome, cx, — ca. O

Propozicija 2.1.14. Neka je S C R, f : S — R funkcija, a € R te L € R. Pretpostavimo
da je L limes funkcije f u tocki a.

Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \{a} za svakin € N
te takav da x, — a.

Tada f(x,) — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S takav da je x # a vrijedi
sljedece:
akojex € {a—9d,a+0d), ondaje f(x) e(L—€,L+¢€). (2.5

Posto x, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je x,, € (a — d,a + ). Za
svaki n > ny prema pretpostavci propozicije vrijedi x, € S i x, # a paiz (2.5) slijedi da je
f(x) € (L —€, L+ €). Dakle, za svaki n > ng vrijedi f(x) € (L — €, L + €).

Prema tome, f(x,) — L. m|

Lema 2.1.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da je x,, € <a -Lla+ l>

n n
za svakin € N.
Tada x, — a.
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Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo n, € N takav da je % <€
Neka je n € N takav da je n > ny. Tada je }1 < % paje % < €. Iz pretpostavke leme slijedi
daje |x, —a| < % pa iz toga slijedi |x, — a| < e.
Dakle, za svaki n > ny vrijedi
|x, —a| < e.

Prema tome, x,, — a. O

Teorem 2.1.16. Nekaje S CR, f: S - R, ae RiL eR. Pretpostavimo da za svaki niz
(x,) u R takav da je x, € S \ {a} za svaki n € N te takav da x, — a vrijedi f(x,) — L.
Tada je L limes funkcije f u tocki a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da L nije limes funkcije f u tocki a.
Tada postoji € > 0 za kojeg ne postoji d sa svojstvima iz definicije limesa funkcije.
Dakle, postoji € > 0O takav da za svaki 6 > 0 postoji x € S \ {a} takav da je

xela—0d,a+0) ali f(x,) ¢{L—€,L+¢€). (2.6)

Slijedi da za svaki n € N postoji x, € S \ {a) takav da je x, € (a—L,a+1)ali f(x,) ¢
(L —€,L + €). (Ovdje smo prethodnu tvrdnju (2.6) primjenili za 6 = %).
Na ovaj nacin smo dobili niz (x,) u R takav da je

xneS\{a},xn€<a—%,a+%>if(xn)¢<L—e,L+e) 2.7

za svaki n € N. Iz leme slijedi da x, — a. Iz pretpostavke teorema slijedi da
f(x,) — L. Iz ovoga slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > n, vrijedi :

f(x,) e{L—€,L+e€).

Ovo je kontradikcija sa (2.7). O

Primjer 2.1.17. Neka je f : [0,1] — R bilo koja funkcija. Neka je L € R proizvoljan
realan broj. Tvrdimo da je L limes funckije f u tocki 2.

Neka je € > 0. Definirajmo 6 = %
Tada je (2 — 6,2 + 0) = <%, §>pa ne postoji x € [0, 1] takav da je x € (2 — 6,2 + ).
Stoga je za svaki x € [0, 1] \ {2} implikacija

XxX€2-060,24+0)= f(x)e(L—€,L+¢€)
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trivijalno zadovoljena.
Dakle, L je limes funkcije f u tocki 2. Ovo pokazuje da limes funkcije u tocki ne mora biti
Jjedinstven.

Definicija 2.1.18. Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a gomiliste skupa S ako
za svaki € > 0 postoji x € S takav da je |x — a|l < €, x # a.

Dakle, a je gomiliste skupa S ako i samo ako za svaki € > 0 postoji x € S \ {a} takav da je
xel{a—e€,a+e).

Primjer 2.1.19. 1 je gomiliste skupa [0, 1].

Naime, neka je € > 0.
Vrijedi da je max{l — €,0} < 1 pa postoji x € R takav da je max{l —€,0} < x < 1. Iz
ovoga slijedidajel —e<x, 0 <xix< 1.
Zakljucujemo da je x € [0,1], x # lixe(l —€,1 + €).
Dakle, 1 je gomiliste skupa [0, 1].

Napomena 2.1.20. Ako je S C R i x gomiliste skupa S te T C R takav da je S C T, onda
je x gomiliste skupa T.

Naime, ako je € > 0, onda postojiy € S takavdajey +# xiy € {(x — €, x + €). Buduci da je
S C TvrijedidajeyeT.

Propozicija 2.1.21. Neka su a,b € R, a < b. Tada su a i b gomilista skupa {a, b).

Dokaz. Neka je € > 0. Vrijedi da je a < min{a + €, b} pa postoji x € R takav da je
a<x<minf{a+e€,b}. lzovogaslijedidajea<x,x<a+e€eix<b.

Stogaje x € (a,b), x #aix €{a—¢€,a+e).

Zakljucak: a je gomiliSte skupa (a, b).

Neka je € > 0. Vrijedi da je max{a,b — €} < b. 1z toga slijedi da postoji x € R takav da je
max{a,b — €} < x < b. ZakljuCujemodajea < xib —€ < x.

Stogaje x € (a,b), x #bix e(b—¢€,b+e€).

Dakle, b je gomiliSte skupa (a, b). O

Korolar 2.1.22. Neka su a,b € R, a < b, te neka je x € {a,b). Tada je x gomiliste skupa
{a, b).

Dokaz. Vrijedi a < x < b paje (x,b) C (a,b). Prema propoziciji [2.1.21| vrijedi da je x
gomiliSte skupa (x, b) pa iz napomene [2.1.20| slijedi da je x gomiliSte skupa {(a, b). O

Propozicija 2.1.23. Neka je S C R te neka je a € R. Tada je a gomiliste skupa S ako i
samo ako postoji niz (x,) u R takav da je x, € S \ {a} za svaki n € N te takav da x, — a.
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Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliSte skupa S .
Neka je n € N. Tada je £ > 0 pa postoji x, € S takav da je x, # aix, € <a —-la+ ,ll>

Na ovaj na¢in smo dobili niz (x,) u R takavdaje x, € S \ {a}ix, € <a - %, a+ %> za svaki
n € N. Iz leme slijedi da x,, — a.

Obratno, pretpostavimo da postoji niz (x,) u R takav da je x,, € S \ {a} za svakin € N te
takav da x,, — a.

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je x,, € (a — €,a + €).
Odaberimo bilo koji n > ny.

Imamo x, € (a—€,a+€)ix, €S \{al.

ZakljuCujemo da je a gomiliSte skupa S'. O

Propozicija 2.1.24. Nekaje S CR, f: S — Rtea € R. Pretpostavimo da su L,,L, € R
takvi da je Ly limes funkcije f u tocki a te L, limes funckije f u tocki a.
Nadalje, pretpostavimo da je a gomiliste skupa S. Tada je L, = L,.

Dokaz. Bududi da je a gomiliSte skupa S iz propozicije slijedi da postoji niz (x,) u
R takav da je x, € S \ {a} za svaki n € N te takav da x, — a. Prema propoziciji
vrijedi da f(x,) = L; i f(x,) — L.

Takoder, prema propoziciji vrijedi L; = L,. m|

Napomena 2.1.25. Pretpostavimo da je S C R te da je a gomiliste skupa S. Tada je a
gomiliste skupa S \ {a}.

Naime, ako je € > 0, onda postoji x € S takav da je x # ai x € (a —€,a+ €) pa oCito
imamo x, € S \{a}, x #aix€{a—¢€,a+ e€).

2.2 Derivacija funkcije

Definicija 2.2.1. Nekaje S C R, xo € S te f : S — R. Pretpostavimo da je x, gomiliste
odS.

Nadalje, neka je D : S \ {xo} — R funkcija definirana sa D(x) = m;:—)’;)(xo) za svaki S \ {xo}.
Pretpostavimo da je L limes funkcije D u tocki xo. Tada za L kaZemo da je derivacija
funkcije f u tocki x.

Napomena 2.2.2. Pretpostavimo dajeS CR, xo € S, f: S — Rtedasu L, i L, derivacije
funkcije f u tocki xo. Tada je Ly = L.

Naime, vrijedi da su L; 1 L, limesi funkcije D, gdje je D : S \ {xo} — R funkcija
definirana sa D(x) = %ﬁx") Prema definiciji derivacije vrijedi da je x, gomiliSte skupa
S. Tada je, prema napomeni[2.1.25] x, gomiliste skupa S \ {xo}. Iz propozicije[2.1.24]slijedi
daje L1 = Lz.
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Definicija 2.2.3. Neka je S C R, xo € S te f : S — R. Za funkciju f kaZemo da je
derivabilna u u tocki xo ako postoji L € R takav da je L derivacija funkcije f u tocki x.

NekajeS C R, xo € Sif:S — R. Derivaciju funkcije f u tocki xy, ako postoji,
oznacavamo sa f’(xop).

Definicija 2.2.4. Nekaje S CRte f: S — R. Za funkciju f kaZemo da je derivabilna ako
je f derivabilna u x, za svaki xy € S. U tome slucaju sa f’ oznacavamo funkciju sa S u R
koja broju x € S pridruZuje derivaciju funkcije f u tocki x.

Dakle, za x € S na f'(x) gledamo kao na derivaciju funkcije f u tocki x te ujedno kao na
vrijednost funkcije ' u tocki x.

Primjer 2.2.5. Nekaje S CR,ac€ Rik € R. Nekaje f: S — R funkcija definirana sa
f(x) =k za svaki x € S. Tada je k limes od funkcije f u a.

Naime, neka je € > 0. Odaberimo bilo koji 6 > 0. Neka je x € S \ {a} takav da je
x€l{a—0,a+0).
Tada je f(x) € (k— €,k + €) jer je f(x) =

Primjer 2.2.6. Neka je k € R te neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = k za svaki
x € R. Tada je f derivabilna funkcija te za svaki x € R vrijedi f'(x) =0

Naime, neka je xy € R. Imamo da je xy gomiliste od (xy, xo + 1) Sto slijedi iz propozicije
[2.1.21] pa je prema napomeni [2.1.20] x, gomiliste od R.
Definirajmo funkciju D : R \ {xo} — R sa D(x) = £&=/t0) (x) f @) - Tada za svaki x € R\ {xo}
vrijedi da je D(x) = 0. Prema primjeru [2.2.5] vrijedi da j Je 0 hmes funkcije D u xo.
Stoga je 0 derivacija funkcije f u tocki xp.

Primjer 2.2.7. Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = x za svaki x € R. Tada je
f derivabilna funkcija i f'(x) = 1 za svaki x € R.

Neka je xo € R. Imamo da je x, gomiliSte od R.
Definirajmo funkciju D : R\ {xo} — R sa D(x) = %ﬁx‘)) Tada za svaki x € R\ {xp}
vrijedi da je D(x) = 1. Prema primjeru [2.2.5] vrijedi da je 1 limes funkcije D u x.
Stoga je 1 derivacija funkcije f u tocki xp.

Propozicija 2.2.8. Neka je S C R, a € Rte f : § — R. Pretpostavimo da je L limes
funkcije f u tocki a. Nekaje T C S, T # 0. Tada je L limes funkcije flr : T — R u tocki a.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § \ {a} vrijedi sljedeca
implikacija:
xela—0,a+0)= f(x)e(L—€,L+e€). (2.8)
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Buduéidaje T € §,imamo T \ {a} C S \ {a} pa za svaki x € T \ {a} takoder vrijedi (2.8].
Zasvaki x € T \ {a} vrijedi f(x) = flr(x). Stoga za svaki x € T \ {a} vrijedi sljedece:

xe{a—0,a+06)= flr(x)e{(L—€,L+¢€).

Prema tome, L je limes funkcije f|r u a. O

Korolar 2.2.9. Neka je f : S — R funkcija derivabilna u tocki xo. Pretpostavimo da je
T C S takav da je xy € T te da je xo gomiliste od T. Tada je funkcija fly : T — R
derivabilna u tocki xq i vrijedi (f7) (x0) = f'(xo).

Dokaz. Nekaje D : S \ {xo} — R funkcija definirana sa D(x) = £ (x; fc (Ex").
Znamo da je f’(xo) limes od D u x.
Definirajmo funkciju £ : T\ {xo} — Rsa E(x) = UN@-I)0) 74 gyaki x € T \ {xo} vrijedi

X—X0

E(x) =1 (x) i (()x") D(x). Dakle, E(x) = D(x) za svaki x € T \ {xo} pa zakljuujemo da je

E = Dlpyu.

Iz propozicije [2.2.§] slijedi da je f’(xo) limes funkcije DIz, odnosno funkcije E u tocki

X0-

Po definiciji derivacije imamo da je f|; derivabilna u tocki xy te da je (flr)'(xo) = f'(xo).
O

Propozicija 2.2.10. Nekaje S C R, xy € S gomiliste skupa S te f : S — R. Pretpostavimo
da je f derivabilna u x,.

Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz u R takav da je x, € S \ {xo} za svaki n € N te takav
da x, — xo.

Tada L2150 — £ (x).

Dokaz. Znamo da je f’(xp) limes funkcije D u tocki xo, pri cemu je D : S \ {xo} = R
funkcija definirana sa D(x) = w

Iz propozicije [2.1.14{slijedi da D(x,) — f'(xo).
Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.2.11. Neka je S C R te neka je xo € S gomiliste skupa S. Nekaje f : S — R
te LeR.

Pretpostavimo da za svaki niz (x,) u R takav da je x, € S \ {xo} za svaki n € N te takav da
X, — Xo, vrijedi L) f(x0) ”) f(x(’) - L.

Tada je f derlvabtlna i Xo i vrijedi f'(xo) =

Dokaz. Nekaje D : S \ {xo} — R funkcija definirana sa D(x) = (x;) ﬁ S’CO).

Neka je (x,) niz u R takav da je x,, € S \ {xo} za svakin € N te takav da X, = Xp.

Tada 22100 —, 1 . D(x,) - L.
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Iz teorema slijedi da je L limes funkcije D u tocki xy. To znaci da je f derivabilna u
xo te daje f'(xo) = L. O

Propozicija 2.2.12. Neka je f : S — R funkcija te neka je xy € S. Tada je f neprekidna
u xo ako i samo ako za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S za svakin € N te
takav da x, — xo vrijedi f(x,) = f(xo).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u xy. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je
x, € S za svaki n € N te takav da x,, — xp.
Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § vrijedi sljedece:

ako je x € (xg — 0, xo + 0yonda je f(x) € (f(xo) — €, f(xp) + €). 2.9

Bududi da x, — xq postoji ny € N takav da za svakin > ng vrijedidaje x,, € (xo — 9, xo + 0).
Iz (2.4.4) slijedi da za svaki n > no vrijedi da je f(x,) € (f(x0) — €, f(xo) + €).

Prema tome, f(x,) — f(xo).

Obratno, pretpostavimo da za svaki niz realnih brojeva (x,,) takav da x,, € S za svakin € N
te takav da x, — xo, vrijedi f(x,) — f(xo).

Dokazimo da je f neprekidna u x.

Posebno, za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € § \ {xo} za svaki n € N te takav
da x, — xo vrijedi f(x,) = f(xo). Iz teorema[2.1.16]slijedi da je f(xo) limes funkcije f u
tocki X0

Iz propozicije slijedi da je f neprekidna u x;.

Time je tvrdnja dokazana. O

2.3 Omedeni nizovi i gomilista

Definicija 2.3.1. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je omeden ako je skup {x, | n € N}
omeden.

Propozicija 2.3.2. Neka su S i T podskupovi od R.

1. Pretpostavimo da su S i T odozgo omedeni skupovi. Tada je S U T odozgo omeden
skup.

2. Pretpostavimo da su S i T odozdo omedeni skupovi. Tada je S U T odozdo omeden
skup.

3. Pretpostavimo da su S i T omedeni skupovi. Tada je S U T omeden skup.

Dokaz.
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1. Neka je a gornja meda skupa S te neka je b gornja meda skupa 7T'.
Nekajexe SUT. Tadajexe Silixe T pajex <ailix <b.
Bududi da je a < max{a, b} i b < max{a, b} vrijedi da je x < max{a, b}.
Dakle, zaklju¢ujemo da je max {a, b} gornja meda skupa S U T.

Prema tome, skup § U T je odozgo omeden.

2. Ova tvrdnja dokazuje se analogno kao i prethodna.

3. Buduéidasu S i 7T omedeni, vrijedi da su S i T omedeni i odozgo i odozdo. 1z tvrdnji
1.12. slijedi da je § U T omeden odozgo 1 odozdo.
Prema tome, S U T je omeden skup.

Korolar 2.3.3. Neka jen € N te neka su S, ...,S, omedeni skupovi u R.
Tada je S| U ... U S, omeden skup.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n + 1.
Neka su Sy,...,S,+1 omedeni skupovi. Vrijedi S;U...US,;1 =S U...US) US4
Prema induktivnoj pretpostavci skup §; U ... U S, je omeden, a znamo da je S ,,; omeden
skup paje ($;U...US,)US,,; omeden skup prema propoziciji Prema tome,
S1U...US 41 je omeden skup.

Time smo dokazali tvrdnju korolara. O

Definicija 2.3.4. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je konvergentan ako postoji a € R
takav da x, — a.

Propozicija 2.3.5. Svaki konvergentan niz je omeden.

Dokaz. Neka je (x,) konvergentan niz. Tada postoji a € R takav da x, — a. Odaberimo
bilo koji € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € {(a — €,a + €).
Prema tome {x, | n > no} C (a —€,a + €).
Skup {(a — €,a + €) je omeden iz Cega slijedi da je i {x, | n > ny} omeden skup. Vrijedi da
je:

{x,|neN}={x,|n=npU{x;}U{x}U...U{x,}. (2.10)

Svaki jednoclan podskup od R je ocito omeden. Stoga iz (2.10) te iz korolara slijedi
da je {x, | n € N} omeden skup. Dakle, niz (x,) je omeden. O

Lema 2.3.6. Neka je S omeden skup. Tada je skup {|x| | x € S} omeden.
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Dokaz. OCcito je 0 donja meda skupa {|x| | x € §}. Prema tome skup {|x| | x € S} je odozdo
omeden. Budu¢i da je S omeden, postoje a,b € Rtakvidajea < x < bzasvakix € §S.
Nekaje x € §. 1z a < xslijedi da je —x < —a pa je —x < max{—a, b}.

S druge strane iz x < b slijedi da je x < max {—a, b}.

Znamo da je [x| = x ili |[x] = —x. Stoga je |x| < max{—a,b}. Ovime smo dokazali da je
max {—a, b} gornja meda skupa {|x| | x € S}. Time je tvrdnja leme dokazana. |

Propozicija 2.3.7. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, > aiy, — b. Tada x,, -y, = a- b, tj. niz (x, - Yu)nen teZi prema a - b.

Dokaz. Niz (x,) je konvergentan pa je prema propoziciji (x,) omeden niz. Dakle,
skup {x, | n € N} je omeden pa iz leme slijedi da je {|x, | » € N} | omeden skup. Stoga
postoji M € R takav da je |x,| < M za svakin € N.

MoZemo pretpostaviti da je M > 0. Neka je n € N.

Tada vrijedi:

X,y —a-bl =X, Yo — X, b+ x,-b—a-bl
=%y n —b) + (x, —a) - b
< |xal - lyn = DI + |x, — al - D]
<M |y, — bl +|x, —al-|bl.

Dakle, za svaki n € N vrijedi:

X - yn —a - bl < Mly, — bl + |x, — al - |DI. (2.11)
Neka je € > 0. Buduci da y, — b postoji n; € N takav da za svaki n > n; vrijedi:
€
= bl < —. 2.12
o = bl < 557 (2.12)
Iz ¢injenice da x,, — a slijedi da postoji n, € N takav da za svaki n > n, vrijedi :
€
n—dl < ——. 2.13
|x, — al S (2.13)

Definirajmo ny = max {n, n,}. Tada za svaki n > ny vrijedi (2.12)) i (2.13). Neka je n > ny.
Koristeci (2.11)), (2.12) 1 (2.13]) dobivamo sljedece:

|X, -y —a- bl < Mly, — bl + |x, —al - |b|

€ e € b
M —+————|b|==+ -
<Mt P TI T e
€ €
<-+-=¢

2 2
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Dakle, |x, - v, — a - b| < € za svaki n > ny.
Time smo dokazalida x,, -y, — a - b. O

Definicija 2.3.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R. KaZemo da je a gomiliste
niza (x,) ako za svaki € > 0 i za svaki N € N postoji n > N takav da je
X, €E{a—€,a+ €).

Napomena 2.3.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Tada je a gomiliste niza (x,).

Naime, neka su € > 01 N € N. Budu¢i da x, — a postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi x, € (a — €,a + €).
Odaberimo n € N takav dajen > npin > N. Prematomen > Nix, € (a—¢€,a+¢€).
Zakljucujemo da je a gomiliSte niza (x,,).

Primjer 2.3.10. Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = (—1)". Tada je 1 gomiliste navedenog
niza.

Naime, neka su € > 01 N € N. Odaberimo neki paran broj n takav da je n > N. Tada je
ocito x, = 1 paje x, € (1 — €, 1 + €). Analogno dobivamo da je i —1 gomiliSte niza (x,).
No, ni —1 ni 1 nisu limesi ovog niza. Cak Stovise, niz (x,) nije konvergentan.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji a € R takav da x, — a.

Neka je € = % Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €. Odaberimo
paran broj n takav da je n > ny. Vrijedi

|xn - xn+1| = |1 - (_1)| =2

S druge strane imamo:

Xp = Xps1l = X, —a + a — x4
< |x, —al +la = x4l

1
<E€ € € 2

Dakle, |x, — x,41] < 1, kontradikcija.

Teorem 2.3.11. Svaki omeden niz u R ima gomiliste.

Dokaz. Neka je (x,) omeden niz u R. Tada postoje a, b € R takvi da je a < x,, < b za svaki
neN.

Neka je S € R. KaZzemo da je S dobar za niz (x,) ako za svaki N € N postoji n > N takav
dajex, €S.

Uocimo sljedece: ako su S i T podskupovi od R takvi da je S dobar za (x,)iS € T, onda
je 1T dobar za (x,).
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Nadalje, ako su S 1 7" podskupovi od R takvi da je S dobar za (x,) te da T nije dobar za
(x,),ondaje S \ T dobar za (x,).

Naime, buduéi da T nije dobar za (x,), postoji Ny € N takav da za svaki n > N, vrijedi
x,¢T.

Neka je N € N. Tada postoji n > max{N, Ny} takav da je x, € S. Slijedidajen > N i
n > Ny, a zadnja navedena nejednakost povlacida x, ¢ T. Stogajex, € S\ T .

Prema tome, postojin > N takavdajex, € S \ T .

Uocimo da je [a, b] dobar za (x,,).

Naime, za svaki n € N vrijedi da je x, € [a,b]. Nadalje, (b, +c0) nije dobar za (x,) jer
X, € (b, +o00) za svaki n € N.

Neka je S = {z € R| [z, +00) dobar za (x,)}.

Ocito je [a, b] C [a, +00) pa je [a, +co) dobar za (x,). Stogajea € S.
Pretpostavimo da je z € §. Tvrdimo da je z < b.

Pretpostavimo suprotno. Tada je b < z pa je:

[z, +00) C (b, +00). (2.14)

Bududi da je z € S vrijedi da je [z, +o0) dobar za (x,,) pa iz prethodne inkluzije slijedi
da je (b, +o00) dobar za (x,), Sto je nemoguce.

Prema tome, z < bzasvakiz € S.

Stoga je b gornja meda skupa S .

Zakljuc¢ujemo da je skup S odozgo omeden. Nadalje, S je neprazan jerjea € S.
Iz propozicije [I.2.5]slijedi da skup S ima supremum. Oznacimo taj supremum sa c.
Iz definicije supremuma slijedi da je

c <b.

Posto je a € § vrijedi da je

Dakle,
a<c<b,tj.celab].

Tvrdimo da je ¢ gomiliSte niza (x,).

Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji z € S takav dajec — € < z.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da za svaki z € S vrijedidajez < ¢ — €.

To znaci da je ¢ — € gornja meda skupa S, Sto je nemoguce jer je ¢ najmanja gornja meda
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skupa S.
Dakle, postoji z € S takav da je
c—€<z

Znamo da je z < c jer je z € S. Budu¢i da je ¢ gornja meda skupa S te da je ¢ < ¢ + €,
imamodac+e€e¢S.
Stoga, [c + €, +o0) nije dobar za (x,).

S druge strane iz z € S slijedi da je [z, +co0) dobar za (x,,).

Slijedi da je [z, +o0) \ [c + €, +00) dobar za (x,), tj. [z, ¢ + €) je dobar za (x,,).

Iz [z,c + €) C {c —€,c + €) slijedi da je (c — €, c + €) dobar za (x,).

Dakle, za svaki € > 0 skup {c — €, ¢ + €) je dobar za (x,) pa zakljuCujemo da je ¢ gomiliSte
niza (x,). O

Napomena 2.3.12. Dokaz prethodnog teorema|2.3.11|pokazuje sljedece:
ako je (x,) niz u R te ako su a,b € R takvi da je a < x, < b za svaki n € N, onda postoji
gomiliste ¢ niza (x,) takvo da je c € |a, b].

2.4 Uniformno neprekidne funkcije

Definicija 2.4.1. Neka je S C R te neka je f : S — R. KaZemo da je funkcija f uniformno
neprekidna ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € S vrijedi sljedece:
ako je |x —y| <6, ondaje |f(x)— f(y) <e.

Propozicija 2.4.2. Neka je f : S — R uniformno neprekidna funkcija. Tada je funkcija f
neprekidna.

Dokaz. Neka je xo € S te neka je € > 0. Tada postoji 6 > O takav da za svaki x,y € §
vrijedi sljedece:
akoje |x —y| <9, ondaje |f(x)— f(¥) <e. (2.15)

Neka je x € S. Pretpostavimo da je |x — xo| < 6. Tada iz (2.135]) slijedi da je

lf(x) = f(xo)l < e

Zaklju€ak: funkcija f je neprekidna u tocki xg.
Dakle, f je neprekidna. O

Teorem 2.4.3. Neka sua,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f uniformno neprekidna.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da funkcija f nije uniformno neprekidna. Tada postoji
€ > 0 takav da za svaki ¢ > O postoje x,y € [a, b] takvidaje |[x—y| < 9, ali | f(x)— f(y)| > €.
Stoga, za svaki n € N postoje x,, y, € [a, b] takvi da je

1
n =yl < — 11/ () = fOn)l 2 €. (2.16)

Prema napomeni [2.3.12| postoji ¢ € [a, b] takav da je ¢ gomiliSte niza (x,).
Buduc¢i da je f neprekidna funkcija, neprekidna je u tocki ¢ pa postoji 6 > 0O takav da za
svaki z € [a, b] vrijedi:

k—d<6zﬂﬂ@—f@N<§- (2.17)

Odaberimo N € N takav da je % < ¢. Buduéi da je ¢ gomiliste niza (x,), postoji n > N

2
takav da je |x, — c| < .
Znamo da je |y, — x,/ < 1,aizn > N slijedi 1 < < paje |y, — x,| < 7, §to prema odabiru
broja N povlaci

= o] <
n— Xn ~°
Y 2

Stoga je:
Vn =l = |yn = Xu + X0 = ¢

< | + | |<6+5 1)
Shh—Xl+lX,—cl <z + = =0
Y 272

Dakle, |y, — ¢| < 6. Prema tome vrijedi |x, — ¢| < $ i |y, — | < 6 pa iz (2.17) slijedi da je

Iﬂw—ﬂﬂ<gﬂﬂm—ﬂd<§

Dobivamo da je

1) = fOul = 1f(xn) = fe) + f(©) = fn)l

svua—ﬂd+vurJOM<§+§:e

Dakle, |f(x,) — f(ya)| < €, $to je u kontradikeiji s (2.16).
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Lema 2.4.4. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T funkcija. Pretpostavimo da je
n € NtedasuAy,...,A, podskupoviodS. Tada je f(AgU...UA,) = f(Ap) U...U f(A,).
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Dokaz. Nekajey e f(AgU...UA,). Tadajey = f(x) zaneki x € AgU...UA,. Slijedi
da postoji i € {0,...,n} takav da je x € A;. Stoga je f(x) € f(A), tj. ¥y € f(A;)) pa je
Ve f(A) V... U f(A,).

Obratno, nekaje y € f(Ag) U ... U f(A,). Tadajey € f(A;) zanekii € {0,...,n}.
Stoga je y = f(x) zaneki x € A;. Slijedidajex € AgU...UA,.

Stoga je f(x) € f(AgU...UA,), 4. y€ f(AgU...UA)). O

Lema 2.4.5. Neka su a,b € R, a < b te neka su x,y € [a,b]. Tada je |x —y| < b — a.
Dokaz.

1.slucaj:

x<y.

Tadajea < x <y < b. Slijedi —x < —a Sto zajednosay < bdajey—x < b —a.
UoCimodajey—x>0pajely—x[=y—-x<b-a.

No, [x =yl =y — .

2.slucaj:
y< X
Tada je a < y < x < b pa analogno kao u prvom sluc¢aju dobivamo daje |x—y| <b—-a. O

2.5 Integrabilnost neprekidnih funkcija

Teorem 2.5.1. Neka sua,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f omedena.

Dokaz. Odaberimo neki € > 0. Prema teoremu funkcija f je uniformno neprekidna
pa postoji 0 > 0 takav da za sve x,y € [a, b] vrijedi implikacija:

ako je |[x —y| < 0, onda je [f(x) — f(y)| < e. (2.18)
Odaberimo n € N takav da je bn;“ <0.”Zaie{0,...,n}definirajmo t; = a + ib;—“.
Tada vrijedia =ty < t; < ... < t,.; <t, =b. Prema tome, t,...,t, je subdivizija seg-

menta [a, b].
Nekajei € {0,...,n}ineka je x € [t;,#;11]. Iz leme[2.4.5|slijedi da je |x — #;] < £;11 — ¢,
No,

b—a b—a

b—a
timm—ti=a+(@+1)— —(a+i
n

Znamo da je bn;“ <opaslijedidajet, 1 —1 <o0.
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Stoga je [x—1;| < 6. 1z (2.18) slijedi daje | f(x)—f(#;)| < €. Stogaje f(x) € (f(t;) — €, f(1;) + €)
za svaki x € [t;, ti1]-
Time smo dokazali da je

flti tin]) Sf@) — €, f(t) + €),

iz Cega slijedi da je f([t;,%4,]) omeden skup. Dakle, za svaki i € {0,...,n— 1} skup
St tix1]) je omeden.
Vrijedi

[a,b] = [to, 1] U [t1, ] U ... U [1,_1, 1]

pa koriste¢i lemu dobivamo:
f(la,b]) = f([to, 1] U [t1, 2] U ... U [1,-1, 1,])
= f(lto, i D U ... U f([tg-1, 1,])

Dakle, f([a,b]) = f([to,t1D VU ... U f([ts-1, D).
Sada iz korolara [2.3.3] slijedi da je f([a,b]) omeden skup. Prema tome, f je omedena
funkcija. o

Napomena 2.5.2. Ako sua,b € R, a < bte f : [a,b] — R funkcija integrabilna na [a, b),
onda za f naprosto kaZemo da je integrabilna.

Propozicija 2.5.3. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R omedena funkcija.
Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoje gornja Darbouxova suma S funkcije f na |a,b] i
donja Darbouxova suma s od f na |a, b] tako da je S — s < €. Tada je f integrabilna.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoje gornja Darbouxova suma S od f na [a, b] i donja
Darbouxova suma s od f na [a,b] takodaje S — s < €.
Iz definicije gornjeg i donjeg integrala te propozicije slijedi da je

s<IL(f;a,b) <I'(f;a,b) <S.

Iz leme [2.4.5|slijedi da je
\IF(f;a,b) - 1.(f;a,b) < S — .
Stoga, zbog § — s < € vrijedi da je

\I'(f;a,b) = L(f;a,b)| < e.
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Dakle, ova nejednakost vrijedi za svaki € > 0. Iz toga zaklju¢ujemo da je

\I*(f;a,b) — I(f;a,b)| <O0.

Ocito je |[I*(f;a,b) — 1.(f;a,b)| > 0 paslijedi da je
Dakle, I*(f; a,b) = I.(f;a, b) ¢ime je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 2.5.4. Neka sua,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
je f integrabilna.

Dokaz. Prema teoremu [2.5.1] funkcija f je omedena na [a,b]. Neka je € > 0. Prema
teoremu funkcija f je uniformno neprekidna pa postoji 6 > 0 takav da za sve
x,y € [a, b] vrijedi implikacija:

ako je |x —y| < 0, onda je [f(x) — f(y)| < €.

Odaberimo n € N takav da je 24 < 6. Zai € {0, ..., n} definirajmo t, = a + ib;—“
Tada je 1y, . .., t, subdivizija segmenta [a, b]. Neka jei€{0,...,n—1}. Udokazu teorema
Vidjeli smo da je tada

flti, tin D) € (f(1) — €, f(1) + €). (2.19)
Neka je s donja Darbouxova suma od f odredena subdivizijom ¢, . . ., 7, te neka je S gornja
Darbouxova suma od f odredena subdivizijom ft, ..., t,. Tada je

s = Zm,(t,+1 His = ZM(EH

pri cemuJe m; = 1nff([t,,t,+1]) 1 M; = sup f([t;, tis1])

zasvakii € {0,...,n—1}. Nekajei€ {0,...,n—1}.

Iz (2.19) slijedi da je f(;) — € donja meda od f([t;, #;:1]). Stoga je f(#;) — € < inf f([t;, t;+1]).
Nadalje, iz (2.19) slijedi da je f(#;) + € gornja meda od f([#;, f;1]).

Stoga je sup f([#;, tis1]) < (1) + €.
Dakle, imamo:
f(t,-)—ESmiSM,- Sf(l’,')+6.

Koristeéi lemu [2.4.3] dobivamo:

M; —m; = |M; —my| < (f(t) +€) — (f(1;) — €) = 2e.
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Dakle, M; — m; < 2e. Budu¢i da je x;,; — x; > 0, imamo sljedece:
(M; —my) - (X1 — X;) < 2€ - (X1 — X)) (2.20)

zasvakii € {0,...,n — 1}. Koristeci (2.20)) dobivamo:

n—

1
S-s= M(xm—xl)—Zm(xm x)
0

=

-1
= Z(M[(xm — X;) — mi(Xie1 — X;))

=0

n

—_

= (M; — m)(Xip1 — X;)

S

(=]

3
—_

2€(xip1 — x;) = 2€ Z(Xm - x;) = 2e(b — a).

i=0 i=0

IA

Dakle, S — s < 2e-(b-a).

Zakljucak: za svaki € > 0 postoje donja Darbouxova suma s 1 gornja Darbouxova suma §
funkcije f na [a, b] takve daje S —-s<2-(b-a).

Neka je € > 0. Tada je —— 4(b 5> 0 pa prema dokazanom postoje donja Darbouxova suma s 1
gornja Darbouxova suma § funkcije f na [a, b] takve da je

€

—5<2.
S5 T

-w—@:§<e

Dakle, S — s < €. Iz propozicije [2.5.3]slijedi da je funkcija f integrabilna. i



Poglavlje 3

Derivabilnost i integrabilnost

3.1 Neprekidne funkcije na otvorenim intervalima
Definicija 3.1.1. Neka je I C R. Za I kaZemo da je otvoreni interval ako je I = R ili postoje
a,beR, a<b,takvidajel ={a,b)ilil ={a,+oo)ili [ = (—o0,b).

Napomena 3.1.2. Neka je I otvoreni interval te neka su c,d € I takvi da je ¢ < d. Tada je
[c,d] € I. Naime, ako je I = {a,b) gdje su a,b € R, a < b, onda imamo a < c <d < b
pa za svaki x € R takav da je c < x < d, vrijedi a < x < b. Analogno, vidimo da tvrdnja
vrijedi i u preostalim slucajevima.

Napomena 3.1.3. Neka je S C R te neka su a,b € R, a < b takvi da je [a,b] C S. Tada je
funkcija f integrabilna na [a, b] ako i samo ako je funkcija f|.p : [a,b] — R integrabilna.

Naime, ocito je da funkcije f i f|.; imaju iste donje i gornje Darbouxove sume na
segmentu [a, b]. Stoga su donji 1 gornji integrali ovih funkcija na [a, b] jednaki pa tvrdnja
slijedi.

Propozicija 3.1.4. Nekaje S CRte f: S — R funkcija neprekidna u tocki x. Pretposta-
vimo da je T C S takav da je xy € T. Tada je funkcija f|r neprekidna u tocki x.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § vrijedi sljedece:
ako je [x — x| < 6, onda je |f(x) — f(xo)| < €. (3.1

Postoje T € S (3.1) vrijedi za svaki x € T. Prema tome, za svaki x € T vrijedi implikacija:

ako je |x — xo| < 6, onda je |f|r(x) — flr(xo)| < €.

Dakle, f|r je neprekidna u tocki xj. m|

39
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Korolar 3.1.5. Neka je S C R te neka je f : S — R neprekidna funkcija. Neka je T C S,
T # 0. Tada je f|; neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je xo € T. Tada je xo € S pa prema pretpostavci korolara vrijedi da je f
neprekidna u tocki xy. Iz propozicije [3.1.4]slijedi da je f|r neprekidna u tocki xo.
Zakljucak: f|r je neprekidna funkcija. O

Korolar 3.1.6. Neka je I otvoreni interval te neka je f : I — R neprekidna funkcija. Neka
sua,bel, a<b. Tada je f integrabilna na |a, b].

Dokaz. Prema korolaru [3.1.5] funkcija fli.s : [a,b] — R je neprekidna. Iz teorema [2.5.4]
slijedi da je ta funkcija integrabilna. Sada iz napomene [3.1.3|slijedi da je f integrabilna na
[a, b]. O

Definicija 3.1.7. Neka je I otvoreni interval, f : I — R neprekidna funkcija te a,b € 1

takvi da je a > b.
b
0,a=>b
r={ 2
fa — |, f.a>b.

Definirajmo
Uocimo da navedena definicija ima smisla prema korolaru

Lema 3.1.8. Neka je I otvoreni interval te f : I — R neprekidna funkcija.

1. Neka sua,b,c € I takvi da je a < b < c. Tada je:

facf=fabf+fbcf- (32)
fabf=—ff (3.3)
Dokaz.
1. a) a=c.

Tada je a = b = ¢ pa (3.2) ocito vrijedi.

2. Neka su a,b € 1. Tada je:

b) a<c

ea<b<ec.
Tada (3.2) vrijedi prema teoremu [[.4.9
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ea=b<c

Tadaje [ f = 0 pa (3.2) otito vrijedi.

e a<b=c
Analogno kao u prethodnom slucaju, zakljucujemo da (3.2)) vrijedi.

2. Akoje a > b, onda (3.3)) vrijedi prema definiciji.

Ako je a = b, onda (3.3) vrijedi jer je
b a
f f= f f=0.
a b

Ako je a < b, onda je

‘[}=—lff

pa slijedi (3.3).

O

Propozicija 3.1.9. Neka je I otvoreni interval te f : I — R neprekidna funkcija. Neka su

a,b,c € 1. Tada je: 4 . ‘
[r=[ s+ (3.4)

Dokaz.
l.a<ec.

a)a<b<ec.
Tada (3.4) slijedi iz leme[3.1.§]

b) b<a<c.
Tada iz leme slijedi da je

£3:£?+£}

Stoga je, koriste¢i lemu |3.1.8

[oefo=fo=foe s
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LV=L@+£¢

Dakle,

pa vrijedi (3.4).

c)a<c<hbh.
Prema lemi [3.1.8] vrijedi

[o-foefs
[o=fo=fr= [

Dakle, (3.4) vrijedi.
Prema dokazanom dobivamo :

pa je

2. ¢ <a.

£3:[3+£%

Navedeni izraz pomnoZimo sa —1 pa dobivamo sljedece:

—I%=iffifﬂ
[r=fr [

t.

Dakle, (3.4) vrijedi.

3.2 Neprekidnost i primitivne funkcije
Propozicija 3.2.1. Neka je f : S — R funkcija te neka su a,b € R, a < b takvi da je

funkcija f integrabilna na [a, b).
Tada je

b
m(f;a,b)(b—a) < f f<M(f;a,b)(b-a).
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Dokaz. Neka je xo, ..., x, subdivizija segmenta [a, b]. Neka je
n—1
s = Z m(f Xi» Xix1)(Xi1 = Xi).
i=0

Prema lemi [[.3.T1|za svaki i € {0, ...,n — 1} vrijedi m(f; a, b) < m(f; x;, x;41). Stoga je :

n—1

n—1
Z m(f;a,b)(xip1 — x;) < Z m(f; Xi, Xix1)(Xis1 — X;).
i=0

i=0

Prema tome, m(f;a,b) - (b —a) < s.
Buduci da je s donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] vrijedi:

b
s<I1.(f;a,b) :f f.

Prema tome, m(f;a,b)(b —a) < fab f-
Koristeéi lemu dobivamo:

b n—1
f f=rI(f;a,b)< Z M(f; xi, Xip1)(Xis1 — Xi)
a i=0
n—1
< > M(fia,b)(xi — x) = M(f;a,b)(b - a).
i=0

Dakle, [ f < M(f;a,b)(b - a). O
Lema 3.2.2. Neka je I otvoreni interval te f : I — R neprekidna funkcija. Neka je xy € 1.
Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € I\ {xy} za svaki n € N te takav
da x,, — x.

Nadalje, pretpostavimo da je (t,) niz realnih brojeva takav da za svaki n € N vrijedi

sljedece:

m(f; xo, X,) < t, < M(f; x0, x,) ako je xo < x,

m(f; x,, Xo) < t, < M(f; x,, x0) ako je x,, < xo

Tada t, — f(xo).
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Dokaz. Neka je € > 0. Budu¢i da je f neprekidna u tocki xy, postoji 6 > 0 takav da za
svaki y € [ vrijedi sljede¢a implikacija:
ako je y € (xo — 6, xo + 8), onda je £(y) € < Fx0) = 5. fxo) + §> (3.5)

Bududi da x,, — x( postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi:

X, €{(xg—0,x0+ ).

Neka je n € N takav da je n > ny.
1.slucaj

X0 < X,.

Buduc¢i da je x, € (xo — 6, xo + 6) imamo
[x0, x,] C {(x9 — 6, xo + O).

Iz ovoga te iz (3.5) slijedi:

Flxos x]) € <f(xo) - S S+ g}

Stoga je f(xo) — § donja, a f(xo) + 5 gornja meda skupa f([xo, x,]).
Prema tome,

f(xo) — g < m(f; x0, %) < M(f; X0, Xn) < f(x0) + g

Iz pretpostavke leme slijedi:

Sf(xo0) — % <t, < flxo) + %

Stoga je f(xo) — € < t, < f(x0) + €. t, € (f(x0) — €, f(x0) + €).

2.slucaj:
Xn < Xp.
Analogno kao u prethodnom slucaju zakljucujemo da je [x,, xo] € (xo — 6, xo + ) te da je
f ([x, x0]) € <f(xo) — 5, f(x0) + §>, a §to povlaci
Jf(xo) — € <t, < fxo) + €
tj.

th € (f(x0) — € f(x0) + €).
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Zakljucak: za svaki n > ng vrijedi
ta € (f(x0) = € f(x0) + €).

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Napomena 3.2.3. Neka je I otvoreni interval te neka je x € 1. Tada je x gomiliste skupa I.

Naime, to slijedi iz korolara2.1.22 ako je I = {a,b) za neke a,b € R, a < b.

Ako je I = R onda lako zakljucujemo da je x gomiliste skupa 1. Pretpostavimo da je
I = {(a,+o0) za neki a € R. Iz x € I slijedi da je {a,x) C I pa iz propozicije 2.1.21]i
napomene[2.1.20slijedi da je x gomiliste skupa 1. Analogno zakljucujemo da je x gomiliste
skupa I ako je I = (—oo,a) za neki a € R.

Teorem 3.2.4. Neka je I otvoreni interval te neka je a € 1. Neka je f : I — R neprekidna
funkcija te neka je F : I — R funkcija definirana sa

F(x>=f f

za svaki x € 1. Tada je F derivabilna funkcija te je F'(x) = f(x) za svaki x € 1.

Dokaz. Neka je xy € I. Prema napomeni [2.1.20] x, je gomiliste skupa /. Pretpostavimo da
je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € I \ {xo} za svaki n € N te takav da x,, — xo.
Zan € N definirajmo

_ F(x,) — F(xo)
T x,—xy

n

Neka je n € N. Koristeci propoziciju dobivamo :

_Fen-Faw LS LS

n

Xp = Xo Xn = Xo Xp— Xo

Dakle,

zasvakin € N.
Neka je n € N. Pretpostavimo da je xy < x;,.



46 POGLAVLIJE 3. DERIVABILNOST I INTEGRABILNOST
Prema propoziciji|3.2.1| vrijedi:

(F o, 60) (i — 0) < f " F < MOF 00 3000 = x0)

paje
m(f; Xo, X,) < ——— < M(f; X0, X»)
Xn — Xo
dakle,
m(f, X0, xn) < tn < M(f, X0, xn)~ (36)
Pretpostavimo sada da je x,, < xo.
Tada je:
X0
m(f; Xp, X0)(Xo — X,) < f f < M(f; x,, X0) (X0 — X)
paje
X0
m(f; X, Xo) < —2— < M(f; Xy, Xo).
X0 — Xn
No,
X0 X X
j);n f _ _‘L;O f _ LO f _t
Xo— %, —(x—X) X,—xXo
Prema tome,
m(f; Xn, Xo) < 1, < M(f; X, Xo). (3.7)
Iz leme slijedida t, — f(xo).
Dakle,

F(x,) = F(xo)
Xn — Xo

— f(xo).

Iz propozicije [2.2. 11 slijedi da je funkcija F derivabilna u x, te da je f(x,) derivacija od F
u tocki xp.
Time je tvrdnja teorema dokazana. m|
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Definicija 3.2.5. Neka je S C R te neka su f,F : S — R funkcije takve da je F derivabilna
te da je F'(x) = f(x) za svaki x € S.
Tada za F kazZemo da je primitivna funkcija od f.

Prethodni teorem pokazuje da svaka neprekidna funkcija na intervalu ima primitivau
Junkciju.

3.3 Minimumi i maksimumi funkcija

Propozicija 3.3.1. Neka je S C R te neka je f : S — R funkcija neprekidna u tocki x.
Tada je funkcija —f : S — R neprekidna u x.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x,, € § za svaki n € N te
takav da x,, — x.

Prema propoziciji|2.2.12| vrijedi f(x,) — f(xo). Iz propozicije[2.1.13|(za ¢ = —1) slijedi da

=f () = =f(x0) §. (=F)(xa) = (=f)(x0)-

Iz propozicije [2.2.12]slijedi da je — f neprekidna u x,. m|

Teorem 3.3.2. Neka sua,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada
postoje x1, x, € [a, b] takvi da je

f(x1) £ f(x) £ f(xp) za svaki x € [a,b].

Dokaz. Prema teoremu funkcija f je omedena. Dakle, skup {f(x)|x € [a, b]} je
omeden pa prema propoziciji[I.2.5]ima supremum.

Neka je M = sup{f(x) | x € [a, b]}.

Neka je n € N. Tada M — i nije gornja meda skupa {f(x) | x € [a, b]} (Jer je M najmanja
gornja meda tog skupa) pa postoji x, € [a, b] takav da je M — % < f(xp).

Dakle, imamo niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € [a, b] te

M - % < f(xa) (3.8)

za svakin € N.

Iz ¢injenice da je a < x, < b za svaki n € N slijedi da je a donja, a b gornja meda skupa
{x, | n € N}. Dakle, niz (x,) je omeden.

Prema teoremu [2.3.11]i napomeni [2.3.12] postoji ¢ € [a, b] takav da je ¢ gomiliSte niza (x;,).
Vrijedi f(c) < M prema definiciji broja M. Tvrdimo da je f(c) = M.

Pretpostavimo suprotno.
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Tada je f(c) < M. Stoga je % > 0.
Odaberimo € > 0 takav da je

Slijedi 2e < M — f(c) paje f(c) + 2e < M, §to povlaci sljedece:

fle)+e<M—e. 3.9
Odaberimo N € N takav da je
1
N <e€. (3.10)

Buduc¢i da je f neprekidna u ¢, postoji 6 > 0 takav da za svaki x € [a, b] vrijedi implikacija:
akoje x € (¢ —0,c + ), ondaje f(x) € (f(c) — €, f(c) + €). 3.11)
Bududi da je ¢ gomiliSte niza (x,), postoji n > N takav da je x,, € (¢ —d,c + d). 1z (3.11))

slijedi da je
f(x) €(f(c) — € flc) + €).

Posebno, vrijedi

f(x) < f(o) + €. (3.12)
Iz n > N slijedi i < le paiz (3.10) slijedi da je % < €. Stoga je —€ < ’71 paje
1
M-e<M-—. (3.13)
n
Iz (3.9), (3.8) i (3.11) slijedi da je
f(©) + € < flxn).
Ovo je u kontradikciji sa (3.12).
Dakle,
fle) =M.

Slijedi da za svaki x € [a, b] vrijedi

f(x) < f(o).
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Promotrimo sada funkciju —f : [a,b] — R. Znamo da je —f neprekidna Sto slijedi iz
propozicije [3.3.1 pa prema dokazanom postoji d € [a, b] takav da je

—f(x) < -f@d)
za svaki x € [a, b].
Slijedi f(d) < f(x) za svaki x € [a, b].
Dakle,
f@d) < f(x) < f(c)
za svaki x € [a, b].
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Definicija 3.3.3. Neka je S C R, f : S — R funkcija te xo € S. KaZemo da funkcija
f ima u tocki xo lokalni minimum ako postoji r > 0 takav da je {(xo —r,x0 +r) C S te
f(x0) < f(x) za svaki x € (xg — r, xo + ).

Analogno definirajmo pojam da funkcija f u tocki x, ima lokalni maksimum.

Definicija 3.3.4. Neka je S C R, f : S — R funkcija te xy € S. KaZemo da funkcija f u
tocki xy ima lokalni ekstrem ako f u xo ima lokalni minimum ili lokalni maksimum.

Lema 3.3.5. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.

1. Pretpostavimo da je b € R takav da je x, < b za svaki n € N. Tada je a < b.
2. Pretpostavimo da je b € R takav da je b < x,, za svaki n € N. Tada je b < a.

Dokaz.

1. Pretpostavimo suprotno. Tada je b < a.
Definirajmo € = a — b. Tadaje e > O 1 vrijedi b = a — €.
Buduci da x,, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x, € (a — €,a + €).
Odaberimo bilo koji n > ny. Tada je x,, € (a —€,a+ €) paje a — € < x,,.
Dakle, b < x, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom.
Prema tome, a < b.

2. Prema pretpostavci vrijedi —x, < —b za svakin € N. Nadalje, prema propoziciji[2.1.13]
(za ¢ = —1) vrijedi
—X, — —a.

Prema prvoj tvrdnji ove leme vrijedi —a < —b.
Stoga je b < a.
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O

Propozicija 3.3.6. Nekaje S C R, f: S — Rte xy € S. Pretpostavimo da f u x, ima
lokalni ekstrem. Nadalje, pretpostavimo da je f u x derivabilna. Tada je f'(xy) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da f u tocki xy ima lokalni minimum. Tada postoji r > 0 takav da
jel{xo—rxo+rycSte

f(xo) < f(x) (3.14)

za svaki x € (xo —r,xo + r). Prema[2.1.21} x, je gomiliSte skupa (xy — r, xp). Prema pro-
poziciji [2.1.23| postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je

X, € {xo — 1, Xo) (3.15)
za svaki n € N te takav da x, — xp.
Iz propozicije|2.2.10|slijedi da
J ) = f(xo0)
-

Xn — X0

Iz (3.14) slijedi da je f(x,) — f(xo) > 0 za svakin € N.
Iz (3.15)) slijedi da je x, — xo < 0 za svaki n € N.
Stoga je

1 (xo). (3.16)

S () = f(xo) <0
Xn — X0
za svaki n € N.
Iz (3.16)) i prethodne leme [3.3.5]slijedi da je
f'(x0) < 0. (3.17)

Takoder, iz ¢injenice da je x, gomiliste od (xo, xo + r), slijedi da postoji niz realnih brojeva
(v,) takav da je y, € (xo, xo + ) za svaki n € N te takav da y, — xo.

Slijedi:
f(.Yn) - f(XO)

Yn — X0

— f(xo).

Za svakin € N vrijedi da je
f(Yn) - f(xo) > 0,
Yn — X0
pa iz leme[3.3.5|slijedi f’(xo) > 0. Iz navedenog te iz (3.17) slijedi da je f"(x,) = 0.
Posve analogno dobivamo da je f’(xy) = 0 ako funkcija f u tocki xy ima lokalni maksimum.
]
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Lema 3.3.7. Neka sua,b € R, a < b te neka je x € {a, b). Tada postoji r > 0 takav da je
(x—=r,x+r)yC{a,b). (3.18)

Dokaz. Definirajmo r = min {x — a, b — x}. Uo¢imo da je r > 0.
I[zr<x-aslijedia<x-r,aizr <b-xslijedi x +r < b.
Dakle,

a<x—-rix+r<b

pa slijedi (3.18). O

3.4 Lagrangeov teorem

Teorem 3.4.1 (Rolleov teorem). Pretpostavimo da su a,b € R, a < b.

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.

Pretpostavimo da je f(a) = f(b) te da je f derivabilna u tocki x za svaki x € {a, b). Tada
postoji x € {a, b) takav da je f'(x) = 0.

Dokaz. Prema teoremu [3.3.2] postoje xy, x; € [a, b] takav da je
S £ f(0) < f(x) (3.19)

za svaki x € [a, b].
Ocito je tada
Sx) < fa@) < f(x).
L. f(x) < fla).
Tada je f(x;) < f(b)paje x; #aix; #b.
Slijedi x| € {a, b).
Prema lemi [3.3.5|postoji r > 0 takav da je

(x; = r,x;+ryC{a,b).

Za svaki x € (x; — r, x; + r) zbog (3.19) vrijedi f(x;) < f(x). Prema tome, funkcija f
u tocki x; ima lokalni minimum. Iz propozicije [3.3.6] slijedi da je

f'(x)=0.
2. f(a) < f(x2).

Analogno kao u prethodnom slucaju dolazimo do zakljucka da je x, € {(a,b) te da f u
X, ima lokalni maksimum.
Slijedi da je

f'(x2) = 0.
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3. f(x) = fa) = f(x2).
Iz ovoga slijedi da je f(x) = f(a) za svaki x € [a,b]. Odaberimo bilo koju tocku
x €{a,b).
Tada lako zaklju¢ujemo da f u x ima lokalni minimum i lokalni maksimum.
Stoga je
f(x)=0.

O

Propozicija 3.4.2. NekajeS C R ,xo€ S te f,g : S — R funkcije derivabilne u tocki x.
Tada je funkcija f + g derivabilna u x te je

(f +8)(x0) = f"(x0) + &"(x0).

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \ {xo} za svaki n € N te takav da
X, = Xo.
Zelimo dokazati da vrijedi

(f + 9)(x,) = (f + &) (x0)

Xn — X0

— f(x0) + &' (x0).

Ako to dokazemo onda e iz propozicije [2.2.11] slijediti tvrdnja navedene propozicije. Za
svaki n € N vrijedi:

(f +8)(x) = (f + 8)(x0) _ fxa) + 8(xn) = f(x0) — 8(x0)
Xn — Xo B Xn — Xo
_ ) = fxo) | 8(x) — g(xo).

Xn — X0 Xn — X0

Dakle,
(f +8)x) = (f + 8)(x0) _ f(xn) = f(x0) | 8(xn) — 8(x0)

Xn — X0 Xn — X0 Xn — X0

(3.20)
za svaki n € N. Prema propoziciji [2.2.10] vrijedi

IEORICONNP

X, — Xo Xn — X0
Iz (3.20) i propozicije [2.1.12]slijedi da
(f + 8)xn) — (f + 8)(x0)

Xn — X0

8(x,) — g(xo) S g(x).

— f'(x0) + &' (xo0).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Propozicija 3.4.3. NekajeS CR, xo€ S te f : S — R funkcija derivabilna u x,. Neka je
c € Rinekajeg:S — R funkcija definirana sa g(x) = c - f(x) za svaki x € S.
Tada je g derivabilna u x te je g'(xy) = ¢ - f'(xo).

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \ {xo} za svaki n € N te takav da
Xn — Xo.
Za svaki n € N vrijedi

g0 = g(x0) _ cftu) = cf (o) _  f(x) = f(x0)

Xn — X0 Xn — Xo Xn — Xo

1z propozicija2.2.10]1[2.1.13|slijedi da
)~ f)

—C: f’(-XO)a
Xn — Xo
dakle 5 — g(0)
gxn gxo —)C'f’()Co).
Xn — Xo
Tvrdnja propozicije sada slijedi iz propozicije[2.2.11 O

Propozicija 3.4.4. Neka je S C R, xo € S te neka su f,g : S — R funkcije neprekidne u
Xo. Tada je f + g funkcija neprekidna u x,.

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S za svaki n € N te takav da
x, — Xo. Iz propozicije [2.2.12] slijedi da

() = f(x0) 1 g(xn) = g(xo).
Stoga f(x,) + g(x,) = f(x0) + g(xp). Dakle,

(f + &)xn) = (f + &)(x0).
Iz propozicije [2.2.12] slijedi da je funkcija f + g neprekidna u xo. |
Propozicija 3.4.5. Nekaje S CR, xo € S te f: S — R funkcija neprekidna u x,. Neka je
ceR.

Neka je g : S — R funkcija definirana sa g(x) = c - f(x) za svaki x € S. Tada je g
neprekidna u x.

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S za svaki n € N te takav da
X, — Xo. Tada prema[2.2.12] f(x,) — f(xo) pa

C'f(xn)ﬁc'f(xO)’

4. 8(x,) = g(xo).
Iz propozicije [2.2.12]slijedi da je g neprekidna u x. |
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Teorem 3.4.6. Pretpostavimo da su a,b € R, a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna
funkcija.

Pretpostavimo da je f derivabilna u tocki x za svaki x € {a,b). Tada postoji ¢ € {(a,b)
takav da je

b) —
f(c) = w.
-a
Dokaz. Definirajmo funkciju g : [a,b] — R sa
g = -l DT )

Uocimo da je svaka tocka segmenta [a, b] gomiliSte od [a, b]. Naime, a je gomiliSte od
(a, b) prema propoziciji pa je gomili$te i od [a, b].

Analogno vidimo da je i b gomiliSte od [a, b].

Neka je x € {a, b).

Tada je x gomiliSte od (a, b) prema korolaru [2.1.22] Stoga je x gomiliste i od [a, b].
Funkcija u : R — R definirana sa

u(x) = (x = )f() f() + f(a)

je derivabilna prema primjerima[2.2.6]i te propozicijama [3.4.2)i[3.4.3] vrijedi

) - f(a)

W(x) = b-a

za svaki x € R. Iz korolara[2.2.9slijedi da je funkcija g derivabilna te da je

) - f(a)
a

g ="— —

za svaki x € [a, b].

Prema primjerima[I.1.3]i[I.1.4]te propozicijama [3.4.4]i[3.4.5funkcija u je neprekidna.

Iz korolara[3.1.5|slijedi da je funkcija g neprekidna.

Definirajmo 4 : [a, b] — R sa h(x) = f(x) — g(x).

Iz propozicija[3.4.4]i - slijedi da je & neprekidna.

Prema propozicijama[3.4.2]i[3.4.3| funkcija & je derivabilna u x za svaki x € (a, b). Imamo

ha) = f(a) - g(a) = f(a) - f(a) =0

Dakle, h(a) =
Analogno dobivamo da je h(b) =
Dakle, h(a) = h(b).
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Iz teorema |3.4.1| slijedi da postoji ¢ € {a, b) takav da je h’(c) = 0.
Iz propozicija[3.4.2]i[3.4.3]slijedi da je

h(c) = f'(c) - g'(0).

Dakle, f'(c) — g'(c) = 0, 4. f'(c) = g'(¢).
Prema tome

b) —
U (]

b —

3.5 Newton-Leibnizova formula

Propozicija 3.5.1. NekajeS CR, xo € S te f : S — R funkcija derivabilna u x,. Tada je
[ neprekidna u x.

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € S \ {xo} za svaki n € N te takav da
Xn — Xp.
Iz propozicije [2.2.10| slijedi

J(xn) = f(x0)

Xn — X0

— f'(xo).
Iz x,, = xy lako zakljuCujemo da x,, — xo — 0. Iz propozicije [2.3.7|slijedi

F) = fx)

Xn — X0

(xXn = X0) = f"(x0) - 0,

. f(xn) = f(xo) = 0.

Iz ovoga lako slijedi da

Jf(xn) = f(xo0).

Iz teorema |2.1.16|slijedi da je f(x() limes funkcije f u tocki xo.
1z propozicije slijedi da je funkcija f neprekidna u x. O

Korolar 3.5.2. Neka je I otvoreni interval te neka je f : I — R derivabilna funkcija takva
da je

f'(x0=0

za svaki x € I. Tada je f konstantna funkcija.
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Dokaz. Odaberimo a € I. Nekaje b € I.

Pretpostavimo da je a < b.

Promotrimo funkciju flj,4): [a, b] — R.

Prema korolaru@funkcija Sliap je derivabilna i (fl, )'(x) = f'(x) za svaki x € [a, b].
Iz propozicije slijedi da je funkcija f];,; neprekidna pa iz teorema slijedi da
postoji ¢ € (a, b) takav da je

Sliap(D) = fliap (@)

(Fliap))'(©) = P

tj.
b - a
f'(c) = M

b —

No, f’(c) = 0 pa slijedi da je
fla) = f(b).

Do istog zakljucka analogno dolazimo u slucaju b < a.
Dakle, f(a) = f(b) za svaki b € I. Prema tome, funkcija f je konstantna. |

Propozicija 3.5.3. Neka je I otvoreni interval, neka je f : I — R te neka su F i G primi-
tivne funkcije od f.
Tada postoji C € R takav da je G(x) = F(x) + C za svaki x € I.

Dokaz. Nekaje H = G — F. 1z propozicija[3.4.2)i[3.4.3|slijedi da je H derivabilna funkcija
te da je
H(x)=G'(x)- F'(x)

zasvaki x € I.
No, za svaki x € [ vrijedi

F'(x) = f(x) 1 G'(x) = f(x),
dakle F'(x) = G’'(x) paje H'(x) = 0.
Iz korolara[3.5.2]slijedi da postoji C € R takav da H(x) = C za svaki x € I.
Iz definicije funkcije H slijedi da je G(x) — F(x) = C za svaki x € [, j.
G(x) = F(x)+ C za svaki x € [. O

Teorem 3.5.4 (Newton-Leibnizova formula).
Neka je I otvoreni interval te neka je f : I — R neprekidna funkcija.
Neka je G : I — R primitivna funkcija od f. Tada za sve a,b € I vrijedi

b
f f=G()-G(a).
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Dokaz. Neka su a,b € I. Definirajmo funkciju F : I — R sa

nm:ff.

Prema teoremu [3.2.4] F je primitivna funkcija od f. Iz propozicije [3.5.3] slijedi da postoji
C € R takav da je G(x) = F(x) + C za svaki x € I.
Posebno, za x = a dobivamo

Ga@=Fla+C=0+C=¢,
dakle
G(a) =C.

Nadalje, za x = b dobivamo
Gb)=Fb)+C

paje G(b) = fabf + G(a), odnosno

b
tff:am—a@
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Sazetak

U ovome diplomskome radu proucavaju se osnovni aspekti integrabilnosti. Definiraju se
neprekidne i integrabilne funkcije uz navodenje istih.

Navode se 1 dokazuju razne Cinjenice vezane uz Riemmanov integral. Definira se limes
funkcije i konvergencija nizova.

Kroz rad se uglavnom proucava integrabilnost i derivabilnost funkcija.






Summary

This graduate thesis examines the basic aspects of integrability. Continuous and integrable
functions are defined with the indication of the same. Various facts concerning Riem-
man integral are stated and proved. Limits of functions and convergence of sequences are
defined. Throughout the work, the integrability and derivability of functions are mainly
studied.
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