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Uvod

U suvremenim matemati¢kim kurikulumima posebno se promice istrazZivanje i samostalno
otkrivanje matematickih pojmova i postupaka od strane ucenika. Mnogokutni brojevi pri-
kladna su tema za istrazivanje. Ucenici mogu uocavati njihova svojstva kroz geometrijsko
prikazivanje, sustavno prebrojavanje, te kona¢no generaliziranje i formalno dokazivanje
metodama koje su im dostupne. Na taj nacin, uCenike se moZze zainteresirati 1 potaknuti na
razmiSljanje i samostalno zakljucivanje.

Mnogokutne brojeve prvi su proucavali Pitagora i njegovi sljedbenici Pitagorejci, oku-
pljeni u pitagorejsku Skolu (570.-501. pr. Kr.). Pitagorejci su koristili sitno kamenje za ot-
krivanje 1 geometrijsko prikazivanje odredenih svojstava prirodnih brojeva, danas poznatih
kao parnih 1 neparnih, prostih i sloZenih, savrSenih i prijateljskih, te figurativnih brojeva.
Figurativni brojevi dobivaju se slaganjem i preslagivanjem tockica (kvadrati¢a ili drugih
likova) u razlicite oblike, a ako tockice (odnosno likovi) formiraju pravilni geometrijski
mnogokut, onda te brojeve nazivamo mnogokutnima.

Slika 0.1: Tetraktis

Zahvaljujuci knjizi Uvod u aritmetiku starogrckog filozofa 1 matematicara Nikomaha
(oko 100. godine poslije Krista), posvecenoj aritmetickim otkri¢ima Pitagorejaca, znamo
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da su Pitagorejci figurativne (odnosno mnogokutne) brojeve dijelili na trokutne, kvadratne,
peterokutne, Sesterokutne, itd. Broj 1 prikazivali su jednom tockicom, a slaganjem tockica
u mnogokutne oblike dobivali su ostale mnogokutne brojeve. Uocili su da se to¢kice mogu
pravilno rasporediti i u trodimenzionalna tijela, te da tako nastaju kockasti, piramidalni
1 drugi brojevi. Nikomah je napisao, kako trokutni brojevi, najjednostavniji mnogokutni
brojevi, tvore niz

1,3,6,10,15, ..,

a Clanovi tog niza dobiveni su kao zbroj uzastopnih prirodnih brojeva, pocevsi od jedinice:

1=1
1+2=3
1+2+3=6
1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15.

Trokutni broj 10 je za Pitagorejce bio poseban broj. Naime, simbol na kojem su ¢lanovi
pitagorejske Skole prisezali bio je tzv. Tetraktis (vidi sliku [0.1)), koji je predstavljao Cetiri
elementa: vatru, vodu, zrak i zemlju. Geometrijski je bio predstavljen jednakostrani¢nim
trokutom koji se sastoji od deset tockica, a aritmeticki brojem 10 (1 +2 + 3 + 4 = 10).

Problemi povezani s moguénoscu izrazavanja bilo kojeg prirodnog broja kao zbroja
mnogokutnih brojeva, kao i naCin kako se to radi, zainteresirali su mnoge poznate mate-
maticare kroz povijest, a neki od tih problema joS uvijek su nerijeSeni. Pierre de Fermat
(1601.-1665.) je tvrdio da se svaki prirodni broj moZe prikazati kao zbroj od najvise k
k—mnogokutnih brojeva. Na primjer, svaki je prirodni broj zbroj od najviSe tri trokutna
broja, najvise Cetiri kvadratna broja ili najvise pet peterokutnih brojeva. Fermatov dokaz
nikad nije pronaden. Za k = 4 dokaze su dali Jacobi, Euler i1 Lagrange (1772). Slucaj
k = 3 dokazao je Gauss (1796), a opceniti teorem Cauchy (1813). Mnogokutni brojevi
spominju se 1 u nekim suvremenijim knjizevnim djelima, poput Brojka Vragolka, autora
Hans Magnus Enzensbergera (1997).

Ovaj diplomski rad sastoji se od pet poglavlja. U prvom poglavlju opisani su trokutni,
kvadratni, peterokutni i Sesterokutni mnogokutni brojevi, dani njihovi geometrijski pri-
kazi i opéa formula za n—ti k—mnogokutni broj, te iskazane i dokazane medusobne veze
izmedu pojedinih mnogokutnih brojeva. U drugom poglavlju opisani su centralni mnogo-
kutni brojevi, dani njihovi geometrijski prikazi, te iskazana opca formula za n—ti centralni
k—mnogokutni broj. Takoder, u drugom poglavlju je spomenuta posebna skupina central-
nih mnogokutnih brojeva. To su zvjezdasti brojevi koji se geometrijski mogu prikazati na
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nacin da se oko jedne centralne tocke grade nekonveksni mnogokuti, pri tom stvarajuci
oblik zvijezde. U treCem poglavlju opisane su jo$ dvije skupine mnogokutnih brojeva:
pravokutni i trapezni brojevi. U Cetvrtom poglavlju spomenuti su trodimenzionalni mno-
gokutni brojevi. U posljednjem, petom poglavlju, izneseni su primjeri aktivnosti koje se
mogu provoditi u razredu s u€enicima, s naglaskom na istrazivacku nastavu.



Poglavlje 1

Mnogokutni brojevi

Figurativni brojevi su brojevi koji se mogu prikazati kao geometrijski likovi sastavljeni od
jednoliko rasporedenih tocaka u ravnini. Mnogokutni (poligonalni) brojevi su oni figura-
tivni brojevi, koji se mogu geometrijski prikazati rasporedom odgovarajuceg broja tocaka,
Cavli¢a, kvadratica ili drugih likova u pravilne (konveksne) mnogokute (poligone). Poje-
dini mnogokutni brojevi naziv su dobili prema broju vrhova u pravilnom mnogokutu kojim
su predstavljeni. Dakle, razlikujemo trokutne, kvadratne, peterokutne, Sesterokutne i ostale
mnogokutne brojeve (vidi sliku[I.2)). U ovom radu govorit ¢emo o n—tom k—mnogokutnom
broju ili k—mnogokutnom broju reda n, i oznacit éemo ga s Pi(n), pri ¢emu su k i n prirodni

brojevi, k > 3,n > 1.

Slika 1.1: Zetoni, matematicke plo¢ice i standardni set Cuisenaireovih tapica

Na sljedeéim stranicama opisani su i prikazani neki mnogokutni brojevi, iskazana neka
njihova svojstva i medusobne veze u vidu zadataka primjerenih u¢enicima. Napomenimo
kako se svi zadaci mogu rijeSiti uz pomo¢ neke vrste didaktiCkog materijala. Primjeri
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takvih materijala su Zetoni, matematicke plocice ili Cuisenaireovi Stapici (vidi sliku EL
a konkretna aktivnost s Cuisenaireovim Stapi¢ima navedena je u potpoglavlju

L ] L L
- . * . & @
TRDHUTN' L ] L ] [ ] i [ ] [ ] ] L ] - [ ]

L L ] [ ] [ ] - L [ ] [ ] L ] - L ] [ ] L ] L L ]

1 3 6 10 15
R ] SR T
- R | . et S T )
KVADRATNI . e T R . o - »

1 4 9 16 25
L ] -
- * L] - - - - L]
™ o - . " - L] "
PETEROKUTNI s Y v e e %, ..
- - . - - . - . . R
- LI L - @ & @ ] - & % @&
- & . [ . R [ e . s ] L e e S
1 & 12 22 35
i
L] L ]
- % ® W - 5 = 8 8 -
- - " ¥ - L ]
- - 8 . &% = 0w & B B &5 & B ] -
SESTEROEUTMI & = o . . ® @ - .
*® & & ® & 5 d & & - & . & = " 8§ @
- . & * @ L] . ® W L] & & @
- [ S LB il L S B e S |
1 6 15 28 45

Slika 1.2: Prvih pet ¢lanova prva Cetiri mnogokutna broja

17etoni: https://www.google.com/imgres?imgurl, matematicke ploCice: http://baleia.me/
color-tiles-math/66af8/gallery/color-tiles.asp, set Cuisenaireovih Stapi¢a: https://www.
amazon.com/Learning-Resources-Cuisenaire-Small-Group/dp/BOOOF8R5N2, (kolovoz 2019.)


https://www.google.com/imgres?imgurl
http://baleia.me/color-tiles-math/66af8/gallery/color-tiles.asp
http://baleia.me/color-tiles-math/66af8/gallery/color-tiles.asp
https://www.amazon.com/Learning-Resources-Cuisenaire-Small-Group/dp/B000F8R5N2
https://www.amazon.com/Learning-Resources-Cuisenaire-Small-Group/dp/B000F8R5N2

POGLAVLIJE 1. MNOGOKUTNI BROJEVI 6

1.1 Trokutni brojevi

Trokutni brojevi su najjednostavniji mnogokutni brojevi koji se geometrijski mogu predociti
toCkama rasporedenim u ravnini u obliku trokuta. Niz prvih nekoliko trokutnih brojeva je:

1,3,6,10,15,21,28,...

Na slici [I.3]je prikazano prvih pet trokutnih brojeva.

Slijede zadaci, primjereni ucenicima, u kojima ¢e na temelju geometrijskog prikaza
trokutnih brojeva uocavati njihova svojstva, opisivati n—ti trokutni broj P3(n) formulom,
dobivene formule i svojstva geometrijski prikazivati, te provoditi formalne dokaze mate-
mati¢kom indukcijom.

Zadatak 1.1.1. Trokutni brojevi P5(n) dobivaju se postupkom opisanim na slici. Napisite
rekurzivnu relaciju za niz (P3(n)) i odredite eksplicitnu formulu za broj P3(n).

°
° . ®
° ° ° ° ° ()
° . [ e ° ° e [ ° ®
° [ ] . ° ) . ' 3 ° ) ] ° ° ° °
Py(1)=1  P5(2)=3 P (3)=6 P5 (4)= 10 P, (5) =15

Slika 1.3: Prvih pet trokutnih brojeva

Rjesenje. MozZemo uociti da trokutni brojevi tvore niz

1,3,6,10,15,...



POGLAVLIJE 1. MNOGOKUTNI BROJEVI 7

Utvrdimo rekurzivnu relaciju za taj niz algebarski. Imamo:

Py(1) =1
Pi2)=3=1+2=P5(1)+2
Pi(3)=6=3+3=P;2)+3
Pi4)=10=6+4=P;3)+4
Pi5)=15=10+5=P3(4) +5

P3(n) = P;(n—1)+n.
Dakle, za n—ti trokutni broj Ps(n) vrijedi rekurzivna relacija:
P3(1) =1,P3(n) = Ps(n—1) + n. (1.1)

Rekurzivnu relaciju (1.1)) mogli smo odrediti i uz pomo¢ slike (razli¢itim bojama su
oznaceni novi elementi, odnosno tocke).

Slika 1.4: Peti trokutni broj 15

Op¢u formulu za n—ti trokutni broj u¢enici mogu odrediti pomocu slike[I.3] Proucava-
njem trokuta, kojima su predstavljeni pojedini trokutni brojevi, moguce je uociti da svaki
trokut ima jedan red viSe nego prethodni, te da svaki sljede¢i red ima jednu to¢ku viSe nego
prethodni. Drugim rije¢ima, broj tocaka u pojedinom redu raste kao niz prirodnih brojeva:
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1,2,3,4,... Ovu pravilnost moZemo uociti sustavnim raspisivanjem trokutnih brojeva:

P3(1)=1

P3;2)=3=1+2
P;3)=6=1+2+3
P;4)=10=1+2+3+4
P;5)=15=1+2+3+4+5

Psn)=1+2+---+n.

Dobili smo da je n—ti trokutni broj jednak sumi prvih n prirodnih brojeva, pa slijedi for-

mula:
_n(n+1)

2

Ucenici su mogli 1 na drugaciji nacin do¢i do formule za n—ti trokutni broj. Iz geome-

trijskog prikaza[I.3]se moZe uociti da se broj to¢aka u svakom redu povecava na isti nacin

kao ¢lanovi aritmetickog niza. Suma tih ¢lanova €ini aritmeticki red koji je predstavljen

ukupnim brojem toCaka u trokutu kojim je prikazan pojedini trokutni broj. Kako bismo

nasli op¢i izraz za n—ti trokutni broj, mozemo primijeniti opéu formulu za sumu prvih n
Clanova aritmetickog niza:

Ps(n)=1+2+-+n (1.2)

Sn:gmmﬂwn—DdL (1.3)

pri ¢emu je n broj ¢lanova sume, a; prvi ¢lan sume, a d razlika izmedu dva susjedna ¢lana
niza. UoCimo, u nasem primjeru je a; = 1 id = 1, pa dobivamo:

S, =2 1+m-1-1]

2
:gD+n—H
:gm+n.
Na taj nacin, odredili smo formulu (1.2]) za n—ti trokutni broj. O

Opcu formulu za odredivanje n—tog trokutnog broja ucenici mogu dokazati koristeci
princip matemati¢ke indukcije, kao $to je prikazano u iduéem zadatku.

Zadatak 1.1.2. DokaZite da za trokutne brojeve vrijedi:

nn+1)

Pin)=1+2+3+---+n= 2
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Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.
(Baza indukcije): Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n = 1. Znamo da je P3(1) = 1, pa

dobivamo:
| = 1(1+1)
- T

Dakle, tvrdnja vrijedi zan = 1.

(Pretpostavka indukcije): Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi:

nn+1)
B

Pin)=1+2+3+---+n=

(Korak indukcije): DokaZimo da tvrdnja vrijediizan + 1 € N, tj. da vrijedi:
n+1)(n+2)
> .

Primjenom pretpostavke indukcije, te sredivanjem izraza dobivamo:

Ps\n+1)=1+2+3+---+n+(m+1)=

Piin+1)=14+2+3+---+n+m+1)
= [pretpostavka indukcije]
_n(n+1)

+(n+1)

B mn+DH(n+2)
=

S obzirom da tvrdnja vrijedi za broj 1, te iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodan
broj n slijedi da vrijedi 1 za prirodan broj n + 1, prema aksiomu matematicke indukcije
zakljuCujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n. O

Osim dokaza matematickom indukcijom, formula se moZe 1 geometrijski prikazati
(vidi sliku[I.5).

Naime, ako sloZimo dva jednaka trokutna broja jedan do drugog, na nacin da se ,,spoje‘‘u
jedan pravokutnik, dobit ¢emo pravokutnik koji ima jednak broj redova kao i promatrani
trokutni broj, a stupaca za jedan viSe. Uocimo, ako spojimo dva trokuta kojima je pred-
stavljen Cetvrti trokutni broj 10, dobit ¢emo pravokutnik s Cetiri reda i1 pet stupaca. Dakle,
Cetvrti trokutni broj je polovina pravokutnika sa stranicama duljine 4 i 5, odnosno:

4-5

P3(I’l) = T 10.
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Slika 1.5: Geometrijski prikaz formule (I.2)

ZakljuCujemo, n—ti trokutni broj je polovina pravokutnika sa duljinama stranica n 1
n+1.

Opcenito, slika nije jedini nacin prikazivanja trokutnih brojeva. Naime, trokutni
brojevi mogu se prikazati i kao pravokutni trokuti (vidi sliku [I.6).

Slika 1.6: Prva tri trokutna broja

Sljede¢i zadatak pokazuje kako se svaki trokutni broj parnog indeksa moze prikazati
kao linearna kombinacija dva uzastopna trokutna broja.

Zadatak 1.1.3. DokaZite da vrijedi:

P3(2n) = 3P3(n) + Ps(n —1). (1.4)
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Rjesenje. Tvrdnja se moZe dokazati koristeci princip matematicke indukcije ili direktnim
algebarskim raspisivanjem, kojim dobivamo:
nn+1) N (n—1)n
2 2
n
= §(3n+3+n— 1)

3P3(n)+ P3s(n—1)=3

:g(4n+2)

_2n(2n+1)
B 2
= P3(2n),

Sto je 1 trebalo pokazati. Na slici|1.7|dan je geometrijski prikaz tvdnje za n = 2.

Slika 1.7: Geometrijski prikaz tvrdnje (.4) zan =2

O

Idu¢i zadatak pokazuje kako se svaki trokutni broj neparnog indeksa moze prikazati
kao linearna kombinacija dva uzastopna trokutna broja.

Zadatak 1.1.4. DokaZite da vrijedi:
P3;2n+ 1) =3P3(n) + Pz(n+ 1). (1.5)

Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku, dokaz se moze provesti matematickom induk-
cijom ili direktnim algebarskim raspisivanjem, a na slici[[.§]je dan geometrijski prikaz.
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Slika 1.8: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.5) zan = 2

Zadatak 1.1.5. DokaZite da vrijedi:
P3(3n — 1) = 3P5(n) + 6P3(n — 1). (1.6)

Rjesenje. Direktnim algebarskim raspisivanjem lako vidimo da vrijedi:

nn+1) (n—1Dn
. 6 -

2 2
:an+3+6n—®

3P5(n) + 6P3(n—-1)=3

=g@n—$

3 (Bn—-1)3n
=
= P3;(3n-1).

Potpuni dokaz provodi se matematickom indukcijom. Na slici [[.9]dan je geometrijski pri-
kaz tvrdnje (I.6). Uo¢imo, trokutni broj 15 prikazan je kao kombinacija trokutnih brojeva
113.
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o

0
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00000

Slika 1.9: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.6) zan = 2

Zadatak 1.1.6. DokaZite da vrijedi:
Pi(n—1)+ Ps(n+ 1) =2P3(n) + 1. (1.7)
Rjesenje. Raspisivanjem se, kao u prethodnim zadacima, lako pokaze da tvrdnja vrijedi,

a potpuni dokaz provodi se matemati¢kom indukcijom. Na slici [I.10] dan je geometrijski
prikaz tvrdnje.

o O
0 . 00
000 000
O ©

Slika 1.10: Geometrijski prikaz tvrdnje (1.7) zan = 2
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1.2 Kvadratni brojevi

Kvadratni brojevi su mnogokutni brojevi koji se geometrijski mogu prikazati toCkama
rasporedenim u ravnini u obliku kvadrata (u jednak broj redova i stupaca). Prvih neko-
liko kvadratnih brojeva ¢ini niz:

1,4,9,16,25,36,49,...,

Sto je prikazano na slici [I.T1]

Na idu¢im stranicama dani su zadaci, primjereni u¢enicima, u kojima ¢e na temelju ge-
ometrijskog prikaza kvadratnih brojeva uocavati njihova svojstva, opisivati n—ti kvadratni
broj formulom, te dobivene formule i svojstva dokazivati matematickom indukcijom 1 ge-
ometrijski prikazivati.

Zadatak 1.2.1. Kvadratni brojevi P,(n) dobivaju se postupkom opisanim na slici. Napisite
rekurzivnu relaciju za niz (P4(n)) i odredite eksplicitnu formulu za broj P4(n).

L ° . ° .

L ° . . L ° . ] °

° o ° ° ° . [ ° ° . ° °

[ ] [ . [ [ . ® [ ° . ® . °

° ® ® [ ® ® ° ° ° o ° ° . ® °
Py(1)=1 Py(2)=4 Py(3)=9 P, (4)=16 P,(5)=25

Slika 1.11: Prvih pet kvadratnih brojeva

Rjesenje. MoZemo uociti da kvadratni brojevi tvore niz

1,4,9,16,25,....
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Odredimo rekurzivnu relaciju za taj niz. Imamo:

Py(1)=1
Pi2)=4=14+3=P4()+(2-2-1)
Pi3)=9=4+5=P4(2)+(2-3-1)
Pi4)=16=9+7=P,3)+(2-4-1)
Pi(5)=25=164+9=Ps4+(2-5-1)

Pn)=Pn—-1D)+Q2-n-1).
Dakle, za n—ti kvadratni broj P4(n) vrijedi rekurzivna relacija:

Pu(1) = 1,Py(n) = Ps(n— 1)+ 2n—1).

Ucenici ve€ po rijeci ,.kvadratni“mogu naslutiti da se n—ti kvadratni broj dobiva kao
kvadrat broja n, a u to ¢e se uvjeriti raspisivanjem:

Pi(1) =1
Py(2) = 4 = 2?
P,(3)=9=3°
Pi(4) = 16 = 4
P4y(5) =25 =5°
Pi(n) = n’.

Dakle, op¢a formula za n—ti kvadratni broj glasi:
Py(n) = n’. (1.8)

Formulu (I.8]) u€enici mogu odrediti i pomoc¢u geometrijskog prikaza. Prou¢avanjem
kvadrata, kojima su predstavljeni pojedini kvadratni brojevi, moguce je uociti da broj rub-
nih toc¢aka raste kao niz neparnih brojeva: 1,3,5,7,9,... (vidi sliku|1.12).
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Slika 1.12: Peti kvadratni broj 25

Istu pravilnost uocavamo sustavnim ispisivanjem kvadratnih brojeva:

Py1)=1

Pi2)=4=1+3
P,3)=9=1+3+5
P,4)=16=1+3+5+7
P,(5)=25=1+3+5+7+9

Pn)=1+3+---+2n-1).

Dobili smo da je n—ti kvadratni broj jednak sumi prvih n neparnih brojeva, pa slijedi
formula:
Pin)=1+42+--+Qn-1)=n".

Ukoliko ucenici ne znaju napamet formulu za sumu prvih n neparnih brojeva, opéu
formulu (T.8) mogu odrediti i primjenom formule za sumu prvih n ¢lanova aritmetickog
niza (I.3)), sli¢no kao u (I.1.1I). Uo¢imo, a; = 1id = 2, pa dobivamo:

Sn:g[2-1+(n—1)-2]
:§[2+2n—2]

n
=5 (@n)

= I’l2.
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Analogno situaciji s trokutnim brojevima, formula za odredivanje n—tog kvadratnog
broja moZe se dokazati matematickom indukcijom, a mi ¢emo ju prikazati geometrijski.

Zadatak 1.2.2. Geometrijski prikaZite da opca formula za odredivanje n—tog kvadratnog
broja glasi:
Pi(n) = n’.

Rjesenje. Geometrijski prikaz, za slucaj kada je n = 3, pokazuje da dva treca kvadratna
broja formiraju pravokutnik sa stranicama duljine 3 i 6. Zaklju¢ujemo, dva n—ta kvadratna
broja formiraju pravokutnik sa stranicama duljine n i 2n, pa slijedi formula (1.8):

2n-n
S =

Py(n) =

®@ O © 0 © O
® 6 ®§ O © O
® ®© & 06 O

Slika 1.13: Geometrijski prikaz formule (I.8) zan =3

O

Slijedi zadatak u kojem ¢e ucenici dokazati poveznicu izmedu dva uzastopna trokutna
broja 1 kvadratnog broja.

Zadatak 1.2.3. DokaZite da je zbroj dva uzastopna trokutna broja jednak zbroju uzasto-
pnih neparnih brojeva, odnosno:

Ps(n)+Ps(n+1)=1+3+5+---+Q2n+1)=m+1)>

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.
(Baza indukcije): Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n = 1. Imamo:

P3(1)+ P3(1+1) = P3(1) + P3(2) = 1 +3 =4 = 2?
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Dakle, tvrdnja vrijedi zan = 1.
(Pretpostavka indukcije): Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi:
Pisn)+Ps(n+1)=1+3+5+---+2n+1)
=(n+1)>%.

(Korak indukcije): Dokazimo da tvrdnja vrijediizan+ 1 € N, tj. da vrijedi:

Piin+1)+Ps(n+2)=1+3+5+---+2n+1)+1)
=14+3+5+---+2n+3)
= (n+2).

Primjenom pretpostavke indukcije, te sredivanjem izraza dobivamo:

Psn+1)+P3;n+2)=1+3+5+---+2n+1)+2n+3)
= [pretpostavka indukcije]
=(n+1)7°+Q2n+3)
=’ +2n+1+2n+3

n* +4n+4
=(n+2)>~.

S obzirom da tvrdnja vrijedi za broj 1, te iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodan
broj n slijedi da vrijedi i za prirodan broj n + 1, prema aksiomu matematicke indukcije
zakljuCujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n. O

Ucenici su ovu tvrdnju mogli prikazati 1 geometrijski. Na slici se moze vidjeti da
je zbroj dva uzastopna trokutna broja 10 i1 15, odnosno Cetvrtog 1 petog trokutnog broja,
jednak 25 (peti kvadratni broj). Uocimo, tvrdnja zadatka|l.2.3 moZe se zapisati i na iduéi
nacin:

Pi(n)+ Ps(n+1) = Py(n+1). (1.9)
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Slika 1.14: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.9) zan = 4

Postoji joS jedna veza izmedu trokutnih i kvadratnih brojeva, iskazana i dokazana u
idu¢em zadatku.

Zadatak 1.2.4. DokaZite da vrijedi formula poznata pod nazivom Diofantova ili Plutar-
hova formula :
Py2n+1) =8P;3(n) + 1. (1.10)

Rjesenje. Lako se pokaze da Diofantova formula vrijedi ako ju raspiS§emo primjenom opce
formule za n—ti kvadratni i trokutni broj. Imamo:

nin+1)
2
=4n® +4n + 1
=Q2n+1)
= Ps2n+1).

8P;(n)+1=8- + 1

Potpuni dokaz provodi se matematickom indukcijom, a geometrijski prikaz za slucaj kada
je n =2 dan je na slici[I.13]
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© ©0 0 0
@ ® OO0 ©
@ 00 0 ¢
@ OO0 @@
@ ©0 0 0

Slika 1.15: Geometrijski prikaz formule (I.10) za n = 2

1.3 Peterokutni brojevi

Peterokutni brojevi su brojevi koji se geometrijski mogu prikazati to¢kama rasporedenim
u ravnini u obliku peterokuta. Niz prvih nekoliko peterokutnih brojeva glasi:

1,5,12,22,35,51,70,...

Na slici [[.16] je prikazano prvih pet peterokutnih brojeva. Na idué¢im stranicama dani su
zadaci, u kojima se na temelju geometrijskog prikaza peterokutnih brojeva odreduje opéa
formula za n—ti peterokutni broj Ps(n), uoCavaju se svojstva peterokutnih brojeva i geome-
trijski prikazuju.
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Zadatak 1.3.1. Peterokutni brojevi Ps(n) dobivaju se postupkom opisanim na slici. Napisite
rekurzivnu relaciju za niz (Ps(n)) i odredite eksplicitnu formulu za broj Ps(n).

®
@ [ ]
[ ) L ° ®
) () L . ° °
® ® [ ] ®
PY PY o [ ]
® ® o . °* o
® ® ) [ ps e
® [ ] ® o o
° ° ° ) . e o o
[ ] ® O o o ® [ e o o ® o o o
® &0 | IR RN | TEEE TEUE FEUEL | ZOEE DEE IECE DR )
p5(1)=1 P5(2)=5 P5(3)=12 P5(4)=22 P5(5)=35

Slika 1.16: Prvih pet peterokutnih brojeva

Rjesenje. MoZemo uociti da peterokutni brojevi tvore niz
1,5,12,22,35, . ...
Odredimo rekurzivnu relaciju za taj niz. Imamo:

Ps(1) =1
Ps2)=5=14+4=Ps5(1)+(3-2-2)
Ps(3)=12=54+7=Ps(2)+(3-3-2)
Ps(4)=22=12+10=Ps3)+(3-4-2)
Ps(5)=35=22+13=Ps(4)+(3-5-2)

Ps(n) =Ps(n—1)+(3n-2).
Dakle, za n—ti peterokutni broj Ps(n) vrijedi rekurzivna relacija:

Ps(1)=1,Ps(n) = Ps(n—1)+ (3n-2).
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Opcu formulu za n—ti peterokutni broj mozemo izvesti na isti nacin kao kod trokutnih
i kvadratnih brojeva, primjenom formule (I.3]). Raspisimo prvih pet peterokutnih brojeva:

Ps(1)=1

Ps2)=5=1+4
Ps3)=12=1+4+7
Ps(4)=22=1+4+7+10
Ps(5)=35=1+4+7+10+13

Uocimo, krece se od jedinice, i redom se dodaju brojevi 4,7, 10, 13 (¢lanovi aritmetickog

niza koji se razlikuju za 3). U ovom primjeru je a; = 1 id = 3, pa primjenom formule
(1.3]) dobivamo:
Ps(n) = g[Z-1+(n—1)-3]
- g 2 +3n-3)
= g Gn-1)
B 3n® —n
2

Dakle, op¢a formula za n—ti peterokutni broj glasi:

3n2—n

2

Formula (I.T1)) se moZe odrediti i pomocu geometrijskog prikaza Naime, ako
povucemo dvije dijagonale iz jednog vrha peterokuta, uo¢avamo da smo time peterokut
podijelili na tri trokuta. Konkretno, Cetvrti peterokutni broj 22 sastavljen je od dvostrukog
treCeg trokutnog broja 6 i Cetvrtog trokutnog broja 10. Dakle, n—ti peterokutni broj je
kombinacija n — 1-og i n—tog trokutnog broja:

Ps(n) =

(1.11)

Ps(n) = 2P3(n— 1) + P3(n)
_(n—l)n nn+1)
2 T2
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22

Slika 1.17: Cetvrti peterokutni broj 22

Veza peterokutnih i trokutnih brojeva iskazana je i geometrijski prikazana u idu¢em
zadatku.

Zadatak 1.3.2. DokaZite da vrijedi:
1
Ps(n) = §P3(3n - 1. (1.12)

Rjesenje. Na slici [I.18] dan je geometrijski prikaz tvrdnje, a potpuni dokaz provodi se
matemati¢kom indukcijom.

Slika 1.18: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.12) zan = 2
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Svaki peterokutni broj sastoji se od cetverokutnog i trokutnog broja, kao Sto je prika-
zano u sljedeCem zadatku.

Zadatak 1.3.3. DokaZite da vrijedi:
Ps(n) = Py(n) + P3(n—1). (1.13)

Rjesenje. Potpuni dokaz provodi se matematickom indukcijom, a u nastavku su dani geo-
metrijski prikazi. Uo¢imo, moZemo na vise nacina geometrijski prikazati tvrdnju (I.13).
Na slici je geometrijski prikaz za n = 2, ana slici|l.20|zan = 4.

O
o ...
o0 ..

Slika 1.19: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.13) zan = 2

Slika 1.20: Geometrijski prikaz tvrdnje (1.13)) zan = 4
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1.4 Sesterokutni brojevi

Sesterokutni brojevi su mnogokutni brojevi koji se geometrijski mogu prikazati tokama
rasporedenim u ravnini u obliku Sesterokuta. Niz prvih nekoliko Sesterokutnih brojeva
glasi:

1,6,15,28,45,66,91, ...

Na slici[I.21]je prikazano prvih pet Sesterokutnih brojeva. Slijede zadaci u kojima se na te-
melju geometrijskog prikaza uocavaju svojstva Sesterokutnih brojeva, izvodi op¢a formula
za n—ti Sesterokutni broj Pe(n), te se iskazana svojstva geometrijski prikazuju.

Zadatak 1.4.1. Sesterokutni brojevi Pg(n) dobivaju se postupkom opisanim na slici. Napisite
rekurzivnu relaciju za niz (Pe(n)) i odredite eksplicitnu formulu za broj Pe(n).

[ ] L]
@@ @@ e 00 -0 ®
® [ ] [ L] [ ]
9@ ® 000 e @ O o -9 -0 L [
[ o0 o [ ] o @ o e o o
-9 O o0 oe o0 o o ® o0 e o e
L] [ N ] e o L o o o L] ® o o o
[ ] @@ [ B SR [ _BEEN SRS RREN o @@ @@
Pg(1)=1 Pg(2)=86 Pg (3) =15 Pg (4) =28 Pg (5) =45

Slika 1.21: Prvih pet Sesterokutnih brojeva

Rjesenje. MoZemo uociti da Sesterokutni brojevi tvore niz

1,6,15,28,45,. ...
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Odredimo rekurzivnu relaciju za taj niz. Imamo:

Pe(1) =1
Ps2)=6=1+5=Ps(1)+(4-2-3)
Ps(3)=15=6+9=Ps2) +(4-3-3)
Ps(4) =28 =15+13=Ps(3)+(4-4-3)
Ps(5) =45 =28 +17=Ps(4)+(4-5-3)

Pe(n) = Ps(n—1)+ (4n - 3).
Dakle, za n—ti Sesterokutni broj Pe(n) vrijedi rekurzivna relacija:
Pe(1) =1, Ps(n) = Ps(n— 1) + (4n - 3).

Odredimo op¢u formulu za n—ti Sesterokutni broj sustavnim ispisivanjem Sesterokutnih
brojeva. Imamo:

Pe(1) =1

Ps2)=6=1+5
Ps(3)=15=1+5+9
Ps(4)=28=1+5+9+13
Ps(5)=45=1+5+9+13+17

Uocimo, krece se od jedinice, i redom se dodaju brojevi 5, 9, 13, 17 (¢lanovi aritmetickog
niza koji se razlikuju za 4). U ovom primjeru je a; = 1 i d = 4, pa primjenom formule
(1.3)) dobivamo:

P6(n):g[2-1+(n—l)-4]

:§(2+4n—4)
=S @4n-2)
- Laian-
—211 n

=n2n-1).
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Dakle, opca formula za n—ti Sesterokutni broj glasi:
Ps(n)=n2n-1).

Op¢u formulu moguée je odrediti i pomocu geometrijskog prikaza[[.22] Naime, povu-
¢emo li dijagonale iz jednog vrha Sesterokuta, taj ¢emo Sesterokut podijeliti na Cetiri tro-
kuta. Slijedi, broj P¢(n) moZemo odrediti kao sumu Cetiriju trokutnih brojeva umanjenu za
broj tocaka na dijagonalama, jer smo njih dvaput prebrojali:

P¢(n) = 4P5(n) — 3n
nn+1) B

=4. 3n
=2n(n+1)-3n
=n2n+2-3)
=n2n-1).

Slika 1.22: Sesterokutni broj 28

Slijede tri zadatka u kojima su geometrijski prikazana svojstva Sesterokutnih brojeva.
Potpuni dokazi provode se matematickom indukcijom, a kao i kod prethodnih mnogokutnih
brojeva, postoje i drugi nacini dokazivanja.
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Zadatak 1.4.2. DokaZite da vrijedi:
Pe(n) = P3(n) + 3P3(n—1). (1.14)
Rjesenje. Uocimo, tvrdnja zadatka je da se svaki Sestrokutni broj moze napisati kao line-

arna kombinacija dva uzastopna trokutna broja. Moguce je na viSe nafina geometrijski
prikazati ovu tvrdnju. Na slikama[[.23]i[I.24] dana su dva nacina.

®@ O

© .=.:+O+.+Q
® ©

Slika 1.23: Geometrijski prikaz tvrdnje zan=2

Slika 1.24: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.14) zan = 4
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Zadatak 1.4.3. DokaZite da vrijedi:
Pe¢(n) = P3(2n—1). (1.15)

Rjesenje. Geometrijski ¢emo prikazati da se svaki Sesterokutni broj moze zapisati u obliku
trokutnog broja (vidi sliku[T.25]).

eee® 0-900
®@ 00 . NOXON®
000 00000

Slika 1.25: Geometrijski prikaz tvrdnje (I.15) zan = 3

O

Jo§ jedno svojstvo Sesterokutnih brojeva je da se svaki Sesterokutni broj moze zapi-
sati kao linearna kombinacija trokutnog broja i danog broja n. Geometrijski prikaz ovog
svojstva dan je u sljedeem zadatku.

Zadatak 1.4.4. DokaZite da vrijedi:
P¢(n) =n+4P3(n—1). (1.16)

Rjesenje. Geometrijski prikaz tvrdnje (1.16)) vidimo na slici [I.26]
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Slika 1.26: Geometrijski prikaz tvrdnje (1.16) zan = 4

1.5 Ostali mnogokutni brojevi

Ostali mnogokutni brojevi (sedmerokutni, osmerokutni, deveterokutni, ...) definiraju se
analogno kao i prethodno spomenuti brojevi. Opéu formulu (1.17)) za odredivanje n—tog
k—mnogokutnog broja Pi(n) prvi je dao starogrcki matemati¢ar Hipokrat s Hiosa.

Teorem 1.5.1. Neka su n i k prirodni brojevi, n,k > 2. n—ti k—mnogokutni broj P(n)
definiramo kao sumu prvih n elemenata aritmetickog niza s pocetnim ¢lanom 1 i razlikom
k — 2. Vrijedi:

Pn) =5 [n(k=2) =k +4]. (1.17)

Dokaz. Opca formula za sumu prvih n elemenata aritmeti¢kog niza glasi:
Py(n) = g [2a; + (n - 1)d].
Uocimo, a; = 1, d = k — 2, pa slijedi:
Py(n) = g[z- 1+(n-1)k-2)]
- g(2+nk—2n—k+2)

:g[n(k—Z)—k+4].
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Propozicija 1.5.2. Niz k—mnogokutnih brojeva zadovoljava rekurziju:

Pin+1)=P(n)+[1+(k-2)n],P(1)=1.

U tablici je prikazano prvih 20 mnogokutnih brojeva. Redom su navedeni nazivi
mnogokutnih brojeva, pripadna opéa formula za odredivanje n—tog ¢lana, te prvih nekoliko

¢lanova niza.

NAZIV FORMULA | PRIPADNI NIZ
Trokutni i+ 1) | 1,3,6,10,15,21, 28, 36, 45, ...
Kvadratni n 1,49, 16,25, 36, 49, 64, 81.....
Peterokutni L(3n*-n) | 1.5.12.22,3551,70,92, 117....
Sesterokutni L(4n* - 2n) | 1,6,15.28.45.66.91,120,153, ...
Sedmerokutni L(5n* - 3n) | 1.7.1834,55,81,112,148, 189, ...
Osmerokutni L(6n* - 4n) | 1.8.21.40,65.96,133, 176,225, ...
Deveterokutni 1(7n® - 5n) | 1.9,24,46,75 111, 154,204,261, ...
Deseterokutni 1(8n>—6n) | 1.10,27,52,85, 126, 175,232,297, ...
Jedanaesterokutni | 1(9n> —7n) | 1,11,30, 58, 95, 141, 196, 260, 333, ....
Dvanaesterokutni % (lOn2 - 8n) 1,12, 33, 64, 105, 156, 217, 288, 369, ...
Trinaesterokutni | 1 (1122 —9n) | 1,13,36, 70, 115, 171,238, 316, 405, ...
Cetrnaesterokutni % (12112 - IOn) 1,14,39,76,125,186,259,344,441, ...
Petnaesterokutni | £ (13n> — 11n) | 1,15.42,82,135,201,280,372,477.....
Sesnaesterokutni | 1 (14n? — 12n) | 1,16,48,88,145,216,301,400,513, ...
Sedamnaesterokutni | 1 (152 — 13n) | 1,17.48,94,155,231,322,428,549, ....
Osamnaesterokutni | 1 (16n* - 14n) | 1,18,51,100,165,246,343,456,585, ...
Devetnaesterokutni % (17n2 — 15n) 1,19,54,106,175,261,364,484,621, ...
Dvadeseterokutni | 1 (1822 — 16n) | 1,20,57.112,185.276,385,512,657. ...

Tablica 1.1: Py(n),k < 20
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Ako se proudi tablica[I. T moZe se uo¢iti da su neki brojevi multimnogokutni, odnosno,
mnogokutni su na viSe na¢ina. Na slici[I.27] je prikazan broj 36 koji je istodobno trokutan
i kvadratan.

Slika 1.27: Broj 36 prikazan u obliku trokuta i kvadrata

Osim dosad spomenutih mnogokutnih brojeva, postoji jo§ nekoliko vrsta mnogokut-
nih brojeva koji se mogu reprezentirati u ravnini pomocu tocaka (ili nekih drugih likova).
Na iducim stranicama opisane su tri vrste takvih brojeva: centralni, pravokutni i trapezni
brojevi.



Poglavlje 2

Centralni mnogokutni brojevi

Zarazliku od dosad opisanih mnogokutnih brojeva, centralni mnogokutni brojevi su sloZeni-
ja skupina brojeva. To su brojevi koji se geometrijski mogu prikazati tockama ili Cavli¢ima
rasporedenim u ravnini, na na¢in da se oko jedne centralne tocke (Cavlica) grade mno-
gokuti s konstantnim brojem stranica. Drugim rijeCima, za fiksirani broj strane k svaki
1duci omotac centralnog k—mnogokutnog broja ima k to€aka (Cavli¢a) viSe nego prethodni
omotac (jer dodajemo po jednu tocku, odnosno ¢avli¢ na svaku stranu). Oznac¢imo s C Py(n)
n—ti centralni k—mnogokutni broj.

Razlikujemo centralne trokutne, kvadratne, peterokutne, i ostale mnogokutne brojeve.
Na slici [2.1] su prikazana prva Cetiri centralna mnogokutna broja.
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Slika 2.1: Centralni trokutni, kvadratni, peterokutni i Sesterokutni mnogokutni brojevi

Teorem 2.0.1. Neka su n i k prirodni brojevi, n > 1,k > 3. n—ti centralni k—mnogokutni
broj CP(n) definiramo kao sumu prvih n elemenata niza 1, k, 2k, 3k, 4k, . ... Vrijedi:

kn®> —kn +2

CPi(n) = >

2.1)
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Propozicija 2.0.2. Niz centralnih k—mnogokutnih brojeva zadovoljava rekurziju:
CPi(n+1) = CPi(n) + kn, CP(1) = 1.

U tablici [2.1]je prikazano prvih 20 centralnih mnogokutnih brojeva. Redom su nave-
dene oznake mnogokutnih brojeva, pripadna opéa formula za odredivanje n—tog ¢lana, te
prvih nekoliko ¢lanova niza.

Naziv Formula Pripadni niz
CPs(n) %(3112 -3n+2) 1,4,10,19,31,46,64,. ..
CP4(n) 2n® = 2n+ 1 1,5,13,25,41,61,85,. ..
CPs(n) %(Sn2 -5n+2) 1,6,16,31,51,76,106,. ..
CPs(n) 3n°-3n+1 1,7,19,37,61,91,127,. ..
CP;(n) %(7n2 -Tn+2) 1,8,22,43,71,106,148,. ..
CPs(n) 4n’ —4n + 1 1,9,25,49,81,121,169....

CPy(n) %(9112 -9n+2) 1,10,28,55,91,136,190,. ..

CPy(n) 5n° = 5n+1 1,11,31,61,101,151,211,...
CPy(n) %(lln2 - 11ln+2) | 1,12,34,67,111,166,232,...
CPy(n) 6n° —6n + 1 1,13,37,73,121,181,253,. ..
CP3(n) %(13112 - 13n+2) | 1,14,40,79,131,196,274,. ..
CP4(n) n* —Tn+ 1 1,15,43,85,141,211,295....
CP;s5(n) %(15112 —15n+2) | 1,16,46,91,151,226,316,....
CPis(n) 8n’ —8n + 1 1,17,49,97,161,241,337,. ..
CPy7(n) %(17112 -17n+2) | 1,18,52,103,171,256,358,...
CP3(n) 9n* —9n + 1 1,19,55,109,181,271,379,...
CPyyo(n) %(19n2 - 19n+2) | 1,20,58,115,191,286,400.. ..
CPy(n) | 10n*> - 10n+ 1 1,21,61,121,201,301,421,...

Tablica 2.1: CPy(n),k <20
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2.1 Zvjezdasti brojevi

Ukoliko se tocke (Cavliéi) rasporede u ravnini oko jedne centralne tocke u obliku zvijezde,
dobivamo zvjezdaste brojeve. Na taj se nacin, oko jedne centralne tocke grade nekonvek-
sni mnogokuti s konstantnim brojem stranica. U literaturi se najceSce zvjezdastim broje-
vima smatraju oni brojevi koji se mogu prikazati tockama rasporedenim u ravnini u obliku
Sesterokrake zvijezde. Tada je n—ti zvjezdasti broj jednak n—tom centralnom dvanaestero-
kutnom broju, ali s drugacije rasporedenim tockama u ravnini (vidi sliku [2.2)). Op¢enito,
zvijezde mogu imati m krakova, te je tada n—ti zvjezdasti broj jednak n—tom centralnom
2m—terokutnom broju.

Slika 2.2: Dva nacina geometrijskog prikaza centralnog dvanaesterokutnog broja 13

Slijedi primjer zadatka u kojem ucenici otkrivaju op¢u formulu za n—ti centralni dva-
naesterokutni mnogokutni broj (Sesterokraka zvijezda).
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Zadatak 2.1.1. Zvjezdasti brojevi su brojevi cavli¢a (vidi sliku [2.3)) potrebnih kako bi se
napravio rub zvijezde i njeno srediste. Neka je prva zvijezda predstavljena tockom, a za
konstrukciju ruba druge zvijezde oko njenog sredista potrebno je 12 cavlica. Koliko je
Cavlica potrebno za konstrukciju ruba trece,Cetvrte, ..., n—te zvijezde? Koliko ukupno
cavli¢a treba za konstrukciju popunjene zvijezde (zvijezde sa rubom i unutrasnjosti)?
Napomena: Prikazanim zvijezdama predstavljeni su centralni dvanaesterokutni brojevi.
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Slika 2.3: Centralni dvanaesterokutni brojevi

Rjesenje. Zadatak se moze rijesiti na viSe naCina. Bududéi da je dan geometrijski prikaz
prva Cetiri centralna dvanaesterokutna broja, u€enici jednostavno mogu prebrojiti ukupan
broj ¢avlica potrebnih za konstrukciju pojedine zvijezde. Oznalimo s CP,(n) n—ti cen-
tralni dvanaesterokutni broj koji odgovara broju Cavli¢a potrebnih za konstrukciju n—te
,popunjene “zvijezde. Prebrojavanjem ukupnog broja cavli¢a (tocaka) u danim zvijezdama
dobivamo:

CP,(1) =1
CPp(2Q)=1+12=13
CP,(3)=1+12+24 =37
CPy(4) = 1 +12+24+36 =73.
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MoZemo uociti da se broj 12 pojavljuje u svakom koraku, te dodatnim raspisivanjem dobi-
vamo:

CPip(1)=1+0-12

CPpr2)=1+0-12+1-12

CP»(3)=1+0-12+1-12+2-24

CPp(4)=1+0-12+1-12+2-24+3-36
=1+[1-D-12+Q2-D-12+3-D-12+(4-1)-12].

Ovakvim nacinom zapisivanja moZemo zakljuciti da je n—ti centralni dvanaesterokutni broj
oblika:

CPpr(n)=1+[0-124+1-14+2-12+---+(n—-1)-12]
=1+12-[0+1+2+---(n-1)].

Faktor koji mnozi broj 12 jednak je sumi prvih (n — 1) prirodnih brojeva, pa slijedi:

CPp(n)=1+12-[1+2+---(n-1)]
m-1[n-1)+1]

2

PRSP Gl VL
2

=1+12-

Dakle, opca formula za odredivanje n—tog centralnog dvanaesterokutnog broja glasi:

(n-=1Dn

CPr,(n)=1+12- =1+6(n-1)n, (2.2)
a to je ujedno ukupan broj ¢avli¢a potrebnih za konstrukciju popunjene zvijezde.

VaZno je s u¢enicima raspraviti zasto se broj 12 pojavljuje u op¢oj formuli i kako je on
povezan s prikazanim zvijezdama. Naime, na slikama su prikazane Sesterokrake zvijezde.
Svaka zvijezda omedena je s 12 duZina, a novu zvijezdu gradimo tako da dodajemo po
jedan Cavli¢ na svaku stranu. Dakle, broj ¢avli¢a je u svakom koraku za dvanaest veéi
nego u prethodnom, odnosno za konstrukciju ruba zvijezde u svakom koraku je potrebno
dvanaest Cavli¢a viSe nego u prethodnom. Iz toga slijedi da su za konstrukciju ruba trece
zvijezde potrebna 24 CavliCa, za konstrukciju ruba Cetvrte zvijezde 36 Cavli¢a, odnosno za
konstrukciju ruba n—te zvijezde potrebno je 12 (n — 1) Cavlica. O

Promotrimo sada opceniti slucaj, kada zvijezda ima m krakova. Prethodno promatrane
zvijezde bile su Sesterokrake, omedene s ukupno 2-6 = 12 duZina. Analogno, m—terokrake
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zvijezde omedene su s 2 - m = 2m duZina. Neka je CP,,(n) n—ti zvjezdasti broj. Tada je,
prema uzoru na formulu (2.2)), opéi izraz oblika:
(n—1)n

CPy(n)=1+2m-[14+2+---(n-1)]=1+2m- 7 (2.3)

Promotrimo vrijedi li formula (2.3) za peterokrake zvijezde, prikazane na slici [2.4]
MoZemo zakljuciti, po uzoru na prethodno promatrane zvijezde, da je peterokraka zvijezda
omedena s 2 -5 = 10 duZina, te da se radi o centralnim deseterokutnim brojevima. Imamo:

CPip(1)=1+0-10=1
CPyy2)=1+0-10+1-10=11
CP,y3)=1+0-10+1-10+2-10=31
CPy4)=14+0-10+1-10+2-10+3-10=61.

Dakle, formula (2.3) zaista vrijedi, te smo dobili prva Cetiri centralna deseterokutna broja.

Slika 2.4: Prva Cetiri centralna deseterokutna broja
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Pravokutni i trapezni brojevi

3.1 Pravokutni brojevi

Brojevi koji se geometrijski mogu prikazati to¢kama rasporedenim u ravnini u obliku pra-
vokutnika sa stranicama duljina n i n—1, nazivaju se pravokutni brojevi. Pravokutni brojevi
tvore niz:

2,6,12,20,30,42,56...

Oznacimo s O(n) n—ti pravokutni broj. Jo§ su Pitagorejci otkrili da je zbroj prvih n
parnih brojeva pravokutni broj, odnosno da se pravokutni brojevi mogu zapisati u obliku:

On)=2+4+---+2n=nmn+1). (3.1)

Ako se krene od broja 2, dodavanjem uzastopnih parnih brojeva: 4,6, 8, 10, dobiju se
pravokutni brojevi 6, 12, 20, 30, kao Sto je prikazano na slici 3.1

00000

o0 000 00000

o000 0000 00000

o0 000 0000 o000 000

o0 o0 0 o000 o0 000 o000 00
2 6 12 20 30

Slika 3.1: Prvih pet pravokutnih brojeva

39
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Postoji veza izmedu trokutnih i pravokutnih brojeva, dokazana u idu¢em zadatku.

Zadatak 3.1.1. DokaZite da je pravokutni broj dvostruki trokutni broj, odnosno da vrijedi:
O(n) = 2P5(n). (3.2)

Rjesenje. RaspiSimo jednakost (3.2)) pomocu opéih formula za n—ti pravokutni (3.1)) i n—ti
trokutni broj (1.2):

.n(n+ 1)
2

=nn+1)

= O(n).

2P5(n) = 2

Potpuni dokaz provodi se matematickom indukcijom, a na slici dan je geometrijski
prikaz zan = 4.

Slika 3.2: Veza izmedu trokutnog broja 10 1 pravokutnog broja 20

O

U sljedecem je zadatku pokazano kako se svaki peterokutni broj sastoji od trokutnog i
pravokutnog broja.

Zadatak 3.1.2. DokaZite da vrijedi:
Ps(n) = O(n — 1) + P5(n). (3.3)

Rjesenje. Analogno kao prethodni zadatak, dokaz se moZe provesti matemati¢kom induk-
cijom ili direktnim algebarskim raspisivanjem. Na slici je dan geometrijski prikaz zan = 3.
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Slika 3.3: Geometrijski prikaz tvrdnje (3.3) zan = 3

3.2 Trapezni brojevi

Brojevi koji se geometrijski mogu prikazati tockama rasporedenim u ravnini u obliku je-
dnakokra¢nog trapeza, nazivaju se trapezni brojevi. Trapezni brojevi tvore niz:

5,7,9,11,12,13,14,15,17,18, 19, 20, . ..

Opcenito, trapezni brojevi su oni brojevi, koji se mogu napisati kao suma najmanje dva
uzastopna pozitivna cijela broja, veca od 1. Oznacimo s T'(n) n—ti trapezni broj. Na slici
je prikazano prvih pet trapeznih brojeva.

L) L B ) [ ) o 0 0 0@ o o 0 @
¢ 00 060060 6000 * 0 0. 000 000 09
5 7 9 1 12

Slika 3.4: Prvih pet trapeznih brojeva

Uvjerimo se da se prvih pet trapeznih brojeva moZze napisati kao suma uzastopnih,
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nenegativnih brojeva:

T(1)=5=2+3
T2)=7=3+4
T(3)=9=2+3+4=4+5
TM4)=11=5+6
T(5)=12=3+4+5.

Uocimo, neki brojevi mogu se zapisati, pa samim time i geometrijski prikazati, na vise
razli¢itih na¢ina. Primjer je treci trapezni broj 9 (vidi sliku [3.5).

Slika 3.5: Geometrijski prikazi trapeznog broja 9

Razlika dva trokutna broja je trapezni broj, a primjer geometrijskog prikaza ove tvrdnje
je u idu¢em zadatku.

Zadatak 3.2.1. DokaZite da zan > m + 1 vrijedi:
T(n) = P3(n) — P3(m). (3.4)

Rjesenje. UoCimo, uvjet n > m + 1 osigurava da je n > m, te da je razlika baza trokuta
kojima su predstavljeni trokutni brojevi barem 2. Na slici 3.6[je dan geometrijski prikaz za
n =5. Uocimo, zan = 5,m = 3 vrijedi:

Pi(5) = P;(3) = 15-6 =9 = T(5).
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Slika 3.6: Geometrijski prikaz tvrdnje (3.4) zan = 5,m =3
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Poglavlje 4

Trodimenzionalni mnogokutni brojevi

Pravilnim rasporedivanjem tocaka u ravnini mogu se dobiti razli¢iti mnogokutni oblici
(trokut, kvadrat, peterokut,. ..), te na taj naCin nastaju, ve¢ spomenuti, dvodimenzionalni
mnogokutni brojevi. Tocke se pravilno mogu rasporediti i u prostoru, u trodimenzionalna
tijela (piramidu, kocku, oktaedar, dodekaedar, ikosaedar), te tako nastaju piramidalni, koc-
kasti, oktaedralni, dodekaedralni i ikosaedralni brojevi. Na idu¢im stranicama opisani su
piramidalni 1 kockasti brojevi, dani njihovi geometrijski prikazi 1 iskazane opce formule za
odredivanje n—tog piramidalnog, odnosno kockastog broja. Oktaedralni, dodekaedralni i
ikosaedralni brojevi rijetko se spominju u literaturi zbog svoje sloZzene konstrukcije, te ih u
ovom radu neéemo opisati.

4.1 Piramidalni brojevi

Broj je piramidalan ako se moZe reprezentirati u prostoru pomocu toCaka rasporedenih
u piramidu, kojoj je baza pravilni mnogokut. S obzirom na bazu piramide, piramidalne
brojeve dijelimo na trokutne, kvadratne, peterokutne, Sesterokutne, ... U ovom radu opisani
su tetraedalni 1 kvadratni piramidalni brojevi. Opcenito, n—ti k—piramidalni broj, u oznaci
Pi (n), definiramo kao sumu prvih n k—mnogokutnih brojeva:

Pi(n) = Py(1) + Pu(2) + -+ + Pi(n).
Slijede rekurzivna relacija i opéa formula za n—ti k—mnogokutni piramidalni broj.

Propozicija 4.1.1. Neka su n i k prirodni brojevi, n > 2,k > 3. Za n—ti k—mnogokutni
piramidalni broj vrijedi formula:
nn+ 1) [(k—2)n—k+35]

Pi(n) = = . 4.1)

44
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Propozicija 4.1.2. Niz k—piramidalnih brojeva zadovoljava rekurziju:

P)(n) = P}(n— 1) + Pi(n), P;(1) = 1.

2.1.1 Tetraedalni brojevi

Piramidalni brojevi koji se mogu prikazati pomocu to¢aka rasporedenih u tetraedar (pira-
midu kojoj je baza jednakostrani¢ni trokut) zovu se trokutni piramidalni brojevi, ili krace,
tetraedalni. Niz prvih nekoliko tetraedalnih brojeva glasi:

1,4, 10,20, 35,56, 84,120,...

Na slici [@.1] prikazana su prva Cetiri tetraedalna broja. U literaturi se katkad tetraedalni
brojevi nazivaju i trodimenzionalni trokutni brojevi.

@

4 10 20

Slika 4.1: Prva Cetiri tetraedalna broja
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Oznacimo s P*; (n) n—ti tetraedalni broj. Sustavnim raspisivanjem moZemo se uvjeriti
da je on jednak sumi prvih n trokutnih brojeva:

P =1

Pi2)=4=1+3=P;(1)+ P32
Pi3)=10=1+3+6 = P3(1) + P;(2) + P;(3)
Pi4)=20=1+3+6+10 = P3(1) + P3(2) + P3(3) + P3(4)

Pi(n) = P3(1) + P3(2) + - - - + P3(n).
Opca formula za odredivanje n—tog tetraedalnog broja dobije se primjenom formule
@) zak =3:

nn+1)(n+2)
G .

Pi(n) =

OpisSimo sada kvadratne piramidalne brojeve.

2.1.2 Kvadratni piramidalni brojevi

Kvadratni piramidalni brojevi su piramidalni brojevi koji se geometrijski mogu prikazati
pomocu toCaka rasporedenih u piramidu kojoj je baza kvadrat. Prvih nekoliko kvadratnih
piramidalnih brojeva tvori niz:

1,5,14,30,55,91, 140,204, . ..

Na slici4.2| prikazana su prva Cetiri kvadratna piramidalna broja.
Suma prvih n kvadratnih brojeva jednaka je n—tom kvadratnom piramidalnom broju,
koji je oblika:
nn+1)2n+1)
G .
Uoc¢imo, opéu formulu za n—ti kvadratni piramidalni broj dobili smo primjenom for-
mule (4.1) za k = 4.

(4.2)

Pi(n) =
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1 5 14 30

Slika 4.2: Prva Cetiri kvadratna piramidalna broja

4.2 Kockasti brojevi

Kockasti ili kubni brojevi su brojevi koji se geometrijski mogu prikazati slaganjem tocaka
u kocku. Niz prvih nekoliko kockastih brojeva je:

1,8,27,64,125,216,343,512...,

a na slici 4.3] su prikazana prva tri kockasta broja. Ozna¢imo s C(n) n—ti kockasti broj.
Iz samog naziva (kubni) moze se zakljuciti da je n—ti kubni (kockasti) broj kub broja n,
odnosno da vrijedi:

Cn)=n.

Propozicija 4.2.1. Niz kockastih brojeva zadovoljava rekurziju:

Cn+1)=Cn)+3n*+3n+1,C(1) = 1.
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| —0-

Slika 4.3: Prva tri kockasta broja
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Poglavlje 5

Ucenicke aktivnosti

5.1 Algebarske veze kod mnogokutnih brojeva i njihov
geometrijski prikaz

AKktivnost ,,Trokutni brojevi

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e utvrditi rekurzivnu relaciju za niz trokutnih brojeva algebarski
i geometrijski, te izvesti opéu formulu na n—ti trokutni broj metodom razlika.

Oblik rada: diferencirana nastava, rad u paru.

Nastavna metoda:
- prema izvorima znanja: vizualna metoda, metoda dijaloga,
- prema oblicima zakljucivanja: heuristicka metoda, metoda analogije.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ sa zadacima za svakog ucenika.

Tijek aktivnosti: Nastavnik ucenike dijeli u parove, te svakom uceniku daje nastavni listi¢
sa zadacima. UcCenici rjeSavaju zadatke s nastavnog listi¢a i u paru komentiraju svoje ideje i
rjeSenja. Nakon nekog vremena, nastavnik s u¢enicima komentira rjeSenja zadataka i kako
se sve moZe doci do njih.

49



POGLAVLJE 5. UCENICKE AKTIVNOSTI 50

Nastavni listic:

Trokutni brojevi su brojevi koji se geometrijski mogu predociti tockama rasporedenim u
ravnini u obliku trokuta. Na slici su dani geometrijski prikazi prva Cetiri trokutna broja.
Uocite, jedna tocka predstavlja prvi trokutni broj 1, tri tocke drugi trokutni broj 3, itd.
Oznacimo s P3(n) n—ti trokutni broj.

(o] (o] (o] (o]
P3 (1)
o) (o] G o Q
P;(2)
o s} (0] 9 O (0]
P. (3
3(3) o N - o) (2]
P, (4)

Zadatak 1. Obojite nove elemente (tocke) na svakom geometrijskom prikazu drugom
bojom, te ispunite tablicu.

broj tocaka u

. 1. red 2.red 3.red 4. red ukupni broj tocaka
pojedinom redu

P3(1)

P3(2)

P53(3)

P3(4)

1. Koji niz tvore trokutni brojevi?

2. Odredite peti trokutni broj P3(5). PrikaZite ga geometrijski.

3. Proucite posljednji stupac tablice, te pomoc¢u njega pokuSajte utvrditi rekurzivnu for-
mulu koja vrijedi za niz trokutnih brojeva.
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Zadatak 2. Ispunite tablicu. Sto uotavate?

trokutni
brojevi

prve
razlike

druge
razlike

1. Metodom razlika izvedite opéu formulu za n—ti trokutni broj.

2. Je li broj 190 trokutan? ObrazloZite.
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Nastavni listi¢ - rjeSenja:
o o) o, L.
Py()
O‘...... O (@ RIEER— )
P, (2) kY
P3(3) . ® - ®
P3 (4)
Zadatak 1.
brojtocaka u ) -
. 1. red 2. red 3. red 4. red ukupni broj tocaka
pojedinom redu
P5(1) 1 1
P5(2) 1 2 1+42=3
P5(3) 1 2 3 1+2+3=6
P5(4) 1 2 3 4 1+42+4+3+4=10

1. 1z posljednjeg stupca tablice moZe se uociti da trokutni brojevi tvore niz:

1,3,6,10,...

2. Peti trokutni broj P5(5) moZe se odrediti algebarski i geometrijski. Ucenici mogu za-
kljuciti pomocu tablice da ¢e peti trokutni broj biti suma prvih pet prirodnih brojeva:

1+2+3+4+5=15.

Takoder, promatrajuci dane geometrijske prikaze trokutnih brojeva, u€enici mogu uociti
kako ¢e geometrijski prikaz petog trokutnog broja (vidi sliku dobiti dodavanjem je-
dnog reda s pet toCaka na geometrijski prikaz Cetvrtog trokutnog broja. Tada mogu jedno-
stavno prebrojiti ukupni broj tocaka i zakljuciti kako je peti trokutni broj jednak P5(5) = 15.
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P3 (5)

Slika 5.1: Geometrijski prikaz petog trokutnog broja

3. Opcenito, rekurzivne formule su formule kojima se ¢lanovi niza zadaju pomocéu veé
prije definiranih ¢lanova. ZapiSimo prva Cetiri trokutna broja pomocu prethodnih ¢lanova
niza:

Py(1) =1
Py2)=1+2

Ps(3)=3+3=6
P4 =6+4=10

P3(n)=Ps(n—1) +n.
Na taj nacin dobivamo da rekurzivna formula za niz trokutnih brojeva glasi:
P3(n) = P3(n—1) +n,P3(1) = 1.

Do istog zakljucka ucenici su mogli do¢i promatranjem geometrijskih prikaza trokutnih
brojeva. Naime, u n—tom koraku dodajemo n novih to¢aka na geometrijski prikaz broja iz
n — 1—og koraka. Dodatno, ucenici promatranjem posljednjeg stupca tablice mogu uociti
kako je suma prvih n prirodnih brojeva jednaka n—tom trokutnom broju, odnosno

Ps(n)=1+2+---+n.



POGLAVLJE 5. UCENICKE AKTIVNOSTI 54

Zadatak 2. Ispunjena tablica:

trokutni
brojevi

prve
razlike

druge
razlike

Moze se uociti kako je niz drugih razlika konstantan, pa slijedi da je formula za niz
trokutnih brojeva kvadratnog oblika. Neka je P3(n) = an® + bn + ¢. Kod metode razlika
vrijedi da je dvostruki koeficijent a jednak konstanti drugih razlika. Slijedi:

2a =1
1
a=—.
2
Sada imamo: i
Pi(n) = 5n2 +bn+c. (5.1

Odredimo jos koeficijente b i c. Primjenom dobivene jednakosti (5.1)) za n = 1 dobivamo:

1
5-12+b~1+c:1,

1
b+c=~-. 5.2
=3 (5.2)
Primjenom jednakosti (5.1]) za n = 2 dobivamo:

1
5-22+b-2+c:3

2b+c=1. (5.3)
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Oduzimanjem jednakosti (5.2)) od jednakosti (5.3) dobivamo:

b=-
2’

iz Cega slijedi da je ¢ = 0. Dakle, opéa formula za niz trokutnih brojeva je:

1 1 1
Ps(n) = Erﬂ +on= En(n +1). (5.4)
2. Trebamo provjeriti je li 190 trokutni broj. To moZemo napraviti primjenom formule

(5.4). Ako je 190 trokutni broj, onda treba pronaci prirodan broj n takav da vrijedi:
1
En(n + 1) = 190. (5.5)

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe (5.5) dobivamo da je 190 devetnaesti trokutni broj, od-
nosno P5(19) = 190.

Aktivnost ,,Jabuke ¢

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e utvrditi vezu kvadratnih i trokutnih brojeva, te otkriti formulu
za n—ti centralni kvadratni broj.

Oblik rada: diferencirana nastava, rad u Cetveroclanim skupinama.

Nastavna metoda:
- prema izvorima znanja: vizualna metoda, metoda dijaloga,
- prema oblicima zakljucivanja: heuristicka metoda, metoda analogije.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ sa zadacima za svakog ucenika.

Tijek aktivnosti: Nastavnik ucenike dijeli u CetveroClane skupine, te svakom uceniku
daje nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenici rjeSavaju zadatke s nastavnog listica 1 u skupini
komentiraju svoje ideje i rjeSenja. Nakon nekog vremena, nastavnik s u¢enicima komentira
rjeSenja zadataka i kako se sve moze doci do njih. Zadaci su otvorenog tipa i ucenicima je
dopusteno koristiti sve metode prilikom njihovog rjeSavanja.
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Nastavni listic:

Zadatak 1. Slike jabuka su posloZene u obliku kucica. Duljina temelja prve kucice je 1,
druge kucice 2, itd.

®

X

® L X X
L X vewe
® teE CEEE®
PO VOVOPE VOVOOEO
¢ VOO VOOE GGOEOGE
0 GO0 VOOE VOOOE
¢ ¢ €VE CCEE CPEEE
¢ e¢ ¢eE eeEeE GCEEEE

1. Ako je duljina temelja neke kuéice 25, koliko ukupno jabuka formira tu kucicu?
2. Ako je duljina temelja neke kucice n, koliko ukupno jabuka formira tu kuéicu?
Zadatak 2. Slike jabuka su posloZene u obliku tzv. grékog kriza. Prva figura grékog kriza

ima jednu jabuku, druga figura je sa svake strane omedena s 2 jabuke, a treca s po 3 jabuke,
itd.

-
*
¢e"e
®
Y
LY L)
~e g™
-~ ™
-~
L3
¢ e
¢e"e"e
¢e"e""e™e@
¢e"e"e
¢ e
‘/
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1. Ako je figura grékog kriza omedena s 25 jabuka sa svake strane, koliko ukupno jabuka
formira taj kriz?
2. Ako je figura grckog kriza omedena s n jabuka sa svake strane, koliko ukupno jabuka
formira taj kriz?

3. Ako je gr¢ki kriz sastavljen od ukupno 761 jabuke, s koliko je jabuka omeden sa svake
strane?

Nastavni listi¢ - rjeSenja:

Buduci da su zadaci otvorenog tipa, uCenici ih mogu rijeSiti na vise razli¢itih na¢ina. U
nastavku je dan prijedlog nekoliko nacina rjeSavanja.

Zadatak 1. 1. MoZemo uociti kako se kucica sastoji od trokutnog i kvadratnog broja
(vidi sliku[5.2)). Neka je P(n) ukupan broj jabuka koje formiraju kuéicu duljine temelja n.

s

w
e®

o 8

XXX
S XXX
TeeE
(L X X
. X R K]

Slika 5.2: Jedan nacin podjele kucica

eceecee
eceecee

ecsccee
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& & e

@ & &

¢e
¢e

IspiSimo ukupan broj jabuka u prikazanim kuc¢icama primjenom formula za n—ti trokutni i
n—ti kvadratni broj:

P;3(n) = %n (n+1),
Pi(n) = n’.
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Imamo:
PH=1+1=2
P(2):22+%-2-3:4+3:7
P(3):32+%-3-4:9+6:15
P(4):42+%-4-5:16+10:26

1
P(S):52+5-5-6:25+15:40.

Slijedi, ukupan broj jabuka u kuéici duljine temelja 25 je:
1
P(25) =25" + 5 2526 = 625 + 325 = 950.
2. Iz prvog dijela zadatka slijedi da je formula za ukupan broj jabuka koje formiraju kuéicu
duljine temelja n jednaka:
1 2
P(n) = P3(n) + Ps(n) = En (n+1)+n-.

Uocimo, ovime je otkrivena veza Dakako, ovo nije jedini nacin podjele kudica, te ucenici
mogu rijesiti zadatak i na druge nacine.
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Zadatak 2. Pokazat ¢emo dva nacina rjeSavanja ovog zadatka: primjenom metode razlika
1 podjelom figure grékog kriza na viSe dijelova.

1.nacin: Metoda razlika

1. Neka je r(n) niz brojeva koji ¢ine rub grckog kriza i neka je p(n) ukupan broj jabuka
koje formiraju pojedini kriz. Tada je:

n r(n) p(n)
1 0 1
2 4 5
3 8 13
4 12 25

IspiSimo sada prve i druge podijeljene razlike za svaki niz, te otkrijmo kakvog je oblika
formula za pojedini niz. Za niz r(n) imamo:

r(n) 0 4 8 12
p.p.r. 4 4 4
d.p.r. 0 0

Zaniz p(n) imamo:

p(n) 1 5 13 25

p.p.r. 4 8 12

4
d.p.r. =2 5—2

Formula za niz r(n) je oblika r(n) = an + b jer je niz prvih razlika konstantan. Koefici-
jent a jednak je konstanti prvih razlika, odnosno a = 4. Slijedi, b = —4, te je tada:

r(n) =4n —4.
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Bududi da je niz drugih podijeljenih razlika konstantan, formula za niz p(n) kvadratnog je
oblika: p(n) = cn* + dn + e. Koeficijent ¢ jednak je konstanti drugih podijeljenih razlika,
tj. ¢ = 2. Slijedi, d = =2 i e = 1. ZakljuCujemo, za niz p(n) vrijedi:

pn) = 2n* = 2n+ 1,

¢ime smo ujedno dobili rjeSenje podzadatka 2. Dakle, grcki kriz koji je omeden sa svake
strane s 25 jabuka na rubu ima:

r(25)=4-25-4=100-4 =96
jabuka, a ukupno ima
p(n)=2-252-2-25+1=1250-50+1 = 1201

jabuku.
2.nacin: Podjela svakog grckog kriza

1. MoZemo uociti da se svaka figura grckog kriza sastoji od kvadrata sastavljenog od
zelenih jabuka i kvadrata sastavljenog od crvenih jabuka. Slijedi, grcki kriz koji je omeden
sa svake strane s 25 jabuka ima ukupno:

p(n) = 25% + 24 = 1201

jabuku, i to 625 zelenih i 576 crvenih jabuka.

2. Iz prvog podzadatka slijedi da grcki krizZ omeden sa svake strane s n jabuka ima ukupno
pn) =n* + (n— 1)’

jabuka.

3. Da bi nasli figuru grckog kriza koja ukupno ima 761 jabuku, treba rijesiti jednadZbu:

n? +(m—-1)7°=1761.

Osim standardnog nacina rjeSavanja kvadratne jednadzbe, u¢enici mogu i,,pogoditi“‘rjeSenje
traZenjem dva uzastopna prirodna broja Ciji je zbroj kvadrata jednak 761. Konacno rjesenje
je 207 + 19? = 761, te slijedi da je greki kriz omeden s 20 jabuka sa svake strane.
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5.2 Didakticki materijal: Cuisenaireovi Stapici

Upotrebom razli¢itih didaktickih materijala ukljuCuju se sva ucenicka osjetila u proces
ucenja. U ovom radu dat ¢emo prijedlog aktivnosti koja se moze izvoditi s Cuisenaire-
ovim Stapi¢ima. Dakako, aktivnost se moze provoditi i upotrebom Zetona ili matematickih
plocica, na analogan nacin.

Cuisenaireovi Stapi¢i naziv su dobili prema belgijskom ucitelju matematike 1 glazbe
Emile-Georgesu Cuisenaireu (1891.-1975.) koji ih je osmislio. Standardni set (vidi sliku
sastoji se od deset Stapica oblika kvadra sukladnih baza. NajniZi od njih je oblika
kocke, a svaki sljedeci dvostruke, trostruke,..., deseterostruke visine u odnosu na prvi
Stapi¢. Takoder, svaki Stapi¢ je obojen drugacijom bojom, Sto omoguduje laksSe vizualno
razlikovanje Stapi¢a. Ako uzmemo da je visina prvog Stapi¢a jedini¢ne duljine, onda Stapici
svojim visinama, redom, predstavljaju prirodne brojeve 1,2, ..., 10. U nedostatku pravih
Stapica, nastavnik moZe koristiti 1 papirnate trake pravokutnog oblika dimenzija 1cmXncm,
n=12,...,10.

Aktivnost ,,Slozi

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e pomocu Cuisenaireovih Stapica prikazivati mnogokutne bro-
jeve na razliCite nacine 1 uo€avati njihova svojstva i medusobne veze.

Oblik rada: diferencirana nastava, suradnicko-timski rad u skupinama.

Nastavna metoda:
- prema izvorima znanja: vizualna metoda, metoda dijaloga
- prema oblicima zakljucivanja: heuristicka metoda, metoda analogije.

Potrebni materijal: Komplet Cuisenaireovih Stapi¢a za svaku skupinu ucenika (vidi sliku
koji se sastoji od barem 30 bijelih Stapi¢a duljine 1, 16 crvenih Stapica duljine 2, 10
zelenih Stapica duljine 3, 12 ljubicastih Stapi¢a duljine 4 1 8 Zutih Stapica duljine 5, te na-
stavni listi¢ sa zadacima.

Tijek aktivnosti: Nastavnik ucenike dijeli u peteroclane skupine, te svakoj skupini daje
set Cuisenaireovih Stapi¢a. Svakom uceniku daje nastavni listi¢ sa zadacima. Ucenicima
se daju kratke upute za rad s Cuisenaireovim Stapi¢ima. Nakon toga, ucenici prvo sami
pokusavaju sloziti niz prvih nekoliko trokutnih brojeva, zatim kvadratnih i pravokutnih.
Ukoliko ucenici imaju poteSkoca sa slaganjem, nastavnik im pomaZze i usmjerava ih. Nakon
Sto ucenici sloZe nizove mnogokutnih brojeva, prelaze na kombiniranje brojeva i uo¢avanje
svojstava.
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1 llI
2 3
4
5

Slika 5.3: Set Cuisenaireovih Stapica

Nastavni listié:

Dobili ste set Cuisenaireovih Stapica koji se sastoji od 30 Stapica duljine 1, 16 Stapica
duljine 2, 10 Stapica duljine 3, 12 Stapi¢a duljine 4 i 8 Stapica duljine 5. Uocite, Stapici
svojim visinama predstavljaju prirodne brojeve 1,2, 3,4, 5.

Napomena. Svaki prirodni broj moZe se prikazati upotrebom samo bijelih Stapica, ali u
zadacima pokusajte upotrijebiti Sto viSe Stapi€a razliCite vrste (boje).

Zadatak 1. Slozite pomocu Cuisenaireovih Stapica niz od prva Cetiri trokutna broja, niz

od prva Cetiri kvadratna broja i niz od prva Cetiri pravokutna broja.

Zadatak 2. Prikazite neki pravokutni broj kao sumu dva jednaka trokutna broja. NapiSite
matematickim simbolima danu vezu.

Zadatak 3. Istrazite vezu kvadratnih i pravokutnih brojeva pomocu Cuisenaireovih Stapica.
NapiSite ju matematickim simbolima.

Zadatak 4. Diofantova ili Plutarhova formula iskazuje vezu kvadratnog i trokutnog broja:
Pi2n+1) =8P;3(n) + 1.
Uvjerite se pomocu Stapi¢a da formula vrijedi.

Zadatak 5. IstraZite pomocu Stapica Sto se dobije zbrajanjem dva uzastopna trokutna broja.
NapiSite zaklju¢ak matemati¢kim simbolima.

Zadatak 6. Svaki peterokutni broj moze se prikazati kao suma trokutnog i pravokutnog
broja:
Ps(n) = P3(n) + O(n - 1).

Uyvjerite se pomocu Stapica da tvrdnja vrijedi.
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Nastavni listi¢ - rjeSenja:

Zadatak 1. Niz od prva Cetiri trokutna broja je 1,3, 6, 10, a uCenici ga mogu prikazati
pomocu Stapica na vise razli¢itih na¢ina. Na slici [5.4] su dana tri na¢ina. Uoc¢imo, bijeli
Stapi¢ predstavlja prvi trokutni broj 1, a ostali trokutni brojevi nemaju jedinstveni prikaz.

N

=0 L

Slika 5.4: Trokutni brojevi 1, 3, 6, 10 sloZeni na tri razli¢ita nacina

Niz prva Cetiri kvadratna broja je 1,4,9, 16, a na slici[5.5] su dana dva nacina njegovog
prikaza pomocu Stapi¢a. Kao i kod trokutnih brojeva, jedino broj 1 ima jedinstveni prikaz.
Prva Cetiri pravokutna broja tvore niz 2,6, 12,20, a na slici @ su prikazana dva nacina
prikaza tog niza pomocu Stapica.
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Slika 5.5: Kvadratni brojevi 1,4, 9, 25 sloZeni na dva razliita nacina

L LLE

Slika 5.6: Pravokutni brojevi 2, 6, 12, 20 sloZeni na dva razli¢ita nacina

Zadatak 2. Neka je O(n) n—ti pravokutni broj i P3(n) n—ti trokutni broj. Niz prvih nekoliko
pravokutnih brojeva glasi
2,6,12,20,30,...,
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a niz prvih nekoliko trokutnih brojeva je
1,3,6,10,15,...
Raspisivanjem mozemo uociti da vrijedi:

O(1)=2=1+1=2Ps(1)
02)=6=3+3=2P3(2)
03)=12=6+6=2P;(3)
04)=20=10+10 = 2P5(4)

O(n) = 2Ps(n).

Na slici|5.7|je dan jedan nacin prikaza utvrdene jednakosti pomocu Stapica.

Slika 5.7: Veza trokutnog i pravokutnog broja

Zadatak 3. Niz prvih nekoliko kvadratnih brojeva glasi
1,4,9,16,25,...,

a niz prvih nekoliko pravokutnih brojeva je
2,6,12,20,30,...

Na slici[5.8]su dana dva razli¢ita na¢ina na koje u¢enici mogu sloziti Cuisenaireove Stapice
da bi uotili vezu kvadratnih i pravokutnih brojeva danu formulom (5.6). U€enici mogu
prvo pokusSati zapisati kvadratne brojeve pomocu pravokutnih, ili obrnuto, te na taj nacin
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doci do trazene veze izmedu brojeva. Jedan naCin raspisivanja je:

O)=2=1+1=P,(1)+1
0Q2)=6=4+2=P,2)+2

03)=12=9+3=P,3)+3
O4) =20 = 16 + 4 = Py(4) + 4

O(n) = Py(n) + n,
te tako dobivamo da je veza kvadratnih i pravokutnih brojeva dana formulom:
O(n) = Py(n) + n. (5.6)

Formula (5.6) nije jedini na¢in zapisa veze kvadratnih i pravokutnih brojeva, te u¢enici
mogu doci i do drugacijeg zapisa, poput formule (5.7) .

Pyn)=0mn-1) +n. (5.7)

R
LLLE LS

Slika 5.8: Veza kvadratnog 1 pravokutnog broja
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Zadatak 4. Na slici[5.9]dana su dva nacina prikaza Diofantove formule pomocu Stapica.

- -
O L

Slika 5.9: Diofantova formula - geometrijski prikaz brojeva 9, 25, 49

Zadatak 5. Na slici [5.10| prikazan je jedan nacin na koji u¢enici mogu sloziti Stapice i is-
traziti Sto se dobije zbrajanjem dva uzastopna trokutna broja. Ucenici mogu i raspisivanjem
do¢i do formule 1 zatim se, slaganjem Stapi€a, uvjeriti u njenu istinitost. Raspisivanjem do-
bivamo:

P3(1)+P32) = 1+3=4=P,2)
P32)+ P3(3)=3+6=9=P,3)

P3(3) + P3(4) =6+ 10 = 16 = P4(4)
P3(4) + P3(5) = 10 + 15 = 25 = P4(5).

Dakle, suma dva uzastopna trokutna broja je kvadratni broj, odnosno:

Ps(n) + Ps(n+ 1) = Py(n + 1).
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M

Slika 5.10: Veza uzastopnih trokutnih brojeva i kvadratnog broja

Zadatak 6. Na slici [5.T1] prikazani su peterokutni brojevi 1,5, 12,22, 35 kao suma odgo-
varajuceg trokutnog i pravokutnog broja.

-
I
I

Slika 5.11: Veza peterokutnog, trokutnog 1 pravokutnog broja
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Sazetak

Mnogokutni brojevi su prirodni brojevi koji se mogu geometrijski prikazati rasporedom
odgovarajuéeg broja tocaka u pravilne mnogokute. U prvom poglavlju ovog rada opisano
je prvih nekoliko mnogokutnih brojeva, izvedene su opce formule za n—ti k—mnogokutni
broj 1 veze izmedu razli¢itth mnogokutnih brojeva. U drugom poglavlju opisani su centralni
mnogokutni brojevi i spomenuti su zvjezdasti brojevi, njihova posebna skupina. U tre¢em
poglavlju dan je opis pravokutnih i trapeznih brojeva, te su izvedene njihove veze s osta-
lim mnogokutnim brojevima. U sva tri poglavlja dani su geometrijski prikazi navedenih
brojeva, izvedenih formula i veza.

Ukoliko tocke pravilno rasporedimo u prostoru, u trodimenzionalna tijela, nastaju trodi-
menzionalni mnogokutni brojevi, opisani u etvrtom poglavlju. Peto poglavlje sastoji se od
aktivnosti primjerenih izvodenju na nastavi. Prve dvije aktivnosti ticu se algebarskih veza
kod mnogokutnih brojeva i njihovog geometrijskog prikaza. Treca aktivnost predvidena je
za izvodenje pomocu didaktickog materijala (Cuisenaireovih Stapicéa).



Summary

Polygonal numbers are natural numbers that can be geometrically represented by arranging
the corresponding number of points into regular polygons. In the first chapter of this thesis
we describe the first few polygonal numbers, then derive formulas for the n—th k—gonal
number and finally describe many properties of polygonal numbers. In the second chap-
ter centered polygonal numbers are described, in particular their special subgroup, star
numbers. In the third chapter we define and analyse rectangular and trapezoidal numbers
and their relations to other polygonal numbers. Geometrical representations of different
polygonal numbers visualizing their properties are given in all three chapters.

When putting points in a special order in space, instead of plane, one obtains space
polygonal numbers, which are described in the fourth chapter. The fifth chapter consists of
activities that are appropiate for teaching in school. The first two activities are concerned
with algebraic connections of polygonal numbers and their geometrical representation. The
third activity is intended to be performed using didactic material (Cuisenaire rods).
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