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Uvod

U ovome ¢e se radu definirati i prikazati osnovna svojstva baznih okvira, struktura koje
sluZze kao sustavi reprodukcije za separabilne Hilbertove prostore, te nam dopustaju vise
slobode od ortonormiranih baza. Bazni okviri igraju vaznu ulogu pri prijenosu podataka
dopustajuci rekonstrukciju pocetnog podatka u slucaju smetnji. Posebnu ¢emo paZznju
obratiti na bazne okvire unitarnih prostora konac¢ne dimenzije, jer su takvi u praksi najcesce
koriSteni.

U prvom su poglavlju navedeni neki od temeljnih rezultata linearne algebre i teorije nor-
miranih prostora. Na te ¢emo se rezultate oslanjati u svim preostalim poglavljima.

Drugo se poglavlje bavi baznim okvirima. Objasnit ¢emo razlog njihovog uvodenja te na-
vesti njihove temeljne karakteristike na separabilnim Hilbertovim prostorima proizvoljne
dimenzije. Zatim ¢emo se ograniCiti na unitarne prostore konacne dimenzije, gdje ¢emo
promatrati svojstva matrice analize i matrice sinteze, te nacine konstrukcije konac¢nih baz-
nih okvira s nekim unaprijed pripisanim svojstvima.

Trece poglavlje ¢ini glavni dio ovog rada. Ono govori o posebnoj klasi kona¢nih baznih
okvira koje nazivamo potpuno razgranatim kona¢nim baznim okvirima. Takvi su okviri od
posebne vaznosti jer pruzaju moguénost rekonstrukcije pocetnog podatka uz maksimalne
gubitke pri njegovom prijenosu. Pokazat ¢emo da su takvi okviri usko povezani s totalno
nesingularnim matricama, pa ¢emo pokazati i nacin konstrukcije jedne klase takvih ma-
trica.






Poglavlje 1

Operatori na Hilbertovim prostorima

[F ¢e oznacavati polje realnih ili kompleksnih brojeva.
Osnovne pojmove 1 rezultate linearne algebre smatramo poznatima iz [[4]], pa ih ne¢emo
eksplicitno navoditi.

1.1 Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora

Definicija 1.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F na kojem je definirano presli-
kavanje (-,-) : VXV — F sa svojstvima:

1. (x,x)>0,¥xeV,
2. {x,x) =0 ako i samo ako je x = 0,
3. {ax,y) = a{x,y), Va e F,Vx eV,
4. {xr+ x2,y) = {x1, ) + (X2, ¥), VX, 00,y €V,
5. (x,y) = (y,—x), Vx,yeV.
To preslikavanje zovemo skalarnim produktom te kaZemo da je (V, -, -)) unitaran prostor.

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F na kojem je definirano presli-
kavanje || - || : V — F takvo da vrijedi

1. ||x]]| =0, Vx eV,
2. ||x]| = 0 ako i samo ako je x = 0,

3o lx + yll < flxll + [Iyll, Yx,y € V,
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4. llax|| = |alllx|, Yo € F, Vx € V.
Tako definirano preslikavanje nazivamo normom i kaZemo da je (V, || - ||) normiran prostor.

Teorem 1.1.3. Neka je V unitaran prostor. Tada za sve x,y € V vrijedi Cauchy-Schwarzova
nejednakost

(G, ) < (o x)(p, )
Dokaz. 4], Teorem 6.1.5. O

Napomena 1.1.4. Pomocu C-S nejednakosti lako se pokaZe da je svaki unitaran prostor V
ujedno i normiran s normom izvedenom iz skalarnog produkta:

Il = (x, x),Yx € V,
Sto je pokazano u [4], Teorem 6.1.7.

Teorem 1.1.5. (Jordan-von Neumann) Neka je (V,|| - ||) normiran prostor. Tada postoji
skalarni produkt {-,-) na X takav da za svaki x € V vrijedi ||x|* = {x, x) ako i samo ako ta
norma zadovoljava jednakost paralelograma

[l + Y1 + Ibe = yIP = 201X + 1Iyl), x,y € V.

U tom je slucaju taj skalarni produkt jedinstven i dan je polarizacijskim formulama:
1 » 1 2 .
(x,y) = ZHX +ylI° - lex —y|I°, akojeF =R

| | . .
(x.y) = gl + )P = gl = yIP + i||x +iyll? - ﬁ”" —iy|?, akoje F = C

Napomena 1.1.6. Neka je (x,), konacan ili beskonacan linearno nezavisan niz u unitar-
nom prostoru V. Tada postoji ortonormiran niz (e,), u 'V takav da je za svaki k € N vektori
X1, ..., Xx razapinju isti prostor kao vektori e, ..., e.

Niz (ey,), konstruiramo induktivno Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije:

1
= —

e = X1
[lx1]

k
Jer1s gdje je firr = Xpi1 — Z<xk+1,ej>ej’ zak>1
j=1

€k+1

1
Il fict

Definicija 1.1.7. KaZemo da je normiran prostor V separabilan ako postoji prebrojiv skup
S CVtakavdajeS =V.
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Propozicija 1.1.8. Svaki konacnodimenzionalan normiran prostor je separabilan.
Dokaz. Direktna posljedica Propozicije 1.4.9. u [1]. O

Definicija 1.1.9. KaZemo da je normiran prostor V potpun ako svaki Cauchyjev niz u
njemu konvergira.
Ako je V unitaran i potpun, kaZzemo da je V Hilbertov prostor.

Propozicija 1.1.10. Svaki konacnodimenzionalan normiran prostor je potpun.
Dokaz. [1], Propozicija 1.2.2. O

Definicija 1.1.11. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru V. Red Y;., Xy konvergira
prema vektoru x € V ako je x = lim,_« $,, gdje je (sn), niz parcijalnih suma, s, = 3;_ X
Red Y} X, u normiranom prostoru V konvergira apsolutno ako konvergira red brojeva

et [l

Teorem 1.1.12. Normiran prostor V je potpun ako i samo ako svaki apsolutno konvergen-
tan red (x;)y vektora iz V konvergira i obicno u V. U tom je slucaju || 3 pey | < Doy Xkl

Dokaz. [1], Teorem 1.2.10. O

Definicija 1.1.13. Neka su X i Y normirani prostorii A : X — Y linearan operator.
KaZemo da je A ogranicen ako postoji M > 0 takav da za svaki x € X vrijedi ||Ax|| < M||x]|.
Skup svih ogranicenih operatora s X u Y oznacavamo s B(X, Y).

Propozicija 1.1.14. Ogranicenost operatora ekvivalentna je njegovoj neprekidnosti.
Dokaz. (1], Propozicija 1.3.2. O

Propozicija 1.1.15. Ako su X i Y normirani prostori i dim X < oo, svaki linearan operator
A : X — Y je ogranicen.

Dokaz. (1], Propozicija 1.3.6. O
Definicija 1.1.16. Za A € B(X, Y) definiramo operatorsku normu s
Al = sup{l|Ax]| : x € X, [Ix]| < 1}

Napomena 1.1.17. Za proizvoljan x € X, x # 0, imamo |A(ZDI < lIAll, pa je ||Ax]l <
AllllxIl, za svaki x € X i ||A|| je najmanji od svih brojeva M za koje je ||Ax|| < M||x||, za
svaki x € X.
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Definicija 1.1.18. Normirani prostori X i Y su izomorfni ako postoji bijektivan linearan
operator A : X — Y takav da su A i A~ ograniceni.
Posebno, ako je A i izometrican (||Ax|| = ||xl|,x € X), kaZemo da su X i Y izometricki
izomorfni prostori, te ih kao takve poistovjecujemo.

Definicija 1.1.19. * = {(x,), € F' : 372, |x,|* < oo}.
Teorem 1.1.20. [*> je Hilbertov prostor. Za x = (X,)n ¥ = (Yu)a € I* skalarni produkt je

definiran s

[e9)

5y = xa¥,

n=1

pri ¢emu taj red konvergira i apsolutno, pa je norma na I’ dana s

[Se]
2 2
P = ) 1.
n=0

Dokaz. [1], Teorem 1.4.6. |

Definicija 1.1.21. Niz (b,), u normiranom prostoru X zove se topoloska baza za X ako za
svaki x € X postoji jedinstven niz skalara (a,), takav da je

(o8]
X = Z @pXn,
n=1
gdje ovaj red konvergira obicno u normi prostora X.

Propozicija 1.1.22. Svaki normiran prostor X koji posjeduje topolosku bazu je separabi-
lan.

Dokaz. [1], Propozicija 1.4.9. O

Napomena 1.1.23. Posto za svaki x € I*> vrijedi x = Y1 {x, enye,, vrijedi da je (ey),
topoloska baza za I%, pa je on separabilan.

1.2 Hilbertovi prostori

Ortonormirana baza

Definicija 1.2.1. Neka je X normiran prostori S C X takav da je spanS = X. Tada kaZemo
da je S fundamentalan u X.
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Propozicija 1.2.2. U separabilnom unitarnom prostoru X svaki ortonormiran skup je
konacan ili prebrojiv.
U svakom separabilnom unitarnom prostoru postoji fundamentalan ortonormiran niz.

Dokaz. |11, Propozicija 2.1.3. O

Definicija 1.2.3. Ortonormiran niz (e,), u unitarnom prostoru X je ortonormirana baza
(ONB) prostora X ako svaki vektor x € X dopusta prikaz oblika x = Y, | a,e,, pri emu
ovaj red konvergira obicno u normi prostora X.

Napomena 1.2.4. Svaka ONB je ujedno i topoloska baza. Jedinstvenost prikaza u ONB
nije potrebno zahtijevati, jer je a, = {(x,e,), zan € N.

Teorem 1.2.5. Neka je X unitaran prostor i (e,), ortonormiran niz u X. Ekvivalentno je:

~

. (ey)n je ONB za X,

N

. (en), je fundamentalan u X,

9%

P = 302, Kx, en)l?, x € X (Parsevalova jednakost)

A

)y = Zlix en)(en y), X,y € X
5. (ey), je maksimalan u X, tj. vrijedi da x L e,, n € N povlaci x = 0.
Dokaz. [1], Teorem 2.1.7. O

Teorem 1.2.6. Svaki separabilan unitaran prostor posjeduje ortonormiranu bazu.

Ako je X unitaran, separabilan i beskonacnodimenzionalan, onda je X izometricki izomor-
fan nekom gustom potprostoru od I°.

Posebno, ako je X i potpun, on je izometricki izomorfan s I°.

[1], Teorem 2.1.9.

Napomena 1.2.7. Operator koji uspostavlja izometricki izomorfizam izmedu prostora iz
prethodnog teorema ima svojstvo cuvanja skalarnih produkata. U sluc¢aju kad je X potpun,
taj je operator bijektivan, te kaZemo da je takav operator unitaran.

Propozicija 1.2.8. Neka je (e,), ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H, te neka je
(), niz skalara.

Red }, | aye, konvergira u H ako i samo ako je (a,) € 2.

Posebno, taj red konvergira i apsolutno ako i samo ako je (a,) € I'.

Dokaz. [1], Propozicija 2.1.11. i
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Ortogonalna projekcija

Teorem 1.2.9. Neka je H Hilbertov prostori S C H neprazan, zatvoren i konveksan.
Tada za svaki x € H postoji jedinstveni xo € S takav da je ||x — xo|| = inf{||lx —y|| : y € S }.

Dokaz. [1]], Teorem 2.2.1. O

Definicija 1.2.10. Neka je X unitaran prostori S C X, S # 0. Definiramo ortogonal skupa
S sa
St={xeX:{(x,s)=0,VseS).

Teorem 1.2.11. (Rieszov teorem o projekciji) Neka je H Hilbertov prostori M < H zatvo-
ren.

Za svaki x € H postoje jedinstveni a € M i b € M* takvi da je x = a + b.

Preslikavanje P : H — H takvo da je Px = a zovemo ortogonalni projektor na potpros-
tor M, a vektor a je ortogonalna projekcija prostora H na potprostor M. P je ogranicen

linearan operator za kojeg vrijedi P> = P i ||P|| = 1. Posebno, ako je M = {0}, imamo
P=0.
Dokaz. |1]], Teorem 2.2.4. O

Teorem 1.2.12. (Rieszov teorem o reprezentaciji linearnih funkcionala) Neka je H Hilber-
tov prostor i f € H'. Tada postoji jedinstveni vektor a € H takav da je za svaki x € H

f(0) ={x,a).
Dokaz. |1], Teorem 2.2.7. O

Teorem 1.2.13. Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H, K). Tada postoji jedinstven
operator A* € B(K, H) takav da za sve x € H i za sve y € K vrijedi (Ax,y) = (x,A*y).
Pritom za sve ay,a, € F, te sve A1, Ay, A € B(H, K) vrijedi:

(1A + @A2)" = 1A} + @A,

(A")" = A,
IA™Il = [IAIl,
A All = lIAIP.

Ako se operatori A i B mogu komponirati, vrijedi i
(AB)" = B"A".

Kazemo da je operator A* hermitski adjungiran operatoru A.
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Dokaz. [1], Teorem 2.2.11. O
Definicija 1.2.14. Neka je A € B(H, K). KaZemo da je on:

1. unitaran, ako je A*A = Iy i AA* = Ik,

2. hermitski, ako je H = Ki A* = A,

3. normalan, ako je H = Ki A*A = AA™.

Napomena 1.2.15. Unitaran operator A je surjektivna izometrija, pa je takav onda i A*.
Dakle, unitarni operatori su izomorfizmi Hilbertovih prostora.
Operator A € B(H, K) je izometrija ako i samo ako vrijedi A*A = I.

Propozicija 1.2.16. Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H, K).Tada je

KerA = (ImA*)™,

KerA® = ImA)*,

ImA = (KerA*)*,

ImA* = (KerA)*.
Dokaz. |11, Propozicija 2.2.13. O
Propozicija 1.2.17. Neka je A € B(X) hermitski operator. Tada je njegova norma dana s

Al = sup{l{Ax, x)| : x € X, ||| < 1}

Dokaz. |[1], Propozicija 2.2.14. O

1.3 Sumabilnost i konvergencija redova

Definicija 1.3.1. Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji od nepraznog skupa A
i binarne relacije < definirane na A za koju vrijedi:

l. a<a Ya€eA,
2. a<B,B<Ly = a<vy,

3. Za sve a,B € A postojiy € Atakavdajea <yiB <y
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Definicija 1.3.2. Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje x : A — X zove se
hiperniz u X.

Kao i kod nizova, umjesto x(a) pisat cemo x,, i hiperniz oznacavamo s (Xy)aea. Konver-
gencija i Cauchyjevost hiperniza definira se isto kao za nizove, samo sto sada skup N
zamjenjujemo skupom A.

Propozicija 1.3.3. U Banachovom prostoru svaki Cauchyjev hiperniz konvergira.
Dokaz. (1], Propozicija 3.1.5. O

Definicija 1.3.4. Neka je J proizvoljan beskonacan prebrojiv skup, X familija svih konacnih
podskupova od J, X normiran prostor te x : J — X zadana funkcija. KaZemo da je familija
{x(j) = x;j : j € J} sumabilna te da je njena suma vektor x, € X ako je xq limes hiperniza
parcijalnih suma (Sp)pes, Sr = ), icp Xj. Tada pisemo xo = )¢, X;.

JEF jeJ

Propozicija 1.3.5. Neka je X Banachov prostor. Familija {x; : j € J} je sumabilna ako
i samo ako je za svaki € > 0 postoji G(€) € X takavda za F € X, F C J \ G(e) vrijedi
| 22 jer Xjll < € Ovaj uvjet sumabilnosti zovemo Cauchyjev kriterij.

Dokaz. [1], Propozicija 3.1.7. i

Propozicija 1.3.6. (3.1.11) Neka je X Banachov prostor, J proizvoljan beskonacan skup
ix:J — X Ako je familija {||x;|| : j € J} sumabilna u R, tada je sumabilna i familija
{xj: je JtuXivrijedi || Zjej xjll < Zjej llx;ll. Drugim rijecima, apsolutna sumabilnost
u Banachovom prostoru povlaci obicnu sumabilnost, isto kao Sto apsolutna konvergencija
reda povlaci obicnu.

Dokaz. [1], Propozicija 3.1.11. O

Teorem 1.3.7. Neka je J prebrojiv skup i x : J — F.
Familija {x; : j € J} je sumabilna ako i samo ako je familija {|x;| : j € J} sumabilna.

Dokaz. [1], Teorem 3.1.13. O

Definicija 1.3.8. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red Y., Xy
konvergira bezuvjetno u X ako red Y| Xy konvergira obicno u X za svaku permutaciju
o skupa N.

Teorem 1.3.9. Neka je (c,), niz u polju F. Red Y.;”, ¢ konvergira apsolutno ako i samo
ako konvergira bezuvjetno.

Dokaz. (1], Teorem 3.2.2. m|
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Napomena 1.3.10. Neka je X Banachov prostor i (x,), proizvoljan nizu X. Vrijedi: Y ;- Xk
konvergira apsolutno = Y., x; konvergira bezuvjetno = )., X, konvergira obicno.

Teorem 1.3.11. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. Familija {x, : n € N} je
sumabilna ako i samo ako red Y ;.| X, konvergira bezuvjetno, te tada za svaku permutaciju
o skupa N vrijedi

Dokaz. [1]], Teorem 3.2.6. O

1.4 Pozitivno semidefinitni operatori

Definicija 1.4.1. Neka je H Hilbertov prostor. Operator A € B(H) je pozitivno semidefini-
tan, u oznaci A > 0, ako je A hermitski operator i ako za svaki x € H vrijedi (Ax, x) > 0.
Za A, B iz B(H) definiramo uredaj A < B < B-A > 0.

Teorem 1.4.2. Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H) pozitivno semidefinitan. Tada
postoji jedinstven B € B(H) takav da je B > 0i B> = A. Ako za operator C € B(H) vrijedi
AC = CA, tada je i BC = CB.

Dokaz. [1], Teorem 5.5.3. ]

Definicija 1.4.3. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Operator V € B(H, K) zovemo parci-
Jjalna izometrija ako je V|.rv). izometrija.

1.5 Teoremi o otvorenom preslikavanju i zatvorenom
grafu

Teorem 1.5.1. (Teorem o inverznom preslikavanju) Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X, Y) bijekcija. Tada je A~' ogranicen operator.

Dokaz. [1], Teorem 6.1.3. m|

Teorem 1.5.2. (Teorem o otvorenom preslikavanju) Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X, K) surjekcija. Tada je A otvoreno preslikavanje.

Dokaz. [1]], Teorem 6.1.6. O

Teorem 1.5.3. (Teorem o zatvorenom grafu) Neka su X i Y Banachovi prostori i A €
L(X,Y) sa zatvorenim grafom. Tada je A ogranicen.
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Dokaz. [1], Teorem 6.1.7. ]

Teorem 1.5.4. Teoremi o inverznom preslikavanju, otvorenom preslikavanju i zatvorenom
grafu su ekvivalentni.

Dokaz. [1], Teorem 6.1.9. |



Poglavlje 2

Bazni okviri

2.1 Motivacija

Naslov podsekcije

Dosad smo u separabilnim Hilbertovim prostorima promatrali baze kao temelj konstruk-
cije i rekonstrukcije svih elemenata prostora. Pritom su, zbog svojih specificno lijepih
svojstava, posebno vaznu ulogu igrale ortonormirane baze.

Cinjenica da svaki separabilan Hilbertov prostor H posjeduje ortonormiranu bazu re-
zultirala je time da se svaki vektor x € H moze prikazati u obliku

X = i(x, €n)en

n=1

gdje je (e,), neka ONB prostora H.

Drugim rije¢ima, sve informacije o vektoru x € H sadrZane su u nizu koeficijenata
({x, ex))n, pa poznavajuéi ONB, svaki vektor x € H moZemo rekonstruirati koriste¢i te iste
koeficijente.

Dosad smo ovu jedinstvenost prikaza svakog pojedinog vektora u nekoj ONB Hilber-
tovog prostora smatrali krucijalnom, no u praksi se pokazuje da nas ona Cesto ogranicava.

Promotrimo sljedecu situaciju: Neka je x € H podatak prikazan pomocu ortonormirane
baze (e,), koji se prenosi od posiljatelja do primatelja. Pretpostavimo da je u prijenosu
podatka doSlo do neke smetnje te da se pritom izgubila informacija o samo jednom koefi-
cijentu (x, e;), i € N. Primatelj je, dakle, dobio niz podataka (x, e;), (x, e2), ...,

(x,€i-1),{x, ei11), .... Koriste¢i ONB, nije moguce rekonstruirati podatak x iz ovih koefici-
jenata.

Namece se prirodno pitanje: kako otkloniti taj nedostatak? Ako nadjemo nacin da
dodamo visak koeficijenata, mozda bismo mogli rekonstruirati podatak x i uz gubitak nekih

13
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od njih. Upravo je to temeljna ideja koja stoji iza teorije baznih okvira.

Bazni je okvir u kona¢nodimenzionalnom prostoru niz vektora koji razapinju prostor,
pri ¢emu ne zahtijevamo linearnu nezavisnost tih vektora. Drugim rijeCima, svaki bazni
okvir za Hilbertov prostor H sadrZi neku bazu za H, ali samo kao svoj podskup. Posto
vektori baznog okvira razapinju prostor, svaki je vektor prostora moguce prikazati pomocu
njih, no taj prikaz nije jedinstven.

Posto se u primjenama ve¢inom susre¢emo s konacnodimenzionalnim podacima (sig-
nalima) ili konaénodimenzionalnim aproksimacijama realnih signala, u glavnhom ¢emo se
dijelu rada ograniciti na prostore konac¢nih dimenzija.

Potkrijepimo prethodnu pri¢u jednostavnim primjerima za prostor R.

1
Primjer 2.1.1. Neka je e, = [0] e, = [(1)] Posto je skup {ey, e;} baza prostora R?, vrijedi

da za svaki x € R? postoje jedinstveni skalari ay, a, € F takvi da je x = a e, + aze,. Posto
je {e1, ex} ortonormiran skup, vrijedi da je ay = (x, ey), @y = {(x, e3).

1 1
Primjer 2.1.2. Neka su sada e; = [O] ie = \/% [1] dva nekolinearna vektora jedinicne

norme u R2,

Posto oni &ine bazu za R?, vrijedi da za svaki x € R? postoje jedinstveni skalari a\,a, € F
takvi da je x = a1e; + aze,. Medutim, posto bazni vektori nisu ortogonalni, koeficijente a;
i @y nije moguce dobiti na isti nacin kao u prethodnom primjeru.

0 1
Imamo 3 vektora u dvodimenzionalnom prostoru, pa su oni nuzno linearno zavisni. Kon-
kretno, vrijedi e; = e; — e;. Ovi vektori c¢ine sustav izvodnica za R?, pa za svaki x € R?
postoje ay,a,, a3 € F takvi da je x = ajey + ayes + azes. Medutim, ti skalari vise nisu
jedinstveni. Pitamo se postoje li vektori fi, f>, f3 € R? takvi da je a; = {x, f;), i = 1,2,3.

Primjer 2.1.3. Neka su sada e, = [1], ey = [O] ey = [_11] zadani vektori u R>.

MoZemo uociti da odabirom f; = ey, f, = ey, f5 = imamo jednu trojku vektora koja

0
0
zadovoljava formulu rekonstrukcije.

Napomena 2.1.4. U sljedecem cemo poglavlju vidjeti da su nizovi vektora iz prethodnih
primjera zapravo jednostavni primjeri konacnih baznih okvira.

2.2 Opéa teorija baznih okvira

U ovom e poglavlju H oznacavati separabilan Hilbertov prostor proizvoljne dimenzije, a
I? prostor svih kvadratno sumabilnih nizova.



2.2. OPCA TEORIJA BAZNIH OKVIRA 15

Definicija 2.2.1. Niz (x,), u H je Besselov ako za sve x € H vrijedi

S < o

n=1
Lema 2.2.2. Ako je (x,), Besselov niz u H, preslikavanje U : H — I* definirano s
Tx = ({x, X2))n

je ogranicen linearan operator. Posebno,

(3B > 0)(¥x € H) > Kx, x)P < Bllx|]?

n=1

Operator U zovemo operatorom analize niza (x,),.

Dokaz. Posto je (x,), Besselov niz, za svaki x € H vrijedi
HUIB = ICx, xa )l = D 16, 1) < o0,
n=1

pa vidimo da je U : H — I dobro definirano preslikavanje.

Dovoljno je pokazati da U ima zatvoren graf, pa ¢e tada po Teoremu o zatvorenom grafu
(Teorem 1.5.3.) neposredno slijediti da je U ograniCen.

Neka je niz (yy)y u H takav da je limy_,., yy = y € H, te neka je limy_,., Uyy = (c,)n € 2.
Za fiksirani m € N promotrimo kvadrat udaljenosti ¢, od (yy, X):

[cm = G Xn) < D ew = G ) = llCendn = Uyl

n=1

Pustimo li N — oo, vidimo da ovaj izraz tezi k 0. Stoga za svaki m € N vrijedi ¢,, =
limy e {yn,s Xm) = ), Xm). Dakle, (c,), = (v, X)), = Uy, pa za svaki niz (yy)y u H takav
daje limy_. yy =y € H vrijedi limy_,, Uyy = Uy, §to znaci da U ima zatvoren graf. O

Ocito je da granica B iz prethodnog teorema nije jedinstvena. Optimalna granica je
upravo B = ||U||> (Napomena 1.1.18.), koju zovemo Besselovom granicom.
Zbog ogranicenosti linearnog operatora U te ¢injenice da su H i [? Hilbertovi prostori, po
Teoremu 1.2.13. znamo da postoji jedinstveni njemu adjungirani operator U* : > — H
koji je takoder ogranicen. Operator U* zovemo operatorom sinteze niza (x,),,.
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Propozicija 2.2.3. Neka je (x,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H s operatorom
analize U.

Tada za svaki niz (c,), iz prostora I> red o, c,x, konvergira bezuvjetno, te je pripadni
operator sinteze U™ niza (x,), dan formulom

(9]

U'(eadn = ), Cn

n=1

Ako je (e,), kanonska baza prostora I, za svaki n € N vrijedi da je U*e, = x,. Posebno, za
svaki n € N vrijedi ||x,|| < [|U]|.

Dokaz. Neka je B Besselova granica niza (x,),, te neka je (c,), € I* proizvoljan. Po Te-
oremu 1.3.11., bezuvjetna konvergencija reda )., ¢,x, ekvivalentna je sumabilnosti fa-
milije {c,x, : n € N}. Po Definiciji 1.3.4., trebamo pokazati da hiperniz (3, p ¢,Xn)pes
konvergira. Mi ¢emo pokazati da je to Cauchy-jev hiperniz, pa ¢e zbog Propozicije 1.3.3.
odmah slijediti da je on i konvergentan.

U racunu koji slijedi koristit cemo Teorem 1.2.12.

Neka je F proizvoljan podskup skupa N kardinaliteta N. Tada je

1D el = supll Y a2 Il = 1 = supll ) eaCon )P < Iyl = 1}

neF neF neF
< supl leaP)O . K P < Iyl = 1)
neF neF
< sup(BIyl? ) leaP : Iyl = 1} = B ) leaP
nekF nekF

Posto red Y77, |c,|> konvergira apsolutno i bezuvjetno, po [2]],Teorem 1.1.12., slijedi da je
(3, lcal®) res Cauchy-jev hiperniz.

Iz toga 1 iz prethodnog racuna zaklju€ujemo da je hiperniz (3, .y ¢,x,)res takoder Cauchy-
jev.

Neka su sada x € H i (c,), € I? proizvoljni. Imamo

(o)

5, UM (Cadnd = (U, (e)a) = D 4% %0)Er = (X, D €
n=1

n=1

Zeljeli bismo da niz vektora (x,),, koji ée sluZiti za konstrukciju i rekonstrukciju potetnog
signala x, zadovoljava sljedeca svojstva:
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1. Podatak x moZe biti savrSeno rekonstruiran iz koeficijenata ({x, x,)),. Preciznije,
Zelimo da (x, x,) = {(x,y,), Vn, to jest, Ux = Uy implicira x = y,Vx,y € H. Taj e
zahtjev biti zadovoljen ako postoji konstanta A > 0 takva da za sve x,y € H vrijedi:

Allx —yIIF < lUx - Uyl

Primijetimo da je, stavljanjem z := x — y, to ekvivalentno zahtjevu da je za svaki
zeH
Allzl> < |U=IP.

2. >-norma niza koeficijenata Ux trebala bi biti povezana s normom podatka x. Znamo
da za ONB u Hilbertovom prostoru vrijedi Parsevalova jednakost ||Ux||* = ||x]*>. S
obzirom na to da na$ niz vektora (x,), nije nuzno ONB, oslabljujemo taj zahtjev
trazeci samo da postoji B > 0 takav da za sve x € H

IUA” < Bl

Sada smo spremni za definiciju baznog okvira.

Definicija 2.2.4. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), niz u H. Ako postoje pozitivne kons-
tante A i B takve da je za svaki x € H zadovoljeno

(9]
2 2 2
AP < ) 166, x) < BllxP,
n=1

kaZemo da je niz (x,), bazni okvir za H. Optimalne konstante A i B za koje je zadovoljena
definicija baznog okvira zovemo granicama baznog okvira (x,),.

Definicija 2.2.5. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. KaZemo da je on:

1. A-napet, ako je A = B. Posebno, ako je A = B = 1, zadovoljena je Parsevalova
Jjednakost, pa kaZemo da je on Parsevalov.

2. Uniforman, ako postoji konstanta c takva da je ||x,|| = ¢, n € N. Posebno, ako je
c = 1, kaZemo da je to bazni okvir jedinicne norme.

3. Ekviangularan, ako postoji konstanta c takva da za sve m # n vrijedi |{x,,, x,)| = c.

4. Egzaktan, ako niz dobiven izbacivanjem bilo kojeg vektora iz (x,), vise ne ¢ini bazni
okvir za H.
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Kako bi stekli pravu predodZbu o tome kakvi sve vektori mogu sacinjavati bazne okvire,
pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 2.2.6. Neka je H Hilbertov prostor, te neka su (ey), i (f,), ONB za H.

1. (x,), = (e1, ey, e3,...) je jedinicni Parsevalov egzaktan bazni okvir za H. Dakle, svaka
ONRB ¢ini jedan bazni okvir.

2. (X)) = (e1,0,e2,0,e3,0,...) je Parsevalov neegzaktni okvir za H. Dakle, bazni okvir
moZe sadrZavati nulvektore kao svoje clanove.

3. (x)n = (e1, fi1, €2, 5, €3, f3,...) je 2-napet neegzaktni bazni okvir za H. Dakle, bazni
okvir moZe biti unija ortonormiranih baza.

4. (x,)n = (cey,ez,e3,ey4,...), pri cemu je c € R\ {0} je egzaktni bazni okvir. Ako je
lc| > 1, granice sumu A = 1i B = |c|. Ako je |c| < 1, granice su mu A = |c|i B = 1.
U slucaju |c| = 1, to je Parsevalov okvir.

5. (x), = (ey, f—zﬁ, %, f/—"%, i/—%, %, ...) je neegzaktan Parsevalov bazni okvir za H.
Napomena 2.2.7. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), bazni okvir za H. Tada je (x,),
fundamentalan u H. Obrat ne vrijedi.

Dokaz. Neka je (x,), bazni okvir za H. Tada, po definiciji, za svaki x € H postoje pozitivhe
konstante A i B takve da je A||x|[> < 32, Kx, x,)* < Bl|x|[*. Po Teoremu 1.2.5., fundamen-
talnost niza je ekvivalentna njegovoj maksimalnosti. Pretpostavimo stoga da (x,), nije
maksimalan u H. To znaci da postoji x € H, x # 0 takav da je (x, x,,) = 0,Vn € N. Tada je
> x, X0 = 0, pa zbog stoge pozitivnosti norme od x ne postoji A > 0 za koji bi defini-
cija baznog okvira bila zadovoljena. Kontradikcija. Dakle, (x,), je maksimalan, odnosno
fundamentalan u H.

Kako bi pokazali da obrat ne vrijedi, promotrimo niz vektora (x,), = (ej, %2, %3, .)UuH.
Jasno je da on razapinje gust potprostor u H. Medutim,

2 ) = K enP + gl e + gl enf +. < ) K e = IlalP,
n=1 n=1

pa je ovaj niz Besselov.
Kad bi postojala konstanta A > 0 za koju je zadovoljena prva nejednakost u definiciji
baznog okvira, posebno bi, za sve n € N moralo vrijediti

1
2
Allenll” < =,
n
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a to je, ocCito, nemoguce. Nasli smo primjer skupa koji je ortogonalan i fundamentalan u
H, ali ne ¢ini njegov bazni okvir. O

Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da svaki bazni okvir razapinje gust potprostor
od H. Kombinirajuci to s prebrojivoséu svakog baznog okvira, vidimo da je dovoljno
ograniciti se na separabilne Hilbertove prostore.

Primijetimo joS jednu posljedicu prethodne napomene:

Znamo da ne postoji konaan fundamentalan niz u beskonacnodimenzionalnom Hilberto-
vom prostoru. Dakle, ne postoji konacan bazni okvir za beskonacnodimenzionalan prostor
H.

Napomena 2.2.8. Konacan niz vektora (x,)™., je bazni okvir za konacnodimenzionalan
Hilbertov prostor H ako i samo ako vektori xi, ..., xy razapinju H.

Dokaz. U Napomeni 2.2.7. pokazali smo da je svaki bazni okvir za H fundamentalan u H.
Obratno, pretpostavimo da (x,), razapinje H. Definirajmo operator U : H — FM sa
Ux = ({(x, x,) |. Zbog linearnosti skalarnog produkta u prvom argumentu, jasno je da je
U linearan operator. Nadalje, za Ux = Uy imamo

0=Ux-Uy=U(x-y)=(x=y, x,;)M",,

pa zbog maksimalnosti niza vektora (x,)" |, vrijedi da je x = y. Dakle, Ker U = {0}.
Definirajmo operator Uy : H — ImU sa Upx = Ux. Zbog KerUy = KerU i Im U, =
Im U,vrijedi da je operator U, izomorfizam. Zbog dimH < oo, vrijedi da je on i ogranicen,
pa postoji njegov inverz Uy™! : Im U — H koji je takoder ograni¢en. Dakle, za svaki x € H
postoji C > 0 takav da je

1U™ (U < ClIUP

Primijetimo da ovu jednakost moZemo zapisati kao
M
2 2
P < C ) K x)P,
n=1

pa dijeljenjem sa C i definiranjem A = é dobivamo prvu nejednakost u definiciji baznog
okvira.
S druge strane, koriste¢i CS nejednakost, za svaki x € H imamo

M M
2 2 2
DK < D IRl
n=1

n=1

pa uzimanjem B = 3 ||x,|I? slijedi tvrdnja. O
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Posto za svaki bazni okvir vrijedi ), [(x, x)? < B||lx|]> < oo, vidimo da je svaki

bazni okvir Besselov niz, te je optimalna konstatnta B u definiciji baznog okvira zapravo
Besselova granica niza (x;,),,.
U Lemi 2.2.2. definirali smo operator analize Besselovog niza (x,), te vidjeli da je on
ograniden u normi prostora />. Sada vidimo da je, ukoliko niz (x,), ¢ini bazni okvir za H,
njegov operator analize ogranicen 1 odozdo. U Propoziciji 2.2.3. vidjeli smo i kako izgleda
pripadni operator sinteze niza (x,),.

Kako bi dalje gradili teoriju, trebat ¢e nam neki generalni rezultati o ograni¢enim ope-
ratorima na Hilbertovim prostorima koje navodimo u nastavku.

Lema 2.2.9. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Ako je T : H — K ogranicen linearan
operator koji je uz to i surjekcija, njemu adjungirani operator T™ je ogranicen odozdo.

Dokaz. 2], Lema 2.1.6. O

Propozicija 2.2.10. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T : H — K ogranicen linearan
operator. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1. ImT je zatvoren ako i samo ako je Im T* zatvoren,
2. T surjekcija ako i samo ako je T* odozdo ogranicen,
3. Ako je ImT zatvoren, TT* je invertibilan na ImT.
Dokaz. [2], Propozicija 2.1.7. |

Teorem 2.2.11. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H.

Njegov operator analize U : H — [’ je ogranicen i odozdo ogranicen, te je pripadni
operator sinteze U* : I — H surjekcija.

Obratno, neka je T : I° — H ogranicen surjektivan linearan operator i neka je (e,),
standardna baza prostora I°. Tada je niz (x,), definiran s x, = Te,, n € N bazni okvir za
H s operatorom analize T".

Dokaz. Neka je (x,), bazni okvir za H. Iz definicija baznog okvira i operatora analize
neposredno slijedi da je U ogranicen i1 ograni¢en odozdo. Po Propoziciji 2.2.10. slijedi da
je U surjekcija.

Obratno, neka je T € B(/%, H) surjekcija. Ponovo se pozivamo na Propoziciju 2.2.10.
i vidimo da je T* odozdo ogranic¢en. Dakle, postoji A > 0O takav da za sve x € H vrijedi
Allx|[> < ||IT*x||*. Takoder, iz Teorema 1.2.13. slijedi da postoji B > 0 takav da za sve x € H
vrijedi [|T*x|* < Bl|x|[*.
S druge strane, zbog T*x € H 1 (e,,), ONB za H, za svaki x € H imamo

T x = Z;(T*x, €n>en = Z;(x’ Ten>€n = Z]:<x’ xn>€n = ((.X, 'x”>)"
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Dakle, T* je operator analize niza (x,),. Ako ||T*x||> = Doy I, x,)|> uvrstimo u prethodno
dokazane nejednakosti A||x||> < ||T*x||> < Blx||>, vidimo da (x,), zadovoljava definiciju
baznog okvira za H. O

Korolar 2.2.12. Niz (x,), u H je bazni okvir za H ako i samo ako postoji separabilan
Hilbertov prostor L, surjekcija T € B(L,H) i ONB (f,), za L tako da je x, = T f,,n € N

Dokaz. Ako je (x,), bazni okvir za H, po prethodnom teoremu znamo da je njegov operator
sinteze U* : > — H ograniCen i surjektivan. Takoder je poznato da je [> separabilan
Hilbertov prostor. Oznacimo njegovu kanonsku bazu s (e,),. Tada po Propoziciji 2.2.3.
vidimo da za svaki n € N vrijedi U%e,, = x,,.
Obratno, uzmimo separabilan Hilbertov prostor L, surjektivan T € B(L, H) 1 ONB (f,),
za L takve da je x, = Tf,, n € N. Neka je (e,), standardna baza za [>. Znamo da je
L izometri¢ki izomorfan s [?> (Teorem 1.2.6.), pa po Napomeni 1.2.7. postoji unitaran
operator V € B(/%, L) takav da je Ve, = f,, n € N. Iz toga odmah slijedi da je x, = T Ve,,
n € N, gdje je komponirani operator TV : [> — H surjekcija kao kompozicija unitarnog
1 surjektivnog operatora. Niz (x,), je bazni okvir za H s pripadnim operatorom analize
VT*. O
Dakle, bazni okviri su upravo slike ortonormiranih baza, pri ¢emu preslikavanje mora
biti surjektivan 1 ogranic¢en operator.

Ako preslikavanje T nije surjektivno, niz (x,), definiran s x, = Te,,n € N ne moZe biti
bazni okvir.

Korolar 2.2.13. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H je Parsevalov bazni okvir za H ako i
samo ako postoji ko-izometrija T € B(I*, H) takva da za svaki n € N vrijedi Te, = x, , pri
Cemu je (e,), standardna ONB za prostor I°.

Dokaz. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir i U pripadni operator analize. Tada za svaki
x € H vrijedi

(o)
2 2 2
P = > K, 5P = 1UAIP.
n=1

Dakle, operator analize baznog okvira (x,), U : H — I je izometrija, paje U* : > - H
ko-izometrija za koju po definiciji vrijedi U*e,, = x,,, n € N.

Obratno, neka je T € B(/?, H) ko-izometrija i neka za svaki n € N vrijedi x, = Te,,

gdje je (e,), standardna ONB za I>. Tada je T* € B(H, I?) izometrija. Posto je (e,), ONB
za I, za svaki x € H moZemo pisati

T"x = Z(T*x, en)en,
n=1
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odakle slijedi
7P = I el = DI TelP = ) 1Hox, x)IP,
n=1 n=1 n=1

$to je zbog izometri¢nosti operatora T* jednako ||x||*. Dakle, (x,), je Parsevalov okvir.
O

Definicija 2.2.14. Neka je (x,), niz vektora u H s pripadnim operatorom analize U : H —
L.

Pripadni operator baznog okvira S : H — H definira se kao kompozicija operatora sinteze
i operatora analize:

Sx=U"Ux=U"({x,x,)p = Z(X, X)X

n=1

Neka je (x,), niz vektora u H. Primijetimo da direktno iz definicije operatora baznog
okvira § slijedi da je on hermitski operator. Takoder, vidimo da je za svaki x € H

(Sx,x) = (U'Ux,x) = (Ux, Ux) = Ul = ) 1(x, x,) > 0

n=1
Dakle, S je pozitivno definitan operator (S > 0).
Propozicija 2.2.15. Neka je (x,,), bazni okvir za Hilbertov prostor H s operatorom analize

U. Tada je operator baznog okvira S = U*U invertibilan.
Optimalne granice baznog okvira okvira dane su sa

1
A= TRl =min{d : A € o(S)}

B =S| =max{d: 1€ o(S)}

Dokaz. Neka je (x,), bazni okvir za H s operatorom analize U. Znamo da je pripadni
operator sinteze U* : [> — H surjekcija, pa je

ImU* =H =ImU*®KerU.

Dakle, slika od U* je zatvorena, pa je po Propoziciji 2.2.10. operator U*U invertibilan na
ImU* =H.
Kako bi dokazali ostale tvrdnje, primijetimo da je za svaki x € H

Sx=U"Ux=U"{x,x,)) = Z(x, X)X,

n=1
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Pomnozimo li ovu jednakost skalarno s x, dobivamo:
(Sx,x) = D (6 1) Xy = > K, %)
n=1 n=1

Posto je (x,), bazni okvir za H, za svaki x € H vrijedi
Allxl® < (Sx, x) < BlixlP,
iz Cega slijedi AI < S < BI.

Nadalje, B = [U|> = |[U*U|| = [IS|.
S druge strane, invertiranjem nejednakosti AI < S dobivamo S~!' < %I, pa vrijedi
IS 1| < %. Pretpostavimo da postoji konstanta C takvadaje ||S~!|| = C < /%. Iz toga slijedi
da je ™! < CI. Invertiranjem ove nejednakosti dobivamo %I < §, Sto je, zbog é > A
kontradiktorno s ¢injenicom da je A najveca donja ograda baznog okvira (x,,),.
Jednakosti
A =min{d: 1€ o(S)}

B =max{d: 1€ a(S)}

slijede iz svojstava spektra hermitskih operatora na Hilbertovim prostorima: m = inf{{S x, x) :
llxll = 1}, M = sup{(Sx, x) : ||lxll = 1}, 0°(S) C [m, M]im, M € o(S). O

Korolar 2.2.16. Neka su H i K Hilbertovi prostori, (x,), bazni okvir za Hi T € B(H, K)
surjektivan operator. Definiramo novi niz (y,), sa y, = Tx, , n € N. Tako definiran niz cini
bazni okvir za K.

Ako su brojevi A i B granice baznog okvira (x,), , tada su granice baznog okvira (y,),
Jednake gt i BT,

Dokaz. Nekaje U : H — [I? operator analize niza (x,), i neka je (e,), standardna baza za
2. Znamo da je tada za svaki n € N x, = U*e,, pri ¢emu je U* € B(I?, H) surjekcija. Za
svaki n € N vrijedi y, = Tx, = TU"e,. Posto je kompozicija TU* € B(I?, K) surjektivan
operator, zadovoljeni su uvjeti Korolara 2.2.12., pa je niz (y,), bazni okvir za K.

Oznacimo s U operator analize niza (x,),. Tada je za svaki x € H Ux = ({x, X,)),.
Neka je V operator analize niza (y,),. Tada za svaki x € K vrijedi

Vx = ((X, yn>)n = (<x, Txn))n = ((T*x, -xn>)n =UT"x.

Dakle, V = UT".
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Primijetimo prvo daje ||[TT*|| = TT* > 0, pa je

V'V = (TUYTU*)" = T(U"U)T* < BTT* < B|TT*||I = B||T|*I

Zbog surjektivnosti operatora 7', vrijedi da je operator 77" invertibilan, pa moZemo
primijetiti i da je (77"l = (TT*)™" = 0, Sto mozemo zapisati kao TT" > s
Sada je

V*V = (TU)TU*)" = TWU*U)T* > ATT* > AWI
]

Posvetimo se sada pitanju rekonstrukcije pocetnog podatka x pomocu njegovih koefi-
cijenata. Znamo da je, u slucaju da imamo ONB (e,), u H, svaki x € H moguce re-
konstrurirati pomocu jednakosti x = Y7 ,(x, e,)e,, te je, u tom slucaju, niz koeficijenata
rekonstrukcije ({x, e,)), jedinstveno odreden. Ve¢ smo kod uvodnih primjera vidjeli da to
opcenito nije slucaj kad umjesto ONB promatramo proizvoljan bazni okvir.

Teorem 2.2.17. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H s operatorom analize U.
Tada je U*U : H — H invertibilan operator te je niz (y,), definiran s y, = (U*U)™'x,,
n € N takoder bazni okvir za H kojeg zovemo kanonskim dualnim baznim okvirom od (x,,).
Za svaki x € H tada vrijedi

X = i(x, Xp)Vn = i(x’yn>xn
=1 =1

Posebno, ako je (x,), Parsevalov bazni okvir, vrijedi

()
X = Z(X, -xn>-xn
n=1

Dokaz. Operator baznog okvira (x,), zadan je s U*Ux = 37 {x, X,)X,, x € H.
Ve¢ smo dokazali njegovu invertibilnost, pa djelujmo na ovu jednakost slijeva operatorom
(U*U)"': H - H:

x= > (e x)UUY = Y (x x)yn, x € H
n=1

n=1

Posto je operator (U*U)™! invertibilan, posebno je i surjektivan, pa po Korolaru 2.2.12., niz
(y»), takoder Cini bazni okvir prostora H.

Oznacimo njegov operator analize s V. Tada za svaki x € H jednakost x = Y " (X, X,)V,
mozemo zapisati kao x = V*Ux, odnosno I = V*U.
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Adjungiranjem te jednakosti dobivamo / = U™V, §to ponovo moZemo zapisati u obliku
rekonstrukcijske formule: x = 7 (x, y,)x,. Dakle, (y,), je kanonski dualni bazni okvir
za (x,), ako i samo ako je (x,), kanonski dualni bazni okvir za (y,),.
U slucaju da je (x,), Parsevalov, nejednakost Al < U*U < BI iz dokaza Propozicije
2.2.15.iA = B = 1 daju nam U*U = I. Dakle, (U*U)™! = I, pa je time i zadnja jednakost
dokazana.

O

Kao $to smo ranije napomenuli, radi moguée linearne zavisnosti vektora baznog okvira,
jasno je da kanonski dual opéenito nije jedini niz koji moze posluZiti za rekonstrukciju
vektora x € H.

Definicija 2.2.18. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Svaki niz vektora (y,),
u H takav da za svaki x € H vrijedi

X = i(x, Yn)Xn
n=1

zovemo dual od (x,),.
Pogledajmo sada neke primjere duala baznih okvira.
Primjer 2.2.19. Neka je (e,), ONB za Hilbertov prostor H.

1. Neka je (x,), = (e1,e1,ea,es,...) bazni okvir za H s pripadnim operatorom analize
U. Tada je za svaki x € H

U'Ux = i(x, X)X, = 2i<x, ee, = 2x.
n=1

n=1

Dakle, U*U = 21. Oznacimo s (y,), njegov kanonski dual. Tada je za svakin € N

1
Yn = (U*U)_lxn = (21)_1xn = Exn-
No, odmah vidimo da je jos jedan bazni okvir koji zadovoljava rekonstrukcijsko svoj-
stvo zadan s (e1,0, e,,0, ...).

2. Neka je (x,), = (ey, \/%ez, \/%ez, \%63, \%63, \%63, ).
To je Parsevalov bazni okvir za H, pa znamo da je njegov kanonski dual upravo (x,),.
Primijetimo da je jos jedan niz koji zadovoljava svojstvo rekonstrukcije
(e1, \/Eez, 0, \/§e3, 0,0,...). Medutim, ovaj niz nije Besselov, pa on posebno nije ni
bazni okvir za H. Dakle, niz koji je dualan baznom okviru ne mora i sam biti bazni
okvir.
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Propozicija 2.2.20. Neka su (x,), i (v,), Besselovi nizovi u H takvi da je za svaki x € H

x = i(x, Xn)Yn-
n=1

Tada su (x,), i (yn), bazni okviri za H koji su jedan drugome dualni.

Dokaz. Kako su nizovi (x,), 1 (y,), Besselovi, njihovi su operatori analize ograniceni.
Neka je U operator analize niza (x,),, a V operator analize niza (y,),. Iz jednakosti

x = i(x, Xn)Vn

n=1

slijedi da je V*U = I. Dakle, operator V* je surjektivan, pa je po Korolaru 2.2.12. (y,),
bazni okvir za H. Adjungiranjem jednakosti V*U = [ i koristeci iste argumente, dobivamo
analognu tvrdnju za niz (x,),. O

Na kraju, promotrimo neka dodatne rezultate za Parsevalove okvire.

Propozicija 2.2.21. Neka je (x,), bazni okvir za H s operatorom analize U. Definirajmo
1

novi niz vektora (y,), sa y, = (U"U) 2x,, n € N. Tako definiran niz ¢ini Parsevalov bazni

okvir za H.

Dokaz. Posto je operator U*U pozitivno semidefinitan i invertibilan, njegov je inverz (U*U)™!
takoder pozitivno semidefinitan. Stoga znamo da postoji jedinstven operator B takav da je
B? = (U*U)™" te je on takoder pozitivno semidefinitan. O¢ito, B = (U*U)"2. Taj je ope-
rator invertibilan, pa je, posebno, i surjektivan. Koriste¢i Korolar 2.1.15., vidimo da je niz
(V) definiran u iskazu bazni okvir za H.

Oznacimo njegov operator analize s V. Tada je za svaki x € H

Vx = (60 = (6, (U U 25,00, = (U U) ) %, 5,00, = (U UY 23, x,)), = UU'U)Y 2x
Posto je

U U UU U =1,
vidimo da je (y,), Parsevalov bazni okvir za H. O

Propozicija 2.2.22. Neka je (x,), niz u Hilbertovom prostoru H.

On cini Parsevalov bazni okvir za H ako i samo ako je za svaki x € H zadovoljena jednakost
X = Y1 X, X)X

Posebno, ako je (f,), ONB prostora H i M < H zatvoren, tada je niz (Pf,), Parsevalov
bazni okvir za M, gdje P : H — H oznacava ortogonalnu projekciju na potprostor M.
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Dokaz. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir za H. Tada je S = S~! = I, pa je kanonski
dual baznog okvira upravo on sam.

Obratno, neka za svaki x € H vrijedi x = >, ,(x, x,,)x,. Skalarnim mnoZenjem te jedna-
kosti s x dobivamo ||x|[> = 322, [{x, x,)|, pa je (x,), Parsevalov bazni okvir za H.

Neka je (f,), ONB za Hilbertov prostor H. Tada za svaki x € H vrijedi x = )" {(x, fi)fu-
Posebno, ako uzmemo x € M, imamo

x=Px= Z(Px,f,,)Pf,, = Z(X, PP,
n=1 n=1

Dakle, Besselov niz (Pf,), je dualan samome sebi, pa on Cini Parsevalov okvir za M.

2.3 Konacni bazni okviri

U ovom ¢emo se poglavlju posvetiti kona¢nim baznim okvirima. U prehodnoj smo sekciji
napomenuli da ne postoje konacni bazni okviri za beskonacnodimenzionalne prostore, pa
se ovdje ograni¢avamo na prostore konacne dimenzije.

HY ¢e oznalavati prostor jednostupanih matrica s N redaka, dok ¢e /M oznaCavati
prostor FM. Svi rezultati koje smo naveli u prethodnoj tocki vrijede posebno i na prosto-
rima kona¢ne dimenzije.

Napomena 2.3.1. Neka je (x,)™., bazni okvir prostora H" s operatorom analize T, te neka
sue=(ey,...en)if="_f,..., fu) kanonske baze prostora H i M.
Matricna reprezentacija operatora sinteze T* u paru baza e i f je N X M matrica

[T*]{:[xl X2 ... xM]

Dakle, svaki konacan bazni okvir za HY moZemo poistovijetiti s matricnim prikazom pri-
padnog operatora sinteze T* : IM — H" u paru kanonskih baza za I™ i H".

Znamo takoder da je, u slucaju konacnog baznog okvira, matricni prikaz njegovog
operatora analize u paru kanonskih baza M x N matrica koju dobijemo adjungiranjem

matrice operatora sinteze.
Lema 2.3.2. Neka je (x,) | niz vektora u H". Tada vrijedi:

1. Ako je (x,)™, ONB za H", onda je to Parsevalov okvir za H". Obrat ne vrijedi.
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2. (xn)ﬁl | je bazni okvir za H" ako i samo ako je to sustav izvodnica za H".

3. (x,)™, je ONB za H" ako i samo ako je to Parsevalov okvir jedinicne norme.

4. (x,)M | je egzaktan bazni okvir za H" ako i samo ako je ujedno i baza za H".

Dokaz. 1. Nekaje (x;)”, ONB za H". Tadaje za svaki x € H" zadovoljena Parsevalova
jednakost, pa je to ujedno i Parsevalov bazni okvir.
Kako bi pokazali da obrat ne vrijedi nuzno, uzmimo dvije ONB za H", nazovimo ih
(e, 1(f; 1}’:1. Definirajmo niz vektora (x,)*, sa (x,)M, = ()}, U (f; ];’:1. Tada je
za svaki x € HY

M N N
DK = D K e + K, )P = 20,

n=1 i=1 j:]

Dijeljenjem ove jednakosti s 2 dobivamo Zﬁzn [{x, %xn)l2 = ||x]|>. Dakle, niz (%xn)ﬁi |
je Parsevalov, ali nije ONB za H".

2. Ovo smo pokazali u Napomeni 2.2.8. Primijetimo da obrat nije vrijedio na Hilberto-
vim prostorima beskona¢ne dimenzije, §to smo pokazali u Napomeni 2.2.7.

3. Prva je implikacija ocita.
Obratno, neka je (x,) | Parsevalov bazni okvir jedini¢ne norme. Posto je tada jed-
nakost Zanl I{x, x,)[> = ||Ix|I* zadovoljena za svaki x € H", ona posebno vrijedi i za
svaki vektor baznog okvira.
Neka je j € {1, ..., M}. Tada je

M M
2 2 2 2
bl = > 10 xR = lP + > Ko, 2l
n=1

n=1,n#j

Posto je (x,)™, bazni okvir jedini¢ne norme, dobili smo

M
> K =0, =1, M.

i=n,i#j

Slijedi da je (x,,x;) = 0, za svaki n # j. Dakle, niz (x,), je ortogonalan, po

pretpostavci normiran, a zbog (2) je on i sustav izvodnica, pa ¢ini ONB za H".

4. Neka je (x,)™, egzaktan bazni okvir za H". Znamo da je on tada i sustav izvodnica
za HV. Pretpostavimo da on ne &ini bazu za taj prostor, odnosno da je linearno
zavisan. Tada postoji j € {1,..., M} 1 skalari 4,, n € {1,..., M} \ {j} takvi da je
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Xj = Zi”:],n;t ; AnXy, Sto govori da je niz (x,)™, iskljuenjem j-tog ¢lana ostao bazni
okvir. Kontradikcija s egzaktnoScu.
]

Lema 2.3.3. Neka je (x,)" | niz vektora u H" s pripadnim operatorom analize U. Ekviva-
lentno je:

1. (xn)i” \ je bazni okvir za HY.

2. Operator analize niza (x,,)ﬁy: | je injektivan operator.

3. Operator sinteze niza (x,)™., je surjektivan operator.

Dokaz. Oznaimo s U operator analize niza (x,)! , te s U* njegov operator sinteze.

1. = 2. Neka je (x,) bazni okvir za H". Pretpostavimo da U nije injektivan. Tada
postoji x € HY, x # 0 takav da je Ux = 0. No, tada je 0 = || Ux|> = 3, [(x, x,)[%, pa
vidimo da ne moZemo na¢i A > 0 koji zadovoljava definiciju baznog okvira. Kontradikcija.
2. = 3.Znamo da je KerU & ImU* = H", pa je, zbog pretpostavke Ker U = {0},
operator U™ surjektivan.
3. = 1. Posto je U* surjekcija, po Korolaru 2.2.12. znamo da za svakin = 1,... M
vrijedi x, = U*e,, gdje je (e,)"., ONB prostora H".

m]

Propozicija 2.3.4. Neka je (xn)y: | bazni okvir za H" s operatorom analize U i operatorom
baznog okvira S. Ekvivalentno je:

1. (x,), je A-napet okvir za HY
2. § =Al
3 x=A"1 Z;Zl(x, x)x;, x € HY
4. AP = i, Ko, x)
5. % je izometrija.
Dokaz. (5], Propozicija 1.17. O

Teorem 2.3.5. Neka je (x,), bazni okvir za H" s operatorom baznog okvira S. Neka su
(4 j)?’:] svojstvene vrijednosti operatora S, te (e j);\’zl njima pridruZeni svojstveni vektori.
Optimalne granice baznog okvira (x,,)ﬁi \ podudaraju se s najmanjom i najvecom svojstve-
nom vrijednoséu od S. Takoder, za svaki j € {1, ..., N} vrijedi:

M
A= Kej x)P

n=1



30 POGLAVLIJE 2. BAZNI OKVIRI

_ N _ M 2
Posebno, TrS = 3 A; = 2y |Ixall%
Ako je (xn)nM: | uniforman Parsevalov okvir, za svakin = 1, ..., M vrijedi [lx,|? = %

Dokaz. Prvu smo tvrdnju ve¢ dokazali u slu€aju beskonacnih baznih okvira, pa ona po-
sebno vrijedi 1 za kona¢ne bazne okvire.
Po definiciji operatora baznog okvira, za svaki j € {1, ..., N} vrijedi

M
Z |<€j,xn>|2 = <S€j’ €j> = </1j€j, €j> = /lj’
n=1

gdje smo kod druge jednakosti koristili da je za svaki j € {l,..., N} e; svojstveni vektor
pridruzen svojstvenoj vrijednosti A;.
Nadalje, imamo:

N N N M N
TrS = Z/lj = Z/lj||€j||2 = Z(Sej, ej) = Z(U*Uej,ej) = Z<U€j’ Ue;)
=1 =1

j=1 j=1 Jj=1

N N M M N M
= D MUelP = > O KepxdP) = DO Kejxd) = ) Il
j=1 i=1

j=1 n=1 n=1 j=1

gdje smo s U oznacili pripadni operator analize niza (x,)" ;.

Ako je (x,,)i”: , uniforman, imamo 2,211 lx,I> = M||x,||?>, a ako je Parsevalov, vrijedi da
je S =1, pajeTrS = N. Dakle, za (xn)nM:1 uniforman i Parsevalov vrijedi ||x,||* = %,
O

n=1,...M.

Sljedeca nam propozicija daje potpunu karakterizaciju matrice sinteze baznog okvira u
terminima operatora baznog okvira.

Propozicija 2.3.6. Neka je T : IM — H" linearan operator, ( fk)f{vz . ONB za HY, (en)ﬁ’i |
kanonska baza za I™ i (/lk)kN: | niz pozitivnih brojeva. Neka je [T]‘ef matricna reprezentacija
operatora T u paru baza e i f. Ekvivalentno je:

1. (Te)M, je bazni okvir za HY i TT* ima svojstvene vektore (fi)}_, pridruZene svoj-
stvenim vrijednostima ()},

2. Retci matrice [T]Z su ortogonalni i kvadrat norme j-tog retka je Aj, j=1,..,N

3. Stupci matrice [T]Z Cine bazni okvir za H" i vrijedi [T]ﬁf[T*];i =diag(d, Ay, ..., Ay)
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M

Dokaz. Djelovanje operatora T i T* na vektore (e,),_, 1 ( fk)szl zadano je sa:

N
Te, = Ztk,,fk,n =1,..M
k=1

M
T f, = Zﬁen,k =1,.,N
n=1

Neka su [T]{ = [tr] € Myny 1 [T*]; = [t,x] € My, matri¢ne reprezentacije operatora 7 i
T u parovima baza e i f, respektivno.

Pretpostavimo da vrijedi prva tvrdnja.

Tada zasve i, j = 1, ..., N imamo:

M M M M M
(Xt oees Xing), (ij oo XjM)> = Z xinx_jn = (Z x_jnem Zx_m€n> = <Z Ynj€n, Z)’m‘&')
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

= (7“]}/T*j» = (77T*j}hﬁ) = <ﬂjj}uﬁ> = ﬂjéﬁ
Dakle, retci matrice [T]] su ortogonalni i kvadrat norme j-tog retka je 4;, j =1, ..., N.

Pretpostavimo sada da vrijedi druga tvrdnja.

Posto su retci od [T ortogonalni, oni su posebno i linearno nezavisni. Dakle, rang matrice
(T1 je N, paje dimImT) = N = dim(H"), to jest, T je surjektivan operator. Po Teoremu
2.2.11. slijedi da je tada (Te,)" | bazni okvir za H".

Promotrimo sad linearno preslikavanje ¢ : HY — H" koji svaki vektor x € H" preslikava
u [x])/. Ocito je takvo preslikavanje ¢ izomorfizam ([4], Propozicija 5.4.1.), te je n-ti stupac
od X upravo ¢(Te,),n=1,... M.

Posto je (Te,) | bazni okvir za H" i ¢ je izomorfizam (pa je, posebno, i surjekcija), po
Korolaru 2.2.16. slijedi da je i (¢(T'e,))™ | bazni okvir za HY. Zbog pretpostavki, jasno je
da vrijedi [T]f [T*]; = diag(Ay, ..., Ay). Dakle, dokazali smo da vrijedi treca tvrdnja.

Pretpostavimo sada da vrijedi treca tvrdnja.
Ako definiramo preslikavanje ¢ na isti nacin kao i gore, zbog Cinjenice da je n-ti stupac od
X jednak ¢(Te,), zasve n = 1, ..., M slijedi da je (Te,)" , bazni okvir za H".
Iz jednakosti [T[T]% = [TT*}}, = diag(Ay, A, .., ) automatski slijedi da su (1)},
svojstvene vrijednosti operatora 77", s pripadnim svojstvenim vektorima (/).

O



32 POGLAVLIJE 2. BAZNI OKVIRI

Korolar 2.3.7. Neka je X proizvoljna N X M matrica oblika

X111 X12 Xim
X211 X2 Xom
XN1  XN2 XNM
Ekvivalentno je:
1. XX* =1

2. Retci matrice X &ine ortonormiran sustav u M
3. Stupci matrice X ine Parsevalov bazni okvir za H".

Dokaz. Za zadanu matricu X € My, adjungirana matrica X* € M,y je oblika

yYiir Y2 't VIN
Y21 Y2 ot YoN
Ymi YmM2 " YMN

gdjezasvei=1,...,M, j=1,.., N vrijedi y;; = Xj;.
Po definiciji matricnog mnoZenja, vidimo da je XX* € My matrica takva da za sve i, j =
1,..., N vrijedi:

X Xj1 + XpXjp + oo+ Xy Xjpg = {(Xit, Xi2s ees Xing)s (Xj15 X )2, ooy Xjr))

Time smo pokazali ekvivalenciju prvih dviju tvrdnji.

Pretpostavimo sada da vrijedi druga tvrdnja.
Neka su e = (e,)”, i f = (fi), kanonske baze za ™ i H", respektivno, te neka je
T : I — H" linearan operator ¢ija je matri¢na reprezentacija u paru kanonskih baza e i f
dana matricom X.
Posto retci matrice X ¢ine ortonormiran sustav u [, oni su ortogonalni i kvadrat sume
svakog retka je jednak 1. Dakle, ispunjen je drugi uvjet iz prethodne propozicije, uz

Ay = 1,k = 1,...,N. Ista nam propozicija kaze da tada stupci (xi, ..., x3;) matrice X ¢ine
bazni okvir za HY. Ozna&imo li s U operator analize tog baznog okvira, znamo da je
U =|x1 x - xu|=X Zbog XX* = diag(dy, ... ) = I, vrijedi U'U = XX" = I.

Dakle, operator baznog okvira U*U je identiteta, pa je (xi, ..., xj;) Parsevalov bazni okvir.
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Pokazali smo da druga tvrdnja povlaci trecu.

Pretpostavimo sada da stupci od X ¢ine Parsevalov bazni okvir za H".
Ako je U pripadni operator analize tog baznog okvira, znamo da je matri¢ni prikaz opera-
tora sinteze U* u paru kanonskih baza jednak X, pa je, radi €injenice da je (x;)", Parsevalov
bazni okvir, U*U = I, pajei XX* = I.
Dokazali smo da treca tvrdnja povlaci prvu, ¢ime je dokaz gotov. O

Primjer 2.3.8. Neka je X proizvoljna M X M unitarna matrica. Znamo da je tada XX* =
X*X = I. Brisanjem bilo kojih M — N redaka te matrice dobivamo N X M matricu X, takvu
daje X]Xl* = IN.

Prethodna nam propozicija jamci da tada stupci te matrice ¢ine Parsevalov okvir za prostor
H".

Primjer 2.3.9. Diskretna Fourierova transformacija cini pretvorbu konacnog niza kom-

pleksnih brojeva xy, x1, ..., Xy;_1 u drugi niz kompleksnih brojeva X, X, ..., Xy_1. Dana je
formulama:
M-1
Xk _ Z X e—i27rkn/M
- n ’
n=
=
X, = — Z X, e/ rkn/M
n M .
n=0

Ovdje M predstavlja broj zadanih uzoraka, x, vrijednost uzorka u trenutku n, k trenutnu
frekvenciju koju promatramo (od 0 do M — 1), X, kolicinu frekvencije k u signalu.
Uvedimo oznaku w = e M. Tada sustav X, = YM! x,e /M = M1y wf"od M
jednadzbi (k = 0,....M — 1) s M nepoznanica Xy, ..., Xyy_1 moZemo zapisati u matricnom
obliku:

X = Wz,

gdje je X vektor frekvencija, x vektor vrijednosti uzorka, a W matrica diskretne Fourierove
transformacije dana s

w0 WO DL N (072 VS I B 1 1 .. 1
w!0 wh! w2 . plw-D 1 o w2 .. plw-D
Wl @ W W2 ML | | 2t ) W M=1)
WM-DO0 yM=D1 - (M=D2 MDD | ] M M=D2 (M= (M- |

Inverznu Fourierovu transformaciju tada moZemo pisati u obliku x = F~'X, gdje je
-1 _ 1 =
F~ =5 F
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Uzmemo li umjesto W matricu U = 1/%W, diskretna Fourierova transformacija postaje

unitarna transformacija. Zaista, neka su j, k € {0, ..., M — 1} proizvoljni. Tada je element
koji se nalazi na presjeku j-tog stupca i k-tog retka matrice UU" jednak

M-1 M-1

% Z W = % Z "I,

n=0 n=0

Vidimo da je za j = k to jednako 1, sto znaci da su svi dijagonalni elementi jednaki 1.
Za j # k, imamo da je w’™* # 1, no to je tada, po definiciji od w, M-ti korijen jedinice.
Tada je

M-1 i—k)M
iZ(Jt)n(j_k): i—l_w(], : =0.
M £ M 1-wi*

Dakle, pokazali smo da je U*U = UU™ = 1.

Sada nam Korolar 2.3.9. kaZe da odabir bilo kojih N < M redaka te matrice cini
Parsevalov bazni okvir za H.
Posebno, odaberemo li prvih N redaka, dobivamo Parsevalov okvir (x,,)i”: | kojeg zovemo
kompleksni harmonijski okvir.

Primjer 2.3.10. Neka je M € N. Za M = 2k definiramo matricu

1 cos(zﬁ”) cos(ZZM”) cos((M — I)ZM”)
> 0 sin(zﬁ”) sin(ZZM”) sin((M — I)ZM”)
Dy(R) = 4/ —| : : : . : .
M>1 cos((k — DE) cos(k — DE) --- cos((M — Dk — 1))
0 sin((k - 1)%) sin(2(k — 1)%) coeosin((M - (k- 1)%)

Oznacimo retke ove matrice sa xo, X1, ..., Xy—1. Ako elemente ove matrice oznacimo s d,
i,j=0,1,,..,M —1, tada za sve j € {0, ..., M — 1} vrijedi:

ij

e =

5 zai=0

J cos(ijzﬁ’r , zal <i<M -3, neparan
Y sin(ijzﬁ’r , za2<i<M-2, paran

(qy%, zai=M-1

Tvrdimo da je Dy (R) unitarna matrica.



2.3. KONACNI BAZNI OKVIRI 35

Trebamo pokazati da je D -y (R)(Dy=ox(R)" = (Dyr=sn(R)) Dprsk(R) = Iy
Pokazimo prvo da su dijagonalni elemenati matrice jednake D(R)y—ox(D(R)p=2)" jednaki
1:

M-1

2 1 2 M
2 2
Xo. x0) = |lx __E_ == .2 1.
(X0, X0) = |0l szo(\/_) A

Na isti nacin pokaZe se da je i

2
l[xpr-1ll” = 1.

Za 1l <i < M - 3 neparan imamo:

M- M-1
) = P = Z cos (U—) = Z % 1 +COS(21]—)) —(M+ ; cos(2ij2M7T))

j=0

2iM

1 = 1 l-w
_ 2iVjy — % V=
=1+ Re(j:EO(a) Yy=1+ Re(l_w2i)—1,

gdje je w = ™ pa je wM =1, a za svakin € N, n < M vrijedi da je " # 1.Tu Cinjenicu

koristimo i u nastavku.
Za?2 <i< M -2 paran imamo:

M-1 M-1 M-1

2 1 2r 1 2r
Ixl* = sin (lj—) = (I =sin(2ij—)) = —(M — ) sin(2ij——))
M jZ; jz(; 2 M’ "M ; M
2iM
= 1- iIm(Z(wz')f) = 1- —Im( ‘:}2[ )= 1.

Pokazimo sada da su retci matrice D y;—(R) medusobno ortogonalni:
Neka je 1 <i < M — 3 neparan. Tada je

iM
(X0, i) Z —cos(l ]—) - iRe(Z Wy = iRe( Bt —) =0,

Ako je 2 < i < M — 2 paran, dobivamo {xy, x;) = 0 na isti nacin, koristeci sin(i ]2”) =

Im(w™).
Analogno pokazujemo da je (x;, xy—1) = 0, za svei € 1,...,M — 2. Za i paran, k neparan



36 POGLAVLIJE 2. BAZNI OKVIRI

imamo

= 2 N coni ZpsinGe ) =
(i Xi) = 2 (cos(ij )sin(kj—r)) =

o o 2r o on 2
= 2, E(sm(ljﬂ + kJM) - (szn(z]M - kjﬁ))
M-1

| M-1 M-1
- G+k)j _ =k Jjy —
= Mlm(jzz(; w ]Z:(; w' ) =0.

Za i, k parne dobivamo ortogonalnost na isti nacin koristeci formulu cos x cosy = %(cos(x—
y) + cos(x +V)), a za i, k neparne koristeci formulu sin x siny = %(cos(x —y) —cos(x + y)).
Preostalo nam je jos pokazati ortogonalnost prvog i zadnjeg retka matrice:

—lﬂf—wiz—il—l l—..+1-1)=0
<XO»XM—1>—Mj=0( )(\/i)_M( +1-. 4 )=0.

Dakle, dokazali smo da je D(R)y-y, unitarna matrica.

Neka je N < M, N neparan. Uzimanjem prvih N redaka matrice Dy (R) dobivamo
N X M matricu &iji stupci Cine realan harmonijski okvir za HY.

Primjer 2.3.11. Neka je M € N, M = 2k + 1. Definiramo matricu

1 cos(zﬁ”) cos(zzﬁﬂ) cos((M—l)ZM”)
D(R)y-zir1 = 0 Sinf%? sin(:22ﬁ”) - sin«M:— nE)
1 cos(kZ) cos(2k2Z) - cos((M — 1)k3%)
0 sinkd) sin@k) - sin(M - DrE

Na isti nacin kao u prethodnom primjeru moZemo se uvjeriti da je to unitarna matrica.
Neka je N < M, N paran. Oznacimo retke matrice Dy—oi1(R) s Xo, ..., Xpr—1. Uzimanjem
redaka x,, ..., xy+ dobivamo realan harmonijski okvir za H".

Posvetimo se sada pitanju konstrukcije konac¢nih baznih okvira. Pretpostavimo da
imamo zadan neki konacan niz vektora. Kako ga nadopuniti do baznog okvira koji za-
dovoljava neka dodatna svojstva?
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Sljedeci ¢e nam teorem sluziti kao sredstvo konstrukcije baznih okvira s odredenim svoj-
stvima. Dokaz se moZe naci u [6]].

Teorem 2.3.12. Neka je S pozitivan operator na H" sa svojstvenim vrijednostima A, >
Ay > ...2 Ay > 0.
Fiksirajmo M > N i realne brojeve a; > a, > ... > ay > 0. Ekvivalentno je:

.....

za svakii =1, ..., M vrijedi ||x;|| = a;.
2. Za svakik € {1,2,...,N}vrijedi ¥ a> < Y i XM a> =YY, 4

Sljede¢a nam propozicija daje nac¢in nadopunjavanja niza jedini¢nih vektora do unifor-
mnog napetog okvira.

Propozicija 2.3.13. Neka je (x,,),’:’i | niz jedini¢nih vektora u HY. Tada postoji uniforman
napet okvir (x, j)f}fl za HY takav da za svakin € 1, ..., M vrijedi x,; = x,.

Dokaz. Definirajmo x;; = x;, te nadopunimo vektorima xi», ..., X;y tako da niz (xy;)i=1..n
¢ini bazu za H".

Definirajmo x,; = x,, te nadopunimo vektorima x5, ..., Xy tako da niz (x;);=
za HV.

Nastavimo postupak do xj; = xy. PoSto svaki od nizova (x,;), j = 1,..., M ¢ini ONB za
H", za svaki x € H" vrijedi Parsevalova jednakost, pa imamo

N N N
2 2 2 2
P = > K xi )P = D K )P == ) K 2
j=1 j=1 j=1

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

M N
MNP = > " [, xi P

j=1 =1

.....

Dakle, (x, 1)2'1/1;/ | je M-napet bazni okvir za H" koji je o¢ito i uniforman po samoj definiciji
nizova (x,;), j=1,.., M. O

Propozicija 2.3.14. Neka je (x,,)ﬁi | niz vektora u H" takav da je x, # 0 za barem jedan
nel,.. M.
Tada postoji niz (hj)?’:2 takav da je (xn)fy:l U (hj)?’:2 napet bazni okvir za H".
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Dokaz. Neka je U operator analize niza (x,)”,. Stavimo § = U*U : HY — HY,
Sx=3M (x,x,)%,, zax € H".

Neka je (g j)?’: . ONB za H" koja se sastoji od svojstvenih vektora za S pridruZenih svoj-
stvenim vrijednostima (/lj)’)’: > pri ¢emu je 4; > A, > ... 2 Ay. Primijetimo da, radi
pretpostavke x, # 0 za barem jedan n € {1, ..., M}, vrijedi S # 0, pa je 4; > O.

Definiramo niz (hj)if’:2 sahj = \JA&i —A;8;,j = 2,...,N ioznafimo s U, operator analize
niza (x,)M, U (h j)j.\’: ,- Stavimo §; = U;"U,. Pokazimo da je to operator baznog okvira za
H" te da postoji A > 0 takav daje S| = Al:

M N
S1x= ) (X)X + > (% hyh,
n=1 J=2
N
=Sx+ > (xhjh;

Jj=2

N N
=S (x.g)g) + ) (6 A = g i = Ajg;

1 j=2

j:
N N
= ) Akx g8+ D (A = A))x. 88,
j=1 j=2
N

= Ai{x, g1Ng1 + A Z(x, 828

=
= /hx.
Dakle, (x,)", U (h j)?’: , je A;-napet bazni okvir za H".

O

Prethodna nam je propozicija dala nacin izgradnje napetog baznog okvira za Hilbertov
prostor H", no takav bazni okvir nije uniforman.
[lustrirajmo tu konstrukciju jednim primjerom:

Primjer 2.3.15. Neka je N = 2, pa promatramo prostor jednostupcanih matrica s 2 retka.
Uzmimo niz od 3 vektora u H? zadan s

(.X'], X2, )C3) = (((1)) s ((1)) » (i))
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1 01
Znamo da je tada matrica operatora sinteze U* u paru kanonskih baza dana s [O 1 1],

1 0
a matrica operatora analize U u paru kanonskih baza je (0 1|. Sada je S = U'U =
11

2 1
[ ], pa vidimo da su njene svojstvene vrijednosti 1 = 3 i A, = 1, te njima pridruZeni

1 2

sl

L
ortonormirani svojstveni vektori g, = [ ‘1@] ig = [ ]
V2 V2

Definiramo hy = V3 —1g, = [_11]

Tada niz vektora (x, x», X3, g») Cini 3-napet bazni okvir za H?, jer je S| = 31.

Pogledajmo sada kako, pocevsi od niza jedini¢nih vektora, do¢i do uniformnog napetog
baznog okvira s kontroliranom Beselovom granicom.

Propozicija 2.3.16. Neka je (x,)" | niz jedinicnih vektora u H" takav da je za svaki x € HY
SM 10 5P < BilIP.

Tada postoji niz jedinicnih vektora ()%, takav da je (x,)iL, U (g))%, uniforman napet
okvir s granicom A < B + 2.

Dokaz. Neka je U operator analize niza (x,)",. Neka je S = U*U s pripadnim svojstve-
nim vrijednostima (1Y, 4, > A, > ... > Ay &iji pripadni svojstveni vektori (¢;)Y, Cine
ortonormiranu bazu za H".

U Propoziciji 2.2.15. smo pokazali da je B = 4;.

Po Teoremu 2.3.7., znamo da je TrS = Zfil A = 22”:1 |lx,|I%, $to je, zbog normiranosti
vektora x,, n = 1, ..., M jednako M.

Za € € [0, 1] promotrimo pomoénu funkciju f(€) = N(1; + 1 +€) — M. Zbog f(1) — f(0) =
(NA; +2N — M) - (NA, + N — M) = N, pa zbog neprekidnosti funkcije f zaklju¢ujemo da
postoji € € [0, 1] takav da je f(e) = N(4;+1+€)— M = K € N. Posto je M = Zfil A1
Ay > A, zasvei€l,...,N vrijedidaje K > N.

Definirajmo operator S : HY — H" sa Sge; = (4, +1+€)—A))e;,i = 1,..., N. Primijetimo
da je tako definiran operator o&ito hermitski, te za svaki x € H" vrijedi (S ox, x) > 0. Dakle,
S je pozitivan operator. Posto su sve svojstvene vrijednosti (v;)Y, operatora S, dane sa
vi = A1 + 1 + € — 4;, vidimo da su one strogo vece od 1. Definiranjem a; = 1,i =1,...,K
odrZavamo svojstvo Teorema 2.3.12., ¥.X, a? < > K, vi. Takoder, vrijedi

N N N s
Vl:Z(/ll+l+6_/ll):N(ﬂl+1+6)_Z/11:N(/l1+1+6)_M:K:ZaL2.
=1 i=1 i=1 i=1

1
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Sada mozZemo primijeniti Teorem 2.3.12.:

Postoji bazni okvir (g;);-; za H" s operatorom baznog okvira S takav da za svaki j =
I,...,K vrijedi ||/l = a; = 1.

Promotrimo sada niz (x,)", U (g; 5'(:1- Za svaki x € H" je

M K
(S +So)x= Y (xx)x, + Y (X8
n=1 j=1
S druge strane, imamo:
S +Spe;=die;+ (L1 +1+e)—A)ei=UA+1+¢€e,i=1,...,N
Stavimo A =A; +1 + €
Tadaje A < A; +2 = B+2, panam jednakost (S + S¢)e; = (41 +1+€)e;, i = 1,..., N govori
da je (x,)™, U (g,)X, A-napet bazni okvir za H".

j:
O

Sljedeci je rezultat tehnicke prirode i navodimo ga bez dokaza.

Lema 2.3.17. Neka je H Hilbertov prostori S : H — H pozitivan operator.

Tada postoji Besselov niz (x,), u H s operatorom analize T takav da je T*T = S.

U slucaju dimH = N < oo, postoji niz koji se sastoji od tocno N elemenata koji zadovoljava
traZeno svojstvo.

Propozicija 2.3.18. Neka je (x,)™., konac¢an niz vektora u H" takav da je za svaki x € H"
zadovoljeno Zﬁil I{x, x> < BlIx||

Tada postoji niz (gj)?fz1 u HY takav da je (x,)™

n=1

U (gj)i.v=1 B-napet bazni okvir za H".

Dokaz. Neka je U operator analize niza (x,)" . Znamo da je tada U*U < BI, odnosno
BI — U*U je pozitivan operator. Po prethodnoj lemi, zbog dimH" = N < oo, znamo da
postoji konacan niz (g 1)7: , u H" s operatorom analize V takav da je V*V = Bl — U*U.

M N
Z(x, Xp)Xn + Z(x, gng; =UUx+V'Vx

n=1 =1
= U'Ux+ (BI - U"U)x
= Bx

Dakle, (x,)M, U (g j)?’: | je B-napet bazni okvir za H". m]

U prehodnoj smo sekciji razmatrali problem rekonstrukcije pocetnog signala x kada je
promatrani sustav reprodukcije Hilbertovog prostora bazni okvir, a ne ortonormirana baza.
Neka je (x,), bazni okvir za prostor H" s operatorom baznog okvira S. Tada je njegov
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kanonski dual definiran sa y, = S~'x,, n = 1,..., M. Pokazali smo da kanonski dual nije
jedini niz koji nam moZe posluZiti kao sredstvo rekonstrukcije, ve¢ da postoji beskonacno
mnogo nizova koji zadovoljavaju rekonstrukcijsku formulu. Napomenuli smo da dual baz-
nog okvira ne mora ¢initi bazni okvir za isti prostor. To nije slucaj u prostorima konacne
dimenzije, jer je u konacnodimenzionalnom prostoru svaki niz Besselov, pa po Propoziciji
2.2.20. svaki dual od (x,,)fy: , Cini bazni okvir.

Primijetimo sada jedan jednostavan rezultat o jedinstvenosti dualnog baznog okvira.

Korolar 2.3.19. Bazni okvir (x,)!| za H" ima jedinstveni dualni okvir ako i samo ako je
N = M, odnosno, ako (x,,)M , Cini bazu prostora HY.

U praksi je Cesto egzaktna rekonstrukcija signala numericki nestabilna i spora, pa
posezemo za algoritmima koji nam daju iterativne metode dobivanja konvergentnog niza
aproksimacija signala x. Promotrimo jedan od njih, kojeg zovemo algoritmom baznog
okvira:

Propozicija 2.3.20. Neka je (x,) | bazni okvir za HY s granicama A i B i operatorom
baznog okvira S. Za zadani x € HY definiramo niz (y j);‘;o u HY sa:

Yo =0,

yi=yji-1+—=8Sx-yj-1),j=>1

2
A+B

Tada je lim;_, y; = x s brzinom konvergencije

B -
=yl < (G )f||x|| jz0
Dokaz. Za svaki x € HY vrijedi
<(125)><>< Sx.%) = [P = ——(Sx.)
A+ B X, X X, X B X, X X A+ B X, X
2A B-A
- < 1— =
= x| Z K 2P < P = =) = P,

S druge strane,

B 2 2 2 _2_ _ B
( A—BS)X x) = [|x| —ZI(X xa)? > [Ixl*(1 ) [|x]] 1t B'
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U oba smo slucaja za ogranicavanje odozdo, odnosno odozgo, koristili definiciju baz-
nog okvira.
Dakle, dobili smo:

- < - LX) < ——||x|".
1 gl = U - x|l
To moZemo zapisati kao
B-A 2 B-A
- I

<I- S < ,
A+ B A+ B A+ B

odnosno
2 B-A

< .
A+BS”_A+B

17—
Iz definicije niza (y j);io slijedi:

2 2
X—yj=X—Yj1-— ms(x -y =U- ms)(x = Yj-1)-
Iteriranjem ove jednakosti dobivamo

2
x—y;=U- mS)Z(X—J’j—z)

_ 2 3
= - ms) (X —yj-3)

= (- ——Y(x-).j20.

A+ B

Dakle,

2 : 2 .
e = yill = It = —=8) (x = yoll < [l = ——=SIVllxll < (

B-A
A+ B A+ B A+

j
5 Il
O

Primijetimo da, iako iteracijska formula u prethodnom algoritmu sadrZi x, algoritam
koristi samo bazne koeficijente ((x, x,) posto je

2 2 4 w
yj=yj-1+ ms (X=yi )=y + m(Z(X, Xp)Xp — Z()’j—l,xn>xn)-

n=1 n=1



Poglavlje 3

Potpuno razgranati konacni bazni okviri

3.1 Definicija i primjeri potpuno razgranatih konacnih
baznih okvira

Definicija 3.1.1. KaZemo da je bazni okvir (x,l)nM: , za HY 1-robustan ako izbacivanjem bilo
kojeg vektora reducirani niz ostaje bazni okvir za H".

Kazemo da je bazni okvir (x,)™ | za HY K-robustan ako izbacivanjem bilo kojih K vektora
reducirani niz ostaje bazni okvir za H.

Neka je x € HY zadani signal, te neka je (x,)", K-robustan bazni okvir za H". Tada
gubitkom bilo kojih K koeficijenata niza ((x, x,)) | i dalje moZzemo rekonstruirati x iz pre-
ostalih M — K koeficijenata.

Ocito je da Zzelimo maksimizirati broj K, to jest, Zelimo da bazni okvir (x,)" bude mak-
simalno robustan. Tako dolazimo do definicije potpuno razgranatog konacnog baznog ok-
vira.

Definicija 3.1.2. Neka je (x,,)fl”: | bazni okvir za prostor H". Kazemo da je to potpuno
razgranati konacni bazni okvir ako je on (M — N)-robustan.

Drugim rijecima, niz dobiven izbacivanjem bilo kojih M — N elemenata ostaje bazni okvir
za prostor H".

Ako je (x,)™ | potpuno razgranat bazni okvir za H, izbacivanjem M — N vektora re-
ducirani niz je i dalje bazni okvir za isti prostor koji se sastoji od N vektora; dakle, on je
baza za H".

To znaci da zapravo traZimo da izbacivanjem bilo kojih M — N vektora iz (x,)™,, njih N

n=1’
preostalih ¢ine bazu.

43
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Definicija 3.1.3. Neka je T € My matrica sa stupcima S 1, ..., S y;. Definiramo razgrana-
tost matrice T, u oznaci spark(T), kao kardinalitet najmanjeg linearno zavisnog podskupa
skupa {S1,....,S u}

Primjer 3.1.4. [lustrirajmo pojam razgranatosti matrice na primjeru matrica T € M3y,

Cije stupce redom oznacimo sa S, ..., S 4.
1 000
1. Neka je T = |0 1 0 Of Posto ona sadr?i nulstupac, slijedi da je spark(T) =
0010
card{S 4} = 1.
1 050
22.T =0 1 0 2| Tadaje S3; = 551184 = 2S,, te matrica T ne sadrZi nijedan
0010
nulstupac, pa slijedi da je spark(T) = card{(S ,,S 4} = card{S,S3} = 2.
(1 0 0 2]
3.T=(0 1 0 2| Imamo S4 = 28| + 2S, i nikoja 2 stupca nisu linearno zavisna,
0 0 1 O
pa slijedi da je spark(T) = card{S,S,,S4} = 3.
(1 0 0 2]
4. T=10 1 0 2| Zbog S4 =25, + 25, + 283 i ¢injenice da nikoja 3 stupca nisu
0012

linearno zavisna, slijedi da je spark(T) = card{S,S,,S3,S4} = 4.

Ocito je da za sve matrice T € My, takve daje M > N vrijedi spark(T) € {1, ..., N+1},
te je bilo koji skup od N + 1 stupaca linearno zavisan. PoSto radimo s baznim okvirima,
upravo su nam takve matrice zanimljive, no napomenimo jo$ jedan moguci sluca;.

Ako je T € My, takva da je M < N, moguce je da su svi stupci od 7T linearno nezavisni.
U tom slucaju definiramo spark(T) = co.

Definicija 3.1.5. Neka je T € My, gdje je M > N. KaZemo da je T potpuno razgranata
matrica ako je spark(T) = N + 1. Drugim rijecima, T € Myy, gdje je M > N, je potpuno
razgranata matrica ako je bilo koji skup od N stupaca te matrice linearno nezavisan.

Napomena 3.1.6. Neka je (x,)™ | bazni okvir za HY, i neka je T pripadni operator analize
tog niza. Znamo da bazni okvir poistovjecujemo s matricnim prikazom operatora sinteze
T* u paru kanonskih baza za I i HV.

Stoga vrijedi da je (x,)! | potpuno razgranati bazni okvir ako i samo ako je matrica ope-

ratora T* u paru kanonskih baza za I™ i HY potpuno razgranata matrica.
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Primjer 3.1.7. Neka su N,M € N takvi da je M > N, te neka je (a,)™.| proizvoljan niz
skalara. Vandermondeova matrica dana je s

1 1 1
a @ apy
V= .
N-1 N-1 N-1
@, @, @y

Vandermondeova determinanta svake N X N podmatrice matrice V dana je s

detV = 1_[ (aj— ;).
1<i<j<N
Pod uvjetom da su svi skalari a;, i = 1, ..., M medusobno razliciti, vrijedi da je determi-
nanta svake kvadratne N X N podmatrice razlicita od 0.
Dakle, svaka kvadratna N X N podmatrica matrice V je regularna, pa su posebno svi njeni
stupci linearno nezavisni. Zakljucujemo da je spark(V) = N + 1, to jest, V je potpuno
razgranata matrica.

Primjer 3.1.8. Vidimo da na kompleksni harmonijski okvir

1 1 1 1
) 1 w w? w1

1 o W22 . M-D2 ,
VM | . : : .. :

1 WVl wMD2 L (M-D-D |

gdje je w = e ™ mozemo gledati kao na poseban slucaj Vandermondeove matrice sa

skalarima (1, w, W, ..., WM.
Dakle, kompleksni harmonijski okvir je potpuno razgranati konacni bazni okvir, pa odabir
bilo kojih N stupaca te matrice ¢ini bazu za H”.

Napomena 3.1.9. Neka je U € My, matrica diskretne Fourierove transformacije. U pret-
hodnom smo primjeru pokazali da odabirom prvih N < M redaka te matrice dobivamo
potpuno razgranatu matricu.

Pokazat cemo da to nije slucaj kad umjesto prvih N redaka odaberemo proizvoljnih N < M
redaka.

I 1 1 1
1 —-i -1 i

Neka je M = 4. Tada je U = 1 _i 1 _ll . Neka je U, € My4 matrica dobi-
1 i -1 -

I 1 1 1
I -1 1 -1

vena iz matrice U izbacivanjem drugog i Cetvrtog retka, to jest, Uy = [
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Znamo da, zbog unitarnosti matrice U, stupci od U ine Parsevalov okvir za prostor H>.
Oznacimo li redom stupce matrice Uy sa S, ...,S4, imamo S| = S3 i S, = S4. Dakle,
spark(T) = cardS ,S3 = cardS,,S4 = 2 # 3, pa tako konstruirana matrica nije potpuno
razgranata.

3.2 Konstrukcija potpuno razgranatih konac¢nih baznih
okvira

Uveli smo definiciju potpuno razgranatog kona¢nog baznog okvira, te smo vidjeli da je
Vandermondeova matrica jedan primjer takvog okvira. U drugom smo poglavlju naveli
nekolicinu nacina konstrukcije baznih okvira s odredenim svojstvima, pa se sada prirodno
namece pitanje: kako konstruirati konac¢ni bazni okvir sa svojstvom potpune razgranatosti?
Zanimljivo je da jedan od odgovora na to pitanje lezi u simetri¢nim totalno pozitivhim
matricama.

Na pocetku navodimo vazan teorem koji ¢e nam posluziti u jednoj od konstrukcija
potpuno razgranatih matrica. Dokaz izostavljamo radi izrazite kompleksnosti.

Teorem 3.2.1. (Chebotarév) Neka je M € N prost broj, te neka je U € My, matrica dis-
kretne Fourierove transformacije. Tada je svaka kvadratna podmatrica matrice U inverti-
bilna.

Korolar 3.2.2. Neka je M € N prost broj i N < M. Neka je U € My, matrica diskretne
Fourierove transformacije. Odabirom bilo kojih N redaka matrice U dobivamo potpuno
razgranat uniforman Parsevalov bazni okvir za HY.

Dokaz. Neka je U € M), matrica diskretne Fourierove transformacije. Znamo da je ona
unitarna, pa iz Korolara 2.3.9. znamo da odabirom bilo kojih N njenih redaka dobivamo
Parsevalov bazni okvir za H".

Takoder, zbog Cinjenice da za svaki n € N vrijedi [w"|* = | cos(32)* +| sin(32)? = 1 vrijedi
da je taj bazni okvir i uniforman s normom LM

Iz prethodnog teorema znamo da je bilo koja kvadratna podmatrica matrice U invertibilna,
pa je, posebno, svaka N X N podmatrica punog ranga. Dakle, stupci svake N X N podma-
trice matrice U Cine bazu za prostor H". Stoga zakljuujemo da je U potpuno razgranata
matrica. O

Sljedec¢i nam teorem, koji je utemeljen na teoremu Chebotaréva, daje prvi nacin kons-
trukcije potpuno razgranatog kona¢nog baznog okvira.

Teorem 3.2.3. Neka je M € N prost broj, te neka je U € My, matrica diskretne Fourierove
transformacije. Oznacimo s W € My matricu koju dobijemo odabirom bilo kojih N < M
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redaka iz matrice U.

Odaberimo zatim K € N takav da je K < N, te oznacimo s D = [d,-j]f\’j:l € My dijagonalnu
matricu za koju je dy) = ... = dgg = MXfA;N te dgi1 ki1 - ANN = 1//1]/{;15

Konkatenacija produkta matrica D i W s prvih K elemenata kanonske baze za HY ¢ini
uniforman, napet i potpuno razgranat bazni okvir za H" koji se sastoji od M + K vektora.

Dokaz. Neka je U € My, matrica diskretne Fourierove transformacije. Oznacimo indekse
N odabranih redaka te matrice s {ii, iy, ..., iy }. Dobili smo matricu

1 W' w'? ... hWM-D

1 w2 w?? ... M-1
W =

1 W™ Wwv? ... inWM=D

Neka je K < N te neka je dijagonalna matrica D = [d;;] € My zadana s d;; = ...

_ M+K-N _ M+K : _ M+K-N _ M+K
dK,K = 1,W’ dK+],K+17 ---adN,N = 1[ MN Stavimo a = WUN ,ﬁ = MN

Oznacimo s F matricu dobivenu spajanjem produkta matrica D i W s prvih K vektora
kanonske baze prostora H". Tada je F oblika

,a Q(j)il a’a)ila a,wil(M—l) 1 O . O
o aw’ aw?? aw?™M-U o 1 . 0
F=la awk awiK'z . atwiK(M—l) 00 - 1
ﬁ Ba)iKH ﬂwikﬂ'z e ﬁa)iK“(M_l) 0 O : O
ﬁ ﬁwlN IBwlNz e ﬁwlN(M_l) 0 O Tt O

Posto stupci matrice W &ine bazni okvir za HY, mnoZenjem s invertibilnom matricom D
oni to 1 ostaju, Sto smo pokazali u Korolaru 2.2.16.. Jasno je da je dodavanjem bilo kojih K
vektora to i dalje bazni okvir za isti prostor, pa su stupci matrice F' € My y.x bazni okvir
za H".

Ocito je da svaki od K dodanih stupaca ima jedini¢nu normu, posto svaki od njih predstav-
lja jedan vektor kanonske baze za prostor HY. Oznalimo sa S, ..., Sy prvih M stupaca
matrice F. Za svaki j = 1, ..., M vrijedi

N N K N
1,07 = > law iR+ Y B = jaP Y WP + 18P D wi P
k=1 k=K+1 =1 o]
M+ K-N M+K
=(————)K+(——)N-K)=1
MN MN
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Dakle, F je bazni okvir jedini¢ne norme.

Da bismo pokazali da je F napet, dovoljno je pokazati da postoji konstanta A takva da
je FF* = Aly. Nekasui € {I,..,N}1ij € {l,..,N} proizvoljni. UmnoZak i-otg retka
matrice F' = [f;;] € My y.x 8 j-tim stupcem matrice F* = [fj;] € My jednak je:

M+K M+K

D fnfin = Zf,nf,n D funfin

n=1 n=M+1

Otprije znamo da je, zbog ortogonalnosti redaka DFT matrice, prva suma jednaka nuli kada
jei# j.Zai # jidruga je suma jednaka nuli radi ortogonalnosti vektora kanonske baze.
Dakle, FF* je dijagonalna matrica. Promotrimo istu sumu za i = j.

Uzmimo prvodajei € {1,...,K}:

M+K M+K

—_— M+K-N M+ K

2. finfin= mefm 2, fifn =M =y =
n=M+1

Neka jesadaie (K +1,.,N}:

M+K M+K

M+K M+ K

inJin inJin tntn: +0 =
fo fo HZM:Hff =

Dakle, FF* = £,
Kako bismo pokazali da je F potpuno razgranata matrica, primijetimo prvo da je svaka
N X N podmatrica matrice DW invertibilna, jer je

|det(DW)yxn| = |detD| - |[detWyyun| > 0

radi invertibilnosti svake dijagonalne kvadratne matrice i Teorema 3.2.1.

U slucaju K = N, ocito je da je i N X N podmatrica sastavljena od vektora kanonske baze
za HY invertibilna.

Neka je L € N, L < N. Preostaje nam dokazati da je svaka N X N podmatrica od F koja se
sastoji od N — L vektora matrice DW te L vektora kanonske baze za H" takoder invertibilna.
Oznac¢imo s C N X N matricu ¢ijih prvih N — L stupaca ¢ine neki stupci matrice DW, a
preostalih L neki od nadodanih vektora kanonske baze za H". Permutiramo retke matrice
C i stupce sastavljene od vektora kanonske baze kako bi u donjem lijevom L X L kvadratu
dobili jedini¢nu matricu. Permutacijama smo dobili matricu

, a0
=3 1)
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Tada je det(C) = det(A) - det(I1), pri cemu je A € My_; kvadratna podmatrica matrice U
pomnoZena s nekom dijagonalnom matricom s elementima « i 8 na dijagonali. Koristeci
Teorem 3.2.1., zakljuCujemo da je ona invertibilna. Dakle, det(C”) # 0, paje i det(C) # 0
posto determinanta pri permutaciji stupaca i redaka mijenja jedino predznak. Zaklju¢ujemo
da je F potpuno razgranata matrica. O

[lustrirajmo prethodni teorem jednim primjerom.

Primjer 3.2.4. Neka je M = 5, N = 3, K = 1. Matrica diskretne Fourierove transformacije
U € Ms dana je s

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1l v o & o 1 w o & ot
U=|1 &* &*? o™ **|=]1 * " v ],

1 o 0? o3 o 1 & o o o

1 o o*? o*? ™ 1 o & W w

gdje je w = e72*5. Posto je N = 3, odaberimo bilo koja 3 retka ove matrice. Konkretno,
neka to budu prvi, drugi i zadnji redak te matrice. Tada je

3

4 3 2

1 1 1 1 1
W=l v o & o*
1l 0w W w w
0 0
Matrica D je oblika D =| 0

0 0
Rezultirajuca potpuno razgranata matrica F je dobivena spajanjem matrice DF s prvim
vektorom kanonske baze za H>. Dakle,

V5o

1 1 1 1
5 5 5 5
2 2 2,3 (2,4
\/Zw sw tw \/Za) 0f,
2 fa4 o f230 [z 2
f sw 0 sw \/;a)O

te njeni stupci Cine 2-napet, potpuno razgranat bazni okvir jedini¢ne norme za H>.

Wi
e}

W=

F =

Wi

(11

Definicija 3.2.5. KaZemo da je matrica T € Myy, totalno nesingularna ako je svaka njena
kvadratna podmatrica invertibilna.
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Teorem 3.2.6. Neka je ()c,,),]:’:l baza za prostor HY, te neka je T = (tij) € Myk, K € N,
totalno nesingularna matrica.
Definiramo vektore Xy, Xy+2, ..., Xn+x € H" sa

N
XN+j = Z t,-jxi,j = 1,2,...,K
i=1

Tada je (x,)"*[ potpuno razgranat bazni okvir za H".

Vrijedi i obrat, odnosno svaki potpuno razgranati bazni okvir za H" je upravo ovog oblika.

Dokaz. Neka je (xi, ..., xy) neka baza prostora H", te neka je T = [#ij]] € Myx totalno
nesingularna matrica. Tada je

1 ha -+ bk
Iy In -+ bhg
[XN+1 XN+2 XN+1(] = [Xl Xy v XN]
INt In2 - Ink
Nekaje F = [xl Xy e xN+K]. Trebamo pokazati da je F' € My y.x potpuno razgra-

nata matrica, to jest, da odabir bilo kojih N stupaca matrice F ¢ini bazu prostora H".

U slu¢aju da uzmemo prvih N stupaca, oni ¢ine bazu za HY po pretpostavci teorema.
Neka je K > N. Pretpostavimo da smo od zadnjih K stupaca matrice 7" odabrali proizvolj-
nih N stupaca. Oznalimo ih sa x;,, x;,, ..., X;, 1 zapiSimo ih pomocu baze (xn)nNzl. Tada
je

tl,il tl,iz e tl,iN

t2,i1 tz,iz U t2,iN
[xi. Xiy = XiN] =1 . .

INig, INi, 0 INiy

Po pretpostavci je svaka kvadratna podmatrica matrice 7 regularna, pa vektori x;,, x,, ..., X;
Cine bazu za HY.

Preostaje nam pokazati da odabir k < N vektora iz (xy, ..., xy) 1 njih N — k iz niza
(XN+1, ..., Xy+x) Cini bazu za HY.
Neka je A € My matrica Cije stupce Cine vektori {x;,,...x; } C {xi, ..., xy}, te {xj,,...x;, } C
{xn+1,---» vk} prikazani u bazi (xi, ..., xy). Pokazat éemo da je detA # 0.
Prvih k stupaca matrice A Cine vektori x;,, ...x;, (koji imaju jedinicu na jednom, a nule na

N

Ij, U jns
12,j, D, jns

geeey

svim ostalim mjestima), a sljedecih N — k vektori x;,, ...x;, ,, oblika

tN,jl tN,J'ka
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Kako je apsolutna vrijednost determinante invarijantna na permutacije redaka i stupaca,
presloZimo retke i stupce matrice A kako bi dobili matricu A” € My oblika

’r _ Ik T’
<[5 7

Tu je I; jedini¢na matrica dimenzija k X k, dok su 7’ € My y_x 1 T" € My_; ny—x podmatrice
od T dobivene odgovaraju¢im permutacijama stupaca i redaka. Po pretpostavci, det(T"") #
0, paje

det(A") = det(Iy) - det(T") + 0.
Posto je matrica A” dobivena iz matrice A odgovaraju¢im permutacijama stupaca i redaka,
vrijedi da je |det(A)| = |det(A")|, pa je det(A) # 0.

PokaZimo sada da vrijedi i obrat.
Neka je (x,)M*X proizvoljan potpuno razgranati bazni okvir za H". Posebno, tada je (x,)"_,

n=1
baza za HY, pa postoje brojevi t;jj takvida je xy,; = Zf\il tijxi,za j = 1,..., K. Poslozimo te
thn tip ... Hhg
) . thy tpn .. by . . .
brojeve u matricu 7" = | | . . |- Trebamo pokazati da je svaka njena kvadratna
Itn1 Ina ... Ik

podmatrica invertibilna.

Neka je k € {1, ..., min{N, K}} proizvoljan. Neka su I = {iy, ..., iy} 1J = {J1, ..., i} dva skupa
indeksa, te neka je T;; = [t;;]ics, jes 0dgovarajuca k X k podmatrica matrice 7. Oznacimo s
I€ = {1,2,..., N} \ I i promotrimo reducirani niz (x,),e;c U (Xy+ )jes- Po pretpostavci, ovih
N vektora ¢ini bazu prostora H".

Oznadimo s A matriénu reprezentaciju te baze u bazi (Xn),]:]:]- Tada se prvih N — k stupaca

matrice C sastoji od vektora kanonske baze za H", odnosno od skupa vektora {ey, ..., ey} \
N 1., e
.y 12.j, 12.ji

{ei, ..., e;}, a preostalih k stupaca Cine vektori x;, = | " [x;, =| " |,...,x;,=| . |.Ova
IN,ji IN,j, IN.ji

je matrica invertibilna, pa su, posebno, njeni retci linearno nezavisni.
Uzmemo li samo retke matrice T ¢iji se indeksi redaka nalaze u skupu /, dobivamo pod-
matricu A; dimenzija k X N,

A= [0 TI,J],

gdje je 0 € Myn_, aT;; € M. Posebno, retci ove matrice su linearno nezavisni, pa su
o€ito i retci od 7, linearno nezavisni.

Dakle, pokazali smo da je za proizvoljan k € {1,...,min{N, K}} svaka kvadratna k X k
podmatrica od 7 punog ranga, pa je i invertibilna. m|
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Definicija 3.2.7. Kazemo da je kvadratna matrica T totalno pozitivna ako su sve njene
minore pozitivni realni brojevi.

Ako je matrica totalno pozitivna, sve su njene minore pozitivni realni brojevi, pa je, po-
sebno, svaka njena kvadratna podmatrica invertibilna. Dakle, totalna pozitivnost matrice
povlaci njenu totalnu nesingularnost.

Neka je T = [t;;] € M, matrica, te neka su I,J C {1,2, ..., N} dva proizvoljna skupa
indeksa istog kardinaliteta. U nastavku ¢ée A(T');; ¢e oznaCavati odgovarajuu minoru ma-
trice 7', to jest, determinantu matrice 77 ; = [#;jlies, jes-

Reci ¢emo da je minora A(T),; solidna ako se skupovi / 1 J sastoje od uzastopnih indeksa.
Posebno, ako je minora A(T');; solidnai 1l € I U J, re¢i ¢emo da je minora inicijalna.

Neka je T = [tij];.’j.:l beskona¢na matrica i n € N. T™ ¢e biti oznaka za kvadratnu
podmatricu koja ¢ini n X n gornji lijevi kut matrice 7. Dakle, T™ = [t, =t Minore te
matrice ¢emo oznacavati s A(T™); ;.

U sljede¢em ¢emo teoremu konstruirati klase beskonacnih totalno pozitivnih sime-
tricnih matrica koje ¢emo, primjenom Teorema 3.1.15., Koristiti za konstrukciju potpuno
razgranatih baznih okvira. Koristit éemo sljedeci kriterij totalne pozitivnosti koji je doka-
zan u [[/]]:

Kvadratna je matrica totalno pozitivna ako i samo ako su sve njene inicijalne minore pozi-
tivne.

Teorem 3.2.8. Neka su (a,), i (b,), nizovi prirodnih brojeva koji zadovoljavaju b, = a,
i ayb,1 — byay,y = 1, za sve n € N. Tada postoji beskonacna matrica T = [tij]z‘}zl sa
svojstvima:

1. t;; €N, i, j € N (svi koeficijenti matrice T su prirodni brojevi) ,
2. t;j=tj, i, j € N(T je simetricna matrica),

3.ty =ty =a,lity, =ty = by, neN (prviredak i prvi stupac matrice T Cini niz (a,),,
a drugi redak i drugi stupac niz (b,),) ,

4. Za svaki n € N matrica T™ je totalno pozitivna (sve minore matrice T™ su pozi-
tivne),

5. Za svaki n € N vrijedi:

A(T(n)){n},{l} =1In = ay,

A(T(n)){n,n—l},{ 1,2} = 1 )
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A(T(n)){n,n—l,n—Z},{ 1,23) = 1 ’

AT pynct 20441 20nt ) = det(T™) = 1,

Drugim rije¢ima, sve solidne minore matrice T™, n € N koje sadrZe donji lijevi kut
od T™ su jednake 1, osim mozda A(T"™)g.q1)-

Dokaz. Konstruirat ¢emo beskona¢nu matricu 7' induktivno.
Zan = 1, imamo TW = [t11] = [a1].

ap

Zan =2, imamo T® =

4 Zl . Po pretpostavkama na nizove (a,), i (b,), vrijedi da je
2 b

b, = a,, pa je matrica T® simetri¢na, te je a;b, — bja, = 1, paje det(T?) = 1.

Neka je sada n € N proizvoljan. Pretpostavimo da imamo simetricnu totalno pozitivhu

matricu s cjelobrojnim koeficijentima 7™ € M, koja zadovoljava uvjete teorema. 7™ je
oblika

(a1 a2 az - ay ]
a b, by - b,
a b t RERI £
T(n) — 3 3 3,3 3,11
ap-1 bn—l tn—1,3 e tn—l,n
e bn tn,3 tn,n |
Stavimo
a; ap as ERR apy1
a b, b3 by Dy
az; by By o Ba Ban
T+ — .
ap—1 bn—l tn—l,3 Tt tn—l,n tn—l,n+l
a, bn tn,3 tn,n tn,n+1
LAn+1 bn+] tn+l,3 e tn+l,n tn+1,n+l,

Svi elementi ove matrice su poznati, osim zadnjih n — 1 elemenata zadnjeg retka i zad-
njeg stupca. Da bi matrica T""*V bila simetri¢na, treba vrijediti #,,13 = 3,41, tas1a =
L4pils ooos bnsin = tune1. Oznacimo te elemente redom s xs, ..., X,+1. Dakle, zbog uvjeta (2),
sveli smo problem na trazenje n — 1 nepoznanica.

Uvijet (3) je zadovoljen samom konstukcijom matrice 7"+,
Pogledajmo sada sve solidne minore matrice 7! koje sadrZe element a,,,;. Vrijedi :

1
A(T(n+ )){n+l},{l} = dp+1
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n+1 bn+l

n a, by
AT D) i1y = det([a ]) =1

-1 by tii3

b t a t a b
1 -1 13 -1 13 -1 -1
AT )){n+l,n,n—1},{1,2,3} = det(| ay b, b3 |) = Qe l}; " =bp | x| lI;
n tn,3 n tn,?) ay n
Qi1 b X3
.. ) b,-1 t,—13|. Auoy by ..
Oznatimolisa = | ' " lisp="" "3 Koristeci pretpostavku a,_ib,—bn_1a, =
bn tn,S ay tn,3
1 i svojstvo (5),dobivamo linearni sustav s jednom nepoznanicom:
ap 1@ — bn+1B + X3 - =1
Dakle, x3 = 1 — ay1a + b,41 8, pa zakljuCujemo da je x3 € Z. Stavimo x3 = t,,41 3.
Pogledajmo sada
An buy 103 lioa
1 A1 Dot iz Lioia
AT D) st w12y 1234y = det(| " Z b b
ay n tn,3 tn,4
Ane1 Dot Lz X4
by 123 lioa an-2 Ih23 Iy24 ana buo tioa Qno bpo f23

= —ays1 |bno1 tim13 tamral|FDusr |G tmi3 temial—teris |Gt Daoy toialdXa|@eer b tioi

bn tn,3 tn,4 ay tn,3 tn,4 ay bn tn,4 ay bn

tn,3

Ozna¢imo li redom ove minore s @, 3, y i iskoristimo li pretpostavku indukcije AT ™), -1.0-2).41.23) =

1, imamo linearan sustav s jednom nepoznanicom
—Qpi 1@ + Dy 1B =ty 3y + x4 - 1 = 1.

Dakle, x4 € Z. Stavimo x4 = ;4 4.
Induktivno nastavljamo postupak za pronalazak preostalih nepoznanica xs, ..., X,1, te na
taj nacin ispunjavamo svojstvo (5) iz iskaza teorema.

Pokazimo sada da su sve inicijalne minore matrice 7! pozitivne.

Primijetimo prvo da je, po pretpostavci indukcije, matrica 7™ totalno pozitivna, pa je svaka
inicijalna minora sadrZana u njoj nuzno pozitivna.

Pogledajmo sada inicijalne minore koje sadrze neke (uzastopne) elemente prvog stupca 1
zadnjeg retka matrice 7"+, Upravo smo dokazali da je svaka od njih, osim eventualno
1 x 1 minore A(T™*D),111y = duy1 jednaka 1 > 0. Znamo da je niz (a,) sastavljen od
prirodnih brojeva, pa je i a,,; > 1. Dakle, sve inicijalne minore matrice 7"*" koje sadrze
elemente prvog stupca su pozitivne.

Radi simetri¢nosti matrice T vrijedi da je

1 1
A(T(n+ )){1},{n+1} = A(T(n+ )){n+1},{1} = dpt1,
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| 1
AT Dty = AT i = 1,

1 1
A(T(n+ )){n+1,n,...,2,1},{1,2,...,n,n+1} = A(T(n+ )){n+1,n,...,2,1},{1,2,...,n,n+1} =1

Dakle, sve inicijalne minore koje sadrZe neke (uzastopne) elemente prvog retka i zadnjeg
stupca matrice 7"*D su takoder pozitivne.

Zaklju¢ujemo da je matrica T totalno pozitivna.

Primijetimo da smo time zadovoljili i svojstvo (1) teorema, jer je svaka 1 x 1 minora matrice
TV pozitivna, pa su svi izra¢unati xs, ..., X,4; € N. ]

Primjer 3.2.9. Neka su nizovi (a,), i (b,), zadani saa, =1ib, =n, zan € N.
a,=1iby, =1, pajea, = b;.

Za svaki n € N vrijedi a, = a,y1 = 1, b, = n, b,yy = n+ 1, paje a,b,.1 — bya,.1 =1, za
neN.

Dakle, zadani nizovi zadovoljavaju uvjete Teorema 3.1.17., pa po istom teoremu vrijedi da
postoji beskonacna matrica T = [t; i1 koja zadovoljava svojstva (1)-(5).

Konstruirajmo tu matricu induktivno kao u dokazu prethodnog teorema.

Na pocetku konstrukcije imamo matricu kojoj su prva dva retka i prva dva stupca odredeni
nizovima (a,), i (b,),, dok su svi preostali koeficijenti matrice nepoznati:

1 1 1 1 -]
4
I3z T34 I35 I3
Iy3 Ty Iys g
Is3 154 Iss Is6
I3 Tea los leo

—_ e =
W W W W N =

1 1 1
Krecemo od podmatrice T® = |1 2 3 |, koja mora zadovoljavati N(T®) 341,123 = 1.
1 3 t33

Laplaceovim razvojem determinante po trecem retku dobivamo t33 = 6.

I 1 1 1
. . 1 2 3 4 . . .
Sada promotrimo matricu T® = 13 6 Zbog simetricnosti matrice T mora
1 4 143 fa
vrijediti t34 = 143, pa imamo samo 2 nepoznata koeficijenta koja moramo izracunati. Iz
uvjeta A(T™®) 300103 = 1 Laplaceovim razvojem po treéem retku dobivamo ty3 = 10.

Zatim iZ uvjeta A(T(4)){4,3,2,1},{1,2’3’4} = 1 dobivamo fyg = 20.
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Nastavljamo s istim postupkom promatrajuci matrice T™, n > 5. U svakoj od njih pojavit
Ce se n — 2 nepoznata koeficijenta, koje redom dobivamo iz n — 2 uvjeta

AT Yao110123 = Ly oo AT pntii2em = 1

Na kraju dolazimo do matrice

15 35 70 126
21 56 126 252

111 1 1 1
123 4 5 6
13 6 10 15 21
7|1 4 10 20 35 56
15

16

Sve koeficijente matrice T koje smo racunali induktivno mogli smo alternativno izacunati
koristeci
Lije1 =1+ li_l,]q_],l' > 3,] > 2.

To zapravo znaci da je T Pascalova matrica (matrica binomnih koeficijenata).

U prethodnom smo teoremu vidjeli da su brojevi t;; jedinstveno odredeni zadavanjem ni-
zova (ay,), i (by),, jer smo do svakog od njih dosli rjeSavanjem jedne linearne jednadZbe
s jednom nepoznanicom. Dakle, nademo li bilo koje druge brojeve koji zadovoljavaju sva
svojstva iz prethodnog teorema uz a, = 1, b, = n, n € N, vrijedi da su to upravo koeficijenti
matrice T.

Pokazimo da za matricu Ciji su elementi zadani s

tin=tm =a,=1,neN
lzn:nzzbn:n,HEN
lije1 = lij+tisje1,0 23,22

vrijede svojstva prethodnog teorema, pa ¢e se ovaj nacin pokazati kao alternativna kons-
trukcija matrice T.

Indukcijom po n, pokazat éemo da A(T™) zadovoljava (1)-(5), za svaki n € N.

Zan =1, n = 2 svojstva teorema su ocito zadovoljena.

Pretpostavimo da postoji n € N takav da su za matricu T zadovoljena sva svojstva te-
orema. Posebno, sve inicijalne minore kojima je donji lijevi kut u n-tom retku su jednake
1. Pokazimo da to vrijedi i za matricu T"V.
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Pokazat ¢emo da je

Neka je j € {0, 1, ..., n} proizvoljan. Tada je

AT D)

57

Wy = Gper = 1,

!
AT D)1y = 1,

!
AT it 120meny = 1.

Kompaktniji zapis ovih uvjeta dan je s

.....

1
1

I n—j+1

Ih—jr13 Li—ji1,j  In—ju1,j+1
I n—j+2 t_j3 Tnoji2,j Tnoji2,jrl
I n—j+3 t,_j133 bneji3,j  tnja3jul
n In3 Iy, Iy j+1
n+1 13 tn+l,j tn+l,j+l

Oduzimanjem redaka vrijednost determinante se ne mijenja, pa od svakog retka oduz-
mimo prethodni i iskoristimo t; j.1 — ti_y jr1 = tij. Takvim postupkom dolazimo do:

1
0
0
0
0
Primijetimo da je
I ti_jin
I t—ji32
1 Iho
It

n—j+1 t_j3 In—jrl,j  Tn—jilj+l
1 Tn—j+2,2 i—j+2,j-1  In—je2,j
1 In-j32 bi—jr3,j-1  In—j43j
1 In2 In.j-1 In.j
1 fns12 fnst, j-1 fnit,j
Ti—j+2,j-1  In—ji2,j

bi—j+3,j-1 In—js3,j

tn,j—l
Luvl,j-1

l,j
tn+1,j

Nastavimo li dalje istim putem, dolazimo do gornjetrokutaste matrice koja ima jedinice duz
cijele dijagonale. Jasno je da je determinanta takve matrice jednaka 1. Zakljucujemo da je
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(o)
,,,,, ij=1

zadana s
I =1tn :anzl,neN,

ty = n2:bn:nan€Na
lije1 = bij + ticje1,0 23,22,

zadovoljava uvjete prethodnog teorema, a dokaz tog teorema nam daje jedinstvenost te
matrice.

Primjer 3.2.10. Neka su nizovi (a,), i (b,), zadani sa a, = n, b, = 3n -1, n € N. Lako
se provjeri da ovako zadani nizovi zadovoljavaju uvjete a, = by i a,b,.1 — a,1b, = 1.
Sada ponovo, induktivnim postupkom kao u dokazu Teorema 3.1.7. dobivamo beskonacnu
matricu

1 2 3 4 5 6
2 5 8 11 14 17
3 8 14 21 29 38

7|4 11 21 35 54 79
5 14 29 54 94
6 17 38 79

Ocito je da odabirom bilo kojih nizova (a,), 1 (b,), koji zadovoljavaju svojstvaa, = by 1
anb,1—a,1b, = 1 naisti nacin kao u prethodna dva primjera moZemo konstruirati razli¢ite
totalno pozitivne simetricne matrice s cjelobrojnim koeficijentima.

Neka je H" Hilbertov prostor za koji Zelimo konstruirati potpuno razgranati konacni
bazni okvir odredene duljine. Neka je T beskonacna simetri¢na totalno pozitivna matrica
konsturirana pomocu Teorema 3.1.17. Fiksiramo K € N i odaberemo dva proizvoljna
skupa indeksa I = {iy,...,iy} 1 J = {j1, ..., jg}. Ozna¢imo s T;; N X K podmatricu matrice
T'. Ona je totalno pozitivna, pa je 1 totalno nesingularna. Sada mozemo primijeniti Teorem
3.1.15. kako bi konstruirali potpuno razgranati kona¢ni bazni okvir za H" koji se sastoji
od N + K vektora.

[lustrirajmo ovaj postupak jednim konkretnim primjerom.

Primjer 3.2.11. Neka je (xn)nl\’:1 kanonska baza za HV, te neka je K € N proizvoljan.
Uzmimo prvih N redaka i prvih K stupaca Pascalove matrice konstruirane u Primjeru
3.1.18.
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Po Teoremu 3.1.15., znamo da stupci matrice

1 0 - 0 01 1 1 1
o1 -~ 001 2 - K
0 0 - 0 01 3 133 <o 1274
00 ---1 01 N-1 Inc1z o0 INc1k
o 0 --- 011 N tns - tyg |

ine potpuno razgranat bazni okvir za prostor HY.

Koeficijenti t;; su dani s t;; = (,;1_12) wai=1,2,.,Nij=1,2,...,K.

Sljedec¢i nam teorem, kojeg navodimo bez dokaza, kaze da su matrice iz Primjera

3.1.18. 1 3.1.19. samo dva reprezentanta beskonacne familije beskonacnih simetri¢nih
totalno pozitivnih matrica.

(o)
i.j=1

Teorem 3.2.12. Neka je d € R pozitivan i neka je T = [t;)]
koeficijenti definirani s

beskonacna matrica Ciji su

tij(d):(l+(i—1)d)(1+(j—1)d)+(l-;J 12)—1,i,jeN
Tada je T? beskonacna simetricna totalno pozitivna matrica Cije su sve inicijalne k x k
minore za k > 2 jednake 1.
Posebno, za svakin € N, T4" = [t; j(d)];fj:1 je realna simetricna totalno pozitivna matrica
s dekompozicijom Choleskog

Td,n — Ld,n(Ld,n)T,

gdje je matrica L*" = [I; j(d)]zj:1 za svakin € N zadana s

[t+G-Dd, j=1
o= {(;1:;), j> 1

Pogledajmo sada kako od matrice T doéi do matrica iz Primjera 3.1.18. i 3.1.19.
RaspiSemo li koeficijente matrice T¢ vidimo da je

1 1+d 1+2d 1+3d
1+4d (Q+dd+d)+1 (A+d)A+2d)+2 (A+d)A+3d)+3
7T=11+2d (A+2d)1+d)+2 (1+2d)(A+2d)+5 (1+2d)(1+3d)+9
1+3d (1+3d)(A+d)+3 (1+2d)(1+3d)+9 (1+3d)(1+3d)+19
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Uzmemo li d = 0, dobivamo upravo Pascalovu matricu, a uzimanjem d = 1 dobivamo
matricu iz Primjera 3.1.19.

Napomena 3.2.13. Za sve d > 0 i za sve prirodne brojeve n matrica T*" definirana u Te-
oremu 3.1.21. je realna, simetricna i pozitivno definitna, pa je poznato da ima jedinstvenu
dekompoziciju Choleskog koja je dana matricom L*".

Fiksiramo li n € N, moZemo primijetiti da se elementi matrica L*" razlikuju samo u prvom
stupcu. Npr, za n = 6 imamo:

1 00 000
Il+d 1 0 0 0 0
pan_[1#24°2 10 00
1+3d 3 3 1 00
l+4d 4 6 4 4 0
[1+54 5 10 10 5 1

Za d = 0, matrica L°" predstavlja donjetrokutasti faktor dekompozicije Choleskog Pasca-
love matrice reda n € N,
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Sazetak

Ovaj je rad izloZio neke od osnovnih rezultata o baznim okvirima na separabilnim Hilber-
tovim prostorima, pri ¢emu smo se oslanjali na ve¢ poznate ¢injenice iz linearne algebre
1 normiranih prostora. Pritom smo posebnu paznju posvetili kona¢nim baznim okvirima,
koji su u praksi najces¢e koriSteni.

Glavni je dio rada posvecen potpuno razgranatim kona¢nim baznim okvirima, koji su po-
sebno vazni radi svoje maksimalne otpornosti na gubitke informacija prilikom prijenosa
podataka. Opisali smo dva nacina konstrukcije takvih kona¢nih baznih okvira. Jedan od
njih je utemeljen na teoremu Chebotaréva, dok drugi koristi svojstva totalno nesingularnih
matrica. Opisali smo 1 jednu metodu konstrukcije beskonacnih totalno pozitivnih matrica.






Summary

In this thesis we have presented some of the crucial results about frames in separabile
Hilbert spaces, whereby we had relied on some well known facts from linear algebra and
normed spaces. We paid special attention to finite frames, since they are the ones that are
most commonly used in practice.

The main part of this thesis is dedicated to finite full spark frames which are especially
important due to their maximal robustness to erasures of informations during data transmi-
ssions. We have described two ways of constructing such frames. One of them is based
on Chebotarev’s theorem, while the other one uses the properties of totally non-singular
matrices. We have also described a particular method of construction of infinite totally
positive matrices.
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