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Uvod

Jo§ od davnina matematicari su zazirali od rjeSavanja kvadratnih jednadzbi Cija rjeSenja
nisu realni brojevi. Slavni matematicar Leonard Euler prvi je uveo imaginarnu jedinicu i
kao oznaku za broj V-1 i time izmijenio svijet matematike. Upravo taj simbol odreduje
kompleksne brojeve, a danas je nemoguce zamisliti modernu matematiku bez njih. U ovom
radu posvetit ¢emo se upravo njima, ali na nacin na koji to jo$ nismo Cinili u Skoli ili na
fakultetu.

U prvom poglavlju prisjetit cemo se osnovnih definicija i svojstava vezanih uz kompleksne
brojeve. Takoder, dati cemo geometrijsku interpretaciju kompleksnih brojeva te neke za-
nimljive rezultate u Euklidskoj geometriji primjenjujudi iste.

U drugom poglavlju uvest ¢emo realni i kompleksni produkt kompleksnih brojeva kao ana-
logone uobicajenih operacija skalarnog i vektorskog mnoZenja vektora. Te operacije sluze
kao efikasno sredstvo pri rjeSavanju geometrijskih problema, Sto ¢emo i pokazati na neko-
liko primjera.

Primjenom navedenih operacija i svojstava kompleksnih brojeva, u posljednjem poglav-
lju, posvetit éemo se rjeSavanju problema iz geometrije trokuta. Pritom ¢emo izvesti neke
vazne tvrdnje i teoreme o trokutu, te rijesiti niz problema kako bismo pokazali u¢inkovitost
u primjeni navedenih operacija.



Poglavlje 1

O kompleksnim brojevima

Za pocetak, re¢i cemo osnovno o kompleksnim brojevima i1 njihova najvaznija svojstva,
a zatim ¢emo dati geometrijsku interpretaciju kompleksnih brojeva i osnovnih operacija
nad njima. S kompleksnim brojevima susreli smo se joS u srednjoj Skoli, a kasnije smo na
fakultetu proSirili znanje o njihovim svojstvima i primjeni. Prisjetit éemo se nekih od njih.
Ovdje ¢emo pokazati i neka geometrijska svojstva koriste¢i kompleksne brojeve.

1.1 Kompleksni brojevi i njihova svojstva

U daljnjem radu pretpostavljamo da su nam poznata osnovna svojstva skupa realnih brojeva
R.

Definicija 1.1.1. Svaki broj z oblika z = x + yi, gdje su x,y € R, naziva se kompleksan
broj. Broj x nazivamo realni, a y imaginarni dio kompleksnog broja z. Pisemo:

x = Re(z),y = Im(z).

Broj i je imaginarna jedinica kompleksnog broja te vrijedi i* = —1.
Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s

C={x+yi:x,yeR}L

Svaki kompleksni broj z = x + yi moZe se zapisati u obliku uredenog para realnih brojeva
(X, ).

Definicija 1.1.2. Dva kompleksna broja z; = (x1,y1),22 = (x2,¥2) jednaka su ako su im
Jjednaki realni i imaginarni dijelovi, tj. ako je x, = x, iy = Y.
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Definicija 1.1.3. Operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih brojeva nad R?* definirane
su na sljedeci nacin:

2+ 22 = (x1,51) + (X2, 32) = (X1 + X2,y + ) € R?,

2122 = (x1,¥1) - (x2,¥2) = (X1X2 — y1y2, X1y2 + X2Y1) € R?.

Prisjetimo se svojstava koja vrijede za operacije zbrajanja i mnoZenja u skupu kom-
pleksnih brojeva.

Propozicija 1.1.4. Za sve kompleksne brojeve 7,71, 25, 23 vrijedi:

1) 21 + 2o = 2 + z1 (komutativnost zbrajanja),

2) (z1 + 22) + 73 = 71 + (20 + 23) (asocijativnost zbrajanja),

3) Postoji jedinstveni kompleksni broj 0 = (0, 0) takav da vrijedi z+0 = 0+z = z (neutralni
element za zbrajanje),

4) Za svaki kompleksni broj z = (x,y) postoji jedinstveni kompleksni broj —z = (—x,—y)
takav da je 7 + (—z) = (=2) + z = 0 (suprotni element).

Propozicija 1.1.5. Za sve kompleksne brojeve z, 71, 25, 23 vrijede sljedeca svojstva:

1) z1 - 22 = 2o - 71 (komutativnost mnoZenja),

2) (z1-22) - 23 = 21 - (20 - 73) (asocijativnost mnoZenja),

3) Postoji jedinstveni kompleksni broj 1 = (1,0) takav da vrijedi z- 1 = 1 - z = z (neutralni
element za mnoZenje),

4) Za svaki kompleksni broj z = (x,y) # 0 postoji jedinstveni broj 7~
vrijedi z-77' = z7' - z = 1 (inverzni element),

5)z1 (22 +23) = 21 - 22 + 21 - 23 (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju).

U'= (¥,y") takav da

Napomena 1.1.6. Za svojstvo 4) iz Propozicije primjenom definicije umnoska kom-
pleksnih brojeva te rjeSavanjem sustava dviju linearnih jednaZbi lako se dobiju x" i y':
/ X 7’ y

X ==,y =-——5"——.
x2+yzy X2 42

Konjugirano kompleksni brojevi

Definicija 1.1.7. Ako je z = x + yi kompleksan broj, broj 7 = x — yi je konjugirano
kompleksan broju z.

Propozicija 1.1.8. Za sve kompleksne brojeve 7,7, 71, 2, vrijede sljedeca svojstva:
1) z = 7 ako i samo ako je 7 € R,

2) z = —z ako i samo ako je z € iR,

3)z=1%

HDu+n=2u+2
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Sz =22

6)71 =@ 220,
7(2)=5270

8) Re(z) = 2, Im(z) = 5.

Modul kompleksnog broja

Definicija 1.1.9. Broj |z| = +/x* + y? naziva se modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog
broja z.

Propozicija 1.1.10. Za sve kompleksne brojeve z,7, 21, 2, vrijedi:
1) —lz] < Re(z) < 2], |z < Im(z) < [2],

2) |zl = 0. Vrijedi |z| = 0 ako i samo ako je z = 0,

3)lzl =1-zl =1,

4)z-z7 =z,

5)lz1 -zl = |zl - |z,

6) lz1l — |2l < |21 + 22| < lzi| + |22,

7) |zl = lz2l < lz1 = 2ol < |zil + |22l

8l =27z #0,

9)'2—;'—@ 2 # 0.

T lal?

1.2 Geometrijska interpretacija i osnovna svojstva

Ranije smo spomenuli da se svaki kompleksni broj z = x + yi moZe zapisati kao ureden par
realnih brojeva (x, y). Stoga se svakom kompleksnom broju z moZe pridruZiti tocka 7'(x, y)
u ravnini R X R.

Definicija 1.2.1. Tocka T (x,y) naziva se geometrijska slika kompleksnog broja z = x + yi.
Kompleksan broj z naziva se kompleksna koordinata tocke T, Sto oznacavamo s T (z).

Napomena 1.2.2. Geometrijska slika broja konjugirano kompleksnog broju z = x + yi
osnosimetricna je tocki T s obzirom na os Xx.

Geometrijska slika inverza za zbrajanje —z centralnosimetricna je tocki T s obzirom na
ishodiste.

Definicija 1.2.3. Koordinatna ravnina u kojoj su smjestene tocke cije su koordinate kom-
pleksni brojevi naziva se kompleksna ravnina. Os x naziva se realna os, a os yimaginarna
0s.
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"

Y

o .

T"(—z, —y) T'(x, —y)

Slika 1.1: Geometrijske slike kompleksnih brojeva

—
Kompleksnom broju z = x + yi, osim tocke, moZze se pridruziti i vektor vV = OT, gdje je

T geometrijska slika kompleksnog broja z.

Vektor v zapisujemo u obliku ¥ = xi + yj, gdje su i i j jedini¢ni vektori na x-osi i y-osi,

redom.

T(z,y)

<y

Y

Slika 1.2: Vektor pridruZen kompleksnom broju
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Definicija 1.2.4. Neka je 7z = x + yi kompleksan broj i neka je T (x,y) njegova geometrijska
slika. Euklidska udaljenost |OT| dana je formulom

|0T| = \(xr — x0)> + (r — Yo)*

pa je |OT| = /x> +y* = |z| = V. Drugim rl]eczma apsolutna vrijednost kompleksnog
broja 7 je duljina duZine OT, tj. duljina vektora vV = xi + y]

Napomena 1.2.5. 1) Za pozitivan realan broj r, skup kompleksnih brojeva kojima je modul
Jjednak r predstavljaju kruznicu K sa sredistem u ishodistu i radijusom r.

2) Kompleksni brojevi z Ciji je modul |z| < r su tocke unutar kruznice K(O, r), a kompleksni
brojevi ¢iji je modul |z| > r predstavljaju tocke izvan kruZnice K(O,r).

Definicija 1.2.6. Neka su 7= F yii i =0t Yoi kompleksni brojevi te neka su im
pridruZeni vektori vi = xii + yiJj Jivh=x0 + Va2 j. Suma kompleksnih brojeva dana je s

21+ 22 = (x1 + x2) + (1 + y2)i,
a suma vektora s

- =

V

T+ = (x + )i+ O +Y2)j

. .o . —_— —_
Stoga je geometrijska slika sume z, + 7, odredena vektorom vi + v;.

A
Y T(x1+ x2,y1 + Y2)
Ty(x2, y2)
I
Ti(z1, 1)
[
-
O T

Slika 1.3: Geometrijska slika sume kompleksnih brojeva
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Definicija 1.2.7. Neka je z = x + yi kompleksan broj te neka mu je pridruzen vektor v =
xi +yj. Neka je A realan broj. Tada je umnosku Az = Ax + idy pridruZen vektor

A=A + Ay],

Uocimo, ako je A > 0 vektori AV i V imaju istu orijentaciju i vrijedi |AV] = A|V.
Ako je A < 0 vektori AV i V imaju suprotnu orijentaciju i vrijedi |AV] = —A|V.
Ako je A =0, onda je AV = 0.

Pokazimo sada geometrijske interpretacije nekih osnovnih geometrijskih pojmova i za-
konitosti te njihova svojstva u kompleksnoj ravnini.

Definicija 1.2.8. Neka su z1 i 7o kompleksni brojevi te neka su tocke T, i T, njihove geome-
trijske slike. Udaljenost tocaka T i T, dana je s

|77 = |z1 — zal,
1. vrijedi
d(Zl,Zz) = |Z1 - Zz|.

Propozicija 1.2.9. Za sve kompleksne brojeve 71, 2, z3 vrijede sljedeca svojstva:
1) d(z1,2,) > 0 (pozitivnost),

2) d(z1,22) = 0 ako i samo ako je 71 = 2,

3) d(z1,22) = d(z2,21) (simetri¢nost),

4) d(z1,z2) < d(z1,z3) + d(z3, 20) (nejednakost trokuta).

Definicija 1.2.10. Neka su A(a) i B(b) dvije razlicite tocke u kompleksnoj ravnini. KaZemo
da se tocka T (z) nalazi izmedu tocaka Ai Bakoz + a,z # b i

la—zl+|z—b|=la-b|.

Teorem 1.2.11. Neka su A(a) i B(b) dvije razlicite tocke. Sljedece tvrdnje su ekvivalente:
1)T € AB,

2) postoji realan broj k > 0 takav da je 7 — a = k(b — 7),

3) postoji realan broj t € {0, 1) takav da z = (1 — t)a + tb, gdje je 7 kompleksna koordinata
tocke T.

Dokaz. Dokazimo prvo da su tvrdnje 1) i 2) ekvivalentne. Znamo daje T € AB ako i samo
ako je la —z| + |z — b| = |a— b|]. To moZemo zapisati kao d(a, z) + d(z, b) = d(a, b), tj. postoji
realan broj k > 0 takav da je z —a = k(b — 2).

Da bismo dokazali ekvivalentnost tvrdnji 2) i 3) uzmimo ¢ takav da je t = - € (0, 1),

k+1
. k = ;= > 0. Sada imamo z — a = k(b — ) ako i samo ako je z = a + Z5b, .

1 k1
z=({—-0a+1tb. O
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Definicija 1.2.12. Argument kompleksnog broja z # 0 definiramo kao realni broj ¢ €
(—n, ] koji predstavlja mjeru kuta izmedu pozitivnog dijela osi x i polupravca iz ishodista
koji prolazi kroz z. PisSemo: ¢ = argz.

Lako se vidi da za svaki kompleksni broj z # 0 vrijedi
x = Re(z) = |z]cos g,y = Im(z) = |z| sin ¢.

Definicija 1.2.13. Neka su T1(zy) i T,(z2) dvije razlicite tocke u kompleksnoj ravnini s
ishodistem O. Mjera pozitivno orijentiranog kuta +T10T), jednaka je arg ;—f

15

T

|

O T

Slika 1.4: Pozitivno orijentiran kut 27,07,

Teorem 1.2.14. Neka su T\(z1), T2(22), T5(z3) tri razlicite tocke u kompleksnoj ravnini s
321

ishodistem O. Mjera kuta (T,T,T5 dana je s arg 2—

2-21"
Dokaz. Translatirajmo toc¢ke T'1(zy), T>(z2), T5(z3) za vektor —z tako da se preslikaju u tocke
0,T;, T} s koordinatama 0, zo — zy,23 — z1. Vrijedi £T,T T3 = /T;0Tj. 1z toga slijedi
3 — 11
22— 12 '

(T;0T; = arg

kako smo i tvrdili. m|
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Napomena 1.2.15. Neka su T(z;),i € {1,2,3,4}, Cetiri razlicite tocke. Mjera kuta izmedu
pravaca T\T5 i T,T4 jednaka je arg 2— 87 llz arg =—= 42 Tvrdnja se dokazuje koristeci ideje iz
prethodnog teorema.

U daljnjem radu susretat ¢emo se s problemima kolinearnosti to¢aka, okomitosti pra-
vaca te sliCnosti trokuta. Pokazat ¢emo uvjete za navedena svojstva koriste¢i kompleksne
brojeve.

Neka su T;(z;),i € {1,2,3, 4}, Cetiri razliCite toCke.

Propozicija 1.2.16. Tocke Ty, T,, T3 su kolinearne ako i samo ako je
3 — 11
22— 12

e R*.

Dokaz. Tocke Ty, T, T3 su kolinearne ako i samo ako je /7,7 T € {0, x}. Slijedi arg 2%2 €
{0, 7}, 1. % € R*. O
Propozicija 1.2.17. Pravci T\ T, i T5T, su okomiti ako i samo ako je
i1~
3 — 24

€ iR".

Dokaz. Pravci T1T, i T5T4 su okomiti ako i samo ako je £(T1T,,T5T,) € {g 7”} Slijedi
arg 42 a-n {n 371} t] 42 ¢ R*. O

23—24 23—24

Propozicija 1.2.18. Trokuti iste orijentacije A1A,Asz i By B,B3 su slicni ako i samo ako je

a, —a by — b,

as —a b3—b1.

. . A1A BB .
Dokaz. Znamo AA|AA; ~ ABB;B; ako i samo ako je :AiAil = :B:Bzi 1 LA3AA;, =
. . — br—b
/B3B\B,. To je ekvivalentno s 2=l = bahil j 4pp 2ot — g boo bl Dobivamo 2= =
b laz—ai| lb3—b| az—a; b3—b aj
201
b3—by " O

Pokazat ¢emo kako racunamo povrSinu trokuta koriste¢i kompleksne koordinate njego-
vih vrhova.

Teorem 1.2.19. Povrsina trokuta A1A,>As Ciji vrhovi imaju koordinate z,, 25, 73 jednaka je
apsolutnoj vrijednosti broja

2oz 1
-1z 72 1f. (1.1)
3 13 1
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Dokaz. Koriste¢i Kartezijeve koordinate, povrSina trokuta s vrhovima (xy, y1), (X2, y2), (X3, y3)
jednaka je apsolutnoj vrijednosti determinante

1X1 1 1
(SZ—XZ Y2 1{.
2
x3 y3 1
Bududi da je
ok + K — 2k
= b = 9k:192,3’
Xk 7 Yk 2i
dobivamo
121+5Z1—Z_11 12151 l-le_l]
0=—=l|n+z2 22—51=—I2251=ZZ2Z_2
s+ m+m 1 s 71 33

O

Korolar 1.2.20. Povrsina pozitivno orijentiranog trokuta A1A,As Ciji vrhovi imaju koordi-
nate 21, 22, 23 dana je formulom

|
P(A1AxA3) = 5 Im(z120 + 2223 + Z321).

Dokaz. Razvojem determinante iz prethodnog teorema dobivamo

7oz 1
22 22 1| =(2 + 2223 + 237 — 2223 — 2123 — 2221)
oz 1

= [(z122 + 2223 + 321) — (2122 + 2223 + 2321)]
=2ilm(z12; + 2223 + 321)
= =2ilm(z122 + 2223 + 7321)-

Uvrstavajuéi dobiveni izraz u (1.1) slijedi da je

1 _ _ _
P(A1AzA3) = 2 Im(ziz + 2223 + 2321).



Poglavlje 2

Realni i kompleksni produkt
kompleksnih brojeva

U ovom poglavlju definirat ¢emo realni i kompleksni produkt dvaju kompleksnih brojeva.
Skalarni i vektorski produkt vektora poznati su nam jos iz srednjoskolskog obrazovanja, a
sada ¢emo ih primijeniti na kompleksne brojeve kako bismo uveli realni 1 kompleksni pro-
dukt kompleksnih brojeva kao njihove analogone. Nabrojat ¢emo i dokazati neka njihova
svojstva koja ¢e nam kasnije znatno olakSati rjeSavanje raznih geometrijskih problema, s
naglaskom na geometriju trokuta.

U daljnjem radu realni produkt ¢emo oznacavati s -, a kod uobicajene operacije mnozenja
znak ¢emo izostavljati, kako bismo jasno razlikovali te dvije operacije.

2.1 Realni produkt kompleksnih brojeva

Koncept skalarnog produkta dvaju vektora otprije nam je dobro poznat. Sada ¢emo taj
koncept primijeniti na kompleksne brojeve.

Definicija 2.1.1. Neka su z; i zp kompleksni brojevi. Realni produkt kompleksnih brojeva
71 1 2o dan je sa

1 _ —
%= 5(2122 +2122).
Uoc¢imo:
S
21°22 = 5(2122 +2122) = 21 - 22,
iz Cega slijedi da je broj z; - z; realan, otkuda je taj produkt i dobio naziv.

Navedimo osnovna svojstva koja vrijede za realni produkt kompleksnih brojeva.

11
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Propozicija 2.1.2. Za sve kompleksne brojeve 7,7y, 22, i 23 vrijedi:

Dz z=zP

2) 71 - 22 = 22 - 71 (komutativnost),

3)z1- (20 +23) = 21 - 22 + 21 - 23 (distributivnost realnog produkta prema zbrajanju),

4) (az1) - 20 = 71 - (@z), za svaki a € R,

5) z1 - 72 = 0 ako i samo ako je OA L OB, gdje su z, i z; koordinate tocaka A i B, redom,
6) (212) - (222) = 12l (z1 - 22)-

Napomena 2.1.3. Neka su A i B tocke s koordinatama a i b, redom. Tada je realni produkt
a - b jednak potenciji ishodista O s obzirom na kruZnicu promjera AB.

Doista, neka je M(%) poloviste duZine AB, odnosno srediite kruZnice, te neka je
r= %IABI = %Ia — b| radijus te kruZnice. Potencija ishodiSta s obzirom na danu kruZnicu
jednaka je
2

a—>b
2

a+b
2

> (a+b)@+b) (a—b)a-b) ab+ba _
- 4 4 2

oM - r* =

a-b,
kako smo 1 tvrdili.

Propozicija 2.1.4. Neka su A(a), B(b), C(c) i D(d) Cetiri razlicite tocke. Sljedece tvrdnje
su ekvivalente:

1)AB L. CD,

2)(b-a)-(d-c¢)=0,

3) Z%j € iR* (odnosno Re(fff) =0).

Dokaz. Neka su M(b — a) i N(d — c) tocke takve da su OABM i OCDN paralelogrami.
Tada vrijedi AB L CD ako i samo ako je OM L ON, tj. vrijedim-n=(b—-a)-(d-c) =0,
prema Propoziciji|2.1.2] svojstvo 5).

Ekvivalencija tvrdnji 2) i 3) slijedi direktno iz definicije realnog produkta. O

Propozicija 2.1.5. Neka se srediste opisane kruznice trokuta ABC nalazi u ishodistu kom-
pleksne ravnine. Ako su a, b, c koordinate tocaka A, B, C, onda je koordinata ortocentra H
tog trokuta jednaka h = a + b + c.

Dokaz. Koristeci realni produkt kompleksnih brojeva dobivamo da su jednadzbe visina
trokuta AA’, BB’, CC’ jednake
AA":(z—a)-(b—¢)=0,BB : (z=b)-(c—a)=0,CC’": (z—¢)-(a—b) = 0.

PokaZimo da tocka s koordinatama 2 = a + b + ¢ leZi na sve tri visine trokuta. Vrijedi
(h—a)-(b—c) = 0akoisamo akoje (b+c):(b—c) = 0Stoje ekvivalentnos b-b—c-c =0,
tj. |b]> = |c|>. Dakle, H € AA’. L

Analogno dobivamo H € BB’ 1 H € CC".

Dakle, tocka s koordinatom & = a + b + ¢ jest ortocentar trokuta ABC. O
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Napomena 2.1.6. Ako su a, b, c,o0,h redom koordinate vrhova trokuta ABC, sredista O
trokutu opisane kruznice te ortocentra H, tada je h = a + b + ¢ — 2o.

Zaista, ako uzmemo tocku A’ takvu da je AA’ promjer opisane kruZnice trokuta ABC,
tada je Cetverokut HBA'C paralelogram. Ako je to¢ka M presjek duzina HA’ i BC, onda
vrijedi

_b+c zytza zmwt20-a
METT T T2 T T 2

1z Cega slijedi

zg=a+b+c—2o.

Navedena svojstva realnog produkta kompleksnih brojeva uvelike nam olakSavaju rjeSavanje
odredenih geometrijskih problema. Pokazat ¢emo njihovu primjenu na nekoliko primjera.

Primjer 1. Neka su tocke M, N, P, Q, R, S redom polovista stranica AB, BC,CD,DE,EF,FA
Sesterokuta ABCDEF. DokaZimo da vrijedi

IRN|* = [MQJ* + |PS?

ako i samo ako je MQ L PS.

B N

Slika 2.1:
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Rjesenje. Neka su a, b, c,d, e, f koordinate vrhova Sesterokuta ABCDEF. Tocke M, N, P,
0O, R, S imaju koordinate

a+b b+c c+d d+e e+ f f+a
= 9n: ’ - ’ = ’ = 9S: ’
2 2 PT T dTTTTT 2

m

redom.
Primjenjujucéi svojstva realnog produkta kompleksnih brojeva imamo

IRNP® = |MQP +|PS|?
ako i samo ako je

e+f_b+c e+f_b+c a+b d+e. a+b d+e

(2 2)-(2 2)=(2—2)-(2—2)
c+d f+a  c+d f+a
H( =I5 (5 - ),

iz Cega slijedi
(e+f—-b-c)-(e+f-b-—c)=(d+e—a—-b)-(d+e—a->b)
+(f+a-c—-d)-(f+a—-c—-4d),
odatle sredivanjem dobivamo
d+e—a-b)-(f+a—-c—-d)=0,
paje MQ L PS.

Primjer 2. Neka su a, b, c razli¢iti kompleksni brojevi takvi da vrijedi |a| = |b| = |c| i
|b + ¢ — a| = |a|l. DokaZimo da vrijedi b + ¢ = 0.

Rjesenje. Neka su A, B, C tocke u kompleksnoj ravnini ¢ije su koordinate a, b, ¢, redom.
Neka je ABC trokut takav da je ishodiSte kompleksne ravnine srediSte njemu opisane
kruZnice, te neka je R radijus te kruznice. Tada vrijedi

aa = bb = c¢ = R*.
Primjenjujucéi realni produkt kompleksnih brojeva imamo
b + ¢ — a| = |a] ako i samo ako je |b + ¢ — af* = |af,
tj.

(b+c—a)-(b+c—a)=|af,
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Slika 2.2:

paje
lal* + 16 +cl* +2b-c—2a-c—2b-c = |a]*.
Dobivamo
2R*+b-c—a-c—a-b)=0,
tj.

a-a+b-c—-a-c—a-b=0.

Iz toga slijedi da je (a — b) - (a — c¢) = 0, paje AB L AC, tj. .BAC = 90°. Stoga je BC
promjer trokutu opisane kruznice paje b + ¢ = 0.

P_rinﬁr 3. Neka je T teZiste trokuta ABC te neka su tocke Ay, By, Cy polovista stranica
BC,CA, AB, redom. DokaZimo da za svaku tocku P u ravnini trokuta vrijedi

|PA)? + |PB* + |PC)* + 9|PT|* = 4(|PA,|* + |PB,* + |PC,P).

Rjesenje. Neka su a,b,c,ay,by,cy,t, p redom koordinate tocaka A, B,C,A, B;,C,, T, P.
Vrijedi
_atb+c _b+c c+a _a+b

3 7a1_ 2 ’1: 2 901_ 2
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Slika 2.3:

Primjenjujuci realni produkt kompleksnih brojeva imamo

|PAP + |PBP* + |PCF + 9IPTP? = (p—a)-(p—a) +(p=b) - (p=b) +(p—¢) - (p = ©)

a+b+c a+b+c
+9lp—-—| p—T

=12IpP -=8a+b+c)-p+2(a +1b* + 1) +2a-b+2b-c+2c-a.

S druge strane, imamo

b+c b+c c+a c+a
4(|PA1|2+|P31I2+|PC1'2):4[(”_2)'(‘”_ )+(p_ J =)

e

=12IpP -=8a+b+c)-p+2(a +1b* +|c*) +2a-b+2b-c+2c-a,

¢ime je tvrdnja dokazana.

2.2 Kompleksni produkt kompleksnih brojeva

Vektorski produkt dvaju vektora Siroko je primjenjiv u matematici i znanosti opéenito.
Taj dobro poznati koncept primijenit ¢emo na kompleksne brojeve te pokazati njegovu
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primjenu u rjeSavanju problema vezanih za povrSinu, kolinearnost i paralelnost.

Definicija 2.2.1. Neka su z;, i zp kompleksni brojevi. Kompleksni produkt brojeva z; i 2,
dan je sa

1 _ _
21 X2 = 5(21Z2 - 2122)-
UocCimo:
1 _ _ 1 _
UXD+ X = 5(2122 - 2122) + E(lez -72122) =0,

paje Re(z; X z2) = 0, tj. produkt z; X z, je €isto imaginaran kompleksni broj.

Pokazimo sljedeca svojstva koja vrijede za kompleksni produkt kompleksnih brojeva.

Propozicija 2.2.2. Neka su z,,z, i zz kompleksni brojevi. Vrijedi:

1) 21 X 25 = 0 ako i samo ako je z; = 0ili z, = 0 ili z; = Azo, gdje je A realan broj,

2) 21 X 2o = —2o X 71 (antikomutativnost),

3) 21 X (22 +23) = 71 X2+ 21 X 23 (distributivnost kompleksnog produkta prema zbrajanju),
4) a(z; X 22) = (az1) X 22 = 71 X (@22), za sve realne brojeve «,

5) Ako su A(zy) i B(z,) razlicite tocke od kojih niti jedna nije ishodiste, tada je 7y X 7o = 0
ako i samo ako su tocke O, A, B kolinearne.

Napomena 2.2.3. a) Neka su A(a) i B(b) razlicite tocke u kompleksnoj ravnini, od kojih ni-
Jjedna nije ishodiste. Kompleksni produkt brojeva a i b ima sljedece geometrijsko svojstvo:

b 2iP(AOB), AOAB pozitivno orijentiran,
a =
—2iP(AOB), AOAB negativno orijentiran.

Zaista, ako je AOAB pozitivno orijentiran, onda je

b
2iP(OAB) = i|OA||OB| sin LAOB = ila||b| sin (arg—)
a

. b\lal 1 (b b
= ila|lb|Im|—|— = =la]’| - - =
llalllm(a)lb| 2Ial (a a)
1 _
:E(ﬁb—ab):axb.

U drugom slucaju, primijetimo da je trokut OBA pozitivno orijentiran pa je stoga

2iP(OBA) =bxa=—-axb.
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b) Neka su A(a), B(b), C(c) tocke u kompleksnoj ravnini. Kompleksni produkt nam omogucuje
da dobijemo sljedecu formulu za povrsinu trokuta ABC:

P(ABC) = {%(a X b+ bXc+cxa), AABC pozitivno orijentiran;

—%(a X b+ bxXc+cXxa), AABC negativno orijentiran.

Nadalje, jednostavnom algebarskom manipulacijom se pokazuje da je
1 —
P(ABC) = > Im(ab + bc + ca)

ako je AABC pozitivno orijentiran, kao sto smo i pokazali u Korolaru|l.2.20

Translatirajmo tocke A, B, C za vektor —c. Tocke A, B, C se preslikavaju redom u toc¢ke
A’, B’, O s koordinatama a — ¢, b — ¢, 0. Trokuti ABC i A’ B’ O sukladni su i iste orijentacije.
Ako je AABC pozitivno orijentiran, tada je

P(ABC) = P(OA'B’) = %((a—c)x(b—c))z %((a—c)xb—(a—c)Xc)
:l,(CX(a—C)—bX(a—C)):i,(CXa—CXC—bXa-FbXC)
2i 2i

1
:?(axb+b><c+c><a),
1

kako smo 1 tvrdili. Drugi slu¢aj se dokazuje na sli¢an nacin.

Propozicija 2.2.4. Neka su A(a), B(b), C(c) razlicite tocke u kompleksnoj ravnini. Sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:

1) Tocke A, B, C su kolinearne,

2)(b—a)x(c—a)=0,

J)axb+bxc+cxa=0.

Dokaz. ToCke A, B, C su kolinearne ako 1 samo ako vrijedi P(ABC) = 0, j. akojea X b +
b xc+cxa=0. Tase jednadzba mozZe zapisati u obliku (b — a) X (¢ — a) = 0, pa vrijede
ekvivalencije. O

Propozicija 2.2.5. Neka su A(a), B(b), C(c), D(d) razlicite tocke od kojih nikoje tri nisu
kolinearne. Tada je AB || CD ako i samo ako je (b —a) X (d —c¢) = 0.

Dokaz. Odaberimo tocke M(m) i N(n) takve da su OABM i OCDN paralelogrami. Vrijedi
m=b-a,n=d--c.

DuZine AB i CD su paralelne ako i samo ako su to¢ke O, M, N kolinearne. Primjenjujuéi
svojstvo 5) iz Propozicije dobivamo

O=mxn=(0b-a)x(d-c).
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Rijesimo nekoliko primjera u kojima se primjenom kompleksnog produkta kompleks-
nih brojeva olakSava rjeSavanje geometrijskih problema.

Primjer 4. Tocke D i E nalaze se na stranicama AB i AC trokuta ABC tako da vrijedi
|AD| _|AE| 3

IAB|  |AC| 4
Neka se tocke E' i D’ nalaze na polupravcima BE i CD tako da vrijedi |EE'| = 3|BE]| te
|DD'| = 3|CD|. Dokazimo da vrijedi:
1) tocke D', A, E’ su kolinearne,
2)|AD’| = |AE’|.

Slika 2.4:

Rjesenje. Tocke D, E,D’, E’ imaju koordinate

:a+3b,e:a+3c,e'=4e—3b=a+30—3b,d’:4d—3c:a+3b—3c,

d
4 4

redom.
1) S obzirom da vrijedi
(a-d)x (' —d)=Bc—-3b)x(6¢c—6b)=18(c —b)x(c—b) =0,
iz Propozicije [2.2.2] slijedi da su tocke D', A, E’ kolinearne.
2) Uocimo:
|AD'|

ID'E’|

a—d
e/_d/

1

2’

tj. A je poloviste D’E’, pa tvrdnja vrijedi.
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duzina BC,CD,DE,EA, MP, NQ, redom. DokaZimo da je RS || AB.

E

Slika 2.5:

Rjesenje. Nekasua,b,c,d, ekoordinate vrthova A, B, C, D, E, redom. Tocke M, N, P, Q,R, S
imaju redom koordinate

b+c c+d d+e e+a b+c+d+e c+d+e+a
=—F=Nh= D= ,q = ,F = ,8 =
A T T s R 4 4
Prema tome, vrijedi
s—r o7 1
= =——€R,
b—-a b-a

paje
1
(s=rxb-a) = —Z(b—a)x(b—a)zo.
Iz Propozicije slijedi da je RS || AB.

2.3 Jos neki primjeri

Pokazali smo na nekoliko primjera kako se direktnom primjenom realnog i kompleks-
nog produkta kompleksnih brojeva te svojstava kompleksnih brojeva brzo i efikasno mogu
rijeSiti brojni geometrijski problemi. U tu svrhu navest ¢emo jo$ nekoliko bazi¢nih pri-
mjera iz geometrije.
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Primjer 6. Neka je ABCD &etverokut takav da mu se dijagonale AC i BD raspolavljaju.
DokaZimo da je ABCD paralelogram.

D

Slika 2.6:

RjeSenje. Neka su a, b, ¢,d koordinate vrhova Cetverokuta ABCD. Koordinate polovista
dijagonala AC i BD su redom “* i %. S obzirom da se dijagonale raspolavljaju, polovista
im se podudaraju pa vrijedi

a+c b+d

2 27
tj.
a+c=b+d,
Sto moZemo zapisati kao

b—a=c-d. (2.1)

Vrijedi da su duZine AC i BD paralelne ako i samo ako je g realan broj (vidi [S]). Podi-
jelimo izraz (2.1) s ¢ — d. Dobivamo

tj. l;_;f; je realan broj pa su AC i BD su paralelne. Nadalje, iz slijedidaje [b—al = |c—d)|,
paje |AB| = |CD|.

Analogno se dobije da su BC i DA su paralelne i jednakih duljina. Zaklju¢ujemo, &etverokut
ABCD je paralelogram.
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Primjer 7. Neka su E, F, G, H redom polovista stranica AB,BC,CD, DA konveksnog cetverokuta
ABCD. DokaZimo da su pravci AB i CD okomiti ako i samo ako vrijedi

|BC* + |AD> = 2(|[EG* + |[FH?).

Rjesenje. Neka su koordinate polovista stranica Cetverokuta E, F, G, H dane redom s e, f, g, h.
Tada je

a+bf b+c c+dh d+a
e: N = N = N = .
2 ) 2
D
G
H C
F
B
A E
Slika 2.7:

Primjenom realnog produkta kompleksnih brojeva, iz relacije
|BCI® + |AD]* = 2(EGI* + |FHJ?)
dobivamo
(c—b)-(c—b)+(d—a)-(d—a)=%(C+d—a—b)-(c+d—a—b)
+%(a+d—b—c)-(a+d—b—c).
To je ekvivalentno s
c-c+b-b+d-d+a-a-2b-c-2a-d=a-a+b-b+c-c+d-d—-2a-c+2b-d,
tJ.
a-d+b-c=a-c+b-d.

Iz toga slijedi (a—b) - (d — ¢) = 0 ako i samo ako je AB L CD, $to smo i trebali dokazati.
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Primjer 8. Neka je ABCD konveksan Cetverokut. Dokazimo da vrijedi
|AB* +|CDJ* = |AD|* + |BC|

ako i samo ako je AC L BD.

Slika 2.8:

Rjesenje. Koristei svojstva realnog produkta kompleksnih brojeva slijedi da je
|ABI* + |CDJ* = [BC® + |DAJ*
ako 1 samo ako je
b-—a)-b-a)+(d—-c)-d-c)=(c—-b)-(c=b)+(a—d)-(a—4d),
odnosno
a-b+c-d=b-c+d-a.
Konac¢no, imamo
(c—a)-(d-b)=0,
Sto je ekvivaletno s AC L BD.

Primjer 9. Dan je konveksni cetverokut ABCD. Polovista duZina AB,AC i BD su koline-
arna. DokaZimo da taj pravac prolazi kroz poloviste duZine CD.
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A D

Slika 2.9:

RjeSenje. Neka su polovista duzina AB, AC, BD i CD dana redom s a’,b’, ¢’, d’. Vrijedi

,_a+b , a+c , b+d , c+d
@=—b=mmd=mmd =

(2.2)
Iz &injenice da su polovista duzina AB, AC i BD kolinearna prema Propoziciji slijedi
b -ad)yx( -d)=0.

Uvrstavajudi (2.2)) dobivamo

(a+c a+b) (b+d a+b)
- X - =0,

2 2 2 2

c—b d—a
X =0.
[ )(5)
Prethodnu relaciju mozemo zapisati kao

c+d_b+d « c+d_a+c ~ 0
2 2 2 2 |7

odnosno

t.
d - ) x(d -b)=0,

iz Cega slijedi da su polovista duzina AC, BD i CD kolinearna, &ije je tvrdnja dokazana.



Poglavlje 3

Primjene u geometriji trokuta

U ovom poglavlju izvest ¢emo neke vazne teoreme 1 tvrdnje o trokutu koristeci svojstva
realnog i kompleksnog produkta kompleksnih brojeva, te ¢emo ih primijeniti za rjeSavanje
nekih geometrijskih problema. Prvo ¢emo izvedene tvrdnje i svojstva primijeniti na ko-
nveksni mnogokut, a zatim ¢emo se usredotoCiti na geometriju trokuta. Neki koncepti koje
¢emo iznijeti poznati su nam otprije, dobrim dijelom s kolegija Elementarna geometrija,
no ovdje ¢emo im pridodati malo drugacije tumacenje.

3.1 Povrsina konveksnog mnogokuta

Kazemo da je konveksni mnogokut A;A;...A, pozitivno orijentiran ako su za bilo koju to¢ku
M, koja se nalazi unutar mnogokuta, trokuti MA A1,k = 1,2, ...n, pozitivno orijentirani.

Teorem 3.1.1. Neka je A\A,...A, pozitivno orijentiran konveksan mnogokut kojemu su ko-
ordinate vrhova ay, a, ..., a,. Tada vrijedi:

1. _ _ _
PAA,---A) = Elm(alaz +aras + -+ + a,_1a, + a,a).

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Za bazu n = 3, tvrdnju smo
ranije dokazali u Napomeni [2.2.3] koriste¢i kompleksni produkt.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k. Dokazimo da vrijediizan =k + 1:

P(AAy - - AjArsr) = P(A1Ay - - - Ap) + P(ArAr1Ay)

1 _ _ _ _ 1 _ - _

= EIm(alaz + araz + -+ a_1a; + akal) + EIm(akakH + ap.aq + alak)
1. _ _ _ - 1. _

= EIm(alag +aras + - -+ Q104 + A + A ay) + EIm(akal +aja;)

1 _ _ _ -
= EIm(alaz + axaz + -+ + ArQps + Qi1 ay),

25
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jer je Im(aza, + ajay) = 0. O
Napomena 3.1.2. Tocke A((a,), Ax(ay), ..., An(a,) su kolinearne ako i samo ako je

Im(aia, + azas + - - - + a,_1a, + a,a;) = 0.

3.2 Neke karakteristicne tocke trokuta

Navest ¢emo neke istaknute tocke u trokutu, veéinom poznate otprije, te pokazati neka
vazna svojstva trokuta koriste¢i navedene tocke. No, uvedimo prvo nekoliko novih poj-
mova.

Definicija 3.2.1. Neka tocke A’, B', C’ leZe na stranicama BC, CA, AB trokuta ABC, redom.
DuZine AA’, BB', CC'’ nazivamo Cevijanama trokuta ABC.

C

A e B

Slika 3.1: Cevijane trokuta Slika 3.2: Simedijana trokuta

Definicija 3.2.2. Pravac dobiven preslikavanjem teZisnice trokuta osnosimetricno s obzi-
rom na simetralu odgovarajuceg kuta naziva se simedijana trokuta.

Propozicija 3.2.3. N@ su_toéke_A', B’, C’ na stranicama BC, CA, AB trokuta ABC, redom,
takve da se cevijane AA’, BB, CC' trokuta ABC sijeku u tocki Q, te neka vrijedi

|BA'l p ICB'| m |AC'| _n

A’/C|  n’|BAl  p’|C’'Bl m’

Ako tocke A, B, C redom imaju koordinate a, b, c, tada tocka Q ima koordinate

_ma+nb+ pc
1= Tmtn+p
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Dokaz. Koordinate to¢aka A’, B’, C’ su redom jednake

_nb+ pc ma+pc ,  ma+nb

’ ’

b = , .
n+p m+ p m+n

Neka je Q tocka ¢ije su koordinate

ma + nb + pc

1 m+n+p

DokaZzimo da se &evijane AA’, BB, CC’ sijeku u toj to¢ki.
Tocke A, Q1 A’ su kolinearne ako 1 samo ako vrijedi (g—a)X(a’—a) = 0. To je ekvivalentno
S

(ma+nb+pc ) (nb+pc )
—— —a|Xx —al=0,
m+n+p n+p

tj. (nb + pc — (n + p)a) X (nb + pc — (n + p)a) = 0, §to vrijedi po definiciji kompleksnog

produkta.

Analogno, dobivamo da tocka Q leZi na Cevijanima BB’ i CC’ te je time tvrdnja dokazana.
O

Navedimo sada neke vazne karakteristicne tocke trokuta ABC 1 njihova svojstva.
1) TezisSte. Ako je tocka Q iz Propozicije ujedno i teziSte T trokuta ABC, onda vrijedi
m =n = p = 1. Iz toga slijedi da je koordinata tocke 7" dana sa

a+b+c
ZT:T

B1 Al

A o) B B

Slika 3.3: Te7iste trokuta Slika 3.4: SrediSte trokutu upisane kruZnice
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2) Srediste upisane kruznice. Neka su duljine stranica AB, BC, CA trokuta dane re-
dom s v, @, 8. Ako je to¢ka Q ujedno i srediSte S trokutu upisane kruzZnice, tada, koristeci

svojstvo simetrale kutova, vrijedi m = a,n = B,p = . Iz toga slijedi da je koordinata
toCke S

1

E a+p+y 2s

gdje je s poluopseg trokuta ABC.
3) Ortocentar. Ako je tocka Q ortocentar H trokuta ABC, tada vrijedi

IBA’| _tgC |CB| tgA |AC'| tgB
IA’C|  tgB’|B'A] tgC’|C'Bl tgA’

Slijedi daje m = tgA,n = tg B, p = tg C te su koordinate ortocentra H dane s

B (tgA)a + (tg B)b + (tg C)c
= tgA+tgB+tgC
C C
A/ A/
B’ B’
A CY/ vB A C/ B
Slika 3.5: Ortocentar trokuta Slika 3.6: Gergonneova tocka

Napomena 3.2.4. Dokaz postojanja teZista, sredista upisane kruZnice i ortocentra trokuta
moZemo pronaci u [7] i [9].

4) Gergonneova tocka. Ako su tocke A’, B, C’ diralista trokutu upisane kruZnice i

stranica BC, CA, AB, redom, tada se Cevijane AA’, BB’, CC’ trokuta ABC sijeku u tzv. Ger-
gonneovoj tocki G. Tada vrijedi

BA| 75 ICBI 75 AC| 5
ACl T I 1Al LUI0B

S

|’_i

<
©

|
]
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Koordinata tocke G dana je sa

rea +1gb + 1)

G ————
Fo 1 +Ty

gdje su r,, rg, r, radijusi pripisanih kruznica trokutu ABC. Lako se pokaze da vrijedi

P P P
’r = ’r = 2
s—a’’ s—pB7 s—vy

Fo =
gdje je P povrsina trokuta ABC, a s njegov poluopseg.
5) Lemoineova tocka. Lemoineova tocka L sjeciste je simedijana trokuta ABC. Vrijedi

BA’| _ ¥y’ ICB| _a® |AC'| _ B
A'Cl — B2 IB'Al - 2 |C'Bl  a?

Slijedi da je koordinata tocke L dana s

a’a +ﬁ2b + yzc
a’+ B2 +y?

L =

Slika 3.7: Lemoineova tocka

Slika 3.8: Nagelova tocka

5) Nageﬂa i)ék_a. Ako su tocke A’, B’,C’ diraliSta trokutu pripisanih kruZnica sa

stranicama BC, CA, AB, redom, onda se Cevijane trokuta ABC sijeku u tzv. Nagelovoj
tocki N. Tada vrijedi

|BA'| _s—y ICB| _s—a |AC'| _s-p
IA'Cl  s—-B’|BA]  s—vy' |C’'Bl s-«a
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te iz Propozicije|3.2.3|slijedi da su koordinate Nagelove tocke dane s

_(s—aa+(s-pPb+(s—y)
C —)+(-P+(s-)

[(s —a)a+ (s —PB)b+ (s —y)]

:(1—%)a+(1—'§)b+(1—%)c.

Napomena 3.2.5. Dokaz postojanja Gergonneove, Nagelove i Lemoineove tocke trokuta
moZemo pronaci u [6l] i [9].

IN

© | =

RijeSimo jedan primjer primjenjujuéi pokazana svojstva.

Primjer 10. Neka su a, B,y duljine stranica BC,CA, AB trokuta ABC. Pretpostavimo da
je @« < B < vy. Neka su tocke O,S,H redom srediste opisane kruZnice, srediste upisane
kruZnice i ortocentar trokuta ABC. DokaZimo da vrijedi

1
P(OSH) = g(a =BB -y -,

gdje je r polumjer trokutu upisane kruZnice.

Slika 3.9: Trokut OS H

Rjesenje. Smjestimo trokut ABC u kompleksnu ravninu s ishodiStem u tocki O tako da je
trokut pozitivno orijentiran. Primjenjujuéi kompleksni produkt i koordinate tocaka S i H
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dobivamo

1 1
P(OSH) = z—i(ZS X zy) = 5

aa + b+ yc

X(a+b+c)
a+p+y

:é%l_[(a—ﬂ)axb+(B—y)ch+(7—oz)c><a]

1
= 5 U@ = BP(OAB) + (B = y)P(OBC) + (y — 0)P(OCA)]

5 .
:21 [(a ﬁ) sm2C B sm2A+(y_a)R 512n23]

2

4s
_ Sim BBy - .
-

[(@ —B)sin2C + (B —y)sin2A + (y — @) sin 2B]

Sto je 1 trebalo dokazati.

3.3 Eulerova kruznica devet tocaka

Neka je trokut ABC smjeSten u kompleksnoj ravnini tako da mu se srediSte opisane kruznice
nalazi u ishodistu O, te neka su a, b, ¢ koordinate vrhova A, B, C. Ve¢ smo ranije pokazali
u Propoziciji[2.1.5]da ortocentar H ima koordinate zy = a + b + c.

A

)
C
B/
Cl/
Bl Al
H A A
@) >
X
A// B/l
A Ch C’ B

Slika 3.10:

Oznacimo s Ay, By, C; polovista stranica BC,CA,AB, s A’, B', C’ nozista visina iz od-
govarajucih vrhova na nasuprotne stranice, te s A”, B”, C” polovista duzina AH, BH,CH,
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redom.
Lako se vidi da tocke A, B;,C;,A”, B”, C” imaju sljedece koordinate:

1 1 !

1 1 1
Zar = a+ E(b +c¢),zpn = b+ z(c +a),zcr = c+ E(a + b).

Koordinate tocaka A’, B’,C’ ne mogu se tako lako odrediti. U tome ¢e nam pomoci
sljedeca propozicija.
Propozicija 3.3.1. Neka se tocka X(x) nalazi u ravnini trokuta ABC te neka je P njena

ortogonalna projekcija na pravac BC. Tada je koordinata tocke P jednaka

1 bc_
P=3 x—ﬁx+b+c ,

gdje je R radijus trokutu opisane kruznice.

Slika 3.11: Ortogonalna projekcija tocke na stranicu trokuta

Dokaz. Primjenjujuci realni i kompleksni produkt, jednadZbe pravaca BC i XP moZemo
zapisati kao

BC :(z-b)x(c—-b)=0,
XP:(z—=x)-(c—b)=0.
Koordinata tocke P zadovoljava obje jednadZbe pa imamo
(p—b)x(c=b)=0,
(p—x)-(c-b)=0,
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Sto je ekvivalentno s
(p=b)C~b) =P -b)c-b)=0,
(p=0@=b)+ (@ -%)(c-b)=0.
Zbrajanjem tih dviju relacija dobivamo
2p-b-x)c—-b)+ (b -x)(c—b)=0.
Iz toga slijedi da je koordinata tocke P dana s

b+x+c_€@—54

<
Il

c—b

c—-b _ -
b+x+ﬂ(x—b)]
c b

[ bc _ -
b+x—ﬁ(x—b)]

= = = =

b
x——c}+b+c).
R2

Iz gornje propozicije slijedi da su koordinate to¢aka A", B’, C’

1 bca
ZA/=§(a+b+c—ﬁ ,
CaE
ZB =§(a+b+c—ﬁ N
1 abc
Zc/=§(a+b+c——2

Teorem 3.3.2. (KruZnica devet tocaka.) U svakom trokutu ABC tocke A\, B,,Cy, A", B’,C’,
A”,B",C" leZe na istoj kruznici, cije srediste se nalazi u polovistu duZine OH, a radijus je
dvostruko manji od radijusa trokutu opisane kruZnice.

Dokaz. Ozna&imo s O’ poloviste duzine OH. Prema pretpostavci slijedi da je njena ko-
ordinata zo = %(a + b + ¢). Znamo |a| + |b| + |c| = R, gdje je R radijus trokutu opisane
kruZznice.

Uoc¢imo da vrijedi |O’A|| = |z4, — 20| = %lal = %R, pajei|O’'By| =10'Cy| = %R.
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C
B’ ok
Bl / Al
H A
B//
A ) Vod

Slika 3.12: Eulerova kruZnica devet tocaka

Nadalje, |O’A”| = |z4» — 20| = %lal = %R. Analogno, |O’'B”| = |0'C"| = %R.

Udaljenost tocaka O" 1 A" lako izratunamo:

1
= —|bcal =

R >z allbllel =

Analogno dobivamo da je |O’'B’| = |O'C’| = %R.
Dakle, vrijedi

0"l = |0'Bi| = 10°Ci| = |0'A'| = |0'B| = |0'C'| = |0'A”| = |0'B"| = |0'C",

’ At 1 bcﬁ
|0A|:|ZA’_Z0'|:‘§(CI+Z7+C—F

3

2R

R

1
)—§(a+b+c)

34

pa tocke Ay, B;,C,A’,B’,C’',A”,B”,C"” leze na istoj kruznici, sa srediStem u O’ i radiju-

som %R.

O

Teorem 3.3.3. 1) (Eulerov pravac.) U svakom trokutu ABC tocke O, T, H su kolinearne.

2) (Nagelov pravac.) U svakom trokutu ABC tocke S, T, N su kolinearne.

Dokaz. 1) Ako je srediSte trokutu opisane kruznice O ujedno i ishodiSte kompleksne rav-
nine, imamo zp = 0,27 = 3(a+b+c),zy = a+b+c. Prema Propoziciji tocke O, T, H

su kolinearne.
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Slika 3.14: Nagelov pravac

Slika 3.13: Eulerov pravac

2) Imamo zs = Fa + %b +5c,2r = %(a +b+c0)zy = (1 - %)a + (1 —[—j)b + (1 - %)c
Lako se dobije da vrijedi zy = 3z7 — 2zs.
Primjenom svojstava kompleksnog produkta na gornju relaciju dobivamo

(zr —zs) X (2y — z5) = (zr — 25) X [3(zr — z5)] = 0, pa su tocke S, T, N kolinearne. O

Rijesimo sada jedan primjer primjenjujuci prethodna svojstva i tvrdnje.

Primjer 11. Neka se tocka M nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC. DokaZimo da
sredista Eulerovih kruznica trokuta MBC, MCA, MAB cine trokut slican trokutu ABC.

Rjesenje. OznaCimos A’(a’), B'(b"), C’(c") srediSta Eulerovih kruzZnica trokuta MBC, MCA, MAB,
redom. Neka je srediSte opisane kruznice trokuta ABC smjeSteno u ishodiStu kompleksne
ravnine. Koordinate to¢aka A’, B’, C’ su redom

m+b+c , m+a+c m+a+b

/: ’bl_ ,/: ,
4 2 2 ¢ 2

s obzirom da se M nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC.
Slijedi

b —a _a—b_b—a

b

c—-a a—c c—a

iz Cega slijedi AA’B'C’ ~ AABC, prema Propoziciji [1.2.18]
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Slika 3.15:

3.4 Neke udaljenosti u trokutu

Neka su «, 8,y duljine stranica trokuta ABC. Poluopseg trokuta dan je sa s = %(a +B+7),
radijus trokutu upisane kruznice s r, a radijus opisane kruznice s R.

Teorem 3.4.1. Duljine stranica trokuta «, B,y rjeSenja su kubne jednadzbe
£ —2st* + (s> + > + 4Rr)t — 4sRr = 0.

Dokaz. Dokazimo da a zadovoljava jednadzbu. Imamo

a = 2RsinA = 4R sin 0 cos —,

2
A cos %
S—a=rctg—- = r——0r>
2 sin 5
odakle je

cos’ é = als — @)

2 4Rr

.2 A ar

sin” — =
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Iz identiteta cos? %‘ + sin’ %

= 1 slijedi

a(s — a) ar
+ =1,
4Rr 4R(s — a)

tj. sredivanjem dobivamo
@ —2sa* + (s> + r* + 4Rr)a — 4sRr = 0.
Analogno se pokaZe da su 1y rjeSenja dane jednadzbe. O
Iz Teorema [3.4.1] koriste¢i relacije rjeSenja i koeficijenata jednadzbe, slijedi

a+p+y=2s,
af + By +ya = s* + r* + 4Rr,
afy = 4sRr.
Korolar 3.4.2. U svakom trokutu ABC vrijede sljedece formule:

a? + B+ =2(s> — r* — 4Rr),

3.1
@ + B+ =2s(s* - 3r° — 6Rr). G-1)
Dokaz. Imamo
@+ +y = (@+B+y) —2af + By +ya)
= 45> = 2(s* + r* + 4Rr)
=2s* - 21" — 8Rr
= 2(s* — r* — 4Rr).
Za dokaz druge formule imamo
@ +f +y = (@+B+y)@ + B +y —af Py - ya) + 3afy
= 2s(2s> — 2r* — 8Rr — s> — r* — 4Rr) + 12sRr
= 2s(s* — 3r* — 6RY).
O

Pretpostavimo da je srediSte O opisane kruznice trokuta ABC smjeSteno u ishodiStu
kompleksne ravnine, te neka su a, b, ¢ koordinate vrhova A, B, C, redom.

Lema 3.4.3. Realni produkti a - b,b - c,c - a dani su s

2 2 2

04 ) @ , B
b=R*-b-c=R' - —,c-a=R -—.

a > c 7oca >
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Dokaz. Primjenjujuci svojstva realnog produkta imamo
Y =la-b?=(@@-b)-(a-b)=a*-2a-b-b*=2R*~2a-b,

iz Cega slijedi prva formula. Preostale dvije dokazuju se analogno. O

U sljede¢im teoremima, radi pojednostavljenja zapisa, koristit ¢emo tzv. ciklicku
sumu. Ciklicke sume koriste se za zbrajanje preko permutacija. Promotrimo permuta-
ciju (a, b, ). Ciklicka suma 3. je zbroj proveden kroz jedan ciklus permutacije:

Z a=a+b+c.

cyc
Teorem 3.4.4. (Eulerov teorem.) Neka je k(O,R) kruznica opisana, a k(S,r) kruznica
upisana trokutu. Tada je

|OS|* = R*> - 2Rr.

Dokaz. Koordinata tocke S dana je sa

pa vrijedi

0S| = :(3 +ﬁb+l)-(1 +£b+l)
051 ] 2sa 2s 2sc 2sa 2s 2sc
1 2 2 2N\ p2 1
= 2@ +F +R +2E2(aﬁ)a-b.

cyc

Koristeéi Lemu dobivamo

1 2 )/2
2 2 2 2\ p2 2
|OS| - E(a’ +ﬁ +y )R + @ ngc (Q’ﬁ) (R — ?)
1 22 1 2
——@(a+ﬁ+7)R _4_,5‘2 E aﬁy

cyc
1 1
=R~ —aBy(a +B+7) = R - —apy.
452 2s
Konacno, koristeci poznate formule R = % ir= ’—; (vidi [7]]), gdje je P povrsina trokuta,
dobivamo
2By P _

R> — 2Rr.
4P s

OS> = R* -
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Teorem 3.4.5. Neka je N Nagelova tocka trokuta ABC. Tada je
|ON| =R —2r.

Dokaz. Koordinata tocke N dana je sa

ZN:(I—%)a+(1—’§)b+(l—%)c.

1z toga slijedi

R B (-3 o2 Z0- -G -3

:RZ(S—M)Z_ (1-9)( _é’)yz

S

Da bismo izracunali E uo¢imo prvo

EZ( 2B By Zy Z(a+ﬁ)72+ézaﬁyz

cyc

—Zy ——Z(Zs )y + Za + — Za +80ﬁy-
cye cye cyc cyc
:—Lzy‘;a2+éczy:‘a3+8Rr.

Sada, primjenjujuci formulu (3.1)), dobivamo
E = -2(s> = r* —4Rr) + 2(s*> — 3r* — 6Rr) + 8Rr = —4r* + 4Rr.
Konacno, slijedi da je
ION* = R* —E = R* —4Rr + 4r* = (R - 2r)’,
iz Cega slijedi da je |ON| = R — 2r.
Teorem 3.4.6. Neka je H ortocentar trokuta ABC. Tada je
|OH|* = 9R* + 217 + 8Rr — 25

P
N

39
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Dokaz. Koordinata tocke H dana je s zy = a + b + c. Koristeci realni produkt dobivamo

IOH? = |zul* =zw -z =(a+b+¢)-(a+b+¢)

=Y laP+2> a-b=3R"+2> a-b.

cyc cyc cyc

Koriste¢i formule iz Leme [3.4.3]i Korolara[3.4.2] dobivamo

2
|OH|* = 3R* + zz (R2 - %) =9R> — (> + B>+ 7%

=9R> — 2(s* — r* —4Rr) = 9R> + 21> + 8Rr — 25°.

cyc

3.5 Baricentricke koordinate tocke s obzirom na trokut

Neka su @, 8, y redom duljine stranica BC, CA, AB trokuta ABC.

Propozicija 3.5.1. Neka su a, b, c koordinate vrhova A, B, C trokuta ABC, te neka je P
tocka u ravnini trokuta. Neka je koordinata tocke P dana sa zp. Tada postoje jedinstveni
realni brojevi u,, Uy, U, takvi da vrijedi

7p = Maa + upb + prcc,
Mo+ iy +pe =1

Dokaz. Pretpostavimo da se tocka P nalazi u unutrasnjosti trokuta ABC te neka je A’ toCka
takva da vrijedi AP N BC = {A’}. Neka je k; = 24k, = WB Tada vrijedi

IZYK lacl
_a+kiza _ b+
Pk N T Tk
To moZemo zapisati kao
1 ky kiky

= b .
TR T Otk +k) T Ork( k)

Nadalje, ako uzmemo u obzir da je

o B ki B Kk
1+ T O+ k)T vk + k)

Ha
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tada imamo

1 . ky . kyk,
l+ki (I+k)(1+k) (A+k)(1+k)
1 +ki+k+kiky

(1 +k)1+k)

Mo + Hp + He =

Dokaz je analogan u sluc¢aju kada se P nalazi izvan trokuta.
Ako se P nalazi na pravcu koji sadrZzi stranicu BC trokuta ABC, onda je

1 k 1 k

el TR T Vet Tl TS

— |PB|

Zek O

gdje je k

Definicija 3.5.2. Realni brojevi u,, iy, 1. zovu se apsolutne baricentricke koordinate tocke
P s obzirom na trokut ABC.

VI

17 1
VII

I‘/A 117 B Vv

Slika 3.16: Sedam podrucja ravnine trokuta

Predznaci brojeva y,, up, p1. ovise o podrucju ravnine trokuta u kojem je smjeStena tocka
P. Trokut ABC odreduje takvih sedam podrucja.
U sljedecoj tablici dani su predznaci brojeva u,, up, i

(|| Iv | v | Vvl VI
Mo | - |+ + |+ | -] - | +
My [+ -+ | - | +] - |+
e [+ |+ - | - | -]+ | +

Tablica 3.1: Predznaci apsolutnih baricentrickih koordinata tocke
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Teorem 3.5.3. Neka su tocke Py, P, s koordinatama zp,,zp, smjeStene u ravnini trokuta
ABC. Ako je zp, = apa + Bkb + yrc, gdje su ay, By, i realni brojevi takvi da vrijedi oy +
Bi+vi=1,k=1,2 onda je

PP = = ) (e — @) (B> — i)y (3.2)

cyc

Dokaz. Neka se srediSte trokutu opisane kruZnice O nalazi u ishodiStu kompleksne rav-
nine. Koristeci svojstva realnog produkta imamo

\P1Psf* = |zp, — zp [ = (@2 — @1)a + (B = B1)b + (y2 = y1)cl
= Y (@-aYa-a+2) (@ -a)Br-pa-b

cyc cyc
2
= ;(az —a))’R +2 ;(0’2 —a))(B: - B) (R2 - 75)

= (a2 +Br+y2— 1 =B =)’ = ) (@ — a)(Br — B)Y’.

cyc

S obzirom da vrijedi @y + 51 +y1 = 1, a2 + B2 + y2 = 1, slijedi
PP = = ) (e — @) (B> — i)y
cyc
O
Teorem 3.5.4. Tocke A, A,, By, B>, Cy, C, smjeStene su na stranicama BC, CA, AB trokuta

ABC tako da se duzine AA,, BBy, CC, sijeku u tocki Py, a duZine AA,, BB, CC, u tocki P,.
Neka je

|BAll  pe ICBll  my |ACHl

_ P 1B _m BCd e Lo
|ACl nme |BRAl pr GBI my

gdje su my, ny, py realni brojevi razliciti od nule, te neka je S = my+n;+ py, k = 1,2. Tada
je

|P\ P> =

AR Z(nlpz +pim)a’ - ST Z mp,a® — S5 Z mpia*|.  (3.3)

cyc cyc cyc

2¢2
S18;5
Dokaz. Koordinate tocaka P;, P, dane su sa

mia + b + pic
ip, = P ,k:1,2.
k
my + ny + pyg
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Slijedi da su apsolutne baricentricke koordinate tocaka Py, P, dane s

= my g _ Ty _nky_ Pk —pkk—12
k_—__’ k_—__’ k_—__’ - b .
mg+ng+pr o Sy mg+m+pe Sk mg+n+pr Sk

Uvodenjem supstitucije u (3.2)) dobivamo

P\ Py = —Z(ﬂ - ﬂ) (& - ﬂ)012
Si\S2 S2J\S2 S
1
= —<3a2 Z(Slnz = Son)(S1p2 = Sap1)a’
5257 £
1 2 2 2
= 5z D [Simps + 83nipy = $1Sa2(mps + mp)le

cyc

383
1

5752 [5152 Z(nlpz+P1n2)6¥2—S%anpzaz—ﬁanmaz ,
192

cyc cyc cyc

kako smo 1 tvrdili. O

Primjer 12. Izracunajmo udaljenost tocaka T i S, gdje je T teZiste trokuta, a S srediste
trokutu upisane kruZnice.

RjesSenje. Za racunanje udaljenosti koristit ¢emo formulu (3.3).
Imamom; =ny = p; =1imy = a,n, =B, p, =y iz Cega slijedi

S :Zml :3,52:Zm2:a+,8+y:2s,
cyc cyc

Z(nlpz + nzpl)a'2 =B+ y)cx2 +(y+ a/)ﬁ2 + (a +,8))/2

cyc
= (@ +B+y)af+ Py +vya)—3aBy
=2s(s*> + r* + 4Rr) — 12sRr
= 25> + 2sr* — 4sRr.

S druge strane, imamo

D mpaa® = By +fya+y’aB = afy(a+B+7) = 85Rr

cyc

anplaz =+ B> +9y* =25 -2r* - 8Rr.

cyc
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Prema tome, slijedi

1
ITS| = §(s2 +5r% — 16Ryr).

Pokazali smo kako racunati udaljenost dviju toaka u ravnini trokuta koriste¢i bari-
centricke koordinate. Sada ¢emo izvesti nekoliko zanimljivih tvrdnji vezanih za povrSinu
trokuta koriste¢i spomenute koordinate.

Teorem 3.5.5. Neka su P j(ij), j = 1,2,3, tri tocke u ravnini trokuta ABC, te neka je
zp; = aja + B;b + yjc, gdje su a;,B;,y; baricentricke koordinate tocaka Pj. Ako trokuti
ABC i P, P,P; imaju istu orijentaciju, onda je

P PPy |1 P
—— = . (3.4)
PaBe) |

Dokaz. Pretpostavimo da su trokuti ABC i PP, P5 pozitivno orijentirani. Oznacimo s O
ishodiSte kompleksne ravnine. Primjenjuju¢i kompleksni produkt imamo

2iP(P,OP,) = zp, X zp, = (@1a + B1b + y1¢) X (a2a + B2b + y10)
= (12 — aof1)a X b+ (Biys = Boy)b X ¢ + (y1a2 — yra1)c X a

axXxb bxc cxal |laxb bxc 2iP(ABC)
= N @ B |=| " a 1
Y2 x B Y2 @ 1

Na analogan nacin se dobije

axb bxc 2iP(ABC)
2iP(P,OP3) =| v a; 1 ,
Y3 @; 1
axb bxc 2iP(ABC)
2iP(P;0Py) = | 73 a3 1
Yi @y 1

Uz pretpostavku da se ishodiSte O nalazi unutar trokuta P, P, P5 slijedi da je
P(P1P2P3) :P(P10P2)+P(P20Pg)+P(P30P1)

1 1
:z—i(al—a2+a2—a3+a3—a1)a><b—2—i(71—72+72—y3+y3—71)b><c

+ (Y12 — Y201 + Y23 — Y302 + y3a1 — v1a3)P(ABC)

I vi o ar B i
=P(ABC)|l vy, as|=PABC)|ay B> v,
1 v a3 a B3 73
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kako smo 1 tvrdili. O

U dokazu iduceg korolara pozivat ¢emo se na poznati Menelajev teorem. Iskazat ¢emo
ovdje Menelajev teorem, bez dokazivanja. Dokaz mozemo pronadi u [[7].

Teorem 3.5.6. (Menelajev ’ teorem. ) Neka su By, C; tocke na stranicama AC, AB, a tocka
Ay na produZetku stranice BC trokuta ABC. Tocke Ay, By, Cy su kolinearne ako i samo ako
vrijedi

ACI| IBAWl CBil _

IC1Bl |A:C| |BAl

A

Cy

B

B C

Slika 3.17: Menelajev teorem

Korolar 3.5.7. Neka su u trokutu ABC tocke A, By, C| smjestene na pravcima BC, CA, AB,
redom, tako da vrijedi

|AiBl . |BC]| |C1A|

ACl "UIBAlC TICB T

Nadalje, neka su tocke Py, P,, P3 takve da AAy N BB, = {P,}, BB, N CC, = {P,},CC; N
AA| = {P3}. Tada je

P(P\PyPs3) _ (1 — kikoks)?
P(ABC) (1 + k] + klkz)(l + kz + k2k3)(1 + k3 + k3k1).
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C

»

A o) B

Slika 3.18:

Dokaz. Primjenjujuéi Menelajev teorem [3.5.6|na trokut AA; B, dobivamo
ICALICB]  |PsA _
|C1BlICA;|  |P5Al

Odatle je
|PsAl |C1A]  |CB
= : = k(1 + k).
PsAil —ICiBIICAl T
Koordinata tocke P3 dana je sa
Ca+k( 4k, Atk a4kab + kke
T T (4 k) Ltk +hkaki L4k +kaks
Na analogan nacin dobivamo koordinate tocaka P; i P;:
_ b+k1C+k1k2(l _ C+k2(l+k2k3b
P Ntk tkk T 1tk tkoks
Trokuti ABC i P, P,P; imaju jednaku orijentaciju pa primjenjujuci (3.4) dobivamo
P(P\P,Py) 1 w1k
P(ABC) — (I+k +hk)(I+k +hok)(T+ ks +kk) | | T

) (1 - kykoks)?
B (1 + k] + k]kz)(l + kz + k2k3)(1 + k3 + k3k1).
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WV eow

3.6 Nozisni trokut i Simsonov pravac

Neka se tocka M nalazi u ravnini trokuta ABC te neka su tocke P, O, R ortogonalne projek-
cije toc¢ke M na pravce BC, CA, AB, redom.

Teorem 3.6.1. (Simsonov pravac.) Tocke P, Q, R su kolinearne ako i samo ako se M nalazi
na opisanoj kruznici trokuta ABC.

Slika 3.19: Simsonov pravac

Dokaz. Pretpostavimo da M lezi na opisanoj kruznici trokuta ABC. Bez smanjenja opCenitosti,
pretpostavimo da M pripada kruznom luku BC. Za kolinearnost tocaka P, O, R dovoljno

je pokazati da su kutovi ZBPR 1 /CPQ jednaki. Uolimo /BRM 1 /BPM su jednaki

te LMPC + /tMQC = 180°, pa su Cetverokuti PRBM i1 PCQM tetivni. Iz toga slijedi
(BPR = /BMR i /CPQ = /CMQ. Nadalje, ZBMR = 90° — ZABM = 90° — /MCQ jer je

1 ABMC tetivni Cetverokut. Kona¢no, dobivamo /BMR = 90° — /MCQ = /CMQ, pa su
kutovi ZBPR i /CPQ jednaki.

DokaZimo obrat. Pretpostavimo da su to¢ke P, Q, R kolinearne. Tada su /BPR i /CPQ
jednaki, pa je ZABM + /ACM = 180°, tj. Cetverokut ABMC je tetivan. Stoga tocka M lezi

na opisanoj kruznici trokuta ABC. O

Definicija 3.6.2. Ako M leZi na opisanoj kruznici trokuta ABC, pravac POR, iz prethodnog
teorema, naziva se Simsonov pravac tocke M s obzirom na trokut ABC.
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Definicija 3.6.3. Za proizvoljnu tocku X u ravnini trokuta ABC neka su tocke P, Q, R njene
ortogonalne projekcije na pravce BC,CA, AB, redom. Trokut PQR naziva se noZisni ili
pedalni trokut pola X s obzirom na trokut ABC.

Neka je trokut ABC takav da mu je srediSte opisane kruznice O u ishodiStu kompleksne
ravnine.

Teorem 3.6.4. Povrsina noZisnog trokuta pola X s obzirom na trokut ABC dana je formu-
lom

P(ABC)

T PR (3.5)

P(POR) =

gdje je R radijus opisane kruznice trokutu ABC.

Slika 3.20: Nozis$ni trokut

Dokaz. Primjenjujuéi formulu iz Propozicije[3.3.1|dobivamo da su koordinate to¢aka P, Q, R
redom

r =

1 be _
pzz(x—ﬁx+b+c),

1 ca_
qzz(x—ﬁx+c+a),

1

2

b
(x—a—f+a+b).
R2
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Iz (1.1) imamo
p p 1 . - —
l - llg—-pr q9—-p
P(POR)=—1q q 1|=—| _ ___|.
Hp 7ol 4rmp TR
Za koordinate p, g, r vrijedi
1 c -
ﬁzii—éx+b+5),
_ _1(_ ca L F4+T
q=5|¥-mxtctal,
S e
r—i x—ﬁx+a+b.
Sada, slijedi
1 cx 1 bx
q—p:E(a—b)(l—ﬁ),r—p:E(a—c)(l—ﬁ),
G-P=5—(a-b)r-OR.F~P=5—(a- xR
q p_2abca X —C)R",r p_2abca c)(x .
Stoga je
ilg—p q-p
P(POR) = — - =
(POR) 4\r—p r—p‘
_ila-b)a-oc) —% (x — o)R?
" l6abc -2 (x-bR

ila—b)a-c)|R*-cx x-c¢
16abc  |R*=bx x-b

_la=-b)a-0o)|b-c)x b-c

B 16abc R*—bx x-b

_ila-b)b-c)a—c) X 1

B 16abc R*-bx x-b

_lla=-bb-oa-c _ 5
B 16abc (ex =R

49

(3.6)
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Primjenjujuéi modul kompleksnog broja, dobivamo
la—bllb—cllc—al _

P(POR) = |xX — R?|
16]al|bl|c]
_aBy _ 2
= 1683 |xx — R
P(ABC) _ ,
= IR,
gdje su a, B, y duljine stranica trokuta ABC. O

Napomena 3.6.5. Formula u prethodnom teoremu sadrZi svojstvo Simsonovog pravca.
Zaista, tocke P, Q,R su kolinearne ako i samo ako je P(PQR) = 0. To vrijedi ako je
Ixx — R*| = 0, tj. ako je xx = R? odnosno |x| = R. Dakle, X leZi na opisanoj kruZnici
trokuta ABC.

Teorem 3.6.6. Za svaku tocku X u ravnini trokuta ABC moZemo konstruirati trokut sa
stranicama |AX||BC|, |BX||CA|,|CX||AB|. Dobiveni trokut slican je noZiSnom trokutu pola
X s obzirom na trokut ABC.

Dokaz. Neka je POR nozi$ni trokut pola X s obzirom na trokut ABC. 1z (3.6) dobivamo

1 R?> - cx
—-p==(a-b)(x—c)——. 3.7
4= p =50 D= e 3.7)
Primijenimo li modul na (3.7)), dobivamo
1 R?> —cx
9= Pl = Sgla = bllx = el |—— (3.8)
S druge strane,
Rz—cfz_Rz—c} Rz—Ex_Rz—cy_c R?> —¢x
x-¢c| x-¢ X-¢  x-c -&
:1’32—0E.R2(c—x):R2
x—c cx—R? ’
pa iz (3.8) dobivamo
1
lg — pl = ﬁla = bllx —cl.
Stoga je
P R RP 1
POl _ ORI _ IRPl_ 1 49)

ICX||IAB| |AX||BC| |BX||CA] "R

1z Cega slijedi trazena tvrdnja. m|
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Pokazat ¢emo na primjeru primjenu prethodno navedenih svojstava.

Primjer 13. Neka je X tocka u ravnini trokuta ABC te neka je A’B’C’ trokut sa stranicama
|AX||BC|, |BX||CA|, |CX||AB|. DokaZimo da vrijedi

P(A’B'C’) = P(ABC)|xx — R?|.

Rjesenje. 1z (3.9) slijedi da je
P(A’B'C’) = 4R’P(PQR),

gdje je POR noZisni trokut pola X s obzirom na trokut ABC. Uvrstimo li dobivenu jedna-
kost u (3.5)), dobivamo

P(A’B'C’") = P(ABC)|xx — R?|,

§to smo 1 trebali dokazati.
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Sazetak

Iako su stolje¢ima bili potpuna nepoznanica, kompleksni brojevi danas su u Sirokoj pri-
mjeni u matematici i znanosti opcenito.

Cilj ovog diplomskog rada je zagrebati ispod povrSine i otkriti ¢ari kompleksnih brojeva
te pokazati kako operacijama nad njima moZemo znatno olakSati rjeSavanje brojnih ge-
ometrijskih problema. U tu svrhu uvest ¢emo operacije realnog i kompleksnog produkta
kompleksnih brojeva te pomocu njih izvesti neke vazne i zanimljive koncepte i rezultate iz
geometrije, s naglaskom na geometriju trokuta.



Summary

Although completely unknown for centuries, complex numbers are nowadays widely used
in mathematics and science in general.

The aim of this thesis is to scratch beneath the surface and to discover the beauty of com-
plex numbers as well as to show how operations with them can make it much easier to
solve many geometric problems. For this purpose, we will introduce the operations of the
real and complex product of complex numbers and use them to derive some important and
interesting concepts and results in geometry, with an emphasis on triangle geometry.



Zivotopis

Rodena sam 15. sijecnja 1993. godine u Zagrebu. Godine 1999. upisujem osnovnu $kolu
Ivana Gorana Kovacic¢a gdje razvijam veliki interes za matematiku i strane jezike. Nakon
zavrSetka osnovne Skole upisujem XVIII. gimnaziju u Zagrebu gdje ipak matematika pos-
taje podruc¢je mog najveceg interesa. Po zavrSetku jezi¢ne gimnazije upisujem preddiplom-
ski sveucili$ni studij Matematika, smjer: nastavnicki na Prirodoslovno-matematickom fa-
kultetu SveuciliSta u Zagrebu. U srpnju 2017. godine stjeCem akademski naziv prvostup-
nice edukacije matematike. U listopadu iste godine nastavljam Skolovanje na diplomskom
sveuciliSnom studiju Matematika, smjer; nastavni¢ki na ve¢ spomenutom fakultetu. Na
drugoj godini diplomskog studija odradujem metodicku praksu iz matematike u osnovnoj
Skoli DobriSe Cesarica i1 XV. gimnaziji u Zagrebu.

Tijekom srednje Skole i studija radila sam razne ucenicke 1 studentske poslove ¢ime sam
stekla odgovornost i sposobnost rada u timu te unaprijedila komunikacijske, organizacij-
ske 1 analiticke vjeStine. Aktivno se sluZim engleskim jezikom, a pasivno francuskim i
talijanskim.
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