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Trajanje dana
Petar Zugec?

Duljina dana — u smislu trajanja dnev-
nog svjetla — od vazZnosti je gotovo u svim
Ijudskim aktivnostima. Svjesni smo je u sva-
ko doba godine, a posebno oko prvog dana
ljeta i zime, kad su dani najdulji ili naj-
kradi, te oko prvog dana proljeca i jeseni,
kad se duljina dana najbrZze mijenja. Da
se duljina dana kroz godinu uopcée mijenja
ponajviSe je uzrokovano dvjema cCinjenica-

Stika 1. ma: (1) Zemljina rotacijska os nije okomita
na ravninu gibanja oko Sunca; (2) tijekom
revolucije oko Sunca? Zemljina rotacijska os ne mijenja svoje usmjerenje u prostoru (ne
zakrece prema Suncu; slika 1), §to je uzrokovano o¢uvanjem kutne koli¢ine gibanja kao
vektorske veliCine. Istina je da Zemljina rotacijska os polagano i blago mijenja svoje
usmjerenje u prostoru precesijom i nutacijom, medutim unutar vremenskog raspona
jednog dana (24 h) ti efekti su potpuno zanemarivi. Trenutno, nagib Zemljine rotacijske
osi s obzirom na njenu revolucijsku os (tj. na okomicu ravnine gibanja oko Sunca)
iznosi ® = 23.4°. Primijetimo i sljedece: €ak i kad bi Zemljina rotacijska i revolucijska
os bile paralelne, duljina dana kroz godinu jo§ uvijek bi varirala zbog Cinjenice da
se planeti oko svoje zvijezde opcenito ne gibaju po kruznicama, ve¢ elipsama (prvi
Keplerov zakon). Stoga promjena Zemljine udaljenosti od Sunca dovodi do promjene
kuta upada Suncevih zraka na Zemljin obod gdje dolazi do prijelaza izmedu dana i no¢i.
No ¢ak i viSe od toga! Prema drugom Keplerovom zakonu Zemlja se zbog oCuvanja
kutne koli¢ine gibanja brZze giba kad je bliZza Suncu, a sporije kad je dalja. Ovisno o
dobu godine (tj. blizini Suncu), Zemlja tijekom jednog dana prebriSe razliite kutove
oko Sunca, Sto takoder iz Cisto geometrijskih razloga dovodi do promjene u duljini
dnevnog svjetla.

Cilj ovog clanka je izvesti ovisnost duljine dana o kalendarskom trenutku i poloZaju
na Zemlji. Drugim rije¢ima, o promatracevu poloZaju u vremenu i prostoru. Bududi da
se trend duljine dana ponavlja iz godine u godinu, ocito se radi o nekoj oscilatornoj, tj.
periodickoj funkciji vremena. Sasvim prirodno, prvo se namece ideja da bi ta ovisnost
mogla ili cak trebala biti (ko)sinusna. Medutim, dovoljno je prisjetiti se polarnog dana i
polarne nodi kako bismo se brzo razuvjerili. Svima nam je poznato da na polovima dan
i no¢ u kontinuitetu traju po 6 mjeseci. Dakle, vremenska ovisnost duljine dana ondje
nije glatka, ve¢ diskontinuirana funkcija, sastavljena od dvaju konstantnih doprinosa:
0 h (polarna no¢) tijekom 6 mjeseci i 24 h (polarni dan) tijekom sljede¢ih 6 mjeseci. A
kako prijelaz izmedu trajanja dana na polovima i bilo gdje drugdje na Zemlji mora biti
kontinuiran, zakljuujemo da ta ovisnost ne moze svugdje biti jednostavna (ko)sinusna.
StoviSe, isti argument kontinuiranog prijelaza daje nam naslutiti da nije nigdje! Ali
to tek imamo vidjeti jer je pitanje duljine dana upravo postalo izazovno, zanimljivo i
vrijedno nalaZenja odgovora.

1 Autor je docent fizike na Zavodu za eksperimentalnu fiziku na Fizi¢kom odsjeku Prirodoslovno-matematickog
fakulteta SveuciliSta u Zagrebu; e-posta pzugec@phy . hr

2 Primijetimo koristenje dvaju distinktnih pojmova za dva oblika Zemljinog kruznog gibanja: rotacija je vrtnja
Zemlje oko vlastite osi, dok je revolucija gibanje Zemlje oko Sunca. U tom smislu, glavni uzrok promjenjivoj
duljini dana je to Sto Zemljina rotacijska i revolucijska os nisu paralelne.
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Izvod

Od brojnih efekata koji u veéoj ili manjoj mjeri utjeu na duljinu dana, ovdje ¢emo
se zadrzati samo na najvaZznijem za Zemlju, dok éemo se ostalih samo dotaknuti na
kraju. A osnovni doprinos duljini dana na Zemlji dolazi zbog same Zemljine rotacije.

Za promatraca na Zemlji pitanje je: koliko ¢e vremena provesti na suncu® izmedu
svitanja zore (izlaska Sunca) i spuStanja noc¢i (zalaska Sunca)? U prvoj aproksimaciji
i Sunce i Zemlju tretiramo kao staticke objekte u svemiru, unaprijed znajuéi da je
kut koji Zemlja prebriSe oko Sunca tijekom 24 sata (u prosjeku 1/365 punog kuta
od 360°) zanemariv prema punom kutu za koji se Zemlja zakrene oko vlastite osi.
Sad se postavlja pitanje koji je sustav najbolje izabrati za opis geometrije problema
i kako u njemu postaviti koordinatni sustav? Dobar izbor je sustav Zemlje, s time
da se ishodiste kooridnatnog sustava postavi u srediSte Zemlje, a z-os kartezijevog
sustava usmjeri duz njenje rotacijske osi. Ovakva geometrija prikazana je slikom 2. U
ovakvom sustavu, naravno, Sunce kruZi oko Zemlje, §to je na slici 2 i prikazano krajnje
pojednostavnjenom skicom. Valja primijetiti da ravnina Suncevog gibanja sada sijece
koordinatnu xy-ravninu upravo pod kutom © = 23.4°, §to je ranije spomenuti nagib
Zemljine rotacijske osi.

izabrana zemljopisna Sirina

S ) granica dan/no¢
Slika 2.

Da bismo odredli duljinu trajanja dnevnog svjetla, moramo naci koliki je dio oboda
Zemlje definiranog izabranom zemljopisnom Sirinom izloZen suncu tijekom 24 sata
(zadebljani kruZni luk sa slike 2). Kao Sto slika 2 unaprijed sugerira, kut koji ¢emo prvo
morati 1zracunati je ¢ sa zamracene strane Zemlje, dok ¢e kut zatvoren osvjetljenim
lukom odgovarati ostatku do punog kuta: 27w — 2¢. U tu svrhu prvo moramo odrediti
kut 6 koji ravnina razgrani€enja dana i noéi zatvara s rotacijskom osi Zemlje, tj. sa
z-osi koordinatnog sustava*. Iz prikazane geometrije jasno je da taj kut odgovara onome

koji spojnica Sunce-Zemlja So zatvara s xy-ravninom te da uvijek vrijedi:

5+ %(50,2) = 2. ()

Da bismo odredili poloZaj Sunca 5@ u bilo kojem trenutku u godini, zamislimo da
smo u koordinatnom sustavu ’S’ ¢ije je ishodiSte i dalje u srediStu Zemlje, no u kojem

3 Trebalo bi biti suvisno isticati da je Sunce zvijezda, a sunce Sunéeva svjetlost.

4 Radi jasnoce i jednostavnosti crteZa slika 2 prikazuje vrlo specifi¢an slugaj koji bi mogao lazno sugerirati da
je 6 = ©. Da to opcenito ne vrijedi najlak3e se vidi iz slu¢aja kad se Sunce nade na x-osi, a kada o¢ito vrijedi:
6 =0.
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putanja- Sunca lezi u pripadnoj xy-ravnini. Slika 2 odmah nam daje uociti da je s
obzirom na pocetni sustav Z’ u koji smo postavili Zemlju, sustav ’S’ samo zarotiran
oko x-osi za kut ©. Pri tome je prednost sustava ’S’ u tome $to nam je vremenska

ovisnost koordinata putanje S, odmah poznata:
. Rscos Q(t — 19)
So = | Rs sin Q(I — t())
0
Rs je radijus Sunceve putanje za koju, radi jednostavnosti, smatramo da je kruZna,
umjesto eliptine. Q = 27/T40q je kutna brzina Sunca oko Zemlje (odnosno Zemlje
oko Sunca) uz T g = 365 d, dok je 7 neki poCetni trenutak u kojem se Sunce nalazi na
pozitivnom dijelu x-osi. Bududi da su sustavi ’S’ i ’Z’ vezani jednostavnom rotacijom
oko x-osi, putanju Se u sustavu ’Z’ lako nalazimo iz Sp primjenom matrice rotacije
oko x-osi:

(2)

1 0 0
Rx=|0 cos® —sin® 3)
0 sin® cos®
odnosno:
. . Rs cos Q(t —1g)
So = Ry Sy = [Rs cos @sin Q(r — to)} 4)
Rg sin © sin Q(l — l‘())

Primjenom pravila S -2 = |Sel|2| cos X(Se,2) za skalarni produkt vektora, odmah
znamo izradunati kut <(Se,%) iz izraza (1), pri éemu radi jednostavnosti kasnijeg
ratuna uvodimo pokratu & = ¥(Se,2):

=292 _ §in@sinQ(t — 1) (5)
1Sel[Z]

Dalje se oslanjamo na sliku 3, koja prikazuje Zemlju
na isti nacin kao i slika 2, ali zasebno kako nijedna
slika ne bi ispala pretrpanom. Izravnu vezu s kutom
a sa slike 2 sada uspostavlja duljina p sa slike 3,
koju sada moramo izracunati. Parametrizirajmo izabranu
zemljopisnu Sirinu konvencionalno definiranim sfernim
kutom 0, koji odgovara kutnom otklonu od z-osi. Kao
§to vidimo sa slike 3, udaljenost z izmedu srediSta
Zemlje 1 ravnine odredene danom zemljopisnom $irinom
jednaka je:

Z=Rzcos0 (6)
Slika 3. uz Rz kao radijus Zemlje. Radijus r oboda Zemlje pod
kutom O jednak je:
r =Rzsin 6. (@)
Za udaljenost p zamralenog dijela Zemlje od z-osi vrijedi:

p = ztan §, (8)

a za kut o sa slike 2 (koji odgovara jedome od osjencanih trokuta):
cosar = 2. ©)

7
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Uvrstavanjem (6-8) u (9) slijedi:

10

Sada ostaje prisjetiti se veze 8§ + € = — iz (1), kako bismo se okoristili rezultatom (5),
uz malu pomo¢ trigonometrijskih identiteta:

T COs €
tan 6 = tan (— — 8) =

—_— 11
2 V1 —cos?e an

Jo§ ¢emo samo redefinirati parametrizaciju zemljopisne Sirine prijelazom s kuta 6 na kut
U == r_ 0, iz jednostavnog razloga Sto je to uobiCajena parametrizacija zemljopisne
Sirine u geografiji. Pri tome se ekvator nalazi na ¥ = 0°, Sjeverni pol na ¥ = +90°,
a Juzni pol na ¥ = —90°. Izravno slijedi: tan0 = ﬁ. Skupljanjem svih rezultata

unutar (10), preostaje:
cos 0l — tan ¢ cos € (12)
V1—cos?e
Konaéno, prisjetimo se da se u dano doba godine ¢ duljina dnevnog svjetla T(z, 1)
prema duljini punog dana (T4an = 24 h) odnosi kao raspon osvjetljenog luka sa slike 2
prema punom kutu:
T(t,9) 2r—-2«

13
Tdan 2n ( )
odakle za osnovni doprinos duljini dana izravno dobivamo:
1 tan ¥ sin © sin (¢ — #
T(t,¥) = Tqan |1 — —arccos a s.1n s1.n (t ~ 1) . (14)
4 \/1 — sin? Osin? Q(r — o)

Jo§ ostaje odrediti pocetni trenutak 7y kad se Sunce nalazi na pozitivnom dijelu x-osi.
Promotrimo li pobliZze geometriju sa slike 2, moZemo zakljuciti da taj trenutak odgovara
prvom danu proljeéa. Kako je u neprijestupnoj godini 21. oZujka osamdeseti dan po
redu, slijedi da je #p =79 d (jer je za prvi dan #p =0).

Kako bismo rucno natjerali izraz (14) da vraca vrijednosti izmedu O h i 24 h — i
uopce osigurali da su sve vrijednosti realne — potrebno ga je ponesto prilagoditi. Kako
je upravo Tam = 24 h, a funkcija arkus kosinus vrada vrijednosti s intervala [0, 7],
odmah vidimo da ée se sve vrijednosti iz (14) po konstrukciji naéi izmedu O h i 24 h,
ali samo dok smo u podrucju gdje je arkus kosinus realan, odnosno sve dok je njegov
argument y:

tan ¥ sin © sin Q(r — #9)

x= /1 —sin2®sin? Q(t — 10)
unutar dozvoljenog podru¢ja y € [—1,1], tj. || < 1. Pri tome vidimo da za grani¢nu

vrijednost y = —1 izraz (14) predvida O h, dok se 24 h postize za y = 1. Stoga ga za
izvrjednjavanje uredujemo na nacin:

15)

0 ako y < -1
1
T(t,9) = T dan (1 ~ arccosx) ako |x| <1 (16)
T gan ako x> 1

te ovaj izraz predstavlja konaéno rjeSenje za trajanje dana kroz godinu, u ovisnosti o
polozaju na Zemlji.
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Sij Vel Ozu Tra Svi Lip Srp Kol Ruj Lis Stu Pro

24F 9, = 90°
21 99 =80°
£ 18 93 ="70°
g 15 9, =66. 6°
T 12 95 =65°
S 9 ¥ =60°
g 6~ Y97 =45.8
3 ¥g =20°
0 —L . R — - 799=0°
0 45 90 135 180 225 270 315 360
dan u godini
Slika 4.

Slika 4 prikazuje rjeSenje (16) za nekoliko izabranih zemljopisnih §irina na sjevernoj
polutci. Krivulje od “vanjske” (one s diskontinuiranim skokom izmedu O h i 24 h)
do “unutarnje” (konstante na 12 h) redom odgovaraju popisanim vrijednostima od %
do . Pri tome, naravno, 1 = 90° predstavlja Sjeverni pol, a ¥y = 0° ekvator.
Zemljopisna Sirina ¥4 = 90° — ©® = 66.6° je ona na kojoj unutar ovakvog osnovnog
modela polinje pojava polarnog dana i nodi, tj. dana i noéi u trajanju duljem od 24 h,
dok je 1% = 45.8° zemljopisna Sirina Zagreba. Slika 5 “ekvipotencijalnim” linijama
prikazuje predvidanje izraza (16) kroz €itavu godinu i na svim zemljopisnim Sirinama.

Ruj

90° S
80° S|
70° S
60° S |- 8.
50° S |-
o 40°8S >S
€ 30° S 7k
20°SL...
10°S |-

Tra Svi Lip Srp Kol Lis

>

SIr

zemljopisna

dan u godini
Slika 5.

Polarni dan i noé

Izraz (16) takoder nam omogucuje izraCunati trajanje polarnoga dana, odnosno
polarne no¢i na zemljopisnim S$irinama gdje uople dolazi do njihove pojave. Pod
“polarnim” podrazumijevamo svaki dan ili no¢ u trajanju duljem od 24 h. Na slici 4 to
trajanje je predstavljeno duljinom ravnog horizontalnog platoa na 0 h (polarna no¢) i na
24 h (polarni dan). Veé znamo da su ti dijelovi definirani uvjetom |y| > 1, za koji je
lako pokazati da se svodi na:

cos 1

| sin Q(z — 10)| > (17)

sin® "
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Rubne vrijednosti ove nejednakosti, koje odreduju Sirinu podrucja unutar kojeg
nejednakost vrijedi, oni su vremenski trenuci ¢ za koje nejednakost prelazi u jednakost.
U vremenskom rasponu od T'go¢ ukupno su 4 rjeSenja:

=t T g0d . [cost om0t T god 7 — arcsin [ €% %
= arc sin = — arcsi
1T Sy M e ) 2=h T o “M\smne )|’
T god . (cost T god . [cosV
3 = = Z8d _
3 =1y + o [n: + arc sin (sin@) ﬂ , =1+ o 27 — arc sin S0
(18)

od kojih je dovoljno zadrZati samo prvi ili posljednji par jer ako u vremenu od # do #,
traje polarni dan, tada od #3 do #4 traje polarna no¢, i suprotno. Prema tome, za trajanje
polarnog dana ili no¢i oCekujemo da vrijedi: Tpoy = 1 — t; = t4 — t3. Medutim, jos§
preostaje odrediti gdje je taj izraz realan, odnosno na kojim se zemljopisnim §irinama
uopée javlja polarni efekt. Sli¢no kao i ranije, to odredujemo iz uvjeta da apsolutna
vrijednost argumenta arkus sinusa ne smije biti veda od 1, odakle za ¥ € [—90°,90°)
slijedi:

cos ¥
sin©®
Dakle, konacno rjeSenje za trajanje polarnoga dana ili no¢i moZemo zapisati kao:

0 ako |9 <90°—©

= T
Tpal () 2e0d |2 aresin [ S v ako [0 >=90°—-© @0
21 sin ©

Ova ovisnost® prikazana je slikom 6. IzraZena je u tjednima, gdje 26 tjedana odgovara
polovici godine.

<1:>|19|>g—@. (19)

6
4 J
2 .
0 H i i i H i . N H
66.6° 70° 75° 80° 85° 90°
zemljopisna Sirina (S ili J)
Slika 6.

3 Izrazu za Tpo (|O| > 90° — ©) mogli bismo ruéno dodati jos jedan Gitav dan, s obzirom da smo polami efekt
poceli mjeriti tek nakon §to je ve¢ ispunjen uvjet da dan ili no¢ traje barem 24 h. Medutim, to je samo stvar
dogovora i konvencija iz (20) po potrebi nam omogucuje izravno upotpuniti ranije rjeSenje (16) na nacin:

0 ako y < —1
1
T(t,9) = T dan (1 — —arccosy ako |y| <1
T
T gan + Tpol("}) ako x > 1

Ovakvo rjeSenje vjerno odraZava stvamo trajanje polamoga dana, no vrlo je nezahvalno za graficko prikazivanje
jer bi zasiceni platoi sa slike 4 — ¢iji se relevantni dio nalazi unutar intervala od 24 h — morali pobje¢i u visinu za
iznoseido Tgoq /2!
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Zavrsna rijec

Izveli smo ovisnost trajanja dana na Zemlji, uzimajuéi u obzir samo jedan geometrijski
efekt — naravno, onaj dominantan. Medutim, mnogo je sekundarnih efekata koji dodatno
utjecu na tu ovisnost, tako da se stvarna duljina dana ponesto razlikuje od one predvidene
izrazom (16). Na ekvatoru ta razlika iznosi otprilike 7 minuta, dok se na zemljopisnoj
Sirini Zagreba ona kroz godinu krece izmedu 5-30 minuta. Preciznije numericke
modele zainteresirani Citatelj moZe naci u Clanku [1]. Inacicu slike 5 koja prikazuje
ispravnu duljinu dana moZete pronaéi na internetskoj stranici [2], pretragom pojma
Sunrise equation na Wikipediji.

Za pojedina nebeska tijela neki od sekundarnih efekata bitniji su od drugih, $to
konkretno ovisi o njihovim geometrijskim detaljima i parametrima gibanja oko najbliZze
zvijezde kao izvora dnevnog svjetla. U svakom slu€aju, njihovo uklju¢ivanje u analiticki
model postaje matematicki sve zahtjevnije i zahtjevnije. Medu njima isticemo sljedece:

e Prijelaz izmedu dana i noéi nije diskontinuiran, ve¢ postupan proces, §to je
posebno uzrokovano rasprienjem svjetlosti u atmosferi. Stoga trajanje dana postaje
osjetljivo na samu definicija njegova pocetka i prestanka.

e Sunce niti je beskonacno daleko od Zemlje, niti je istog radijusa kao Zemlja, stoga
zrake koje upadaju na obod Zemlje (granicu dana i noéi) nisu savr§eno paralelne.

e Putanja planeta oko zvijezde opcenito nije kruZnica, nego elipsa. U sluCaju
znalajnijeg gravitacijskog utjecaja ostalih nebeskih tijela pored najblize zvijezde,
putanja je jo§ i sloZenija. Ovaj efekt — koji dovodi i do promjene udaljenosti
planet-zvijezda, i do promjene njihove relativne brzine — ve¢ smo naveli na pocetku
teksta.

e Planeti nisu saviSeno sferi¢ni. Zemlja je, tako, blago spljoStena na polovima, a
ispupCena na ekvatoru.

e Nagib © rotacijske osi planeta — koji se pojavljuje kao sredi$nji parametar cak i
najosnovnijeg modela — kroz povijest se mijenja precesijom i nutacijom. Tijekom
jednog dana ta je promjena potpuno zanemariva, no u principu bi se mogla
ukljuciti u racun.

e Odnos kutnih brzina rotacije i revolucije planeta.

Posljednji efekt posebno je bitan i zanimljiv. U prvom redu, sam smjer rotacije
planeta utjece na duljinu dana. Za potrebe argumenta promotrimo poseban slucaj kad su
rotacijska i revolucijska os paralelne. Za dani iznos kutnih brzina rotacije i revolucije,
dan ¢e trajati dulje ako planet rotira u istom smjeru u kojem obilazi zvijezdu, nego
ako su smjerovi rotacije i revolucije suprotni. Pri tome je posebno zanimljivo razmotriti
slu¢aj kad su obje kutne brzine potpuno jednake, i iznosom i smjerom. S takvog planeta
uvijek bismo imali isti pogled prema zvijezdi jer kako se pomakne za odredeni kut oko
zvijezde, tako taj isti kut “nadoknadi” rotacijom oko svoje osi. Stoga bi u danoj tocki
takvog planeta dan i no¢ bili neprekidni, tj. na jednoj strani planeta vje¢no bi bio dan, a
na drugoj vjecna noc!
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