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Uvod

Odredivanje polozaja, vremena i brzine objekata bilo gdje na i oko povrSine Zem-
lje u bilo kojem trenutku osnovna je zadaca svih globalnih navigacijskih satelitskih
sustava (engl. Global Navigation Satellite Systems (GNSS)). Prvi GNSS, nazvan
globalni sustav za odredivanje polozaja (engl. Global Positioning System (GPS)),
nastao je i osmisljen prema potrebama americke vojske za sustavom koji pruza veliku
preciznost odredivanja polozaja, globalnu pokrivenost, neogranicen broj korisnika,
visok stupanj zaStite od ometanja i interferencije i dr. GPS je proglasen potpuno
operativnim 1995. godine i jo§ uvijek predstavlja najpoznatiji i najrasireniji globalni
navigacijski satelitski sustav. Osim GPS-a, potpuno operativnim je proglasen i ruski
GLONASS 2011. godine. Postoje i dva GNSS-a u razvoju: europski Galileo i kineski
BeiDou [9].

Globalni navigacijski satelitski sustavi rade na principu mjerenja udaljenosti
od satelita u trenutku odasiljanja signala do prijemnika u trenutku primanja sig-
nala. Satelitski navigacijski prijemnik mjeri vrijeme propagacije satelitskog signala
od satelitske do prijemnikove antene kako bi odredio udaljenost do satelita. Zbog
pretpostavke o konstantoj brzini Sirenja satelitskog signala jednakoj brzini svjetlosti
u vakuumu, mjerenje vremena propagacije satelitskog signala od satelitske do prijem-
nikove antene ekvivalentno je mjerenju njihove udaljenosti. U stvarnom svijetu, zbog
greSaka nastalih u satelitu, prijemniku i medijima kroz koje se signal Siri, navedeni
uvjeti nikada nisu ispunjeni. Posljedica toga je da izmjerena udaljenost ne predstavlja
stvarnu udaljenost od satelita do prijemnika, nego udaljenost kojoj su pribrojane sve
nastale greske. Jedan od medija koji uzrokuje greske u mjerenju udaljenosti je tro-
posfera. Troposfera, najnizi dio atmosfere, smanjuje brzinu Sirenja signala i uzrokuje
savijanje puta signala. Navedeni utjecaji troposfere nisu zanemarivi jer mogu uzro-
kovati gresku u mjerenju udaljenosti i do 50 m. U jednofrekvencijskim prijemnicima
za civilnu upotrebu najceséi nacin ispravka troposferskog utjecaja je modeliranjem.

U ovom radu analizira se utjecaj troposfere na preciznost odredivanja polozaja i
opisuju postojec¢i modeli za njegovo ublazavanje. Posebna pozornost posveé¢ena je pri-
mjeni Niellove funkcije u razvoju modela, razmatranju njezine numericke stabilnosti
i programskoj izvedbi u okruzenju za statisticko racunarstvo R.



Poglavlje 1

Osnove satelitske navigacije

GPS sateliti su smjesteni u srednjoj Zemljinoj orbiti (engl. Medium Earth Orbit) na
visini od oko 20 200 km. 24 satelita su rasporedena u 6 orbitalnih ravnina, svaka s
nagibom od 55° u odnosu na ekvatorijalnu ravninu, na nacin da se u svakoj orbital-
noj ravnini nalazi najmanje 4 satelita (slika [9]. Odabrana visina na kojoj sateliti
kruze i njihov raspored unutar orbitalnih ravnina omogucavaju da se s relativno ma-
lim brojem satelita pokrije cijela Zemljina povrsina i da su u svakom trenutku iznad
svake tocke na Zemljinoj povrsini dostupna barem 4 satelita pri evalaciji ve¢oj od
15° [5]. U kasnijem tekstu vidjet ¢emo da su navedeni uvjeti nuzni za odredivanje
polozaja i njegovu preciznost. Sateliti ¢ine svemirski segment GPS sustava (slika

19).

Za kontroliranje i odrzavanje ispravnog rada satelita zaduzen je kontrolni seg-

Slika 1.1: GPS satelitska konstelacija

ment GPS sustava. Sastoji se od glavne kontrolne stanice (eng. Master Control

2
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Station), stanica za pracenje satelita (engl. Monitor Stations) i zemaljskih antena
(engl. Ground Antennas). Stanice za pracenje, pomoc¢u ugradenih GPS prijemnika,
neprekidno prikupljaju podatke o svim satelitima na obzoru i salju ih glavnoj kontrol-
noj stanici. Kontrolna stanica obradom prikupljenih podataka procjenjuje satelitske
orbite (efemeride), racuna korekcije satelitskih satova i ostale parametre te ih Salje u
jednu od zemaljskih antena. Zemaljske antene ih radio signalima prosljeduju sateli-
tima.

Postoji i korisnicki segment GPS sustava kojeg ¢ine prijemnici za autorizirane

Slika 1.2: GPS segmenti

i neautorizirane korisnike. Autoriziranim korisnicima (americka vojska i posebne
drzavne sluzbe) je omogucéeno odredivanje polozaja s viSom razinom to¢nosti (engl.
Precise Positioning Service (PPS)), dok je za neautorizirane korisnike (ostali civilni
korisnici) omogucéeno odredivanje polozaja sa standardnom razinom to¢nosti (engl.
Standard Positioning Service (SSP))[9, 25].

1.1 Satelitski signal

Svi sateliti GPS sustava istodobno odasilju signale na dvije frekvencije iz L - opsega.
Postupak formiranja signala poc¢inje generiranjem elekromagnetskog vala. Generirani
elektromagnetski val prolazi kroz multiplikator u kome se osnovna frekvencija fy =
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10.23M H z mnozi s konstantama 154 i 120 ¢ime se dobiju dva vala nosioca Ly i Lo,
frekvencija f; = 1575.42M Hz i fo = 1227.60M H z respektivno.

Wal nosilac (1575.42 MHz) OU P
MWW ® *R—
a A
® —b@—b L1 Signal
C/A kod l L1 C/A
S UL U I @

. . Zbrajanje
Navigacijska poruka i
) B ) Ny S

® Modulator

P kod ._,@ (BPSK)
Sy B ) )y 6y IS |
Val nosilac (1227.6 MHz) L2P

NNV > =

Slika 1.3: Moduliranje valova nosioca

Zatim se valovi nosioci, tehnikom binarnog faznog kodiranja (engl. Binary Phase
Shift Keying - BPSK), moduliraju pomoc¢u dva sinkronizirana PRN-koda:

e (/A kod modulira val nosilac L;. To je PRN—kodﬂ koji sadrzi 1023 bita. Kada
se generira brzinom od 1.012 Mbit/s ponavlja se svake milisekunde. Svakom
satelitu je dodijeljen jedinstven C/A kod. C/A kodovi su dostupni svim pri-
jemnicima, koji ih koriste za razlikovanje satelita i mjerenje vremena Sirenja
signala od satelita do prijemnika.

e P(Y) kod modulira oba vala nosioca, Lj i Ly. Ovaj PRN-kod sadrzi otprilike
2.25 - 10 bita i kada se generira brzinom od 10.23 Mbit/s ponavlja se svakih
266 dana (38 tjedana). Zbog toga je svakom satelitu dodijeljen vlastiti dio P
koda, koji se periodicki ponavlja svakih 7 dana. Dodjeljivanje jednog odredenog
tjedna od 38-tjednog P koda svakom satelitu pomaze GPS prijemniku da ih
medusobno razlikuje. P kod je namijenjen samo autoriziranim korisnicima.
Da bi se onemogucilo njegovo neautorizirano koristenje, salje se u kriptiranom
obliku Y. Bududi da i C/A kod i P kod moduliraju val nosilac L1, modulacija
C/A koda je fazno siftana za 90° od modulacije P(Y) koda.

'PRN-kodovi su nizovi nula i jedinica, koji imaju neki period ponavljanja. Redoslijed nula
i jedinica na prvi pogled izgleda slucajan, zbog Cega se jo$ nazivaju i pseudosluc¢ajni kodovi. No,
njihov redoslijed je rezultat pazljivo osmisljenog matematickog algoritma koji omogucuje prijemniku
da sve signale primljene na istoj frekvenciji moze selektivno izdvojiti.
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Prije modulacije s valom nosiocem, kodovi C/A i P(Y) se zbrajaju po modulu 2 s
kodom navigacijske poruke [11]. Opisani postupak formiranja signala prikazan je na

slici [L.3l

U navigacijskoj poruci su sadrzani svi ostali podaci koje satelit Salje prijem-
niku. Dijelove navigacijske poruke ¢ine: (1) GPS vrijeme odasiljanja signala, (2) po-
daci potrebni za korigiranje satelitskog sata, (3) podaci potrebni za pretvorbu GPS
vremena u UTC vrijeme, (4) procijenjeni polozaj satelita, (5) priblizni polozaji osta~
lih satelita, (6) koeficijenti za modeliranje ionosfere. Navigacijska poruka se sastoji
od 25 okvira, od kojih je svaki podijeljen na 5 podokvira. Za slanje cijele navigacijske
poruke potrebno je 12.5 min (ako se generira brzinom of 50 bit/s), a za slanje jednog
okvira potrebno je 30s [5, O 25]. Kako bi se skratilo vrijeme za dobivanje inicijalnog
polozaja, podaci o polozaju satelita i podaci o korekciji satelitskog sata su smjesteni
u prva tri podokvira svakog okvira. Dakle, signal se sastoji od tri komponente: val
nosilac, PRN-kod i navigacijska poruka.

GPS vrijeme je bazirano na jako preciznim atomskim satovima. Takoder, GPS
vremenska skala je uniforma, tj. nisu potrebne nikakve korekcije zbog varijacija u
Zemljinoj rotaciji. Definiranje ovakve precizne vremenske skale je potrebno za sus-
tave kao sto je GPS, na kojem se ispravnost cijelog sustava temelji na ra¢unanju
vremena Sirenja signala od satelita do prijemnika. GPS vrijeme se odrzava unutar 1
mikrosekunde, najéesée i manje od 25 nanosekundi, u odnosu na UTC vrijeme [9].
Zmnacajna razlika izmedu GPS i UTC vremena ipak postoji, zbog presudnih sekundi
koje se dodaju UTC vremenu kako bi ga se drzalo sinkroniziranim sa univerzalnim
zemaljskim vremenom. Od sije¢nja 2017. godine GPS vrijeme ja za 18 sekundi ispred
UTC vremena.

Sateliti, glavna kontrolna stanica i stanice za prac¢enje su opremljenje s nekoliko
atomskih satova. Zadaca glavne kontrolne stanice je odrzavati sve segmente GPS
sustava sinkronizirane obzirom na GPS vrijeme. Kao sto je ve¢ receno, glavna kon-
trolna stanica pomocu stanica za pracenje i zemaljskih antena prikuplja podatke o
stanju svakog satelita, korigira ih i nazad Salje satelitu. Satelit po primitku korekcija,
azurira te podatke u navigacijskoj poruci.

1.2 Postupak satelitskog odredivanja polozaja

Oznacimo sa A prijemnik i sa S; jedan satelit GPS sustava. Pretpostavimo da je pri-
jemnik A u trenutku t primio signal odaslan sa satelita S;. Oznac¢imo s (X1, Y7, Z;)
koordinate satelita S; u trenutku odasiljanja signala i s d; stvarnu (Euklidsku) uda-
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ljenost od satelita S; u trenutku odasiljanja signala do prijemnika A u trenutku t,
tj. u trenutku primanja tog signala. Jedino sto mozemo zakljuciti je da se prijemnik
nalazi na sferi sa sredistem u (X1,Y3, Z1) i radijusom d; (slika[L.4), tj. da koordinate
prijemnika A, (XY, Z), zadovoljavaju sljedeéi izraz:

di=(X - X))’ + (Y -Y1)* + (Z - Z)* (1.1)
S;%" S;s"‘ ‘9 =
o4
Slika 1.4: Sfera na kojoj se nalazi pri- ~ Slika 1.5: Kruznica na kojoj se nalazi
jemnik prijemnik

Nadalje, kada bi pretpostavili da je u trenutku t primio i signal odaslan s jos
jednog satelita, ozna¢imo ga sa S5, zaklju¢ujemo da se koordinate prijemnika nalaze
na kruznici koja predstavlja presjek sfere sa sredistem u (X, Y], Z;) 1 radijusom d;
i sfere sa sredistem u (X, Ys, Z) i radijusom ds (slika[L.5), odnosno totka (X,Y, Z)
zadovoljava sljedeci sustav jednadzbi:

di = (X = X)) + (Y -Y1)* + (Z - Z1)?
3= (X - Xo)> + (Y = Yo)* + (Z — Zy)* (1.2)

Da bi odredili gdje se totno na kruznici nalazi prijemnik potreban je jos jedan
satelit. Stoga, pretpostavimo da je prijemnik A u trenutku t primio i signal odaslan
sa satelita S3. Tocka (XY, Z) zadovoljava sljedeéi sustav jednadzbi, tj. nalazi se u
presjeku triju sfera (slika [1.6)):

&= (X =X+ (Y =Y +(Z - Z))?
&y = (X = X0 + (Y = Y2)* + (Z — Zy)* (1.3)
dy = (X = X3)" + (Y = Y3)? + (Z — Z3)°

Koordinate (X5, Ys, Z5) i udaljenost dy satelita S, te koordinate (X3, Y3, Z3) i udalje-
nost ds satelita S5 definiramo analogno kao kod satelita .S;.

Na slici [1.6] vidimo da presjek triju sfera, sa sredistima u koordinatama satelita,
¢ine dvije tocke (plavom bojom oznacene na slici). Jedna od tih toc¢aka je daleko u
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Slika 1.6: Potencijalni polozaji prijemnika kao rjesenja navigacijskog problema

svemiru, a druga je na Zemlji i upravo ona predstavlja koordinate prijemnika A. Uz
¢injenicu da prijemnik moze odrediti koordinate satelita i udaljenosti od njih u trenut-
cima odasiljanja signala, zakljucujemo da su potrebna barem 3 satelita da prijemnik
odredi svoj polozaj. Navedeni na¢in odredivanja polozaja mjerenjem udaljenosti do
barem 3 satelita naziva se trilateracija. Kasnije ¢emo vidjeti da se zbog uvjeta o za-
jednickom vremenu sustava ipak postavlja zahtjev na 4 satelita. Naime, uvjeti rada
satelitske navigacije su: zajednicki prostorni koordinatni sustav, zajednicki vremenski
okvir i ispunjene pretpostavke o pravocrtnom jednolikom Sirenju satelitskog signala
brzinom svjetlosti u vakuumu. Ostaje jos opisati na koji nacin prijemnik odreduje
koordinate satelita (1) i udaljenost (2).

(1) U navigacijskoj poruci signala nalaze se podaci o orbitalnoj putanji sa-

Slika 1.7: WGS84 koordinatni sustav
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telita u trenutku odasiljanja signala. Na temelju podataka iz navigacijske poruke,
satelitski navigacijski prijemnik odreduje koordinate satelita u WGS84 koordinatnom
sustavu. WGS84 je referentni koordinatni sustav GPS-a s ishodistem u sredistu Zem-
ljine mase. Os Z prolazi sredistem sjevernog pola, os X definirana je tezistem Zemlje
i presjecistem ekvatora i nultog meridijana (meridijana koji prolazi gradi¢em Gre-
enwich u Ujedinjenom Kraljevstvu), a os Y okomita je na osi X i Z i usmjerena je na
istok [25].

(2) Neka je ts trenutak odasiljanja signala sa satelita, a ¢, trenutak primanja
tog istog signala u prijemniku. Udaljenost od satelita u trenutku ¢, i prijemnika u
trenutku ¢, prijemnik odreduje na sljedeci nacin:

(tp - ts) - G, (14)

gdje je ¢ brzina Siranja signala. Za brzinu Sirenja signala uzima se brzina svjetlosti u
vakuumu, ¢ = 2.99792458-10° m s~! . Prijemnik vrijeme Sirenja signala, tj. (¢, —t),
odreduje na naé¢in da za svaki primljeni signal generira repliku C/A koda tog signala
i vremenski je pomice u kontroliranim koracima u odnosu na originalni C/A kod,
provjeravajuci u svakom koraku jednakost dviju kodnih sekvenci pomocu vrijednosti
korelacijske funkcije (slika . Kada korelacijska funkcija dosegne maksimum ko-
dovi su poravnati. Ukupan vremenski pomak do trenutaka poravnanja predstavlja

Originalni C/A kod

RERN —L Replika C/A koda
wed b B L

/\\ '\k// Korelacijska funkcija

|
—

At=(tp-ts)

Slika 1.8: Poravnavanje C/A kodova

vrijeme potrebno signalu da stigne od satelitske do prijemnikove antene.
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Oznac¢imo sa p udaljenost dobivenu na gornje opisan nacin, p = (¢, — t,) - c.
Udaljenost p zove se pseudoudaljenost jer se ne podudara sa stvarnom udaljenosti
od satelita do prijemnika, oznac¢imo ju s d. Odnos izmedu udaljenosti je uvijek: d < p.
Razlog tome je Sto i najmanja greska u satelitu, prijemniku ili mediju kroz koje se
signal Siri uzrokuje gresku pri mjerenju udaljenosti od satelita do prijemnika.

Naime, prvi uvjet koji je potreban da bi pseudoudaljenost predstavljala
stvarnu udaljenost je savrseno sinkonizirani satovi u satelitu i prijemniku. Ekvi-
valentno, satovi u satelitu i prijemniku trebaju biti savrseno uskladeni s GPS vre-
menom. Uskladivanje na zajednicko vrijeme sustava u svemirskoj (satelitskoj) i kon-
trolnoj komponenti postize se preciznim i skupim atomskim satovima. Korisnicki
prijemnici rade s jeftinim, ali neto¢nim kvarcnim satovima. Problem uskladivanja
prijemnika na zajednicko vrijeme sustava rjesava se definiranjem (jedinstvene, o sa-
telitu neovisne) pogreske korisnickog sata kao nepoznanice navigacijskog problema
0tp, zajedno s nepoznatim koordinatama polozaja. Odstupanje satelitskog sata od
zajednickog vremena sustava je zapisano u navigacijskoj poruci, ozna¢imo ga s d0t,,.
Uzimajuci u obzir navedena odstupanja izraz za pseudoudaljenost postaje:

p=((t, +t,) — (ts + 3t5)) - c = (t, — ts) - ¢+ (6t, — dts) - c. (1.5)

Prijemnik racunajuéi udaljenost do jos jednog satelita moze ukloniti d¢,. To je razlog
zasto se u odredivanju polozaja prijemnika postavlja zahtjev na 4 satelita.

Sljede¢i uvjet koji treba biti ispunjen je pravocrtno Sirenje signala konstant-
nom brzinom c. Signal se od satelitske do prijemnikove antene 95% vremena nalazi u
uvjetima vakuuma, a ostalih 5% 8iri se Zemljinom atmosferom [12]. Signali se u vaku-
umu Sire pravocrtno brzinom ¢, no u atmosferi to nije slucaj. Atmosferu obzirom na
utjecaj na Sirenje signala dijelimo na ionosferu i troposferu. Pod utjecajem ionosfere i
troposfere signal se §iri zakrivljenom putanjom s varijabilnom brzinom Sirenja, Sto uz-
rokuje greske pri racunanju pseudoudaljenosti. Oznac¢imo da dy,., gresku nastalu pod
utjecajem troposfere, a sa d;,, gresku nastalu pod utjecajem ionosfere. Uzimajuéi u
obzir i ove greske te greske nastale zbog Suma prijemnika d,; i refleksije signala od
objekte u blizini prijemnika dy(engl. multipath), konacan izraz za pseudoudaljenost
postaje:

p=(t, —ts5) - c+ (6t, — 0ts) - ¢ + dirop + dion + dps + d. (1.6)

Neke od navedenih gresaka moguce je u potpunosti, a neke samo djelomicno
ukloniti. Gresku izazvanu troposferom nije moguce u potpunosti ukloniti zbog ne-
predvidivog sastava troposfere. U nastavku poglavlja opisuju se svojstva troposfere i
nacin na koji troposfera utjece na Sirenje signala.
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1.3 Obiljezja troposfere

Najnizi sloj atmosfere koji se proteze od Zemljine povrsine pa sve do otprilike 16
km nadmorske visine na ekvatoru i 8 km na polovima, zove se troposferaE]. Zbog
gravitacije koja drzi vec¢inu molekula zraka blizu Zemljine povrsine, troposfera je i
najguséi od svih slojeva, sadrzeéi 75% atmosferske mase [23]. Troposfera se sastoji
od suhog zraka i vodene pare.

Suhi zrak je mjesavina plinova koji su jednoliko izmijesani. Volumni udjeli nekih
plinova suhog zraka mogu se vidjeti u tablici

Tablica 1.1: Sastav suhog zraka

Plin Molarna masa (kg/mol)  Volumni udio (%)
Dusik 28.0134 78.084

Kisik 31.9988 20.9476
Argon 39.948 0.934
Ugljikov dioksid 44.00995 0.0314
Metan 20.183 0.0001818
Kripton 83.30 0.000114
Ksenon 131.30 0.0000087

Za razliku od suhog zraka, vodena para varira i prostorno i vremenski. Kon-
centracija vodene pare ¢ini manje od 1% volumena zraka u polarnim i velikim pus-
tinjskim podruc¢jima, dok u podrué¢jima tropskih kisnih Suma moze ¢initi i preko 4%
volumena zraka [29]. Veéina vodene pare se nalazi u najnizih 2 km troposfere [10].

Medunarodna standardna atmosfera (engl. International Standard Atmosp-
here) idealiziran je model atmosfere koji prikazuje srednje vrijednosti pritiska, tem-
perature, gustoce i drugih parametara dobivene dugogodisnjim mjerenjima, od razine
mora pa sve do neke odredene nadmorske visine. Zadnji model je objavljen 1969. go-
dine. Pretpostavljenje vrijednosti parametara na razini mora prikazane su u tablici

2k

2Granice troposfere se razlikuju od podruéja do podruéja i nije ih moguée toéno odrediti. Na-
vedene visine se najcescée pojavljuju u literaturi.
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Tablica 1.2: Vrijednost parametara na razini mora

Parametar Pretpostavljena vrijednost
Temperatura 288.15 ° K (15°C)

Tlak 1013.25 hPa

Gustoca 1.225 kg/m?

Brzina zvuka 340.294 m/s

Gravitacijska akceleracija 9.80665 m /s>

Temperatura

Na slici (lijevo) prikazana je promjena temperature s visinom u standardnoj at-
mosferi. Slika pokazuje da sve do tropopauze temperatura pada gotovo linearno,
prosjecno 6.5 °C po km. Na vrhu troposfere temperatura moze dosegnuti i do 80 °C
ispod nule. Tropopauza je prijelazni sloj izmedu troposfere i stratosfere. Debljina
tropopauze je razlic¢ita od podru¢ja do podrucja, a krec¢e se izmedu dvije stotine me-
tara i nekoliko kilometara. U njoj se temperatura odrzava konstantnom. U stratosferi
dolazi do blagog rasta temperature, otprilike 1°C po km.

Po modelu standardne atmosfere [2] temperatura se moze opisati sljedeé¢im izrazima:

Ty(h) =Ty — 6.5 - h, 0<h<1l
Ty(h) = Ty(11), 11 <h<20 (1.7)
T5(h) = T5(20) 4+ h — 20, 20 < h < 32

gdje je Ty temperatura zraka na razini mora [°C], h visina [km].

Tlak zraka

Na slici (desno) je prikazana promjena tlaka s visinom. U troposferi dolazi do
naglog pada tlaka zraka, na visini tropopauze tlak zraka iznosi samo 300 mb. Iznad
troposfere dolazi do blagog pada tlaka s visinom.
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32 20

20t 20k
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Slika 1.9: Promjena temperature i tlaka s visinom

Po modelu standardne atmosfere i tlak se moze opisati sljede¢im izrazima:

Ty \ Favos
pl(h):p0<T1(0h)> , 0<h<1l
po(h) = pr(11) eFamm P10 gy <9 (1.8)
90
T5(20)\
p3(h) = p2(20) ( 7%3((71))) ) 20 < h < 32

gdje je po tlak na razini mora [hPa), h visina [km]|, gy gravitacijska akceleracija na
razini mora [m s 2|, Ry = 287.06 & 0.001m?s 2K ! specificna plinska konstanta
suhog zraka.

1.4 Troposfersko kasnjenje

Elektromagnetski valovi u vakuumu se Sire pravocrtno brzinom svjetlosti ¢. No, u
drugim medijima Sirenje elekromagnetskog vala se ne mora ponasati na opisan nacin.
Opcenito, Sirenje elekromagnetskog vala u promatranom mediju moze se opisati in-
dexom refrakcije.

Index refrakcije n je omjer brzine Sirenja vala u vakuumu i brzine Sirenja vala
u promatranom mediju:

, (1.9)
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gdje je ¢ brzina svjetlosti u vakuumu, v brzina Sirenja vala u promatranom mediju.
Ocito, ako je u promatranom mediju n = 1 val se Siri pravocrtno brzinom svjetlosti
¢, a ako je n > 1 val se §iri brzinom manjom od brzine svjetlosti c. Varijacija indexa
refrakcije u promatranom mediju uzrokuje savijanje putanje signala. Sirenje elek-
tromagnetskog vala u medijima podlijeze zakonima koji su posljedica Fermatovog
principa. Fermatov princip glasi (1650): Svjetlost (ili bilo koji drugi elekromagnetski
val) koja se lomi ili reflektira giba se izmedu dvije tocke putanjom koja zahtjeva naj-
krace vrijeme [13] .1z Fermatovog principa odmah slijedi da se u homogenom sustavu
(n je konstantan), val 8iri pravocrtno. Takoder, ako val prelazi iz medija indexa re-
frakcije ny u medij indexa refrakcije ny izabire takvu tocku C' da mu za put od tocke
A do tocke B treba najmanje vremena (slika .

o m

nz- N1

Slika 1.10: Refrakcija elektromagnetskog vala

Signal (elektromagnetski val) se 95% svog puta od satelita do prijemnika
nalazi u uvjetima vakuuma, a ostalih 5% pogoden je razlicitim svojstima pojedinih
dijelova atmosfere [I12]. Atmosferu obzirom na Sirenje elektromagnetskog vala dije-
limo na neutralnu atmosferu i ionosferu. U ionosferi kasnjenje signala nastaje zbog
prisutnosti ioniziranih molekula plina. Ionosfera je disperzivan medij, Sto znaci da
index refrakcije ovisi o frekvenciji signala. Dvofrekvencijski GPS prijemnici kasnjenje
uzrokovano ionosferom mogu izra¢unati mjere¢i vrlo male razlike u vremenu prijema
na dvije razlic¢ite frekvencije, a jednofrekvencijski na temelju koeficijenata za iono-
sfersko modeliranje sadrzanih u navigacijskoj poruci signala. Za razliku od ionosfere,
neutralna atmosfera nije disperzivna za frekvencije ispod 30M Hz. Posljedica toga
je da su svi GPS signali u neutralnoj atmosferi jednako usporeni. Neutralna atmo-
sfera sadrzi troposferu, stratosferu i dio mezosfere. Kasnjenje u Sirenju signala kroz
neutralnu atmosferu veé¢inom je uzrokovano utjecajima troposfere. Stoga se u GPS
terminologiji neutralna atmosfera ¢esto zamijenjuje s troposferom. Index refrakcije u
troposferi ovisi o temperaturi, tlaku i vlaznosti. Vrijednost indexa refrakcije opada s
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visinom i iznosi skoro 1 na visinama oko 40 km.
Pogledajmo sliku Na slici su oznacene dvije putanje S i G. Putanja S
predstavlja stvarnu putanju Sirenja signala kroz troposferu, tj. pod utjecajem pro-

mijenjivog indexa refrakcije, dok put G prikazuje put kojim bi se signal Sirio da je u
troposferi index refrakcije n=1, tj. da su uvjeti u troposferi kao u vakuumu.

N Zenit

Neutralna atmosfera

€

Slika 1.11: Sirenje signala kroz neutralnu atmosferu

Neka je tg vrijeme Sirenja signala duz zakrivljene putanje S, a tg vrijeme Sirenja
signala duz pravocrtne putanje G. Dodatno vrijeme Sirenja signala nastalo pod utje-
cajem troposfere iznosi:

tirop = ts — L. (1.10)

Vrijeme Sirenja duz putanje S iznosi:

b — /S% - %/Sn(s)ds, (1.11)

a vrijeme Sirenja duz putanje G:

C

1
tq = —/ dg. (1.12)
G

Uvrstavajuéi u formulu izraz za vrijeme Sirenja signala duz putanje S i G dobi-
vamo:

1 1
tirop = ts —tg = — / n(s)ds — —/ dg. (1.13)
s G

C C
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Ekvivalentno, pogreska pri izracunu pseudoudaljenosti uzrokovana utjecajem tropo-
sfere na Sirenje signala iznosi:

dtrop =cC- ttrop = /n(s)ds - / dg (114)
S G

Dodavanjem i oduzimanjem izraza [, ds desnoj strani formule dobivamo:

dtropz[qn(s)ds—/Gdg+[qu—Lds
:/S(n(s)_1)ds+ [/Sds—/cdg]. (1.15)

Prvi izraz s desne strane formule je greska u mjerenju pseudoudaljenosti nas-
tala zbog smanjenja brzine Sirenja signala kroz troposferu, a drugi izraz (u uglatim
zagradama) je greska nastala zbog savijanja putanje sirenja signala. Obje greske za-
jednicim imenom zovu se troposfersko kasnjenje ili troposferska refrakcija. Izraz
u uglatim zagradama poznat je pod nazivom geometrijska greska. Oznacimo ga sa
dgeom- Geometrijska greska ima znacajan utjecaj tek za signale emitirane sa satelita
pod elevacijskim kutom manjim od 15°. Moze dosegnuti i do 50 cm za satelite s elava-
cijskim kutom manjim od 3°. Prema Mendesu [15] geometrijska greska moze se aprok-
simirati izrazom koji ovisi samo o elevacijskom kutu satelita €: dgeom = aexp (—€/b),

gdje je a = 2.256 £ 0.0092 m, b = 2.072 £ 0.0054°.

Buduéi da je index refrakcije n u troposferi jako malen, zamijenjuje se s
refraktivnosti N = 10%(n — 1). Uvrstavanjem refraktivnosti u formulu dobivamo
novi izraz za troposfersko kasnjenje:

dirop = 107° / N(s)ds + dgeom. (1.16)
s
Refraktivnost se moze izraziti:
e [ 5) (7)) 2
N = kiRap + [k2 (T> 4k T2> 71, (1.17)

gdje su kq, k% i k3 konstante dobivene empirijski (tablica , Ry specificna plinska
konstanta suhog zraka, p totalna gustoca u troposferi, e parcijalni tlak vodene pare,
T temperatura, Z, ! inverzni faktor kompresije vodene pare [3, 27]. Refraktivnost
se dijeli na dvije komponente, hidrostaticku N, = k;Rgp i nehidrostaticku (vlaznu)

N = [ks (F) + ks (72)] 2.7
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Tablica 1.3: Vrijednosti koeficijenata refraktivnosti

Izvor ki (KhPa™') Kk, (KhPa™') k3 10°(K*hPa™?)
Boudouris, 1963 77.59+£0.08 24+11 3.75+0.03

Smith i Weintraub, 1953 77.61 £ 0.01 2449 3.75+0.03
Thayer, 1974 77.60 £ 0.01 17+ 10 3.776 £ 0.004
Essen i Frome, 1951 77.624 16.4178 3.719

Uvrstavanjem u formulu za troposfersko kasnjenje dobiva se:

dtrop = 1076 /S Nh(S)dS + 1076 /S Nnh(S)dS + dgeom
= dh + dnh + dgeom7 (118)

gdje je dj, takozvano hidrostaticko kasnjenje, a d,,;, nehidrostaticko (vlazno) kasnjenje.
Integriranje gornjih izraza nije moguce jer ne znamo refraktivnost u svakoj tocki duz
puta S. Stoga, u ve¢ini GPS prijemnika za civilnu upotrebu troposfersko kasnjenje
se aproksimira modelima koji za ulaz primaju parametre koji su dostupni u svakom
trenutku. Hidrostaticko kasnjenje uzrokovano je suhim plinovima u atmosferi i moze
se modelirati s velikom to¢noséu koristeé¢i povrsinska mjerenja. Kasnjenje varira od
2m do 20m i uzrokuje 90% ukupnog kasnjenja [12]. Ostatak ukupnog kasnjenja
uzrokovano je vodenom parom u atmosferi. Varijabilnost vodene pare vremenski i
prostorno otezava modeliranje nehidrostatickog kasnjenja. Nehidrostaticko kasnjenje
varira od 0.2m do 2m [12].



Poglavlje 2

Model troposferskog kasnjenja

Promotrimo slucaj kada signal dolazi sa satelita koji se nalazi u smjeru zenita, tj.
pod elevacijskim kutom od 90° (slika. U tom slucaju, kao posljedica Fermatovog
principa, u troposferi ne dolazi do savijanja putanje Sirenja signala, samo do sma-
njenja brzine Sirenja. Stoga izraz za troposfersko kasnjenje u smjeru zenita, dz,.,,, ne
sadrzi geometrijsku gresku:

dpop = di + diy = 107° / Nu(2)dz +107° / Nun(2)dz, (2.1)
Z Z

gdje je dj zenitno hidrostaticko kaSnjenje, a d?, zenitno nehidrostaticko kasnjenje.

HOM

|
|
I
'.
i Zenit

Neutralna atmosfera

€=90°
Horizont
ﬁfBBE\
7

Slika 2.1: Sirenje signala u zenitnom smjeru

Primijetimo, signal odaslan sa satelita u zenitnom smjeru uvijek prijede
kra¢i put u troposferi od signala odaslanog sa satelita koji je pod elevacijskim ku-

17
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tom manjim od 90°. To je jedan od razloga zasto se u posljednjih nekoliko desetaka
godina pri razvoju modela za troposfersko kasnjenje prvo razmatra razvoj modela u
zenitnom smjeru. Drugi razlog je velik broj standardnih pretpostavki o vertikalnim
profilima temperature, tlaka i vodene pare u troposferi.

Da bi se iz zenitnog troposferskog kasnjenja dobilo kasnjenje signala odasla-
nog sa satelita pod elevacijskim kutom koristi se funkcija (engl. mapping function)
opceg oblika:

dtrop
= —. 2.2
m= (2.2)

trop

Dakle, funkcija daje omjer troposferskog kasnjenja pod elevacijskim kutom i ze-
nitnog troposferskog kasnjenja (slika . U posljednjih nekoliko desetaka godina i u
razvoju modela za funkciju posebno se razvijaju modeli za njezinu hidrostaticku
i nehidrostaticku komponentu.

RO

o®
é \\Ql\ / 1 Zenit
1

Neutralna atmosfera

Slika 2.2: Preslikavanje zenitnog troposferskog kasnjenja na kasnjenje pod kutom

Uzevsi u obzir sve navedeno, konacan izraz za troposfersko kasnjenje izgleda:
z z
dtrop - mhdh + mnhdnha (23)

gdje je my, hidrostaticka komponenta funkcije 2.2 m,,, nehidrostaticka komponenta
funkcije [2.2] U daljnjem tekstu umjesto hidrostaticka i nehidrostaticka komponenta
funkcije [2.2] koristimo skraceno hidrostaticka i nehidrostaticka funkcija.
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U nastavku poglavlja dani su najpoznatiji modeli za zenitno troposfersko kasnjenje
i za hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju.

2.1 Zenitno hidrostaticko kasnjenje

Uz pretpostavku da plinovi u troposferi podlijezu zakonu idealnog plina i da su u
hidrostatickoj ravnotezi zenitno hidrostaticko kasnjenje moze se modelirati sa mili-
metarskom to¢noscéu.

Zakon idealnog plina za i-tv plin zraka:
pi = pilRT, (2.4)

gdje je p; tlak i-tog plina, p; gustoca i-tog plina, R; plinska konstanta i-tog plina, T’
temperatura [10].
Hidrostaticka ravnoteZa predstavlja povezanost tlaka zraka p i gustoce p:

dp = —pgdh, (2.5)
gdje je g gravitacijska akceleracija, h visina [10].
U nastavku je dano nekoliko najpoznatijih modela za zenitno hidrostaticko kasnjenje.
[ako svaki od modela pruza zadovoljavajucu tocnost praksa je pokazala da je Saastamoinen-
ov model generalno bolji od ostalih.
Saastamoinen-ov model

Uz gornje pretpostavke, tj. da su suhi plinovi u troposferi idealni i da su u hidros-
tatickoj ravnotezi izraz za hidrostaticku refraktivnost postaje:

d
Nh = k‘lep = —k‘le—p. (26)
gdz

Saastamoinen gravitacijsku akceleraciju g tretira kao srednju gravitacijsku akcelera-
ciju g, te daje sljededi izraz [21]:

m 1
G = 9.784 [8—2} (1 — 0.00266 cos(2¢) — 0.00028 {%} z) , (2.7)

gdje je z visina antene prijemnika iznad razine mora [km], ¢ elipsoidna Sirina prijem-
nika.
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Za konstantu k; odabire konstantu koju su 1951. iznijeli Essen i Froome [4] (ta-
blica [1.3)), a za Ry = 287.04 m?s™2K .

Integriranjem izvedene hidrostaticke refraktivnosti duz puta u zenitnom smjeru do-
biva se sljedeéi izraz za dj [22]:

: 0.002277 [ 2] po

& = : 2.8
" 1—0.00266 cos(2¢) — 0.00028 [ -] = 28)

gdje je po tlak na anteni prijemnika [hPa].

Davis et al. model

Davis, Herring, Shapiro, Rogers i Elgered dali su sljede¢i model za zenitno hidros-
taticko kasnjenje [3], koji se od Saastamoinen-ovog modela razlikuje samo u odabiru
konstante kq:

' 0.0022768 [72-] po

di = . 2.9
" 1—0.00266 cos(2¢) — 0.00028 [ -] = (29)

Za konstantu k; odabrali su konstantu koju je 1974. iznio Thayer [27](tablica [L.3)).

Hopfield-in model

Takoder, uz pretpostavku hidrostaticke ravnoteze, idealnih plinova u troposferi te
uz dodatne pretpostavke konstantne gravitacijske akceleracije ¢ = 9.80665 m s~2 i
linearnog pada temperature od 6.81°C' po km s visinom Hopfield daje sljedeéi izraz

za hidrostaticku refraktivnost [7]:

4
N, =k 20 (1 - i) , (2.10)

gdje je po tlak na anteni prijemnika [hPa|, Ty temperatura na anteni prijemnika [K],
z visina antene prijemnika iznad razine mora |[m], z, efektivna visina hidrostaticke
komponente (NN, = 0) dana sljedeéim izrazom:

2, = 40136 [m] + 148.72 [%} to, (2.11)

gdje je to temperatura na anteni prijemnika [°C].
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Za konstantu k; odabire konstantu koju su 1953. iznijeli Smith i Weintraub [24]

(tablica [1.3)).

Integriranjem izvedene hidrostaticke refraktivnosti duz puta u zenitnom smjeru do-
biva se sljededi izraz za dj, [22]:

mK | 1 m
= — (0.62201 |22 | = 4 0.0023081 [—} . 2.12
h ( {hpa] T IPa )po (2.12)

2.2 Zenitno nehidrostaticko kasnjenje

Saastamoinen-ov model

Uz pretpostavku linearnog pada temperature s visinom i pada tlaka vodene pare s
visinom Askne i Nordius [I] su 1987. godine iznijeli sljedeéi izraz za tlak vodene pare:

(A 1)g

T\ EaP
e = e (T) ) (2.13)
0

gdje je T temperatura [K]|, Tj temperatura na povrsini [K], g gravitacijska akcelera-
cija, B vertikalni gradijent temperture, A\ vertikalni gradijent vodene pare.

Navedeni izraz za tlak vodene pare Saastamoinen uvrstava u sljedeéi izraz za
nehidrostaticku refraktivnost:
e e

Ny = ’(—) (—) 2.14
=k () +hs (o (2.14)
s parametrima k, = 16.417872 KhPa™', k3 = 371900 K?hPa™', A = 3, Ry =
287.04 m?s2K~', f = 0.0062 Km™1.

Integriranjem izraza za refraktivnost duz puta u zenitnom smjeru dobiva se sljedeci
izraz za d?,; [22]:

1255
&z, = 0.002277 ( -

+ 0.05> €. (2.15)
0

Hopfield-in model

Izraz za nehidrostaticku refraktivnost koju Hopfield koristi za model zenitnog nehi-
drostatickog kasnjenja jako je slican izrazu za hidrostaticku refraktivnost [7]:

Ny = smon00 | 2] @ (1 =Y (2.16)
nh hPa | T Zon ) )
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gdje je eg parcijalni tlak vodene pare na anteni prijemnika [hPa], Ty temperatura na
anteni prijemnika [K], z visina prijemnika iznad razine mora [m]|, 2, efektivna visina
nehidrostaticke komponente dana sljede¢im izrazom:

_ to
2an = T508 [m] + 0.002421 [m] exp (22_90 ; C]) , (2.17)

gdje je to temperatura na anteni prijemnika [°C].

Integriranjem izraza za refraktivnost duz puta u zenitnom smjeru dobiva se sljedeci
izraz za d?, [22]:

mK2 mK2 to €0
&, = (555, 17921074 | T2 soopc]) )2 @
o (5557[1113@] L0 {hPa}eXp <22.90 [00]>> R

Ifadis-ov model

Ifadis je iznio nekoliko modela za zenitno nehidrostaticko kasnjenje. Svi modeli re-
zultat su regresijske analize na ogromnom skupu podataka iz radiosonde i svi modeli
bazirani su na ¢injenici da postoji slaba linearna regresija izmedu zenitnog nehidros-
tatickog kasnjenja i povrsinskih meteoroloskih parametara.

Jedan njegov model za zenitno nehidrosticko kasnjenje [22]:

42, = 0.00554/m] — 0.88 - 10~ [ﬂ] — 1000
nh [m] hPCL (pO )
OC €0

0.272 10~ [ﬂ] 2771 |2 “ 2.19

+ nbal @7 hPa | \T, ) (2.19)

gdje je po tlak na anteni prijemnika [hPa|, ey tlak vodene pare na anteni prijemnika
[hPal, T) temperatura na anteni prijemnika [K].
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2.3 Hidrostaticka i nehidrostaticka funkcija

Postoji velik broj modela za hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju. Mnogi od njih
ignoriraju geometrijsku gresku i imaju slabe performanse za elevacijske kutove manje
od 15°. Zbog toga se u ve¢ini nedavno razvijenih modela za troposfersko kasnjenje za
funkciju koriste funkcije izrazena u obliku veriznih razlomaka kojima je moguce
uzeti u obzir i geometrijsku gresku i odvojiti hidrostaticku i nehidrostaticku kompo-
nentu. U tu grupu spadaju Marini i Murray, Chao, Davis et al., Ifadis, Herring i Niell
funkcije [10].

Funkcije izrazene u obliku veriznih razlomaka pokazale su se bolje od ostalih za
male elevacijske kutove, no istovremeno zadrzavajuéi potrebnu tocnost za elevacijske
kutove blizu zenita. Upotreba ovog tipa funkcija u razvoju modela za funkciju
potjece od Marini-ja [14], koji je 1972. iznio sljedeéi model:

m(e) = : (2.20)

b

sinfe) + sin(e) + ...

gdje su a, b konstante ili linearne funkcije koje ovise o meteoroloskim parametrima
na anteni prijemnika, visini tropopauze i vertikalnim gradijentima u troposferi. U
nastavku su opisani najpoznatiji modeli za hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju
nastali malim modifikacijama modela .

Davis et al.

Davis, Herring, Shapiro, Rogers i Elgered dali su izraz samo za hidrostaticku funkeiju[3]:

1
mp(€) = : (2.21)

sin(€) + ¢y,
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sa sljede¢im izrazima za ay, by, cp:

ap = 0.001185[1 + 0.6071 - 10~*(Py — 1000) — 0.1471 - 10 3¢,
+0.3072 - 107*(Tp — 20) + 0.1965 - 107(8 — 6.5)
—0.5645 - 10" %(hy — 11.231)],
by, = 0.001144[1 + 0.1164 - 10~*(Py — 1000) + 0.2795 - 10 3¢ (2.22)
+0.3109 - 107*(Tp — 20) + 0.3038 - 1071 (3 — 6.5)
—0.1217 - 10~ *(hy — 11.231)],
cp, = —0.0090,

gdje su pg tlak na anteni prijemnika [hPal, ey parcijalni tlak vodene para na anteni
prijemnika [hPa], T temperatura na anteni prijemnika [°C], f temperaturni gradijent
u troposferi (K km™!), hr visina tropopauze [km].

Zamjena jednog izraza sin(e) u formuli s izrazom tan(e) omogucuje da na-
vedena hidrostaticka funkcija ima vrijednost 1 u zenitu, no zamjena istovremeno
uzrokuje greske od 1 do 2 mm za elevacijske kutove izmedu 20° i 60° [10]. Minimalni
elevacijski kut, €,,:,, za koji Davis et al. hidrostaticka funkcija daje zadovoljavajuce
rezultate je 5° [3, [15].

Ifadis, Herring i Niell u svojim modelima za funkciju (2.2)) koriste sljedec¢i oblik:

1+

me) = l+c : (2.23)

gdje su a, b, ¢ konstante ili linearne funkcije.
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Ifadis

Ifadis je na temelju prac¢enja stvarnih vremenskih uvjeta na razli¢itim stanicama u
svijetu dosao do sljedeéih izraza za koeficijente hidrostaticke funkcije [8]:

ap = 0.1237-1072 +0.1316 - 10~%( Py — 1000) + 0.8057 - 10~°/eg
+0.1378 - 107°(Ty — 15),

b, = 0.3333 - 1072 + 0.1946 - 107°( Py — 1000) + 0.1747 - 107%/eg (2.24)
+0.1040 - 107%(Ty — 15),
cn, = 0.078

i nehidrostaticke funkcije:

A, = 0.5236 - 1072 +0.2471 - 107%(Py — 1000) — 0.1328 - 10~*\ /e
+0.1724 - 107%(Ty — 15),

bun, = 0.1705 - 1072 + 0.7384 - 107%( Py — 1000) + 0.2147 - 10™*\/eg (2.25)
+0.3767 - 107%(Tp — 15),
o = 0.05917,

gdje su pg tlak na anteni prijemnika [hPal, ¢y parcijalni tlak vodene pare na an-
teni prijemnika [hPa|, Ty temperatura na anteni prijemnika. Ifadis hidrostaticka i
nehidrostaticka funkcija daju zadovoljavajuéu tocénost za €., = 2° [15].

Herring
Kao i Ifadis, Herring je koeficijente za hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju dobio
analizirajuci prikupljene podatke sa stanica u SAD-u [6].
Koeficijenti za hidrostaticku funkciju:
ap = [1.2320 — 0.0139 cos(¢) — 0.0209hg + 0.00215(T — 10)]107?,
by, = [3.1612 — 0.1600 cos(¢) — 0.0331hg + 0.00206(T, — 10)]10~?, (2.26)
cn = [71.244 — 4.293 cos(¢) — 0.149hg — 0.0021(Ty — 10)]107°

i nehidrostaticku funkciju:

anp = [0.583 — 0.011 cos(¢) — 0.052hg + 0.0014(T} — 10)]1072,

bon = [1.402 — 0.102 cos(¢) — 0.101A0 + 0.0020(T — 10)]102, (2.27)

Con = [45.85 — 1.91 cos(¢) — 1.29hg + 0.015(Tp — 10)]1072,
gdje su ¢ geografska Sirina prijemnika, b visina antene prijemnika [km]|, 7 tempera-
tura na anteni prijemnika [°C]. Herring hidrostaticka i nehidrostaticka funkcija daju
zadovoljavajuéu toénost za €, = 3° [15].
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Niell

Arthur Niell konstruirao je model za hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju koji ne
ovisi o meteoroloskim podacima kao svi dotadasnji modeli. Niellova hidrostaticka
funkcija ovisi o danu u godini (t), geografskoj sirini (¢) i visini (H), a nehidrostaticka
funkcija samo o geografskoj Sirini. Nehidrostaticka funkcija varira samo s geograf-
skom Sirinom jer se vodena para ne nalazi u hidrostatickoj ravnotezi i raspodjela
vodene pare ne moze se odrediti iz visine stanice. Niell je predlozio sljedece izraze za
hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju:

an(, 1)
bn (0, 1)
1+ cn(o,t)
an(9,t)
bn (0, 1)
sin(€) + cp (o, t)

1+
mh(ea ¢,t,H) =

sin(e) +

sin(e) +

Qpt

L
I L+ ch H (2.28)
sin(e) Ap 1000 '

1+

anh(¢>
bun (@)
1+ Cnh(¢)
anh(é) ,
bun ()
sin(e) + cun (@)

gdje su ap = 2.53 - 107°, by, = 5.49- 1073, ¢y = 1.14 - 1073, Zbog ovisnosti hidros-
taticke funkcije o visini ona sadrzi i tzv. visinsku korekciju, Amy,(e).

1+
14
mnh(€7¢) =

(2.29)

sin(e) +

sin(e) +

Prateci put zrake svjetlosti na devet elevacijskih kutova izmedu 3° i 90° za svaki
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od devet profila temperature i relativne vlaznosti standardne atmosfere, jedan za sje-
vernu geografsku sirinu od 15° (za cijelu godinu) te po dva za sjeverne geografske
sirine od 30°, 45°, 60°, 75° (za mjesece sijecanj i srpanj), Niell je dosao do sred-
njih vrijednosti koeficijenata za navedene geografske Sirine, prikazane u tablici
Uz pretpostavku da su sjeverna i juzna polutka antisimetriéne u vremenu, tj. da je
sezonsko ponaSanje isto, vrijednost hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije mozemo
izracunati za svaku geografsku Sirinu.

Koeficijenti ay, by, i ¢;, izracunaju se pomocu tablice na sljede¢i naé¢in:

e za 15° < |¢] < 75° postupkom interpolacije

P, 1) = 9(6) + (1 (dr01) — W(@))% (2.30)
1+1 7
amp amp ( | amp ¢ ¢’L t— tO
(@) + O™ 0 = 57 (00) 522 | cos (2t
o za|g| < 15°
t—t
pu(6.1) = p9(15°) ”mp<15°>cos( i 205) (2:31)
o za |¢| > T5°
pr(9,t) = pi9(75°) — pi™P(75°) cos (2#36; ;%) (2.32)

gdje je t dan u godini, ¢ geografska Sirina stanice, t, = 28 ako je ¢ sjeverna geografska
Sirina, a ty = 211 ako je juzna geografska Sirina, ¢ je najveci index u tablici za kojeg
vrijedi ¢; < |¢].

I koeficijenti ay,p, buy 1 ¢pp izrac¢unaju se pomocu tablice:

e za 15° < |¢| < 75° postupkom interpolacije

¢ — o

S EE— 2.33
Gir1 — di ( )

Prn (@) = Dyl (06) 4+ (0 (Dig1) — Dy (04))
e za |p| < 15°

Pun(®) = Py’ (15%), (2.34)
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o za |p| > 75°
Pun(9) = Py (75°), (2.35)

gdje je ¢ geografska Sirina stanice, ¢ najveéi index u tablici za kojeg vrijedi ¢; < |¢|.
Niell hidrostaticka i nehidrostaticka funkcija daju zadovoljavajuéu tocnost za €,,;, =
3° [17).

Tablica 2.1: Vrijednost parametara Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije

1 =15 ¢ =30° ¢3=45 ¢, =060° ¢5="75°
ap’? 1077 1.2769934 1.2683230 1.2465397 1.2196049 1.2045996
b -107% 29153695 2.9152299 2.9288445 2.9022565 2.9024912
1077 62.610505 62.837393 63.721774 63.824265 64.258455

ay™ -107° 0.0 1.2709626 2.6523662 3.4000452 4.1202191
by 107° 0.0 2.1414979 3.0160779 7.2562722 11.723375
™ -107° 0.0 9.0128400 4.3497037 84.795348 170.37206
alt? - 107 5.8021897 5.6794847 5.8118019 5.9727542 6.1641693

b9 1073  1.4275268 1.5138625 1.4572752 1.5007428 1.7599082
91072 4.3472961  4.6729510 4.3908931 4.4626982 5.4736038




Poglavlje 3

Matematicka obiljezja Niellove
hidrostaticke i nehidrostaticke
funkcije

Budud¢i da su brojnici i nazivnici razlomaka Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke
funkcije napisani u obliku veriznih razlomaka, na pocetku poglavlja, predstavljena su
opc¢a obiljezja veriznih razlomaka te najpoznatiji algoritmi za njihovo izvrednjavanje.
Na kraju je prikazana kratka analiza Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije.

3.1 Verizni razlomci
Opcenito, verizni razlomak ima sljedeé¢i oblik:
a
R=by+ e , (3.1)

a
by + 2
by +

as
by + - --

gdje koeficijenti a;, ¢ = 1,2,3,... i b;, j = 0,1,2,3,... mogu biti brojevi (realni ili
kompleksni), funkcije, matrice itd. Verizni razlomak kojemu su svi a;, i = 1,2,3, ...
jednaki 1 zove se jednostavni verizni razlomak.

29
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Alternativniji zapisi veriznog razlomka

(3.2)
a; a as ai| | as| | as
R = e R P D) R:b+_+_+_+7
0 b1 bz b3 0 |b1 |b2 |b3
aq a9 as
R=by+ — — — ...
O b+ byt byt
gdje se by zove nulta komponenta, a §* n-ta komponenta veriznog razlomka.
Za svaki verizni razlomak mozemo promatrati niz elemenata R,,:
a; ay a an,
Ry=by+— — 2% .2 n=0,1,2,3,.. (3.3)

bi+ bot byt by’

R, nazivamo n-ta konvergenta veriznog razlomka i mozemo ju prikazati kao racionalan
broj R,, = %. Verizni razlomak je konacan ako je njegov niz elemenata konacan
i u tom slucaju posljednji element niza predstavlja vrijednost veriznog razlomka. S
druge strane, kod beskonacanog veriznog razlomka niz elemenata je beskonacan
i ako postoji vrijednost veriznog razlomka onda se ona definira kao

R = lim R,. (3.4)
n—oo
Verizni razlomci mogu se svesti na oblik u kojemu su svi a;, ¢ = 1,2,3,... ili
svi b;, j = 1,2,3,... jednaki 1 [20]. To se postize primjenom dokazane tvrdnje da
racunanjem veriznog razlomka

Wow1a1 Wiwala Wals3a3
wlbl—i— w2b2+ W3b3+

R/ = bo + Ty (35)

gdje su wg, k > 1 proizvoljni brojevi razliciti od 0, w_; = wy = 1, dobije se ista

vrijednost R kao u (3.2)).

Svedimo verizni razlomak R u ekvivalentan verizni razlomak kojemu su svi
koeficijenti a; jednaki 1. Pretpostavimo da su a; # 0, ¢+ = 1,2,3,.... Izaberimo
wg, k > 1 tako da vrijedi

wiar =1, wiwsas =1, -+, wpwpar =1, --- (3.6)
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Tada imamo

1 1 ay 1 a9
W = —, Wy = = W3 = - ) (37)
3] wiG2 a2 Waag a1a3
odnosno opéenito
ayas - - - agk—1 A204 * * * A2k
W = ——————,  Wog1 — ———————————. (3-8)
Aoy - - - A2k a1ag - - - A2k+1

Uvrstavanjem izraza za wy, u ([3.5)) dobili smo verizni razlomak kojemu su svi a; jednaki
1
1 1 1

R =b e 3.9
T et bt (39)
gdje su
Isto tako, verizni razlomak R mozemo svesti na ekvivalentan verizni razlomak
kojemu su svi b; jednaki 1. Pretpostavimo da su b; # 0, j = 1,2,3,.... Izaberimo
wk, k > 1 tako da vrijedi
wlbl = 1, w2b2 = 1, Ty wkbk = 1, e (311)
Tada imamo
1
wp = —. (3.12)
by,

Uvrstavanjem izraza za wy, u (3.5]) dobili smo verizni razlomak kojemu su svi b; jednaki
1

/ / /

R =by+ L 2 3 ... 3.13
U T (3:13)

gdje su
o = ‘Z_ll dl, = bk“’jbk k> 2. (3.14)

Za dokazivanje tvrdnji vezanih uz verizne razlomke ponekad je zgodno napisati
ih u Eulerovoj formi. Eulerova forma veriznih razlomak ima oblik

aq &%) a3
R =by+ — ces
"T I+ (1 —ao)+ (1—ag)+

Verizni razlomak se moze svesti na Eulerovu formu ako su svi Qp # 0, k£ > 1 [20].
Tada se koeficijenti oy, dobiju na sljedec¢i nacin
ai _ Qr—2

Q0 M

(3.15)

an, k=2 (3.16)

aq
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Teorem 3.1.1. Neka je R verizni razlomak s koeficijentima kao u te neka su
P, Q. n=-1,0,1,2,3,... brojevi za koje vrijedi

P—1:17 Q—1:O7 POZbOa Q0:17

Pn = ann—l + anPn_g (317)
Qn = ann—l + anQn—Q n > 1.
Neka je N 41 broj konvergenti veriznog razlomka R. Za beskonacne verizne razlomke
b,
N +1=00. Razlomak —, n=0,1,2,3,..., N je n-ta konvergenta veriinog razlomka

@n
R.

Dokaz. Teorem se dokazuje matematickom indukcijom po n. Pretpostavimo da je
N > 1. Za N = 0 jedina konvergenta veriznog razlomka je 0-ta konvergenta R, za
koju je tvrdnja trivijalno istinita

P
RO - bo - Q—Z, (318)

tj. razlomak % je ocito 0-ta konvergenta, Ry, veriznog razlomka R.

Dokazimo slucaj za n=1.

bob
Ry = by + @ M_ (3.19)
by by

Uvrstavanjem (3.17)) u (3.19)) dobivamo
R taPy Py

Ry = ——- = __- 3.20
Qe wQa Q (820
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n < N, tj. da vrijedi
P, b,P, P
R, — 10 _ L T2 (3.21)

@ B ann—l + anQn—Q .

Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1 < N. Ocito, konvergenta R, se dobije iz

Ap+1

konvergente R,, zamjenom koeficijenta b, s b, + , Sto s pretpostavkom indukcije

n+1
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daje

(41
— P, +a,P,—
bn+1) ! 2 _ bn—i—l(bnpn—l + anPn—Q) + an+1Pn—1

Qp, bn ann— + anQn— + ay Qn—
b +1)Qn—1 + anQn—Q +1( ' 2) o '
n+1

(b +

Rn+1 =
(bn +

_ bn+1Pn + an—l—an—l _ Pn—i—l
bnt1@n + Gnp1Qn1 Quyr

(3.22)

Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n = 0,1,2,3, ..., N, odnosno

zasven =20,1,2,3,... je n-ta konvergenta veriznog razlomka R.

Qn
m
Primjenom rekurzivnih izraza za P,, @), lako se za n > 1 izvede
R,— R, = (-1 nt1dnln—1 """ 1 3.93
N (823)
izan =2
Ry — Ry — (—1)rndno1 (3.24)
" " Qn@n72 .
Pomocu ([3.23) dokaze se sljedeéi teorem [20].
Teorem 3.1.2. Ako su ag, by, > 0 tada vrijede nejednakosti
Ry >R3>"'>R2k71 >y
Ry< Ry <--- <Ry, <--- (3.25)

1 Ropm—1 > Rap za svako m i k.

Koristenjem izraza (3.16)) i rekurzivnom primjenom (3.23|) dobiva se sljedeéi izraz
za R,

R, = by + Z D' ooy -+ ay. (3.26)
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Uvrstavanjem izraza za R, u (3.4)) dobije se

n—o0

R = lim Rn = b(] + Z(—1>i+101i041',1 e (. (327)
=0

Sljededi teorem govori o uvjetima pod kojim verizni razlomak konvergira [16] [18, [3].

Teorem 3.1.3. Ako su ag, by > 0 7 ako vrijedi ar, < by i by =06 >0 za k > 1, gdje
je 0 neka konstanta onda je veriini razlomak konvergentan.

Verizni razlomci imaju vaznu ulogu u teoriji aproksimacija funkcija jer njihovi
nacini izvrednjavanja mogu rijesiti neke od problema aproksimacija, kao sto su brzina
racunanja i problem preljeva (engl. overflow). Stoga, u nastavku poglavlja, opisani
su najpoznatiji nacini izvrednjavanja veriznih razlomaka.

3.2 Algoritmi za izvrednjavanje veriznih
razlomaka

U ovom potpoglavlju dana su 3 algoritma za izvrednjavanje n-te konvergente veriznog
razlomka
P a; Gz as (p,

- (3.28)

Ry="=by+— o
Qn " bt bot b3+ by

Algoritam A1l: Brojnik P, i nazivnik ), n-te konvergente dobiju se primjenom re-
kurzivnih relacija iz teorema (3.1.1}

P—1:17 Q—lzoa P0:b07 Q0:17

Pk == bkpkfl -+ akPk,z (329)
Qr = 0rQr—1 + arQr—2 k=1,2,3,..,n.

U praksi se dani algoritam ¢esto naziva uzlazni algoritam za izvrednjavanje. Postoji
i tvz. silazni algoritam za izvrednjavanje koji je dan u nastavku.

Algoritam A2: Definiramo y,, = b,, i raCunamo

yp = by + Lk — 11,0 (3.30)

Yk+1
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Ovakvim nacinom izvrednjavanja ocito vrijedi

R, = yo. (3.31)
Primijetimo da izvrednjavanje veriznog razlomka algoritmom A2 zahtjeva manji broj
operacija nego algoritmom Al. U svakom koraku algoritma A2 potrebno je jedno
zbrajanje i jedno dijeljenje, dok je u svakom koraku algoritma A1l (u opéem slucaju)
potrebno 4 mnozenja i 2 zbrajanja.

Algoritam A3: Definiramo y; = 1, y, = b, i racunamo

Yk = bnokYk—1 + Qny3—kYr—2, k=3,2.,n (3.32)

Tada je

a1Yn

R,=by+ —"——.
0 blyn + a2Yn—1

(3.33)

Tablica 3.1: Broj operacija algoritama za izvrednjavanje

Algoritam | Zbrajanje | Mnozenje | Dijeljenje | Ukupno
Al 2n — 1 4n — 4 1 6n —4
A2 n 0 n 2n
A3 n 2n — 2 1 3n—1

Usporedba algoritama za izvrednjavanje prema broju operacija dana je u tablici
B.1] Iz tablice vidimo da algoritam A2 zahtjeva najmanji broj operacija. Takoder,
vidimo da u algoritamu A2 operacija dijeljenja dominira nad operacijom mnozenja,
dok je kod algoritma A3 situacija obrnuta. Stoga, ako je cijenja dijeljenja H veca od
cijene mnozenja algoritam A3 moze biti efikasniji od algoritma A2 [16].

INpr. za cijenu operacije se moze uzeti procesorsko vrijeme potrebno za realizaciju operacije.
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3.3 Analiticka svojstva Niellove hidrostaticke i
nehidrostaticke funkcije

Prisjetimo se ponovno analitickog oblika Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funk-
cije:
ah((b’ t)

bh(¢7 t)
1+ Ch(¢, t)
ah(¢a t)

b (o, 1)

sin(e) + ¢ (o, 1)

1+

14
mh(ea ¢7t7H) =

sin(e) +

sin(e) +

a
1+ ht

- bt

+ 1 . 1+ Cht H (3 34)
sin(e) apy 1000 '

sin(e) +

i

sin(e) + sin(e) + cpe

ann ()
bun ()
1+ cun(o)
anh(Qb)
bun (o)
sin(€) + (@)

(3.35)

Promotrimo Niellovu hidrostaticku i nehidrostaticku funkciju za € iz intervala [0, %} .

Promatranje Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije za vrijednosti € iz inter-
vala [O, %] je dovoljno za satelitsko odredivanje polozaja standardne preciznosti gdje
se pretpostavlja da je neutralna atmosfera azimutno simetricna. Opis$imo azimutnu
simetri¢nost pomocu slike 3.1} Na slici su prikazana dva satelita s istim elevacijskim
kutom. Zbog pretpostavke azimutne simetri¢nosti kasnjenje signala uzrokovano tro-
posferom odaslanog sa satelita sa slike bit ¢e jednako. Dakle, kasnjenje signala u
troposferi ne ovisi s koje strane se satelit nalazi u odnosu na prijemnik, nego pod
kojim elevacijskim kutom.



POGLAVLJE 3. MATEMATICKA OBILJEZJA NIELLOVE FUNKCIJE 37

Zenit

Horizont
Of/zo/”

N

Slika 3.1: Azimutna simetri¢nost

Kada se satelit nalazi u smjeru zenita, tj. kada je € = 7, vrijednost hidrostaticke
i nehidrostaticke Niellove funkcije mora imati vrijednost 1. Rac¢unanjem limesa vi-

dimo da funkcije ispunjavaju navedeni uvjet:

ah<¢7 t)

1
o L o)
1 + Ch(¢, t)

e—‘>£_ (E>¢ath) = ah(¢ t)
sin(§) + })h(qﬁ 0
sin(3) + sin(%) 4 cn(o,t)

(3.36)

Qpt
1+
N bhe
1 + Cht H

4|2 :
ant 1000

sin(Z
(2) sin(%) + 7
. ht
sm(§) + —sin(g) T om)

H
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anh(¢)
T (@)
E1_1&1_ M (€, @) ” h"(¢) =1 (3.37)
sin(§) + bon(0)
sin(%) +

Kada se satelit priblizava horizontu, tj. kada se € priblizava 0, vrijednost funk-
cija bi trebala biti maksimalna. Naime, signal odaslan sa satelita pod malim eleva-
cijskim kutom veci dio puta se nalazi u troposferi, nego signal odaslan sa satelita pod
ve¢im elevacijskim kutom. Zbog toga je kasnjenje signala, uzrokovano troposferom,
odaslanog sa satelita pod manjim elevacijskim kutom uvijek veée. Rac¢unanjem li-
mesa pogledajmo kako se ponaSaju nehidrostaticka i hidrostaticka Niellova funkcija
kada elevacijski kut tezi u 0:

1 ah(‘b? t)
bh<¢7 t)
lim (e, 0,1, H) = L Zhi’;(‘i’)“ (3.38)
sin(0) + ;)h(¢ 0
sin(0) + sin(0) + ¢ (o, t)
Aht
b i, bns
1 1+¢ ‘ H o
T lsmo) -~ T
sin(0) + ;
. ht
_ sin(0) + —sin(()) T+ om)
anh((b) anh(¢)
1 1
T T )
i e, 6) = st ol
sin(0) + o bon() b ()
T T S0(0) + cnl9) can(9)

Iz (3.38)) zaklju¢ujemo da je € = 0 vertikalna asimptota funkcije my,(e, ¢, t, H).
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Kako bi graficki prikazali hidrostaticku i nehidrostaticku Niellovu funkciju bez
smanjenja opcenitosti fiksirajmo ¢ = 45° i H = 100. Graficki prikazi funkcija my, i
My, prikazani su na slikama i respektivno. Na slikama vidimo da funkcije
najmanju vrijednost 1 poprimaju kada se satelit nalazi u zenitnom smjeru. Takoder,
vidi se da funkcije rastu smanjenjem elevacijskog kuta.

40
30+

20

n (g, 459t 100)

£ 10

400 7

070

Slika 3.2: my (e, 45°, ¢, 100)

60

Mpp (€, 45°)

Nl;‘"

Slika 3.3: m; (€, 45°)



Poglavlje 4

Izvedba Niellove hidrostaticke i
nehidrostaticke funkcije u
programskom okruzenju R

4.1 Uvod u R

R je programski jezik i okruzenje za upravljanje podacima, racunanje i graficki pri-
kaz. Razvili su ga Ross Thaka i Robert Gentleman na sveucilistu u Aucklandu. Zbog
velike popularnosti konstantno se nadograduje, postoji i poseban tim za razvoj R-a
nazvan R Core Team [19]. Vecina korisnika R smatra statistickim sustavom jer sadrzi
veliki broj statistickih metoda kao sto su metode za linearno i nelinearno modeliranje,
klasi¢ne statisticke testove, analize vremenskih serija, klasteriranje itd.

R je dostupan za operacijske sustave UNIX, Windows i MacOS. Instalacija
je besplatna i poprilicno jednostavna. Verzija kompatibilna operacijskom sustavu
moze se preuzeti s web stranice https://cran.r-project.org/. S instalacijom R-a
dolaze standardne knjizice koji nude osnovne funkcionalnosti sustava R: aritmetiku,
ulaz i izlaz podataka, osnovnu statistiku i grafiku. Osnovne funkcionalnosti R-a mogu
se prosiriti dodavanjem knjizica. Danas postoji nekoliko tisuca knjizica i vec¢ina ih
je smjestena i rasporedena po grupama na repozitoriju CRAN (engl. The Compre-
hensive R Archive Network). I popis svih knjizica dostupnih na repozitoriju moze se
pronaci na navedenoj stranici. Preko konzole sustava R knjizica se instalira sljede¢om
naredbom:

> install.packages(”package name”)

40


https://cran.r-project.org/
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Instalacijom knjizice instaliraju se i sve knjizice o kojima on ovisi. Da bi funkcije
instalirane knjizice bile dostupne potrebno ih je svaki puta prilikom pocetka rada u
sustavu ucitati u radni prostor naredbom:

> library(package name)

Unutar konzole sustava R moze se saznati vise informacija o knjizici jednostavnom
naredbom

> help(package_name)
ili

> ?package_name
Na jednak na¢in mozemo saznati vise informacija o funkcijama unutar sustava R,
samo umjesto package name upiSemo ime funkcije ¢ija nam je funkcionalnost po-
trebna. Funkcije install.packages() i help() mogu primati jos argumenata. Opisi
argumenata i njihova upotreba mogu se pronaci na sluzbenim stranicama dokumen-
tacije sustava R.

Popis osnovnih tipova podataka u R-u zajedno s primjerima nalaze se u sljedecoj

tablici:

Tablica 4.1: Osnovni tipovi podataka u R-u

Tip podatka Primjer
logicki operator (engl. logical) > v <- TRUE
realan broj/numerik (engl. numeric) > v <= 20.5
cijeli broj (engl. integer) > v <~ 12L
kompleksni broj (engl. complex) > v < 2+5i
znak/slovo/tekst (engl. charachter/string) | > v <- "TRUE"
sirovi (engl. raw) > v <- charToRaw("TRUE")

Najvaznije strukture podataka u sustavu R su: vektori (engl. atomic vec-
tors), matrice (engl. matrices), polja (engl. arrays), popisi (engl. lists), okviri poda-
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taka (engl. data frames). Buduéi da se u izvedbi Niellove hidrostaticke i nehidros-
taticke funkcije od struktura podataka koriste samo matrice i data frames u nastavku
potpoglavlja dan je opis inicijalizacije i pristupa odredenim elementima tih struktura
podataka. Svi elementi matrice moraju biti istog tipa. Opceniti format stvaranja i
inicijalizacije matrice:

M <- matrix(vector, nrow=r, ncol=c, byrow=FALSE,

dimnames=1list (char_vector_rownames, char_vector_colnames)).

Ukoliko je byrow=TRUE matrica ¢e se puniti elementima iz vector po retcima, a
ako je byrow=FALSE po stupcima. Pomoc¢u dimnames mozemo svakom retku i stupcu
matrice dodijeliti naziv. Primjer:

> M <- matrix(c(’a’,’a’,’b’,’c’,’b’,’a’), nrow = 2, ncol = 3, byrow = TRUE)

> print (M)
Naredba print (M) ispisuje matricu M u sljede¢em obliku:

[,11 [,2] [,3]
[’1] fgn ngn npn

[’2] g npn ngn

Elementu matrice koji se nalazi u retku i i stupcu j (indeksi kre¢u od 1) pristu-
pamo s M[i,j]. Jedna od najvaznijih struktura podataka u R-u su data frames. Za
razliku od matrice svaki stupac sadrzi elemente istog tipa, no razliciti stupci mogu
sadrzavati elemente razlicitih tipova podataka. Takoder, data frame ima dodatan
redak s imenima objekata i dodatan stupac s imenima redaka. Elementima strukture
data frame pristupa se jednako kao elementima matrice. Primjer:

> D <- data.frame(gender=c("Male","Female"), age=c(32,25))
> print(D)

Ispis:

gender age

1 Male 32
2 Female 25

Ukoliko zelimo ucitati podatke iz datoteke u strukturu podataka data frame to
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mozemo uciniti naredbom read.table. Smatra se da su podaci u datoteci odvo-
jeni razmakom. Ako su elementi u datoteci odvojeni nekim drugim separatorom
potrebno je argumentu sep funkcije read.table pridruziti vrijednost separatora:

> D <- read.table("file", sep=",")

Detaljnije opise struktura podataka i primjere koriStenja mozete pronaci na sluzbenim
stranicama dokumentacije sustava R.

R dolazi s velikim brojem veé¢ ugradenih funkcija. Za definiranje vlastitih funkcija
koristi se sintaksa:

func_name <- function(argument){ function body }.
Ako funkcija prima samo jedan argument pozivamo ju na sljede¢i naé¢in:

> func_name(x)
Za izradivanje grafova u ovom radu koristena je funkcija matplot. Pomocéu matplot
moguce je prikazati vise grafova funkcija na jednoj slici, odabrati debljinu linije, na-
zive koordinatnih osi i sl. Primjer:

> x <- 1:10

> matplot(x,cbind(x,x*x), pch=c(16,1), xlab="x", ylab="x i x*x")

Rezultat:
(o]
E — =]
- (e
« 24 °
* o
= i .
(o] =]
o T =]
o e ] S L4 * . . . * *
[ [ I I I
2 4 6 8 10

X

Slika 4.1: my (e, 45°, ¢, 100)
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4.2 Struktura programske izvedbe Niellove
funkcije

U programskoj izvedbi Niellove funkcije posebno je izradena funkcija za Niellovu nehi-
drostaticku i posebno za Niellovu hidrostaticku funkciju. U nastavku je dan nac¢in na
koji se pozivaju funkcije te detaljaniji opis ulaznih argumenata i njihovih ogranicenja.

Niellovu hidrostaticku funkciju pozivamo naredbom:
> niell hydrostatic(e, phi, t, h)

gdje vrijednost e predstavlja eleveacijski kut [°], phi geografsku Sirinu [°], t dan
u godini i h visinu prijemnika iznad razine mora [m].

Dozvoljenje vrijednosti za elevacijski kut e nalaze se u intervalu (0,90], za t
u skupu {1, 2,3, ...,366}, za h u intervalu [0, +00) i za phi u intervalu [—90, 90]. Uko-
liko je phi negativan radi se o juznoj geografskoj Sirini, a ako je pozitivan o sjevernoj
geografskoj sirini. Kada se funkcija pozove sa argumentima ¢ije vrijednosti nisu do-
zvoljene izvrSavanje funkcije se prekida s porukom o gresci.

Niellova nehidrostaticka funkcija poziva se naredbom:
> niell nonhydrostatic(e, phi)

gdje su e i phi kao kod hidrostaticke funkcije. Jedina razlika je u dozvoljenim vri-
jednostima za elevacijski kut, koje se kod nehidrostaticke funkcije nalaze u intervalu
[0,90]. Navedena razlika nije toliko bitna za prakti¢nu upotrebu Niellove funkcije jer,
kao sto je ve¢ receno, Niellova funkcija daje zadovoljavajuce rezultate za elevacijske
kuteve vece od 3°.

Da bismo izracunali vrijednost Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije po-
trebno je izracunati razlomke ¢iji su brojnici i nazivnici verizni razlomci. U pro-
gramskoj izvedbi postupak izvrednjavanja veriznih razlomaka odvojen je u posebne
funkcije. Za algoritam izvrednjavanja veriznih razlomaka odabran je silazni algoritam
(Algoritam A2, stranica jer zahtjeva najmanji broj operacija.
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Prisjetimo se opcéeg oblika veriznog razlomka za n=3:

bo+ —— L (4.1)

a
b+ —

as
b -
2 + bs

Nazivnici Niellove hidrostaticke i nehidrostaticke funkcije su oblika:

a

sin(e) + T (4.2)
sin(e) +
_ c
sin(e) + i
dok su brojnici:
1+ Lb (4.3)
14—
142
1

Primijetimo da u veriznim razlomcima koji se pojavljuju u nazivnicima hidrostaticke
i nehidrostaticke funkcije vrijedi by = b; = by = sin(e), b3 = 1. To znaci da funkcija
koja racuna verizne razlomke koji su u nazivniku mora primiti samo 4 argumenta
sine, a, b, c:

> continued_fraction(sine, a, b, c)
U brojnicima funkcija se pojavljuju jednostavni verizni razlomci. Funkcija u pro-
gramskoj izvedbi koja ih racuna prima samo 3 argumenta i poziva se sljede¢om na-
redbom:

> simple_continued_fraction(a, b, c)
Za uspjesno izvrsavanje programske izvedbe Niellove funkcije potrebno je u istom

direktoriju gdje se nalazi izvedba imati datoteku naziva data.txt s podacima kao u

dodatku [Bl
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4.3 Procjena programske izvedbe

U ovom potpoglavlju vrijednosti Niellove funkcije usporedene su s vrijednostima Vi-
enna funkcije. Vrijednosti navedenih funkcija dobivene su izvrSavanjem programskih
izvedbi na odabranom skupu podataka.

Tesmer, Bohm, Heinkelmann i Schuh [26] su usporedujuéi 4 najkoristenije funk-
cije koje daju omjer troposferskog kasnjenja pod kutom i zenitnog troposferskog
kasnjenja (Niell, Ifadis, Vienna, Global) pokazali da je Vienna funkcija najtocnija.
Nekoliko godina kasnije preporucena je za sve precizne geofizicke primjene.

Vienna funkcija se od Niellove funkcije razlikuje samo po odabiru koeficijenata.
Koeficijenti by, i ¢, za hidrostaticku Vienna funkciju izracunaju se na sljedeé¢i nacin
[28]:

br, = 0.0029

chp = Co + |:<COS (%2# + ¢) + 1) % + C10:| (1 —cos(o)), (4.4)

gdje je doy dan u godini, ¢ geografska Sirina prijemnika, a cg, c19, ¢11, % se procitaju
iz tablice (4.2)). Koeficijenti b, 1 ¢, za nehidrostaticku Vienna funkciju iznose:

b, = 0.00146
Con = 0.04391. (4.5)

Koeficijenti ay, 1 a,, se racunaju algoritmima za pracenje zrake svjetlosti i koristenjem
podataka o pretpostavkama vremena na temelju trenutnih vremenskih uvjeta (engl.
Numerical Weather Prediction).

Tablica 4.2: Vrijednosti parametara za Vienna funkciju

Hemisfera Co C10 c11 Y
sjeverna | 0.062 | 0.001 | 0.005
juzna 0.062 | 0.002 | 0.007 | =

)

Za potrebe ovog rada odabrani su podaci koje pruza sveuciliSte u New
Brunswick-u (engl. The University of New Brunswick), Kanada. Podaci se za svaki
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dan od 1990. godine nalaze na sluzbenoj web stranici sveucilista http://unb-vmf1.
gge .unb.ca/pub/ u sljede¢em formatu:

Slika 4.2: Format podataka sa sveucilista u New Brunswick-u

90.0
90.0
90.0
90.0 7
90.0 10.
90.0 12.
90.0 15.

o N O

(ol el el el

.00115526
.00115526
.00115526
.00115526
.00115525
.00115525
.00115525

[elelNelelNelNeNel
[elelNeleNelNeNel

.00054225
.00054230
.00054232
.00054237
.00054241
.00054245
.00054250

NNNNNDNDN

.3228
.3228
.3228
.3229
.3229
.3229
.3229

(el el Nel

.0099
.0099
.0099
.0099
.0099
.0099
.0099

gdje su vrijednosti u stupacima redom geografska Sirina, geografska duzina, ay,
ann, zenitno hidrostaticko kasnjenje i zenitno nehidrostaticko kasnjenje.

Niellova i Vienna funkcija usporedene su na Sest odabranih geografskih Sirina.
Odabrane su tri geografske Sirine na sjevernoj Zemljinoj polutci 20°N, 40°N, 60°N
i tri na juznoj Zemljinoj polutci 20°S, 40°S, 60°S. Na svakoj navedenoj geografskoj
Sirini odabrana je jedna referentna stanica tako da tri stanice budu na zapadnoj i tri
na istocnoj Zemljinoj polutci (slika. Koristeni su podaci vezani za polozaje refe-
rentnih stanica, preuzeti sa stranice Sveucilista u New Brunswick-u za cetiri dana u

2018. godini: 15.1. (doy=15), 15.4. (doy=105), 15.7. (doy=196) i 15.10. (doy=2838).

Slika 4.3:

C(20°S,20°E), D(60°N,120°W), E(40°S,70°W), F(60°S,140°W)

F
L

180° 160° 140° 120° 100° 80° 60° 40° 20°

1 ..E.

0° 20° 40° 60° 80° 100° 1207 140° 160° 180°

1 80°

2 |00
| a0°

20

20°
1 40°

60°

Odabrane referentne stanice s koordinatama A (40°N,15°E), B(20°N,100°E),



http://unb-vmf1.gge.unb.ca/pub/
http://unb-vmf1.gge.unb.ca/pub/

POGLAVLJE 4. 1ZVEDBA NIELLOVE FUNKCIJE 48

U nastavku su dane usporedbe posebno hidrostaticke i posebno nehidrostaticke Ni-
ellove i Vienna funkcije.

Usporedba hidrostatickih funkcija

Za svaku referentnu stanicu za sva cetiri odabrana dana u godini vrijednosti hidros-
taticke Niellove i Vienna funkcije dobivene su izvrSavanjem programskih izvedbi na
elevacijskim kutovima oblika 3° + k- 0.5°, k£ = 0,1,2,...,174. Takoder, vrijednosti
funkcija su izracunate s fiksiranom visinom H = 500 m. Fiksiranje visine na kojoj
usporedujemo vrijednosti funkcija ne utjece na rezultate usporedbe Niellove i Vienna
funkcije jer obje funkcije visinsku razliku ra¢unaju na isti nacin i s istim vrijednos-
tima. Programske izvedbe hidrostatickih funkcija mogu se na¢i u dodatku [A]

Na slikama {4.4 za svaku referentnu stanicu nalaze se grafovi koji prikazuju
apsolutne vrijednosti razlika hidrostaticke Niellove i Vienna funkcije za sva cetiri
odabrana dana. Apsolutna vrijednost razlike dva broja x i y definira se kao |z — yl.
Na grafovima je za svaku referentnu stanicu i na svaki odabran dan vidljiv trend
povecanja apsolutnih vrijednosti razlika hidrostatickih funkcija smanjenjem eleva-
cijskog kuta. Za vrijednosti elevacijskog kuta izmedu 20° i 90° Niellova i Vienna
hidrostaticka funkcija se podudaraju. Takoder, uo¢avamo da se na svim referentnim
stanicama, osim stanice C, najvece apsolutne vrijednosti razlika hidrostatickih funk-
cija postizu na 196. dan u godini (plavom bojom na grafovima), dok se na stanici
C hidrostaticke funkcije najvise razlikuju na 15. dan u godini (crvenom bojom na
grafu). Na veéini grafova vidimo da su apsolutne vrijednosti razlika funkcija naj-
manje na 288. danu u godini. Najveca apsolutna razlika iznosi ~ 0.06. Vrijednosti
Niellove i Vienna hidrostaticke funkcije za sve referentne stanice i za svaki odabran
dan pojedina¢no su prikazane na slikama u dodatku [C]

g 8 » DOY=15 g 8] = DOY=15
= o | = DOY=105 = 3] = DOY=105
o ] = DOY=196 © ] = DOY=196
£ 9 DOY=288 g £ DOY=288
_ =
2 © 2 o |
a a
=T 8 ] =T § ]
o T T T T T o T T T
20 40 60 80 0 40 60 80
Elevacijski kut Elevacijski kut

Slika 4.4: Apsolutne vrijednosti razlika hi-  Slika 4.5: Apsolutne vrijednosti razlika hi-
drostatickih funkcija na stanici A drostatickih funkcija na stanici B
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Slika 4.6: Apsolutne vrijednosti razlika hi-  Slika 4.7: Apsolutne vrijednosti razlika hi-

drostatickih funkcija na stanici C drostatickih funkcija na stanici D
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Slika 4.8: Apsolutne vrijednosti razlika hi-  Slika 4.9: Apsolutne vrijednosti razlika hi-
drostatickih funkcija na stanici E drostatickih funkcija na stanici F

Usporedba nehidrostatickih funkcija

I na grafovima sa slika [4.10) vidljiv je trend povecanja apsolutnih vrijed-
nosti razlika nehidrostatickih funkcija na odabranom skupu podataka smanjenjem
elevacijskog kuta. Takoder, za vrijednosti elevacijskog kuta izmedu 20° i 90° Niel-
lova i Vienna nehidrostaticka funkcija se podudaraju. Kod nehidrostatickih funkcija
najveca apsolutna razlika je ve¢a nego kod hidrostatickih i iznosi ~ 0.4. Vrijednosti
Niellove i Vienna nehidrostaticke funkcije za sve referentne stanice i za svaki odabran

dan pojedinac¢no su prikazane na slikama [C.25 u dodatku [C]
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Poglavlje 5
Zakljucak

Troposfersko kasnjenje je pogreska u izracunu udaljenosti od satelita do prijemnika
nastala utjecajem troposfere na Sirenje signala od satelitske do prijemnikove antene.
Troposfera smanjuje brzinu Sirenja signala i uzrokuje savijanje putanje signala. U
GPS prijemnicima za civilnu upotrebu troposfersko kasnjenje se odreduje koristenjem
razvijenih modela koji procijenjuju kasnjenje na temelju povrsinskih meteoroloskih
parametara. U posljednjih nekoliko desetaka godina modeli se razvijaju na nacin
da se razvijaju modeli za zenitno troposfersko kasnjenje (satelit je pod elevacijskim
kutom od 90°) i modeli za funkciju koja preslikava zenitno troposfersko kasnjenje na
kasnjenje pod kutom. Najpoznatiji model funkcije koja preslikava zenitno troposfer-
sko kasnjenje na kasnjenje pod kutom je Niellova funkcija. A. Niell je 1996. godine, u
svom radu, dao izraz za Niellovu funkciju i pokazao da daje zadovoljavaju¢u tocnost
za elevacijske kutove vece ili jednake od 3°. Niellova funkcija napisana je u obliku
veriznih razlomaka. J. V. Marini je 1972. godine prvi puta funkciju koja preslikava
zenitno kasnjenje na kasnjenje pod kutom izrazio u obliku veriznih razlomaka. Od
tada se najcesce koriste jer su se pokazale bolje od ostalih za male elevacijske kutove.

(Cilj ovog rada je detaljnije analizirati problem troposferskog kasnjenja te dati pregled
najpoznatijih modela za zenitno troposfersko kasnjenje i funkcija koje preslikavaju ze-
nitno kasnjenje na kasnjenje pod kutom. Zatim, cilj je detaljnije analizirati Niellovu
funkciju, dati kratak pregled teorije veriznih razlomaka i najpoznatije algoritme za
njihovo izvrednjavanje. I na samom kraju dati izvedbu Niellove funkcije u program-
skom okruzenju za statisticko racunarstvo R.

U ovom radu, izvedba Niellove funkcije za izvrednjavanje veriznih razlomaka ko-

risti silazni algoritam jer zahtjeva najmanji broj operacija. Izvedba je usporedena
s Vienna funkcijom, za koju su Tesmer, Bohm, Heinkelmann i Schuh 2007. godine

o1
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pokazali da je najpreciznija. Usporedujuéi vrijednosti Niellove i Vienna funkcije na
odabranom skupu podataka zakljucujemo da se znacajnije razlike vide tek za male
elevacijske kutove, do ~ 10°. Najveca apsolutna vrijednost razlika hidrostaticke Niel-
love i Vienna funkcije na odabranom skupu podataka iznosi &~ 0.06, a nehidrostaticke
~ 0.4.
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Sazetak

Prolazeéi kroz troposferu na svom putu od satelita do prijemnika GPS signali mije-
njaju brzinu i smjer Sirenja, uzrokujuci tako greske u odredivanju polozaja. Navedeni
utjecaji troposfere na signal zovu se troposfersko kasnjenje. Buduéi da je troposfera
nedisperzivan medij troposfersko kasnjenje ne moze biti uklonjeno koristenjem dvo-
frekvencijskih GPS prijemnika, nego se modelira. Troposfersko kasnjenje prvo se
modelira u zenitnom smjeru. Zatim se kasnjenje u zenitnom smjeru preslikava na
kasnjenje pod elevacijskim kutom koriste¢i modele funkcija koje daju omjer tropo-
sferskog kasnjenja pod elevacijskim kutom i zenitnog kasnjenja. Primjer jedne takve
funkcije koja se moze koristiti za visoku preciznost odredivanja polozaja je Niell funk-
cija.

Prvo poglavlje opisuje utjecaje troposfere na GPS signal. Prvo su opisane karakteris-
tike satelitskog odredivanja polozaja i troposfere, a potom je opisan pojam refrakcije
signala u troposferi. U drugom poglavlju dani su napoznatiji modeli za zenitno tro-
posfersko kasnjenje i funkcije koje daju omjer kasnjenja pod elevacijskim kutom i
zenitog kasnjenja. Buduéi da je Niellova funkcija izrazena u obliku veriznih razlo-
maka trece poglavlje pruza kratak pregled teorije veriznih razlomaka. U posljednjem
poglavlju na odabranom skupu podataka Niellova funkcija usporedena je s Vienna
funkcijom.



Summary

GPS signals change the propagation speed and direction as they pass through the
troposphere on their path from the satellite to the receiver, causing positioning er-
rors. These effects of the troposphere on the GPS signals are called tropospheric
delay. Since troposphere is a non-dispersive medium, tropospheric delay cannot be
removed using a combination of two GPS frequencies, but must be modelled. The
tropospheric delay can be approximated by finding closed-form analytical models for
the zenith delay and then by mapping this delay to the arbitrary elevation angles
using a mapping function. Example of mapping function that can be used for high-
precision positioning applications is Niell mapping function.

Chapter 1 describes the effects of the troposphere on the GPS signals. Characte-
ristics of satellite positioning and the troposphere are first reviewed. Secondly, the
refraction of GPS signals in the troposphere is presented. The description of the
most used models for zenith delay and mapping function are given with the second
chapter. Since Niell mapping function is expressed in a form of continued fraction
third chapter provides a brief overview of continued fraction theory. Last chapter
gives a comparison of the Niell and Vienna mapping function on the selected dataset.
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Dodatak A

Kodovi izvedbe funkcija

A.1 1Izvedba Niellove funkcije

l|#globalne konstante

2| PI <- 3.1415926535897935601

3la_ht <- 2.53%10°(-5)

I|b_ht <- 5.49%10"(-3)

5lc_ht <- 1.14%10°(-3)

6| matrixl = read.table("data.txt", sep=",", fill=FALSE, strip.white=TRUE)
#print (matrix1l)

9| #silazni algoritam za izvrednjavanje veriznih razlomaka

11| simple_continued_fraction <- function(a, b, c){
12 y_2 <- 1 + ¢

13 y_1 <- 1 + b/y_2

14 y_0 <- 1 + a/y_1

15 return(y_0)

16|}

17

18| continued_fraction <- function(sine, a, b, c){

19 y_2 <- sine + ¢

20 y_1 <- sine + b/y_2
21 y_0 <- sine + a/y_1
22 return(y_0)

23|}

24
25| #hidrostaticka Niellova funkcija
26
27| niell_hydrostatic <- function(e, phi, t, h){
28
29| if(e <= 0 |l e > 90){

30 stop("Elevacijski kut mora biti u intervalu <0,90]")
31 }

32
33 if (phi < -90 || phi > 90){

34 stop("Geografska sirina mora biti u intervalu [-90,90]")

35 ¥

37 if(h < 0){

29
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stop("Visina mora biti veca od 0")

}

x <- sin(ex(PI/180))
doy <- t

t_0 <- 28

if (phi < 0){

t_0 <- 211
}
q_deg <- abs(phi)
if (q_deg <= 15){
jo<- 1
k <- j
M <- 0
}else if (q_deg >= 75){
j <- 5
k <- j
M <- 0
}elseq{
j <- floor(floor(q_deg)/15)
k <- j +1
M <- (q_deg - matrix1[1,j])/(matrix1[1,j+1]
}

y <- cos(2*PI*((doy-t_0)/365.25))

a_h <- matrix1[2,j]*10"(-3) + 10~ (-3)*(matrix1[2,k]
[6,j1*%10°(-5) + 10~ (-5)*(matrix1[5,k]
b_h <- matrix1[3,j]1*10°(-3) + 10~ (-3)*(matrix1[3,k]
[6,j1%10°(-5) + 10" (-5)*(matrix1[6,k]
c_h <- matrix1[4,jI1*10°(-3) + 10" (-3)*(matrixl[4,6k]
[7,31%10°(-5) + 10" (-5)*(matrix1[7,k]

numeratorl <- simple_continued_fraction(a_h, b_h
denominatorl <- continued_fraction(x, a_h, b_h,

numerator2 <- simple_continued_fraction(a_ht,
denominator2 <- continued_fraction(x, a_ht, b_ht,

result <- numeratorl/denominatorl + (1/x -

return(result)

}
#nehidrostaticka Niellova funkcija

function(e, phi){

niell_nonhydrostatic <-

if(e < 0 Il e > 90){

c_h

b_ht,
c_ht)

- matrix1[1,j])

- matrix1[2,j])*M - (matrixil

- matrix1[5,j])*M)*y

- matrix1[3,j]1)*M - (matrixil

- matrix1[6,j])*M)x*y

- matrix1[4,j]1)*M - (matrixil

- matrix1[7,j])*M)*y

)

c_ht)

numerator2/denominator2)*(h/1000)

stop("Elevacijski kut mora biti u intervalu [0,90]")

}

if (phi < -90 || phi > 90){

stop("Geografska sirina mora biti u intervalu [-90,90]")

}

x <- sin(ex(PI/180))




16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

q_deg <- abs(phi)

if (q_deg <= 15){

jo<- 1
k <= j
M <- 0
}else if(q_deg >= 75){
j <- 5
k <- j
M <- 0
Yelseq{
j <= floor(floor(q_deg)/15)
k <- j + 1

M <- (q_deg - matrix1[1,jl)/(matrix1[1,j+1] - matrixi[1,j])
}

a_nh <- matrix1[8,j]*10"(-4) + 10" (-4)*(matrix1[8,k] - matrix1[8,j])*M
b_nh <- matrix1[9,jI*10°(-3) + 10°(-3)*(matrix1[9,k] - matrix1[9,j])*M

c_nh <- matrix1[10,j]1*10°(-2) + 10" (-2)*(matrix1[10,k] - matrix1[10,j])*M

numerator <- simple_continued_fraction(a_nh, b_nh, c_nh)
denominator <- continued_fraction(x, a_nh, b_nh, c_nh)

result <- numerator/denominator

return(result)

A.2 Izvedba Vienna funkcije

PI <- 3.1415926535897935601

a_ht <- 2.53*x10°(-5)
b_ht <- 5.49%10°(-3)
c_ht <- 1.14%10"(-3)
matrixl = read.table("data.txt", sep=",", fill=FALSE, strip.white=TRUE)

simple_continued_fraction <- function(a, b, c){
y_2 <- 1 + ¢
y_1 <- 1 + b/y_2
y_0 <- 1 + a/y_1
return(y_0)
}

continued_fraction <- function(sine, a, b, c){
y_2 <- sine + c
y_1 <- sine + Db/y_2
y_0 <- sine + a/y_1
return(y_0)
}

#hidrostaticka Vienna funkcija
vienna_hydrostatic <- function(e, phi, t, h, a_h){

if(e <= 0 Il e > 90){
stop("Elevacijski kut mora biti u intervalu <0,90]")

}




27

28 if (phi < -90 || phi > 90){

29 stop("Geografska sirina mora biti u intervalu [-90,90]1")
30 }

31

321 if(h < 0O{

33 stop("Visina mora biti veca od 0")

34 }

35

36 x <- sin(ex(PI/180))
37 doy <- t
38 c_0 <- 0.062

39

40| if(phi < 0){

41 p_h <- PI

42 c_10 <- 0.002

43 c_11 <- 0.007

44 Yelseq{

45 p_h <- 0

46 c_10 <- 0.001

47 c_11 <- 0.005

48 }

49

50 b_h <- 0.0029

51 c_h <- c_0 + ((cos(((doy - 28)/365.25)*(2*PI) + p_h) + 1)*(c_11/2) + c_10)*(1 -
cos (phi* (PI/180)))

52

53 numeratorl <- simple_continued_fraction(a_h, b_h, c_h)

54 denominatorl <- continued_fraction(x, a_h, b_h, c_h)

55

56 numerator2 <- simple_continued_fraction(a_ht, b_ht, c_ht)

57 denominator2 <- continued_fraction(x, a_ht, b_ht, c_ht)

58

59 result <- numeratorl/denominatorl + (1/x - numerator2/denominator2)*(h/1000)

60

61 return(result)

62|}

63

64| #nehidrostaticka Vienna funkcija
65| vienna_nonhydrostatic <- function(e, phi, a_nh){

66

67| if(e < 0 Il e > 90){

68 stop("Elevacijski kut mora biti u intervalu [0,90]")

69 }

70

71| if(phi < -90 || phi > 90){

72 stop("Geografska sirina mora biti u intervalu [-90,90]1")
73}

74 x <- sin(e*x(PI/180))

75 b_nh <- 0.00146

6 c_nh <- 0.04391

78 numerator <- simple_continued_fraction(a_nh, b_nh, c_nh)
79 denominator <- continued_fraction(x, a_nh, b_nh, c_nh)
80

81 result <- numerator/denominator

82

83 return(result)




Dodatak B

Sadrzaj datoteke data.txt

15,30,45 ,60,75
1.2769934,1.2683230,1.2465397,1.2196049,1.2045996
2.9153695,2.9152299,2.9288445,2.9022565,2.9024912
62.610505,62.837393,63.721774,63.824265,64.258455
0,1.2709626,2.6523662,3.4000452,4.1202191
0,2.1414979,3.0160779,7.2562722,11.723375
0,9.0128400,4.3497037,84.795348,170.37206
5.8021897,5.6794847 ,5.8118019,5.9727542,6.1641693
1.4275268,1.5138625,1.4572752,1.5007428,1.7599082
4.3472961,4.6729510,4.3908931,4.4626982,5.4736038
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Dodatak C

Grafovi Niellove i Vienna funkcije

C.1 Grafovi hidrostaticke Niellove 1 Vienna
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Slika C.1: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici A, doy=15
(15.1.)
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Slika C.2: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici A, doy=105
(15.4.)
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Slika C.3: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici A, doy=196
(15.7.)
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Slika C.5: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici B, doy=15
(15.1.)
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Slika C.7: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici B, doy=196
(15.7.)
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Slika C.4: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici A, doy=288
(15.10.)
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Slika C.6: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici B, doy=105
(15.4.)
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Slika C.8: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-
drostaticke funkcije na stanici B, doy=288
(15.10.)
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Slika C.9: Vrijednosti Niellove i Vienna hi-

drostaticke funkcije na stanici C, doy=15
(15.1.)
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Slika C.11:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.13: Vrijednosti Niellove i Vienna
hidrostaticke funkcije na stanici D, doy=15
(15.1.)
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Slika C.10:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.12:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.14:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.15:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=196 (15.7.)

14

[ x

= n -
% ] >><< - \Ij!ell
5 o 1% ienna
@ A P

> 2

=l }

o w

w

<] _

=]

= ™

T

Elevacijski kut

Slika C.17: Vrijednosti Niellove i Vienna
hidrostaticke funkcije na stanici E, doy=15
(15.1.)
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Slika C.19:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.16:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.18:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.20:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.21: Vrijednosti Niellove i Vienna
hidrostaticke funkcije na stanici F, doy=15
(15.1.)
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Slika C.23:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici F,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.22:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici F,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.24:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna hidrostaticke funkcije na stanici F,
doy=288 (15.10.)



C.2 Grafovi nehidrostaticke Niellove 1 Vienna
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Slika C.25:  Vrijednosti Niellove i Vi-  Qlika C.26:
enna nehidrostaticke funkcije na stanici A,
doy=15 (15.1.)
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Slika C.27:  Vrijednosti Niellove i Vi-  Slika C.28: Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici A,  enna nehidrostaticke funkcije na stanici A,
doy=196 (15.7.) doy=288 (15.10.)
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Slika C.29:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici B,

doy=15 (15.1.)
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Slika C.31:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici B,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.33: Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=15 (15.1.)
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Slika C.30:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici B,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.32:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici B,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.34:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici C,

doy=105 (15.4.)
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Slika C.35:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.37:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=15 (15.1.)

iR %
£ o4 " Niell
2 § = Vienna
m
s 2%
w
2 w 4
o
_C
[i}]
z T

0

Elevacijski kut

Slika C.39:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici D,

doy=196 (15.7.)
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Slika C.36:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici C,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.38:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.40:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici D,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.41:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=15 (15.1.)
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Slika C.43: Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=196 (15.7.)
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Slika C.45:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici F,
doy=15 (15.1.)
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Slika C.42:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.44:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici E,
doy=288 (15.10.)
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Slika C.46:  Vrijednosti Niellove i Vi-

enna nehidrostaticke funkcije na stanici F,
doy=105 (15.4.)
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Slika C.47:  Vrijednosti Niellove i Vi-  Slika C.48: Vrijednosti Niellove i Vi-
enna nehidrostaticke funkcije na stanici I,  enna nehidrostaticke funkcije na stanici F,

doy=196 (15.7.) doy=288 (15.10.)
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