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Uvod

Jednu od najznacajnijih klasa funkcija u kontekstu linearne algebre, ¢ine linearne transfor-
macije. Linearne transformacije moZemo zadati matricama, a takav nacin zadavanja ko-
ristan je u razliCitim znanstvenim disciplinama, posebno matematici, fizici 1 raCunarstvu.
Matrice se, u ovisnosti o vektorskom prostoru nad kojim transformacija djeluje, javljaju
u razli¢itim dimenzijama. Stoga linearnoj transformaciji u ravnini odgovara matrica reda
dva.

U prvom i drugom poglavlju, osim nekih osnovnih svojstava linearnih transformacija,
odredujemo matrice poznatih specijalnih transformacija ravnine, kao Sto su centralna i osna
simetrija ravnine, rotacija i homotetija ravnine te ortogonalna projekcija na osi apscisa i or-
dinata. U tre¢em poglavlju rada odredujemo matrice svih projekcija i zrcaljenja ravnine,
klasa linearnih transformacija odredenih svojstvima idempotentnosti i involucije. Uz to,
pokazujemo vezu izmedu projekcija i zrcaljenja ravnine te odredujemo nuZne uvjete orto-
gonalnosti projekcije. U posljednjem dijelu rada odredujemo matrice izometrije ravnine.

Rezultati u poglavljima popraceni su primjerima i vizualnom interpretacijom. Prezenti-
rana je ideja kako zamisljati transformacije opéenito, njihova svojstva te specijalne linearne
transformacije.

Iako je primjena matri¢nog prikaza linearnih transformacija ve¢a od one demonstri-
rane radom, zainteresiranom citatelju on moze posluziti kao dobar pocetak u daljnjem is-
traZivanju.



Poglavlje 1

Linearne transformacije

1.1 Uvodenje linearne transformacije

Zamislite da u brodu ”BS-73 Faust Vranci¢”, kao zaposlenik Obalne straze Republike Hr-
vatske, plovite Jadranskim morem, s ciljem nadzora i zaStite prava Republike Hrvatske
na moru. Jedna od temeljnih zadaca koju provodite je suzbijanje piratstva 1 drugih oblika
nemiroljubive uporabe otvorenog mora. Kako bi odrzali komunikaciju s vojnom pomor-
skom bazom Lora u Splitu, periodi¢no odasiljete koordinate trenutne lokacije na kojoj se
nalazite. Budu¢i da je u interesu piratskog broda saznati lokaciju straze, u dogovoru s

v . . _ L [x
bazom, odasiljete kriptirane podatke. Za transformaciju stvarne pozicije broda X = (xl),
2

gdje x; oznacava sjevernu zemljopisnu Sirinu, a x, isto¢nu zemljopisnu duZinu, u kriptirane

koordinate y = i 1), koristite iduéi sustav:
2

{ 5X1 +3X2 = ) (1 1)

2xp+x2 = »

Primjer 1.1.1. Zemljopisne koordinate vaSeg broda iznose 44° sjeverne zemljopisne Sirine
44

i 14° istocne zemljopisne duZine, pa poziciju broda zapisujemo kao X = (xl) = ( )

X2 14
Kriptirana lokacija tada je oblika

S [y} _ [(Sx1+3x2| _(5-44+3-14) (262
Y ) T 2+ ) T\ 244414 )T 102/

Opcenito, vezu stvarnih i kriptiranih koodrinata broda, moZemo zapisati na iduci nacin.

_,_y1_5X]+3XQ_53X1_53_,
Y ) Lo+ T2 1)l) T2 1)
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Slika 1: obalna straza

Imenujemo li matricu A = (; ?), prethodnu jednadZbu zapisujemo kao

¥ = AR, (1.2)

Transformaciju (1.2)) vektora ¥ u vektor ¥, nazivamo linearnom transformacijom, a
odgovarajué¢u matricu A matricom linearne transformacije.

Uoc¢imo da smo postupkom iz primjera[l.1.1]iz sustava linearnih jednadzbi (I.T)), pomo-
¢u Kartezijevog koordinatnog sustava i matrica, opisali pojam linearne transformacije. Iako
¢emo se definiranjem i interpretacijom linearne transformacije detaljnije baviti u nastavku,
istaknimo osnovne ideje koje se kriju u postupku kriptiranja koordinata pozicije broda iz
uvodnog primjera.

Poziciju broda opisujemo uspostavljanjem Kartezijevog koordinatnog sustava O(x, y)
i dodjeljivanjem koordinata poziciji broda 7'(xy, x5).

“ . .. X
Tocku T'(x;, x,) poistovjecujemo s radij-vektorom ¥ = or = (xl)'
2
Linearnu tranformaciju opisujemo matricom A.
Pomocu matrice A preslikamo vektor X u vektor y.

Linearna transformacija preslikava elemente iz R? u elemente iz R?, gdje srediste
Kartezijevog koordinatnog sustava ostaje fiksno.
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Budu¢i da smo u primjeru [1.1.1] odredili kriptirane koordinate broda, namece se pitanje
kako provesti obrnuti postupak, tj. iz kriptiranih koordinata broda odrediti stvarne. Mate-
maticki se pitamo: Kako iz vektora ¥ odrediti vektor X koji se u njega preslikao zadanom
linearnom transformacijom? Za postupak odredivanja trazenog vektora, promotrimo pri-
mjer|l.1.2

Primjer 1.1.2. Nalazite se u pomorskoj bazi Lora u Splitu i u sustavu obradujete podatke
pristigle s broda ”BS-73 Faust Vranci¢”. Jedan od podataka kojima raspolaZete su krip-
tirane koordinate broda. Vas je zadatak, s ciljem slanja pomorske prognoze specificne za
lokaciju broda, odrediti njegove prave koordinate. Kriptirane koordinate broda kojima

Gdje se, prema vasim podatcima, nalazi brod?

4
102)

oo 2
raspolazete iznose (

RjeSenje. Oznacimo s y = ( ) Za odredivanje koordinata broda, rjesavamo jednadzbu

102
AX =5,
tj. sustav

(1.3)

5X1+3X2 = 264
2X1 + X 102 -

Neprestano kretanje broda uvjetuje opetovano rjeSavanje sustava nalik na (1.3)), pa se jav-
lja potreba za brZim nacinom dekodiranja njegovih koordinata. Upoznati s matric¢nim zapi-
som sustava i idejom linearne transformacije, pitamo se postoji li inverzna transformacija,
koja e dekriptirati pristiglu poziciju broda. Matematicki, Zelimo pronaci transformaciju
koja ¢e dekodirati vektor ¥ u vektor X. Kao u primjeru zapisemo sustav

5X1 + 3X2
2X1 + X»

Y1
, 14
2 (1.4)

zatim izrazimo nepoznanice x; i x, a prethodni sustav (1.4)) zapisemo kao

-Vi+3n = x
. 1.5
{ 2y =5 = x (1)

JednadZbe moZemo zapisati kao linearnu transformaciju

By =%, (1.6)
. -1 3
gd]e]eB—(2 _5).

64\ - rsimo transfor-
102 IZVrsimo transjor-

Sada lako odredimo traZene koordinate. Nad vektorom y = (

maciju (1.6) i dobivamo
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L (x) (-1 3)\(264\ (-1-264+3-102) (42
)T 2 —5)\102) T\ 2-264-5-102 ) T \18)

Koordinate broda iz primjera [I.1.1] i primjera [I.1.2] prikazane pomocu mreZne stranice

Google Maps, nalaze se na Slici 2.
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Slici 2: koordinate pozicija broda

Prethodno opisana transformacija dekriptiranja (I.6)) inverzna je transformaciji kripti-
ranja (1.2), $to vrijedi i za njihove pripadne matrice. Dakle, matrica B inverzna je matrici
A. Bududi da inverz matrice opfenito ne mora postojati, pri odabiru matrice kodiranja
moramo biti pazljivi.
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1.2 Vizualna interpretacija linearnih transformacija

Linearna transformacija opéenito

Linearnu transformaciju zadajemo na idu¢i nacin.

Definicija 1.2.1. Preslikavanje f : R*> — R? nazivamo linearnom transformacijom ako je
homogeno i aditivno, tj. ako zadovoljava iduca svojstva:

f(Ax) = Af(x), VxeR* Vi1eR, (1.7)

fOe+y) = f(0) + @), VxyeR”. (1.8)

Navedimo dva poznata primjera linearnih transformacija, kojima ¢emo se detaljnije
baviti u iduéem poglavlju, a u iducoj tocki vizualno interpretirati.

e Homotetija

Nekaje x € R?ik € R, a f : R2 — R? preslikavanje definirano s f(x) = kx.
Preslikavanje f nazivamo homotetija ravnine s centrom u ishodistu koordinatnog
sustava i koeficijentom k. PokaZimo da je homotetija linearna transformacija. Da
bismo tvrdnju pokazali, moramo pokazati da vrijede svojstva (I.7) i (I.8). Prema
definiciji, za 1 € Ri x € R? vrijedi

f(Ax) = k(Ax) = (kD)x = (Ak)x = A(kx) = Af(x),

¢ime smo pokazali da je zadovoljeno svojstvo homogenosti. Analogno, za x,y € R?
iz definicije homotetije slijedi

Jx+y) =k(x+y) =kx+ky=f(x)+ f(y),
¢ime je dokazano i svojstvo aditivnosti.

¢ Rotacija Neka je a,x,y € Rar, : R> » R? preslikavanje definirano s r,(x,y) =
(xcosa — ysina, xsina + ycos @). Preslikavanje r, nazivamo rotacija ravnine oko
ishodista koordinatnog sustava za kut a. Lako se provjeri da je ovako definirano
preslikavanje r, linearna transformacija.

Linearne transformacije ravnine

Prethodno opisana linearna transformacija je funkcija koja djeluje nad elementima ravnine
R? i dobro je o njoj razmisljati u kontekstu pokreta. Umjesto rezultata njezinog djelovanja,
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u ovoj tocki ¢emo pokusati vizualizirati “put” kojeg su elementi ravnine “presli” proved-
bom transformacije.

Da bismo pojasnili tu ideju, promotrimo linearnu transformaciju radij-vektora v u Kar-
tezijevom koordinatnom sustavu, prikazanu na Slici 3.

<

Slika 3: vektor v i njegova slika v/

Linearna transformacija zadanog vektora ¥ u vektor v/, provodi se u dva koraka; rota-
cijom oko ishodista koordinatnog sustava za kut @ u smjeru kretanja kazaljke na satu, kao
na Slici 4 te primjenom homotetije s koeficijentom k, kao na Slici 5.

O
8

Slika 4: rotacija oko ishodista za kut «
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<

Slika 5: homotetija s centrom u ishodiStu koordinatnog sustava i koeficijentom k

“Put” vektora do njegove slike mozemo zamisliti kao put velike kazaljke na satu, kada bi
ona u trenutku u kojem dostize malu kazaljku, poprimila njezinu duljinu, kao na Slici 6.

<y

Sy

Slika 6: Put velike kazaljke na satu

Linearna transformacija djeluje na sve toc¢ke ravnine, pa ju moZemo vizualizirati i na
vecem podskupu elemenata Kartezijevog koordinatnog sustava. Djelovanje jedne linearne
transformacije na ve¢em skupu tocaka, prikazano u programskom jeziku Python, moZemo

vidjeti na Slikama 7 1 8.
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TS5 % 4 5 1 3 5 4

Slika 7: Prije primjene linearne transformacije

Slika 8: Nakon primjene linearne transformacije

Buduc¢i da svaki vektor u ravnini moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju vektora
baze, za poznavanje djelovanja linearne transformacije dovoljno je poznavati njihove slike.
PrikaZimo linearnu transformaciju sa Slike 8 u programu GeoGebra. Na Slici 9 prikazani
su vektori kanonske baze, njihove slike te slike duZina paralelnih s koordinatnim osima.
Slike duZina paralelenih s koordinatnim osima nije nuzno prikazati, ali one nam olakSavaju
vizualizaciju transformacije. Opcenito, linearne transformacije imaju svojstvo da pravce u
ravnini preslikavaju u pravce.
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Slika 9: Linearna transformacija u programu GeoGebra

1.3 Veza linearnih transformacija i matrica

Uspostavljanjem veze izmedu linearnih transformacija i matrica, definiramo jedan od naj-
vaznijih primjera zadavanja linearne transformacije. U prvom redu, ona olakSava provedbu
algebarskog racuna i opcenito je koristan alat u rjeSavanju problema u ravnini. Matri¢ni
zapis linearne transformacije svoju primjenu nalazi u strojnom ucenju. Bududi da je za
efikasnost rada modernih neuronskih mreza presudna veli¢ina skupa podataka za ucenje,
primjenom linearnih transformacija nad relativno malim skupovima, umjetno se povecava
njihov kardinalitet. Uz uStedu racunalnih resursa, takvim se pristupom pospjeSuje rad
mreza. Osim u strojnom ucenju, matri¢ni zapis linearne transformacije svoju primjenu
nalazi u programiranju racunalnih igrica te animaciji opcenito.

Prije definicije linearne transformacije zadane na R?, koja ¢e nam u ovom radu biti
glavni predmet proudavanja, promotrimo iduce. Svakoj tocki T(x,y) € R? u koordinat-
noj ravnini mozemo pridruZiti odgovarajuci radij-vektor or, gdje je to¢ka O ishodiSte
ravnine. Takvo preslikavanje je bijektivno, pa je opravdano poistovjetiti tocku T'(x,y) s

radij-vektorom oT = i .

Definicija 1.3.1. Neka je A € My(R). Funkciju fy : R* — R?, takvu da
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Bay) = (L), gdieje (;‘) =A(;“)

nazivamo linearnom transformacijom definiranom matricom A € M,(R).

Matrica A odreduje linearnu transformaciju fy. Zelimo li da spomenuta veza bude bi-
jektivna, potrebno je odabrati bazu ravnine. Pogodnom se pokazuje kanonska baza {¢1, é>},

..o (1N, 5 (O o o . . .
gdje je ej = olie2=\y) U idu¢em teoremu uvjerit cemo se u tvrdnju da je za poznavanje

matrice A linearne transformacije dovoljno poznavati slike vektora kanonske baze.

Teorem 1.3.2. Ako za linearnu transformaciju fy : R> — R2, f4 (;) = A(i) gdje A €
M;(R), vrijedi

tada je

Dokaz. Neka je f, linearna transformacijai A = (’Z Z) matrica. Bududi da je

wlo=( Aol=() 4 (0)=0)

slijedi da je
m\ _(a
p] \b)
Analogno,
f 0\ (m n\(0\ (n) [c
)\ gJ\t) " \g) T \a)
Dakle, pokazali smo da vrijedi A = (Z 2) , pa je teorem dokazan. O

Napomena 1.3.3. Buduci da je f, linearna transformacija, ona zadovoljava svojstva (1.7)
i (I.8)), $to krace pisemo kao

X1 X2\ _ X1 X3
fA(Ol (yl) +’8(y2)) = afy (yl) +Bfa (yz) (1.9)
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i nazivamo linearnost, odakle linearnoj transformaciji ime.

Promotrimo 1i svojstvo linearnosti, zaklju¢ujemo da je slika linearne kombinacije vek-
tora u R? linearna kombinacija slika tih vektora. Svojstvo linearnosti vizualizirat ¢emo u
idu¢em primjeru.

Primjer 1.3.4. (Linearnost transformacije vizualno)

: . . : 2\ .
Neka je fy linearna transformacija na R?, zadana matricom A = ) tj. takva da

3 =2
) S (1 -1 L, (O -2 ) L (2
preslikava e = (0) u vektor ( 3 ), a é, = (1) u vektor (_2) . Neka je vektor v = (2)

Tada se prema definiciji linearne transformacije vektor v preslika u vektor v' tako da vrijedi

(2 -G

TraZenu sliku moZemo dobiti i drugacije. Vektor v zapisemo kao linearnu kombinaciju
vektora kanonske baze:
L (2} 4 (1 0
7=(3)=2{o)=(3)
pa je tada, uz svojstvo (1.9),
1 0 1 0 -1 -2 -2 —4 -6
)2 0)) -2 lo)=2n) -2(3)=(5)- () () -5)

Vizualna interpretacija prethodnog racuna, prikazana je na Slici 10.

Slika 10: linearnost
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Navedimo neka svojstva linearnih transformacija.

e Nul-vektor se preslikava u nul-vektor, tj. fA(6) =0, sto slijedi direktno iz definicije.

. S X . ) . ) )
e Suprotni vektor vektora v = (y) preslikava se u suprotni vektor njegove slike, tj.

fa(=V) = —fa(¥), sto slijedi iz svojstva homogenosti linearne transformacije.

e Jedini¢na linearna transformacija. Buduci da je linearna transformacija funkcija,
opravdano je pitati se postoji li za nju odgovarajuca funkcija identiteta f,, takva da

- X X\ 5o L . . . .
vrijedi f4 y = NE Zelimo pronadi matricu transformacije koja vektore €7 i ¢
. oy . . 1 0 .
preslikava u same sebe. Jedini¢na matrica reda 2 je I, = o 1/ P2 definiramo

In (;) =1 (i) . Takva linearna transformacija ne ovisi o odabiru baze, pa je matrica
koja ju opisuje jedinstvena.
Napomena 1.3.5. (MnoZenje matrice i vektora)

Uzmemo i u obzir svojstva aditivnosti i homogenosti linearne transformacije, racunski
moZemo opravdati definiciju umnoska matrice i vektora.

a
Neka je V =
J (B

te neka je linearna transformacija fa, takva da vektore baze preslikava

wlo)= )+ #0)-(o)

na idudi nacin.

Tada je

Vektor V moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju vektora kanonske baze, tj. kao Vv =
1 0 C . . . .
a (O) + (1) Buduci da je f4 linearna transformacija te kao takva zadovoljava svojstva

aditivnosti i homogenosti, vrijedi

R A A R

S druge strane f; (Z) =A (Z) Dakle vrijedi A (Z) = (ZZ : gfl)
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U prethodnoj tocki na Slici 6, linearna transformacija je bila razloZena na dvije uzas-
topne transformacije. lako smo na tom primjeru vidjeli da je linearna transformacija za-
tvorena s obzirom na kompoziciju, uvjerit ¢emo se da to vrijedi opcenito.

Teorem 1.3.6. Ako su A, B € My(R) i fa, fp linearne transformacije odredene matricama
A'i B, tada je funkcija fi o fz : R> — R? linearna transformacija odredena matricom AB.

X X X x"’
Dokaz. Neka su =1, ,1=1, | Tadaje
fB(y) (y) fA(y) (y) !

(fro fi) (;‘) : fA(fB (;“)) - /i (;C) - (;)

gdje
R I N A
y y y y
odakle slijedi
[)=()
y y
Matrica AB je matrica linearne transformacije f; o f3. O

Napomena 1.3.7. (MnoZenje matrica)

Neka su fy, fz : R> — R? takve da vrijedi A = ( ) ( i) Promotrimo gdje ée

. o . o ev e [ . - O
se preslikati jedinicni vektori e = iée; = (1) u odnosu na fy o fz : R? — R2. Vektor

1
e = (O) se u odnosu na fp preslikava u vektor e} = (g) Djelujemo li transformacijom f

5 _[a b)(e) (ae+bg
Ael_(c d)(g)_(ce+dg)’

pa je prvi stupac matrice linearne transformacije fa o fg odreden.

na vektor e'l, dobivamo

Analogno, promatramo vektor é; = On se u odnosu na fp preslikava u vektor

0
1)

-
’

e, = (f ) Djelujemo li transformacijom fx na vektor ez, dobivamo iduce

I
+ _(a b\[(f)_(af +bh
Aez_(c d)(h)‘(cf+dh)’
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pa je drugi stupac matrice linearne transformacije fa o fp odreden.
Promotrimo li matricu linearne transformacije fy o fp, ocito je da je ona jednaka
umnosku AB. Dakle, linearna transformacija fy o fp je odredena matricom AB, gdje

_(ae+bg af +bh
“\ce+dg cf+dh)

1.4 Jezgra i slika linearnih transformacija

U motivacijskom primjeru obradenom u tocki 1.1 vidjeli smo da sustav linearnih jednadzbi
mozemo zapisati matriéno. Buduéi da matricu drugog reda moZemo poistovjetiti s linear-
nom transformacijom ravnine, rjeSenja sustava linearnih jednadzbi moZemo vizualizirati.
U primjerima koji slijede, u ovisnosti o broju rjeSenja sustava, promatramo jezgru i sliku
odgovarajuée linearne transformacije.

O (HEEA R

nazivamo jezgrom linearne transformacije f4, a skup

= (o ) )=}

slikom linearne transformacije f,.

Definicija 1.4.1. Skup

Jezgra i slika linearne transformacije f4 : R> — R? su potprostori vektorskog prostora
R, tj.

o Va,feRiV (xl) ,(x2) e Kerf, vrijedi a/(xl) +,8(x2) eKerfy,
Y1 Y2 Vi Y2

X1
Y1

Primjer 1.4.2. (Sustav ima jedinstveno rjesenje)
Neka je zadan sustav

. Va,,BeRiv( ),(xz)elmfA vrijedia(x1)+ﬁ(x2)elmfA.
Y2 Y1 2

X1+ 3x = 2
L (110
te njegov zapis u obliku
AX =7, (1.11)

gdje je
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ol ) ol

Na taj nacin je odredena linearna transformacija fy : R* — R?, takva da
X1} _ [N . 1 3\ [x _ 2
a(a)=G) o (2 0)-G)
Rjesavanje sustava (1.10) svodi se na odredivanje vektora X = (il), koji se nakon
2

djelovanja transformacije preslikao u vektor y = (i) kao u (I.T1). Buduéi da vrijedi
det(A) # 0, postoji A™! takva da

ATTAR = A1,
odakle slijedi
P=A"y,
paje uz
1 3
Al = 7 7
2 1|
7 7
1 3
2> _ A-12_ 7 7 2 _ -1
X=ATV=1, (3 11
7 7

Prikaz rjesenja sustava nalazi se na Slici 11.
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Yy

Slika 11: sustav ima jedinstveno rjeSenje

Prema definiciji, slika linearne transformacije fa sastoji se od svih vektora oblika

A= )= (2= () =)

Buduéi da su vektori (_12) I (3

1) medusobno linearno nezavisni, Imf, = R2, dok se u Ker fa

nalazi samo nul-vektor.

Primjer 1.4.3. (Sustav nema rjesenja ili ima beskonacno mnogo rjesenja)
Promotrimo iduci sustav

X1+ 3x = ¥
{ 2x1+6x, = ¥2 ' (1.12)
Kao i ranije
AR =7, (1.13)

gdje
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Bududi da je det(A) = 0 inverz matrice A ne postoji. Uz pravilan odabir vektora ¥ sustav
(L.12)) ée imati rjesenja.
Prema definiciji, slika linearne transformacije fa sastoji se od svih vektora oblika

X1_13X1_X1+3X2_ 1 3_ 1
A= ) () o) () i waola)

3) paralelni, zakljucujemo da je slika

Buduéi da su pravci na kojima leZe vektori (;) i ( 6

linearne transformacije f, pravac odreden vektorom y = K
Jezgra linearne transformacije fa, prema definiciji je skup svih vektora koje dobivamo

rjesavanjem jednadZzbe
1 3 X1y _ 0
2 6 X2 - o)

3

_1), t € R. Dakle, u jezgri linearne transfor-

RjeSenje moZemo opisati vektorom X = t(

macije fy nalaze se svi vektori kolinerni s vektorom X = (_1). Sliku i jezgru linearne

transformacije fx moZemo vidjeti na Slici 12.

'y

Slika 12: Kerf, i Imf;
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X1

Na Slici 12 takoder moZemo vidjeti da slika vektora X = ( ) koji se danom linearnom

X2
.o . - 1 . v . v .

transformacijom preslikava u vektor y = 1] e postoji. Pocetni sustav, u tom slucaju,

nema rjeSenja. S druge strane, postoji vektor koji se danom linearnom transformacijom

I o« . . . . o

). Stovise, postoji beskonacno mnogo takvih vektora, pa zakljucujemo da

2

preslika uy = (
pocetni sustav, u tom slucaju, ima beskonacno mnogo rjesenja.



Poglavlje 2

Matrice specijalnih transformacija

U prethodnom poglavlju, u teoremu [1.3.2] pokazali smo da je za odredivanje matrice A
linearne transformacije f;, potrebno odrediti slike vektora kanonske baze {¢i,¢é3}. Ovo
poglavlje posveceno je pronalasku matrica osnovnih linearnih transformacija u ravnini.

2.1 Centralna simetrija ravnine

Neka je O ishodiSte Kartezijevog koordinatnog sustava. Centralna simetrija ravnine
R? s obzirom na ishodiSte O je preslikavanje so : R> — R? definirano na sljedeéi nain:
Najprije je so(O) = O. Nekaje T # O,aT’ # T to¢ka na pravcu 70O takvada |TO| = |OT’|.
Takva tocka 7’ je jedinstvena. Definiramo so(T) = T".

Sa Slike 13 vidimo da za proizvoljnu to¢ku T'(x, y) € R? vrijedi da je njena slika tocka
T’(—x,—y), pa je centralna simetrija ravnine s obzirom na ishodiSte Kartezijevog ko-
ordinatnog sustava preslikavanje f : R? — R? zadano s

=)

20
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N e ————

- 5

N

Slika 13: centralna simetrija

PokaZimo da je centralna simetrija ravnine s obzirom na ishodiSte Kartezijevog koor-
dinatnog sustava linearna transformacija, tj. da zadovoljava uvjet linearnosti (1.9).

Zaista, za @, € R i (’“) , (XZ) e R? vrijedi
yi) \»n2

X1 x\\ ax; Bxo\\ _ faxi +Bxy\ _ (—ax; —Bx;
f(a/ ()’1) +'B()’2)) B f( (0/)/1) " (,3)’2)) B f(%’l +ﬁ)’2) B (—00’1 —,3)’2)
_[Tax —Bxy _ —X] —X2) _ X1 X2
B (_a'yl) " (—ﬂyz) B a(—m) +ﬁ(—)’2) =af ()’1) vAI (Y2) '
Za vektore kanonske baze vrijedi

()=o) )=(5)

pa slijedi da je f = f4 pri Cemu je matrica centralne simetrije s obzirom na ishodiste
Kartezijevog koordinatnog sustava
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Primjer 2.1.1. Dana je kruznica k sa sredistem u S (=3, 3) i polumjerom 2 te pravac a, cija
Jjednadzba glasi y = 2x — 5. Odredite jednadzbu pravca p, tako da je srediste koordinatnog
sustava poloviste duZine kojoj je jedan kraj na kruznici k, a drugi na pravcu a.

Rjesenje. Tocka E € a se centralnom simetrijom s obzirom na ishodiste koordinatnog
sustava preslikala u tocku E’, pa je prema definiciji centralne simetrije |EO| = |E’'O| i tocka
O poloviste duzine EE’. Analogno vrijedi za tocku F € a, koja se centralnom simetrijom s
obzirom na ishodiste preslikala u tocku F’.

Pravac a preslikamo centralnom simetrijom s obzirom na ishodiste koordinatnog sus-
tava u pravac a’, koji prolazi tockama E' i F’'. Taj pravac sijece kruZnicu k u niti jednoj,
Jjednoj ili dvije tocke. Ako sjeciste postoji, kroz tocku sjecista i srediste koordinatnog sus-
tava povucemo traZeni pravac p.

JednadZbu pravca a najprije zapisemo u parametarskom obliku.

{ ; s (€R. 2.1)

Odredimo proizvoljnoj tocki T pravca a sliku T'. Neka je T(t,2t — 5) proizvoljna tocka
pravca a. Tocku T’ koja je centralno simetricna tocki T s obzirom na ishodiste koordinat-
nog sustava dobivamo tako da na nju primijenimo linearnu transformaciju. Za odgova-
rajuci radij-vektor or’ vrijedi

ooy - -

Dakle, parametarski oblik jednadzbe pravca a’ je

x =-—t
{ y =-2t+5" (2.2)

JednadZbu dane kruznice k sa sredistem u S (-3, 3) i polumjerom r = 2 zapisemo kao
(x+3)+(y-3)"=4. (2.3)

Eliminacijom parametra t € R u [2.2)) dobivamo y = 2x + 5, a uvrstavanjem u (2.3) i
rjeSavanjem sustava, da su sjecista kruZnice k i pravca a’ tocke E'(—1.8,1.4) i F'(-1,3).
Kroz dobivene tocke i srediste koordinatnog sustava provucemo traZeni pravac p. Buduci
da je broj sjecista 2, traZeni problem ima 2 rjesenja. Jednadzbe traZenih pravaca su

7

=—-—x [ y=-3x.
y 9x iy X
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Vizualni prikaz rjeSenja nalazi se na Slici 14.

Slika 14: rjeSenje primjera 2.1.1

2.2 Osna simetrija ravnine

Neka je p pravac u R?. Osna simetrija ravnine s obzirom na pravac p je preslikavanje
s, : R? — R? definirano na sljedeéi nacin. Ako tocka T leZi na pravcu p, definira se
s,(T) = T. Ako tocka T ne lezi na pravcu p, tada okomica kroz T na pravac p sijeCe p u
nekoj tocki Ty. Neka je 7’ tocka na pravcu 1Ty, razliCita od T, takva da je |TTy| = |ToT"|.
Takva to¢ka T je jedinstvena. Definira se s,(T) = T".

Osna simetrija ravnine s obzirom na os apscisa

Promatramo osnu simetriju ravnine kojoj je pravac apscisa os simetrije.
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Slika 15: osna simetrija

Sa Slike 15 vidimo da za proizvoljnu to¢ku T'(x,y) € R? vrijedi da je njena slika tocka
T’(x,—y), pa je osna simetrija ravnine s obzirom na os apscisa preslikavanje f : R> —

R? zadano s
X X
)=

PokaZimo da je osna simetrija ravnine s obzirom na os apscisa Kartezijevog koordinat-
nog sustava linearna transformacija, tj. da zadovoljava uvjet linearnosti (I.9).

Zaista, za @, B € R i (’”) , (XZ) e R? vrijedi
yi) \»n2

X1 0\ ax Bxo\\ L faxi +Bxy\ [ ax; +Bx;
f(a/ ()’1) +'B(y2)) B f( (a'yl) " (,3)’2)) B f(a% +ﬁY2) B (—a/)/l —ﬁyz)
_[ax Bx\_ [x X\ _ x| R}
B (—0/)’1) " (‘ﬁ)&) B a(_)’l) +'B(—)’2) =af ()’1) tAI (Y2) '

Za vektore kanonske baze vrijedi
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pa slijedi da je f = f4 pri ¢emu je matrica osne simetrije ravnine s obzirom na os
apscisa Kartezijevog koordinatnog sustava

1 0
A= (O 9
Primjer 2.2.1. Konstruirajte kvadrat tako da mu dva nasuprotna vrha leZe na osi apscisa,
a dva preostala vrha na kruZnicama

ki.x*+(y=-37=16 i k..(x-4>+@+5*=4

Dovoljno je konstruirati jedan takav kvadrat. Zadatak rijesite uz pomoc interaktivnog ma-
tematickog softvera GeoGebra.

RjesSenje.  KruZnicu ky preslikamo u kruZnicu ki osnosimetrichu s obzirom na x os.
Kruznice ki i ky sijeku se u dvije tocke. Bez smanjenja opcenitosti jedno od sjecista T
preslikamo u T osnosimetricno s obzirom na x os. Time su odredena dva nasuprotna vrha
traZenog kvadrata, tj. njegova dijagonala TT’. Oko polovista P duZine odredene tockama
T i T’ opisemo kruZnicu ks radijusa |PT|. Tocke presjeka kruZnice ks i osi apscisa su
preostali vrhovi traZenog kvadrata.

Koristeci algebarsku reprezentaciju kruznica ki i ky, pomocu trake za unos upisujemo
njihove odgovarajuce jednadzbe.

Unosimo redom:

X2+ (y -3)2=16
-2+ (y+52=4

te svaki od unosa potvrdujemo pritiskom na tipku <Enter>. Za unos matrice A takoder
koristimo traku za unos u koju upisujemo

A= {{1! ®}! {®1 _1}}-

Da bismo kruZnicu k, preslikali u kruZnicu k;, na nju primijenimo osnu simetriju s obzi-
rom na os apscisa, odredenu matricom A. Preslikavanje kruZnice k, obavljamo pomocu
naredbe PrimijeniMatricu. Naredba na prvom mjestu prima ime odgovarajuce matrice,
dok je drugo rezervirano za objekt nad kojim se vr$i transformacija. Citava nareba glasi
PrimijeniMatricul< matricaM >, < objektO >].

U traku za unos pisemo

PrimijeniMatricul A, k_1 ]

te dobivamo kruZnicu ki, koja je osnosimetricna kruznici k, s obzirom na os apscisa. Nje-
zina jednadzba je
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K..x? +(y+3)% = 16.

Za odredivanje presjeka kruZnice k| i k; koristimo Sjeciste[< konika cl >, < konika c2 >],
tj. za konkretne konike

Sjeciste[ k_1°, k_2].

Bez smanjenja opcenitosti, na toc¢ku presjeka T (4, —3) ponovo primijenimo naredbu Primi-
Jjeni matricu

PrimijeniMatricul A, T ]

i tako dobivamo tocku T'. Konacno, za odredivanje preostale dvije tocke kvadrata, koris-
timo Poloviste [<tocka>, <tocka>]. Unosimo

Poloviste[ T, T’ ]
a zatim oko polovista P opisemo kruZnicu kroz tocku T
Kruznica[P, T]

te pomocu naredbe Sjeciste pronademo sjecista U i U’ netom konstruirane kruZnice ks i
osi apscisa

SjecisSte[x0s, k_3].

Time smo odredili sve tocke potrebne za konstrukciju kvadrata. Pomocu naredbe Mnogokut
u traku za unos upisujemo imena vrhova kvadrata

Mnogokut[ U, T, U’, T’ 1].

Kako izgleda rjeSenje moZemo vidjeti na Slici 16.
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Slika 16: rjeSenje primjera2.2.1]

Osna simetrija ravnine s obzirom na os ordinata

Osna simetrija ravnine kojoj je pravac ordinata os simetrije analogna je prethodnoj, pa
se lako pokaZe da je osna simetrija ravnine s obzirom na os ordinata Kartezijevog
koordinatnog sustava linearna transformacija f = f, pri Cemu je

1 -1\ . 0 0
wlof=(o) + #0)=()
odakle slijedi da je matrica osne simetrije ravnine s obzirom na os ordinata
-1 0
A= ( . 1).
2.3 Rotacija ravnine

Neka je a dani kut i to¢ka O srediste Kartezijevog koordinatnog sustava. Rotacija ravnine
oko cvrste tocke O za dani kut « je transformacija definirana na sljedeci nacin. Tocka
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O je Cvrsta toCka u odnosu na transformaciju. Za toCku 7" razlicitu od O vrijedi da se
preslikava u to¢ku 77, tako da |OT| = |OT’|, a kut TOT" iste mjere i orijentacije kao kut a.
Za « > 0 rotacija je u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke na satu i tada kazemo
da se rotacija odvija u pozitivnom smjeru. Za « < 0 rotacija je u smjeru kretanja kazaljke
na satu i tada kaZzemo da se rotacija odvija u negativnom smjeru.

Za danu tocku T(x,y) € R? nadimo koordinate tocke 7”(x’,y’) € R? u koju ée se pri
ovoj rotaciji preslikati to¢ka 7. Oznacimo s 6 kut kojeg vektor OT zatvara s pozitivnim
dijelom osi x, kao na Slici 17.

(8%

B -

Slika 17: rotacija ravnine oko toc¢ke O za kut «

Tada vrijedi
X =rcosé,
y=rsinf,
dok je
x" =rcos(0 + a),
Yy = rsin(0 + ).
Slijedi

X" =rcos(0+a)=rcosfcosa —rsinfsina = xcosa — ysina,

Y =rsin(f + @) = rsinfcosa + rcosfsina = ycosa + xsina.
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Rotacija ravnine oko ishodiSta Kartezijevog koordinatnog sustava za kut « je presli-
kavanje f : R> — R? zadano s

¥ x|\ _[xcosa-—ysina
y) \ycosa+ xsina/’

Za vektore kanonske baze vrijedi
0 —sina
f(l) B ( cos a )’

1 cosa
f (O) B (sin a/)
pa slijedi da je f = f4 pri Cemu je matrica rotacije ravnine oko ishodista Kartezijevog

koordinatnog sustava za kut « oblika

_ [cosa —sina
“\sina cosa |’

Primjer 2.3.1. Pronadite sliku nastalu rotacijom pravca 'y = 2x — 1 oko ishodista za kut
od 45° u pozitivnom smjeru.

Rjesenje. Jednadzbu pravcay = 2x — 1 zapisat cemo u parametarskom obliku.

{ ;“:;t_l, teR. 2.4)

Kutu a = 45° odgovara matrica rotacije

- [cos 45 —sin45 ] _ > >
sin 45° cos 45° ﬁ ﬁ
2 2

Pogledajmo kamo ce se pri opisanoj rotaciji preslikati proizvoljna tocka T(t,2t — 1)
zadanog pravca. Za t € R vrijedi

Vi V3 Vi

2 2 t \ | 2 2
V2 ﬁ(%—l)_wi V2|

2 2 2 2

2 2 3V2 2
’( - gt + %, T\/_t - %) slika tocke T. Zadani pravac se preslikava u pravac
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Cije parametarske jednadZbe glase

R /P
2

3\/§t
2

V2
2 eRr. 2.5)
V2
2

Eliminacijom parametra t u 2.5) dobivamo y = =3x + V2.

2.4 Homotetija ravnine

Neka je k € R\ {0}. Linearna transformacija koja proizvoljnoj tocki T # O pridruZuje tocku
T’ , takvu da vrijedi OT’ = kOT, gdje je O ishodiSte Kartezijevog koordinatnog sustava,
naziva se homotetija ravnine s centrom O i koeficijentom k.

!

<

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Y,

T mm———

Slika 18: homotetija ravnine s centrom O 1 koeficijentom k

Slika to¢ke T'(x,y) € R? pri ovoj homotetiji je tocka T’(kx, ky). Stoga je homotetija
s centrom u ishodiStu Kartezijevog koordinatnog sustava i koeficijentom k preslikavanje

f : R* - R? zadano s
X kx
/ (Y) ) (ky) '
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Za vektore kanonske baze vrijedi

ho)=l) o))

pa slijedi da je f = f4 pri Cemu je matrica homotetije ravnine s centrom u ishodistu
Kartezijevog koordinatnog sustava i koeficijentom k oblika

(k)

Napomena 2.4.1. Za k = —1 odredena je centralna simetrija s obzirom na ishodiste Kar-
tezijevog koordinatnog sustava. Dakle, centralna simetrija je poseban slucaj homotetije.

5
Primjer 2.4.2. U trokut omeden pravcima y = —5% +15, y=x i y =0 upisite kvadrat

5
tako da dva njegova vrha leZe na osi x, jedan vrh na pravcu y = —Ex + 15 i jedan vrh na
pravcuy = Xx.

Rjesenje. Konstruiramo kvadrat A’ B'C’ D’ takav da zadovoljava 2 od 3 traZena uvjeta,
tj. takav da vrijedi da je A" element pravcay = x, a tocke B’ i C’ leZe na x osi. Tocka D’ je s
obzirom na opisanu konstrukciju odredena. Odredimo tocku D, koja je presjek pravca kroz

ishodiste koordinatnog sustava i tocku D’ s pravcemy = ——x+ 15. Tocke D i D’ odreduju

koeficijent homotetije s centrom u ishodistu koordinatnog sustava. Preostale tocke A’, B’ i
C’ preslikamo s obzirom na tu homotetiju u vrhove A, B i C respektivno.

Neka je A’(1, 1) tocka na pravcu 'y = x. Tada je njezina ortogonalna projekcija na os x
vrh B'(1,0) . Za vrh C’ tada vrijedi da leZi na x osi i da je za 1 udaljen od vrha B’, pa je
C'(2,0). Lako slijedi da je D'(2,1).

Provucimo pravac kroz ishodiste koordinatnog sustava i tocku D’. Slijedi da je jed-
nadzba tog pravca

y==x.
. 5 I . 5 )
Presjek pravca y = —Ex + 15 s pravcem y = Ex je vrh D(S, 5) Udaljenost vrha D od

5vV5
ishodista je ky = — a udaljenost vrha D' od ishodista ky = V5. Koeficijent homotetije
55

sa sredistem u ishodistu O, koji preslikava tocku D’ u D je k = = —, pa je njezina

2
N
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matrica

K =

S Nl
| O

55 5
Preostali vrhovi preslikaju se na iduci nacin. A’ se preslika u A(E’ E)’ B u B(E’ O) i
C'uC(5,0).

1) J23 ' B C \ €T

Slika 19: rjeSenje primjera

|

2.5 Ortogonalna projekcija na osi apscisa i ordinata

Ortogonalna projekcija na os apscisa

Ortogonalna projekcija tocke 7 € R? na os apscisa Kartezijevog koordinatnog sustava
je noziste T’ okomice na os apscisa kroz to¢u T. Toc¢ka T(x,y) € R? se preslikava u tocku
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T’(x,0), ¢ime je definirano preslikavanje f : R? — R? zadano s

X X
)=
Za vektore kanonske baze vrijedi
1 1 0 0
fo)=lo) + #0)=0)
paje f = fa, pri cemu je matrica ortogonalne projekcije na os apscisa dana s
10
A= (O O) |
Ortogonalna projekcija na os ordinata

Ortogonalna projekcija tocke 7 € R? na os ordinata Kartezijevog koordinatnog sus-
tava je noZziste 7’ okomice na os ordinata kroz to¢u T. Tocka T'(x,y) € R? se preslikava u
tocku 77(0, y), ¢&ime je definirano preslikavanje f : R*> — R? zadano s

X 0
! (y) B (y) '
Za vektore kanonske baze vrijedi

fo)=l) + o0)=E)

paje f = fa, pri Cemu je matrica ortogonalne projekcije na os ordinata dana s

A:(g (1’)



Poglavlje 3

Projekcije, zrcaljenja i izometrije
ravnine

Projekcije i zrcaljenja ravnine klase su linearnih transformacija odredenih svojstvima idem-
potentnosti i involucije. Ta svojstva koristimo u odredivanju odgovaraju¢ih matrica linear-
nih transformacija. U prethodnom poglavlju smo se bavili posebnim slu€ajevima projek-
cija i zrcaljenja ravnine, dok u ovom odredujemo sve takve linearne transformacije. Osna
simetrija, rotacija i centralna simetrija ravnine, takoder opisane u prethodnom poglavlju,
pripadaju klasi izometrija ravnine, koje ¢emo definirati u posljednoj tocki.

3.1 Projekcije ravnine

Definicija 3.1.1. Linearna transformacija P : R*> — R? za koju vrijedi P o P = P, naziva
se projekcija ravnine.

Napomena 3.1.2. Za svaki n > 2 projekcija ravnine je idempotentna transformacija, tj.
vrijedi PoPo...oP=P.
—_—

n puta

Teorem 3.1.3. Ako je P, : R? — R? linearna transformacija definirana matricom A, onda
je P, projekcija ravnine ako i samo ako je matrica A idempotentna, tj. vrijedi A> = A.

Dokaz. Neka je P, : R?> — R? linearna transformacija definirana matricom A. Prema te-
oremu P, o P, je linearna transformacija odredena matricom AA = A%, Bududi da je
P, projekcija ravnine, vrijedi P4 o P4 = Py, pa slijedi da je A% = A, tj. matrica A je idem-
potentna. Obrnuto, pretpostavimo da je A> = Ai P, : R> — R? linearna transformacija
definirana matricom A. Prema teoremu linearna transformacija P, o P4 je odredena
matricom A% = A, pa slijedi P4 o Py = Py, tj. P4 je projekcija ravnine. O

34
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Prije definiranja svih projekcija ravnine, odredujemo izgled njihovih odgovarajuéih
matrica. Buduci da ¢e za projekcije vrijediti da su odredene idempotentnim matricama,
u idu¢em teoremu odredujemo sve takve matrice.

Teorem 3.1.4. Matrica A = (Z Z) € M,(R) je idempotentna ako i samo ako je jednog
od iducih oblika:

1. A1:02,'
2. AQZIQ,'

0 0
3. A3— c 1),C€R,

1 0
4. Ay = c O),CER,

b
soAs=[2 ),aeR,beR\{O}.
> l1-a

Dokaz. Nekaje A = (‘Cl
A2 = At

b) € M>(R). Da bi matrica A bila idempotentna, mora vrijediti

d
a b\fa by (a b
c dl\c¢ d) \c d)’
odakle mnoZenjem matrica dobivamo

(a2 + bc ab + bd) _ (a b)

ac+cd  bc+d? c d]’
Slijedi
a*+bc =a
bla+d) =b
cla+d) =c’ (3.1
bc+d> =d

Prebacimo li nepoznanice u svim jednadZbama sustava (3.1]), osim u prvoj s desne na lijevu
stranu, dobivamo

a* + be =a
bla+d-1) =0
cla+d-1) =0 (3.2)

(a-dya+d-1) =0
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Akou (32) vrijedia+d—-1#0,tadajeb=0,c=0ia=de{0,1}. Zaa=d=0
matrica A je oblika
0 0
=0 o)

paje A=A; = 0,. Zaa =d = 1 matrica A je oblika

1 0
=l )
pajeA=A=1,.

Ako u (3.2)) vrijedi a + d — 1 = 0, sustav se svodi na jednadzbu
a+bc=a. (3.3)

2

Zab # 0, u (3.3) dobivamo ¢ = a ,pajezaa € Rib € R\ {0} matrica A oblika

a b
)
a ba L—al’
odnosno A = As.

Zab=0,u(3.3) dobivamoa =0 ilia =1,pajezaa = 0ic € R matrica A oblika

A

tj. A=A;,dokzaa=11c €R vrijedi

. A=Ay O

U idu¢em teoremu odredujemo sve projekcije ravnine zadane idempotentnim matri-
cama iz teorema[3.1.4l

Teorem 3.1.5. Projekcije ravnine su linearne transformacije Py, P», P, Py, Ps : R? — R?
definirane s:
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3 p(%)=( © ) ¢ €R;
y C.X+y
ANE x), ceR;
y cx
X ax + by
5 P =|la-d* , a€R, beR\{0}
s(y a ax+(1_a)y \ {0}

Dokaz. Ako je P projekcija ravnine definirana matricom A, onda je prema teoremu (3.1.3
matrica A idempotentna, pa poprima neki od pet oblika, navedenih u teoremu Stoga
razlikujemo sljedece slucajeve.

1. Neka je P, : R> — R? linearna transformacija zadana s P, ()yc) = (8) Lako se
o L . . 0 O
provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblika A; = O, = 0o ol Prema

teoremu [1.3.6] matrica linearne transformacije P, o P; je matrica A3. Matrica A; je idem-

potentna, tj. A7 = A;. Sada za ()yc) € R? vrijedi

enf)af)af)-6 Y-

odakle, prema definiciji [3.1.1] slijedi da je P, projekcija ravnine.
2. Neka je P, : R> — R? linearna transformacija zadana s P, (i) = (i) Lako se

1 0
0 1) . Prema

teoremu [1.3.6] matrica linearne transformacije P, o P, je matrica A3. Matrica A, je idem-

provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblika A, = I, = (

potentna, tj. A7 = A,. Sada za (;) € R? vrijedi

)l o) 0000

odakle, prema definiciji slijedi da je P, projekcija ravnine.

3. Neka je P; : R> — R? linearna transformacija zadana s P; (i) = ( 0 ) Lako
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teoremu [1.3.6] matrica linearne transformacije P5 o P5 je matrica A3. Matrica A je idem-

potentna, tj. A3 = A;. Sada za (;) € R? vrijedi

eerafi)=20)=2 ()= Y0)=(ey):

odakle, prema definiciji[3.1.1} slijedi da je P; projekcija ravnine.

4. Neka je P, : R? — R? linearna transformacija zadana s P, (i) = (c);) Lako se pro-

C L .. ) 1 0
vjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblika A4 = (c O) . Prema teoremu
1.3.6] matrica linearne transformacije P, o P4 je matrica A7. Matrica A4 je idempotentna,

tj. A2 = A,. Sada za (;) € R? vrijedi

(Pyo Py (;“) - 43 (;) = Ad (;C) } (i 8) (;C) i (;) |

odakle, prema definiciji[3.1.1} slijedi da je P, projekcija ravnine.

ax + by ]

5. Nekaje Ps : R? — R? linearna transformacija zadana s Ps (x) =|a-a? .
x+ (1 —-a)y

Lako se provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblika

a b
As = [a —-a® 1 ] Prema teoremu [1.3.6, matrica linearne transformacije Ps o Ps je
-a
b

matrica A2. Matrica As je idempotentna, tj. A3 = As. Sada za (;) € R? vrijedi

N O
SR Y A 1 B V) A i D | §) B RS R o

b b

odakle, prema definiciji[3.1.1} slijedi da je Ps projekcija ravnine. O

Napomena 3.1.6. Geometrijski gledano, projekcije ravnine definirane u teoremu [3.1.5|
moZemo interpretirati na iduci nacin.

Neka je P, : R? — R? projekcija ravnine zadana s P, (i) = (8) Takva projekcija sve

tocke ravnine preslikava u nul-vektor, tj. u ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava.
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Neka je P, : R*> — R? projekcija ravnine zadana s P, (;) = (;) Takva projekcija

djeluje kao identiteta, tj. preslikava sve tocke ravnine u njih same.
0

; . R2 2 . x| _
Neka je P; : R® — R” projekcija ravnine zadana s P; (y) = (cx ry

) . Zadanom se

projekcijom vektor il = (i) € R? preslikava u vektor v = (cx(l y)’ kao na Slici 20.

cx+y=0

Slika 20: kosa projekcija na y-os u smjeru pravcacx+y =0

> > cx+y-—
Neka je ii = OT i Vv = OT’. Za koeficijent k pravca TT’, vrijedi k = % = —c

- X
pa je smjer vektora TT’ odreden smjerom pravca cx +y = 0. Projekciju P3 nazivamo kosa

projekcija na y-os u smjeru pravca cx +y = Q.

Neka je P4 : R*> — R? projekcija ravnine zadana s P, (;) = (c);) Zadanom se projek-

cijom vektor il = (i) € R? preslikava u vektor v = (c); , kao na Slici 21.
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Slika 21: vertikalna projekcija u smjeru y-osi na pravac y = cx

Neka je X = OT i y= OT'. Tocka T(x, y) i njena slika T'(x, cx) leZe na istom pravcu
okomitom na x-os, pa se zadana projekcija naziva vertikalna projekcija na pravac y = cx.

ax + by
Neka je Ps : R* — R? projekcija ravnine zadana s Ps (i) = [a -a’ }

x+ (1 -a)y
N ax + by
i = ( ) € R? se zadanom projekcijom preslika u vektor Vv = | a — a* , kao na
y x+ (1 -a)y
. o . a-a’ l-a ,
Slici 22. Stavimo li t = ax + by, onda je x+ (1 —-a)y= Tt, paje
! : C : 1-a
ImPs =4|1- a, : t € R}, odnosno slika projekcije Ps je pravac 'y = X.
b
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~

ax +by\=0

SRS ——

~

Slika 22: kosa projekcija na pravac y =

X u smjeru pravca ax + by = 0

Ako je it = OT i # = OT", tocka T(x,y) i njena slika T'(xX',y’) leZe na pravcu &iji je
koeficijent smjera k jednak

— 2 _
Y -y abax+(1—a)y—y al a)x+(1—a—1)y ;—j((l—a)x—by) u
k:x’—x: ax+by — x - —((1 = a)x - by) :—((l—a)x—by):_z'
1-a

Dakle, projekcija Ps je projekcija na pravac y =

X u smjeru pravca ax + by = 0.

Opcenito, prethodne projekcije moZemo zamisljati kao sjenu koju bi predmet bacao na
dane pravce, kada bismo u njega uperili svjetiljku paralelno s odgovarajucim pravcima,
kao na Slici 23.

Slika 23: projekcije ravnine
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Kao i ranije, za projekciju P : R? — R? slijedi P = P, pri ¢emu je A odgovarajuéa
idempotentna matrica. U iduéem teoremu promatramo fundamentalna svojstva projekcija
ravnine.

Teorem 3.1.7. Nekaje A € M>(R), A>=A,A# O, i A+ I,. Neka je

X X
PA:R2—>R2, PA(y):A(y)

Tada vrijede sljedece tvrdnje.
1. KerP, je pravac.

2. ImPy je pravac.

3. P, preslikava vektor (i) € R? na pravac ImP, u smjeru pravca KerP,.

4. Svaki vektor (i) € R? moze se jedinstveno prikazati kao suma dvaju vektora koji leze

na pravcima KerP, i ImP,.

5. Jordanova kanonska forma idempotentne matrice A, sa svojstvom A # O, i A # 1,

. I 0
dana je s J, = (0 0).

Dokaz. 1.12. Nekaje P, : R? — R? linearna transformacija i A € M,(R) matrica linearne
transforamacije Py4, sa svojstvom A # O, 1 A # I,. Pokazimo da rang r(A) matrice A
iznosi 1. Kada bi rang matrice A bio 2, matrica A bila bi regularna, odakle bi slijedilo
A = A’2A7! = AA™! = I, §to je u kontradikciji s pretpostavkom A # I,. Takoder, rang
od A nije 0, jer je A # O,. Kako je dim(ImP,)=r(A)= 1, slijedi da je ImP, pravac.
Buduéi da su KerP, i ImP, potprostori od R?, prema teoremu o rangu i defektu vrijedi
dim(KerP,)+dim(ImP,)= 2. Odavde slijedi dim(KerP,)= 1, tj. KerP, je takoder pravac.
Jasno je da oba pravca prolaze kroz ishodiSte Kartezijevog koordinatnog sustava.

3. Jasno je da P, preslikava vektore iz R? na pravac ImP,. Preostaje pokazati da se
projekcija odvija u smjeru pravca KerP,. Neka je T € R? tocka i T’ € R? njezina slika
u odnosu na danu transformaciju P,. Neka je il = oT, gdje je O ishodiste Kartezijevog
koordinatnog sustava. Vrijedi da je P(i#) = Ail = A(OT) = OT’. Bududi da je

TT' =TO+ 0T’ = -OT + OT" = —it + Ait = (A - L)t
slijedi

PATT) = A(TT") = A((A — I)id) = A(A — L)ii = (A2 — A)ii = (A — A)ii = 0.
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Dakle, TT” € KerP,, odakle zaklju€ujemo da se projekcija to¢ke 7" u tocku T’ odvija u
smjeru pravca KerPy,.

4. Uoc¢imo da se svaki vektor ii € R?> moZe zapisati kao zbroj dvaju vektora u; =
il — P4(il) i uy = P,(ii). Pritom je

PAGR) = Pa(i — Pa(id) = P(il) — (Pa © PA)@) = Pa(il) — Pa(il) = 0

pa je i} € KerP,. Jasno je da je 1> € ImP,. Preostaje pokazati da je rastav vektora ii € R?
na zbroj dvaju vektora, od kojih jedan pripada KerP, a drugi ImP,, jedinstven. Neka je
it € R? takav da vrijedi il = X} + X3, gdje x| € KerP, i x, € ImP, te il = y} + y5, gdje y; €
KerP, iy, € ImP,. Iz

X1+ =)+
slijedi

X1 = Y1 =)2— X2,
gdje

-

X1 —yi € KerPy, y>— X €ImPy.

Znamo da je KerP, NImP, = {6}, paje

t.

pa je prikaz jedinstven, §to je i trebalo pokazati.
5. Neka je A svojstvena vrijednost matrice A. Tada postoji X # O takav da vrijedi
PA(X) = AX = AX. Odavde slijedi

A%X = A(AX) = A(AX) = 1AX = A*%.
S druge strane,
A’R = A¥ = AR,
pa slijedi da je A°X = A%, tj. 4> = A. Dakle, A € {0, 1}. Pretpostavimo da su obje svojstvene

vrijednosti matrice A jednake nuli. Tada je matrica A slicna matrici (t)), gdjejet =0

0
0 (0 ¢ 0O O

ey _ .. . . . 2 v .. _ s .

ili = 1. Slijedi da je matrica A slicna matrici (0 0) (O O) = (0 O)’ Bududi da je

A? = A, matrica A je sli¢na nul-matrici, tj, A = O,, $to je u kontradikciji s pretpostavkom

teorema. Ako su obje svojstvene vrijednosti matrice A jednake 1, onda je A slicna matrici
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1
Tada je

((1) t) gdje je t = 01ili r = 1. Dakle, postoji T € M,(R) takva da je T~'AT = (1 t).

_ _ 0
T'\A-L)T =T IAT—IQ:(O o)’

paje
T A - LT = (T (A - L)T)T™ (A -L)T) = (8 6) (8 (t)) - (8 8) ’

odakle slijedi (A — I,)> = O, tj. A>-2A +1, = O,. Buduéi da je A> = A imamo
A-2A+16L = 0,,t. A = I, $to je u kontradikciji s pretpostavkom teorema da je
A # I,. Zakljucujemo da je jedna svojstvena vrijednost matrice A jednaka 0, a druga 1, pa
je JA = (1 0
0 0)
|

Primjer 3.1.8. Neka su a,b € R takvi da vrijedi da je A = (? Z

bila matrica projekcije ravnine, mora vrijediti da je A idempotentna, tj. da je A> = A. Tada

je
A2_2 a\(2 a\_ (4+a 2a+ab\ (2 al_ 4
~\1 pJ\1 b) \2+0D a+b* )\l b))
odakle lako slijedia = -2, b = —1.
Tada je prema teoremu definirana projekcija P, : R*> — R? takva da je

2118 R Y ey [ ey

1 _
pa je P projekcija na pravac y = Ex u smjeru pravca y = x. Kako izgleda slika v = (—l)

). Da bi dana matrica

vektora if = (2

3) , prikazano je na Slici 24.
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Slika 24: rjeSenje primjera

3.2 Zrcaljenja ravnine

Definicija 3.2.1. Linearna transformacija S : R* — R? za koju vrijedi S o S = Iy, 1.
S = S~ naziva se involucija ili zrcaljenje ravnine.

Teorem 3.2.2. Ako je S 4 : R? — R? linearna transformacija definirana matricom A, onda
je S A zrcaljenje ravnine ako i samo ako je A matrica involucije tj. vrijedi A> = I,.

Dokaz. Neka je S, : R*> — R? linearna transformacija definirana matricom A. Prema
teoremu S 4 oS4 je linearna transformacija odredena matricom AA = A%, Buduéi
da je S 4 zrcaljenje ravnine, vrijedi S4 o S4 = Iz, pa je matrica linearne transformacije
S a 0S4 matrica I,. Slijedi da je A> = I,. Obrnuto, nekaje A> =1, iS4 : R> — R? linearna
transformacija definirana matricom § 4. Prema teoremu linearna transformacija S 4 o
S 4 je odredena matricom A% = I, pa slijedi S 4 0 S 4 = I2, tj. S 4 je zrcaljenje ravnine. O

Prije definiranja svih zrcaljenja ravnine, odredujemo izgled njihovih odgovarajuéih ma-
trica. Bududi da Ce za zrcaljenja ravnine vrijediti da su odredene matricama involucije, u
idu¢em teoremu odredujemo sve takve matrice.
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Teorem 3.2.3. Matrica A =
Jjednog od iducih oblika:

46

b
d) € M>(R) je matrica involucije ako i samo ako je

1. AIZ—IZ;
2. AQZIQ,'
-1 0
3. A3— c 1), CER,
1 0
4 Ay=|, _1), cEeR;
a b
5. As=|1-a? , a€R,beR\{0}.
b —da

b
d

¥

gdje mnozenjem matrica dobivamo

Dokaz. Neka je A = (CCI

vrijediti A% = I, tj.

fl

) € M,(R). Da bi matrica A bila matrica involucije, mora

1

)6 )

a* + be ab+bd\ (1 0
ac+cd be+d*)\0 1)
odakle slijedi sustav
a@+bc =1
bla+d) =0
cla+d) =0" (34)
bc+d* =1

Ako u (3.4) vrijedi a + d # 0, tada je b
a =d =1, slijedi da je matrica A oblika

paje A=A, =1,.
Za a = d = —1 matrica A je oblika

=c=0,a>=d*=114. ade{-1,1}. Za
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pajeA=A=-1,.
Ako u (34) vrijedia +d = 0, tadaje d = —a. Za b = O slijedi da a® = d* = 1, pa je uz
a=-11d =1 matrica A oblika

paje A = As.
Zaa =1 1d = -1 matrica A je oblika

paje A = Ay.
Zab # 0, u (3.4) dobivamo ¢ =

,pajezaa € Rib e R\ {0} matrica A oblika

odnosno A = As. O

Teorem 3.2.4. Zrcaljenja ravnine su linearne transformacije S 1,5 ,,83,54,55 : R? — R?
definirane s:

)=

v \=y)

2. 5,7 (x)

y y

1. S,

3. S3 . = —* ), CER,’
y cx+y
4. 8.5 =( 7 ) ceR;
y cx—y
N ax + by
5. 85 =[1-a? , a€R,beR\ {0}
y b X —ay

Dokaz. Analogno kao i u dokazu teorema [3.1.5| lako se pokaZe da su navedene linearne
transformacije zrcaljenja ravnine. m|
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Napomena 3.2.5. Geometrijski gledano, zrcaljenja ravnine definirana u teoremu [3.2.4|
moZemo interpretirati na iduci nacin.

Neka je S| : R* — R? zrcaljenje ravnine zadano s S, (i) = (:;) Kao sto smo u

prethodnom poglavlju vidjeli, na ovaj nacin je definirana centralna simetrija s obzirom na
ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava.

Neka je S, : R*> — R? zrcaljenje ravnine zadano s S » (i) = (i) Takvo zrcaljenje je
identiteta koja preslikava sve tocke ravnine u njih same.

Neka je S5 : R> — R? zrcaljenje ravnine zadano s S 3 (x) = ( - ) Vektor il = (x) €
y cx+y y

R? se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor v = cx_-l)-cy , kao na Slici 25.

cx+2y=0

R .

Slika 25: zrcaljenje u odnosu na y-os u smjeru pravca cx + 2y = 0

Lako se provjeri da je S 5 zrcaljenje u odnosu na y-os u smjeru pravca cx + 2y = 0.

Neka je S 4 : R> — R? zrcaljenje ravnine zadano s S 4 (;) = (cxx— y)' Vektor i = (i) €

R? se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor v = (c o y)’ kao na Slici 26.
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Slika 26: zrcaljenje u odnosu na pravac cx — 2y = 0 u smjeru y osi

Lako se provjeri da je S 4 zrcaljenje u odnosu na pravac cx — 2y = 0 u smjeru y osi.

N ax + by
Neka je S5 : R*> — R? zrcaljenje ravnine zadano s S's (y) =|1-42 . Vektor
X —ay
N ax + by
i= (y) € R? se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor vV = | 1 — a? , kao na Slici
x—ay
b

27.



POGLAVLIJE 3. PROJEKCIJE, ZRCALJENJA I IZOMETRIJE RAVNINE 50

(a+Dz+by=0

SLlika 27: zrcaljenje u odnosu na pravac (a — 1)x + by = 0 u smjeru pravca
(a+Dx+by=0

Lako se provjeri da je S s zrcaljenje u odnosu na pravac (a — 1)x + by = 0 u smjeru
pravca (a + 1)x + by = 0.

Teorem 3.2.6. Nekaje A € M>(R), A>=1,, A#1, i A+ —I,. Nekaje

X X
S4:R* 5 R?, SA(y):A(y).

Tada vrijede iduce tvrdnje.

X X —x
1. InvS, = eR?:S = je pravac.
§ {(y) A(y) (—y)}J P
X X X
2. Fix§S, = eR?:S = je pravac.
/ {(y) A(y) (y)}] P

3. S je zrcaljenje ravnine s obzirom na pravac FixS$ 4 u smjeru pravca InvsS 4.

4. Svaki vektor (;) € R? moZe se jedinstveno prikazati kao suma dvaju vektora koji leZe

na pravcima FixS 4 i InvS 4.
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5. Jordanova kanonska forma matrice involucije A, sa svojstvom A # I, A # —I, dana
s ] = 1 0
.] A — 0 _1 .

Dokaz. 1. Promatramo matricu A + I,. Ako je r(A + I,) = 2, onda je A + I, regularna, pa
postoji (A + I,)!. Vrijedi
A+L)A+L) " =1. (3.5)

Pomnozimo li jednadZbu (3.5) slijeva s (A + I;), dobivamo
A+LYA+L)'=4+1,
paje
A +2A+ L)Y A+ L)' =A+ 1D,
QA+2LYA+ L)' =A+ 1,
20+ L)Y A+ L)' = A+ D,
2L =A+ D,

odakle slijedi da je A = I,, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom A # I,. Kako je osim
toga A + I, # O,, zakljuCujemo da je r(A + I) = 1. Prema teoremu o rangu i defektu,
slijedi dim(Ker(S 4 + I))= 1, pa postoji ry # 0 takav da vrijedi (S 4 + L)y = 0. Sada je

-
(SA+12)I’Z_()):0 — SAn_(’):—Izn_{) — SAl’l_Z):—I’l_()).

Stoga je Ker(S4 + I,) = {any : @ € R}. Tvrdimo da je InvS 4, = {ang : @ € R}, tj. da je
InvS 4 pravac.

X X X X 0
Neka je € InvS 4. Tada je S = — . Slijedi da je (S4 + I = , paje
] (y) A jeSa (y) (y) j je(Sa+ D) (y) (o) paj
i € Ker(S 4 + I,). Za neki a € R vrijedi ; = any.

Obrnuto, neka je i = any, za neki @ € R. Tada je ; € Ker(S4 + 1), paje

Sa+ D) (i) = (8), tj. Sa (i) = - (i) Slijedi da je (i) € InvS 4, ¢ime je pokazana tvrdnja.

X x\  [—x
Dakle, InvS 4 = eR2:S = je pravac.
’ {(y) A(y) (—y)}J P

2. Buduéi da je A # +1,, zakljuCujemo da je r(A — I,) = 1, pa je Ker(S, — L) = {any :
a € R}, za neki ny # 0. Definiramo skup FixS, = {(}yc) eR?>: S, ()yc) = (;C)} te lako

pokaZemo da je Ker(S 4 — ) = FixS$ 4, tj. tvrdnju da je Fix$ 4 pravac.
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3. Nekaje T € R? to¢ka i 7" € R? njezina slika u odnosu na danu transformaciju
S 4. Neka je i = OT, gdje je O ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava. Vrijedi da je
S 4(#) = Ail = A(OT) = OT’. Bududi da je

TT' =TO+ OT' = -OT + OT’ = —ii + Ait = (A - L)ii

slijedi

SATT)) = A(TT") = A(A - L)il) = A(A - L)it = (A> = A)it = (I, - A)it = -TT" .

Dakle, T7’ € InvS,, odakle zakljuCujemo da se zrcaljenje tocke 7 u tocku T’ odvija
u smjeru pravca InvS 4. Preostaje pokazati da se zrcaljenje odvija s obzirom na pravac
Fix$ 4. Neka je P poloviste duZine T7’. Dovoljno je pokazati da OP € FixS4. Kako je

OP = %(07’ + 0T"), slijedi
R . 1 o . 1 . . 1, . o
SAOPpaMORpuq?OT+0Tﬁ:wq?0T+A«Hw):EM«HU+A(on)

_ 1 —), 2 _ =2
_Ean’+0T)_0P
tj. OP € FixS$ 4.

4. Neka je ¥ € R2. Stavimo x} = —(x SA(X), X = —(x + S4(%)). Tada je ¥ = X1 + X5

te vrijedi

SA(x*l):SA( (X—Sa(®)) = (Sm (Sa082)() = (SA@)—J?):—)G,

S(B) = SA( (X+Sa() = (Sm +(S408)®) = (Sm + %)=,

paje x; € InvS, i x5 € FixS 4. Preostaje pokazati da je takav prikaz jedinstven. Neka je
¥ € R? takav da vrijedi ¥ = X} + %, gdje x; € InvS 4 i x, € FixS, te ¥ = y} + >, gdje y; €
InvS 41y, € FixPy. 1z

— —

X +X% =Y+

[l

slijedi
- Vi =y, X, (3.6)
gdje X1 — y1 € InvS 4, y» — X5 € FixS, . Bududi da je InvS 4, NFix(S 4) = {0}, slijedi

—y_{:6 iy —X -0
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paje
Xi=yi i m=x,
tj. prikaz jedinstven, §to je i trebalo pokazati.
5. Neka je A svojstvena vrijednost matrice A. Tada postoji ¥ # O takav da vrijedi
S 4(X¥) = AX = AX. Bududi da je matrica A matrica involucije, slijedi

A’X=X.
S druge strane,
A’X = A(AX) = A(AX) = 1AX = A*%.

pa slijedi da je 22X = ¥, tj. A € {—1, 1}. Pretpostavimo da su obje svojstvene vrijednosti

marice A jednake —1. Tada je matrica A sli¢na matrici 0

_tl),gdjejet:Oilitzl.

-1 t (-1 t 1 =2t
. . . 2 “v P _ 2
Slijedi da je A® slicna matrici ( 0 _1)( 0 _1) = (0 1 ) .No, A” = I, pamora
biti -2t = 0, tj. t = 0. Tada je A = —1,, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Ako su obje

svojstvene vrijednosti matrice A jednake 1, onda je A sli¢na matrici (1) i ,gdjejet =0
0 1J\0 1 0 1

pa slijedi + = 0. Tada je A = I, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom. ZakljuCujemo

ili £ = 1. Slijedi da je A2 sli¢na matrici (1 ! )(1 ! ) - (1 ZI) . Medutim, A2 = I,

da je jedna svojstvena vrijednost matrice A jednaka 1 a druga —1, pa je J4 = ((1) _01)

Jordanova kanonska forma matrice A. m]

3.3 JoS neki rezultati o projekcijama i zrcaljenjima
ravnine
Teorem 3.3.1. Ako je P, : R? — R? projekcija ravnine, tada je S g = 2P, — Ix2 involucija

i obrnuto, ako je S : R*> — R? zrcaljenje ravnine, tada je Py = E(IRz + S ) projekcija

ravnine, gdje je I: : R* — R? identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je A € M,(R) matrica projekcije P,. Tada vrijedi A% =
A. Ako je B=2A — I, tada je

BP=4A’-4A+ L =4A-4A+ L, =1,
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pa je matrica B matrica involucije S g. S druge strane, ako je B € M,(R) matrica involucije

1
Sp,tadazaA = 5(12 + B) vrijedi

1 1 1
A = 1(12+2B+B2) = Z(IQ+ZB+IQ) = z(12+B) =A,
pa je A matrica projekcije P4. Time je teorem dokazan. O

Teorem 3.3.2. Neka su p;...ax+by =01 p,...cx +dy = 0 pravci kroz ishodiste Kartezi-
jevog koordinatnog sustava, takvi da vrijedi a*> + b* # 0, > +d* # 0i ad — bc # 0. Tada
vrijedi iduce.
1. Projekcija ravnine na pravac p, u smjeru pravca p; je linearna transformacija
P, : R?> - R? zadana s

—bcx — bdy

P, (x) _ ad — bc
y acx + ady

ad — bc

2. Zrcaljenje ravnine s obzirom na pravac p; u smjeru pravca p, je linearna transfor-
macija S g : R> — R? zadana s

—(ad + bc)x — 2bdy

S (x) B ad — bc
Fly 2acx + (ad + bc)y
ad — bc

Dokaz. Prema teoremu |3.1.7, za i) € R? postoje jedinstveni xl) € pite (iz) € p, takvi
2

Y1
da vrijedi (x) = (’“) + (’Cz).
y Y1 2
Buduéi da vrijedi ImP, = FixS z=p; te KerP,=InvS z=p,, slijedi P, (;l) = ;1)
1 1
X 0 X X1\ . X X2 .
P = te S = 1 S = - , paje
A(yz) (O) B(yl) (yl) B(yz) (yz) pa)
X X1 X X1 X2
P =), sslt) =) -2
A(y) yl) B(y) (yl) (yz)
ax, + by,
cxy +dy,

X1+ X
yit+y

RjeSavanjem sustava

: (3.7)

|
~ = OO
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dobivamo
—bcx — bdy acx + ady adx + bdy —acx — bcy
X1 = = ) X2 = ’ =
: ad —bc ~ Y= ad ~ be >7 ad-be Y2 ad — bc
odakle slijedi
—bcex — bdy —(ad + bc)x — 2bdy
P, (x) _ ad — bc e S, (x) _ ad — bc
y acx + ady y 2acx + (ad + bc)y
ad — bc ad — bc

Slijedi da su matrice A i B oblika

B 1 —-bc —-bd ¢ B 1 —(ad + bc) -2bd
" ad - bc \ ac ad © " ad - be 2ac ad + bc| *

U daljnjem tekstu s AT oznafavamo transponiranu matricu matrice A.

Teorem 3.3.3. Neka su py, p2, p3 i p4 pravci kroz ishodiste Kartezijevog koordinatnog sus-
tava, takvi da pyLp; i p,Lpy.

1. Ako je A matrica projekcije ravnine na pravac p, u smjeru pravca p,, onda je AT
matrica projekcije ravnine na pravac p4 u smjeru pravca ps.

2. Ako je B matrica zrcaljenja ravnine s obzirom na pravac p, u smjeru pravca pa,
onda je BT matrica zrcaljenja ravnine s obzirom na pravac ps u smjeru pravca ps.

Dokaz. Neka su pi, pa, p3 1 ps pravci kroz ishodiSte Kartezijevog koordinatnog sustava,
takvida pyLpsipyLps. Zapy..ax+by =01 p,..cx+dy =0 slijedi p3... —bx+ay =0
1psg... —dx+cy=0.

1. Prema teoremu |3.3.2] slijedi da je

A 1 —-bc  —bd
“ad-bc\ac  ad
matrica projekcije ravnine na pravac p; u smjeru pravca p;.

Oznacimo s M matricu projekcije ravnine na pravac p4 u smjeru pravca p;. Tada je
prema teoremu [3.3.2] ona oblika

M= 1 bc  —ac\ 1 —-bc  ac
~ —ad+bc\bd  -ad]  ad-bc\-bd ad]’
Ocito slijedi da je M = AT.
2. Analogno se dokazuje druga tvrdnja teorema. m|
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Pitamo se kada je linearna transformacija ortogonalna projekcija.

Teorem 3.3.4. Neka je A € My(R), takvada A + O, i A # I,. Projekcija P, : R*> — R? je
ortogonalna ako i samo ako je A = AT.

Dokaz. Pretpostavimo da je P, ortogonalna projekcija na pravac p; u smjeru pravca p,.
Tada je p;Lp,. Stavimo p3 := p;, ps := p;. Tada je, prema teoremu AT matrica
projekcije ravnine na pravac p4(= p;) u smjeru pravca p3(= p,). Dakle, A = AT,

Obratno, neka je P4 : R> — R? projekcija ravnine na pravac p; u smjeru pravca ps,
takva da vrijedi A = AT. Neka su ps3 i p4 pravci kroz ishodiste Kartezijevog koordinatnog
sustava takvi da je p;Lp; i poLps. Buduci daje A = AT, prema teoremu matrica
projekcije ravnine na pravac p; u smjeru pravca p, jednaka je matrici projekcije ravnine
na pravac p4 u smjeru pravca pz. Stoga je p; = ps 1 p» = ps, paje piLp,, odnosno P, je
ortogonalna projekcija. O

Korolar 3.3.5. Neka je A € My(R), takvada A +# O, i A # I,. Linearna transformacija
fa : R? = R? je ortogonalna projekcija ako i samo ako vrijedi AAT = A.

Dokaz. Ako je f, ortogonalna projekcija, onda je, prema teoremu A? = A te prema
teoremu [3.3.4) vrijedi A = A”. Stoga je AAT = A.

Obratno, pretpostavimo da je AAT = A. Transponiranjem obiju strana ove jednakosti
dobije se AAT = A. Stoga je A = AT te A> = A. Prema teoremima i za-
kljucujemo da je f, ortogonalna projekcija. O

3.4 Izometrije ravnine

Linearnu transformaciju 7 : R? — R?, zadanu s T (i) = (;), sa svojstvom da za svaki

(y) € R? vrijedi x*> + y* = x'? + y’%, nazivamo linearnom izometrijom ravnine.

U nastavku ¢emo pokazati da su linearne izometrije ravnine klasa linearnih transforma-
cija koje Cuvaju skalarni produkt, kutove izmedu vektora te njihove duljine.

Za (xl) , (xz) € R2, takve da T (xl) = (x}) iT (xz) = (x?), tvrdimo da je

XiXp +Y1y2 = X)X5 + Y1y .

T(x1 + xz) _ (x; + x;)
yity) Wi+,

Bududi da je
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prema definiciji linearne izometrije slijedi
(x+x)2+( + )2_(/+l)2+(l+/)2
1+ X Yi+y2) =+ x5 Yty -
Odavde dobivamo
X2+ 2X1X) + X5 + Y+ 2y1ys + ¥5 = X7+ 2%, + X+ Y+ 20y, + Y

Bududidaje x7 +yi = x2 +y2ixg +y; = x5 + )5 slijedi

X1X + y1y2 = X( X5 + Y15 s (3.8)
pa zakljucujemo da linearna izometrija ¢uva skalarni produkt. Oznacimo li s @ kut izmedu

xi\. S by ) X'\ . X’ .
vektora u] = ( 1) i ( 2) te s @’ kut izmedu vektora vi = ( }) iv; = ( ,2) tada je
i » Y1 Y2

/ / ’/ /7
X1 X2 + y1y2 . , XX T V1))
cosa = i cosa =

2042 [32 442 2 L2 (2 42
\/xl + ] \/xz +; \/x1 + ] \/x2 + 5

Iz (3.8) i definicije linearne izometrije, slijedi jednakost mjera kutova a i ’'.

Zelimo li pokazati da linearna izometrija uva duljine vektora, dovoljno je pokazati
da ona Cuva udaljenosti izmedu njihovih krajnjih to¢aka. Neka su dane tocke E(xy,y;),
F(x»,y,) € R? koje se linearnom izometrijom 7 preslikaju u tocke E'(x},y)) 1 F' (X}, y)).
Tada vrijedi d((x1.y1), (x2.32)) =d((¥], ¥)). (x).3)) ako i samo ako (x; = x2)*+(yi — y2)* =
(X} = x5)% + () — ¥5)%, §to slijedi iz (3.8).

Pitamo se koja svojstva matrica linearne transformacije mora zadovoljavati da bi line-
arna transformacija bila izometrija.

Teorem 3.4.1. Linearna transformacija T, : R*> — R? je izometrija ako i samo ako je
matrica A linearne transformacije T, oblika

COoS v —sina . cos a sin
A=|". ili A=|". .
sina cos @ sin @ —Ccosa

Dokaz. Nekaje T, : R?> — R? linearna transformacija takva da je T4 izometrija i njezina

b . . [x ST, x\ _ [ax+by
d), gdje a,b,c,d € R. Za svaki (y) € R slijedi T4 (y) = (cx+ dy)'

Buduci da je T, izometrija, slijedi

) a
matrica A = (c

x* + 32 = (ax + by)* + (cx + dy)?,

pa je
x* +y? = a’x® + 2abxy + b*y* + X% + 2cdxy + d*y?,
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tj.

¥ +3 = (@ + AP+ Qab + 2cd)xy + (b* + dH)y* .
Slijedidaje a®> + ¢ = 1,b* +d* = 1 te ab + cd = 0, pa postoje a, 8 € R takvi da vrijedi
a=cosa,c=sina te b =sing, d = cosp. Iz jednakosti ab + cd = 0 sada je

cosasinfB+sinacosf =0 < sin(e+p) =0,

‘ .. . cose  —sina
pajea+petknr:keZ}. Zaa+p =0slijedia = -4, 1. A = sin @ cosa)'
' . _ _ cos a sin
a+pf=mn1.a=mn-p matrica A je oblika A = (sina — cos a)'
Jasno je da vrijedi obrat ove tvrdnje, pa je time teorem dokazan. o

U prethodnom poglavlju smo pokazali da je izometrija opisana matricom
B (cos a —sina

) , rotacija oko ishodista Kartezijevog koordinatnog sustava za kut .
sina cos @

cos sin
sina —cos
canjenja u odnosu na x-0s u smjeru y-osi i rotacije oko ishodisSta Kartezijevog koordinatnog

sustava za kut @, tj. A = A A, gdjeje A, = (cosa B sma/) i A= (1 0 )

[zometriju opisanu matricom A = ( ) poistovjeéujemo s kompozicijom zr-

sin cos 0 -1
Opéenito, funkciju f : R? — R2, koja ¢uva udaljenost izmedu toc¢aka, ne nuzno li-
nearnu transformaciju, nazivamo izometrijom ravnine. Jedan primjer izometrije ravnine,
koja nije linearna transformacija je translacija ravnine za dani vektor. Translacijom se
ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava ne preslikava u samo sebe, pa ono vise nije
fiksna tocka transformacije. Komponiranjem translacija i linearnih izometrija, definiramo
novu klasu transformacija ravnine koju nazivamo afine transformacije.

Primjer 3.4.2. Pokazimo da je izometrija ravnine u potpunosti odredena slikama triju ne-
kolinearnih toc¢aka.

Oznacimo s Ay, Ay, A; € R? tri nekolinearne tocke u ravnini. PokaZimo najprije da je
jedina izometrija F, koja zadovoljava svojstva F(A) = Ay, F(Ay) = Ay, F(A3) = Aj,
identiteta. Neka je M € R? proizvoljna tocka ravnine te ry,r, i r3 redom udaljenosti tocke
M od tocaka Ay, A, i As. Buduci da je d(F(M), F(A;)) =d(M,A;) =r;, gdjejei=1,2,3,
slijedi da F(M) dobivamo kao sjeciste kruznica radijusa ry,ry i r3 sa sredistima u Ay ,A,
i As. Buduci da su sredista opisanih kruZnica nekolinearne tocke, sjeciste je jedinstveno,
pa slijedi F(M) = M. Pretpostavimo da postoje dvije izometrije F i F,, za koje vrijedi
Fi(A) = F2(A), gdjeje i = 1,2,3. Tada je (F1_1 o F)(A) = A;, gdjeje i =1,2,3, pa je
F] = Fz.
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U idu¢em primjeru odredit ¢emo izometrije kvadrata.

Primjer 3.4.3. Neka je S skup svih to¢aka ravnine koje leZe unutar kvadrata ABCD ili na
njegovim stranicama. Odredimo sve izometrije f : S — S kvadrata ABCD.

Bez smanjenja opcenitosti, kvadrat ABCD smjestamo u Kartezijev koordinatni sustav,
tako da vrhovi kvadrata imaju koordinate A(1,0), B(0, 1), C(—1,0) i D(0, —1), kao na Slici
28.

A
Y
B=(0,1)
C = (-1,0)
-
) A= (1,00"
D =(0,-1)

Slika 28: primjer|3.4.3

Sa slike vidimo da je d(A,C) =d(B, D) = 2, pa za traZenu izometriju f mora vrije-
diti d(f(A), f(C)) =d(f(B), f(D)) = 2. Dakle, vrhovi kvadrata ABCD preslikavaju se u
f(A), f(C) te f(B), f(D), u parovima nasuprotne vrhove kvadrata. Za odabir slike f(A) iz
skupa {A, B, C, D} imamo 4 nacina. Buduci da je f(C) vrh nasuprotan vrhu f(A) slijedi da
za odabir vrha f(B) imamo 2 nacina. Posljednji vrh f(D) je opisanim postupkom odreden.
Na taj nacin odredili smo 4 -2 - 1 = 8 razlicitih izometrija kvadrata ABCD.
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Neka je tocka M € S takva da M ¢ {A, B,C, D}. Buduci da je izometrija ravnine u
potpunosti odredena slikama triju nekolinearnih toc¢aka, slijedi da je tocka M u potpunosti
odredena udaljenostima do vrhova A, B i C.

Neka je dM,A) = a, dM,B) = b te dM,C) = c. Tocka M je presjek kruznica sa
sredistima u A, B i C te radijusima a,b i c respektivno. Slijedi da je tocka f(M) presjek
kruznica sa sredistima u f(A), f(B) i f(C), radijusa a, b i c respektivno. Dakle, sva presli-
kavanja toc¢aka unutar kvadrata, prikazujemo pomocu 8 izometrija vrhova, a to su:

1. f(A) = A, f(C)=C, f(B) = Bi f(D) = D, pa je f identiteta;

2. f(A) = A, f(C) =C,f(B) =D i f(D) = B, pa je f zrcaljenje s obzirom na x-os u
smjeru y-osi;

3. f(A) =C,f(C)=A, f(B) = Bif(D) =D, paje f zrcanjenje s obzirom na y-os u
smjeru x-o0si;

4. f(A)=C,f(C)=A,f(B)=Di f(D) = B, pa je f centralna simetrija s obzirom na
ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava;

5. f(A) =B, f(C) =D, f(B)=Ai f(D) = C, paje f zrcaljenje s obzirom na pravac
Y = X u smjeru pravea 'y = —Xx;

6. f(A)=B,f(C)=D, f(B)=Cif(D)=A, paje f rotacija oko ishodista Kartezije-
vog koordinatnog sustava za kut g;
7. f(A) = D, f(C) = B,f(B) = Ci f(D) = A, pa je f zrcaljene s obzirom na pravac

Y = —X u smjeru pravcay = Xx;

8. f(A)=D, f(C)=B,f(B)=Ai f(D) =C, pa je f rotacija oko ishodista Kartezije-
vog koordinatnog sustava za kut _7_2r.
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Sazetak

1z veze linearnih transformacija i matrica proizlaze najvaznije primjene linearnih transfor-
macija u rjeSavanju problema u ravnini. U prva dva poglavlja rada, odredujemo matrice
specijalnih linearnih transformacija ravnine kao Sto su centralna i osna simetrija ravnine,
rotacija 1 homotetija te ortogonalna projekcija ravnine. U posljednjem poglavlju opisujemo
sve projekcije 1 zrcaljenja ravnine te njihovu vezu s idempotentnim matricama i matricama
involucije. Na kraju rada, opisujemo linearne izometrije ravnine.



Summary

The most important applications of linear transformations in plane geometry, arise from
describing them using matrices. In first two chapters, we determine matrix representations
of special linear transformations of the plane, such as central and axial symmetry of the
plane, rotation, uniform scaling and orthogonal projection. In the last chapter we describe
projections and reflections of the plane and their connection to idempotent and involutory
matrices. In the last section we describe linear isometries of the plane.
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