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Uvod

U ovom diplomskom radu bavimo se problemom konstruktibilnosti tocaka i brojeva.

U prvom poglavlju prou¢avamo pravce i kruznice te odredenost toCaka danim skupom.
Nadalje, definiramo kada za neku tocku kaZzemo da se moZze konstruirati iz danog skupa.

U drugom poglavlju uvodimo pojam kvadratnog radikala i prou¢avamo svojstva kvadra-
tnih radikala. U tu svrhu promatramo grupe, prstene i polja te proSirenja prstena jednim
elementom.

U tre¢em poglavlju dokazujemo da je svaki konstruktibilan broj kvadratni radikal. Na-
dalje, dajemo kriterij da polinom treceg stupnja s racionalnim koeficijentima nema rjesenje
koje je kvadratni radikal. Koriste¢i navedeni kriterij dajemo negativan odgovor na klasi¢ni
problem duplikacije kocke.

U posljednjem poglavlju pomocu toCaka s konstruktibilnim koordinatama proucavamo
zbroj, produkt i kvocijent konstruktibilnih brojeva. Potom dokazujemo da je svaki kva-
dratni radikal konstruktibilan broj.






Poglavlje 1

Konstruktibilne tocke

1.1 Pravcii kruznice

Definicija 1.1.1. Neka je p € R%. Za p kaZemo da je pravac ako postoje Ty € R* i
veR2 v #(0,0) takvidaje p ={To+t-v|t€R}).

Lema 1.1.2. Neka su Ty,v € R%, v # (0,0) te nekaje p = {To+t-v | t € R}. Nekaje T, € p.
Tadajep ={T, +s-v|seR}

Dokaz. 12 T, € p slijedi da postoji ¢; € R takav da je
T1:T0+f1'V. (*)

Neka je T € p. Tada postoji r € R takav daje T = Ty + ¢ - v. Zelimo dokazati da postoji
se€Rtakavdaje T =T + s - v. Prema (%)) vrijedi

To=T,—1 -v.

Imamo
T=Ty+t-v=T—-t;-v)+t-v=T+(—-1) v

Dakle,
T=T+@—t)-v,

1z Cega slijedi da postoji s € Rtakavdaje T =T, + s-v. Dakle, T € {T1 + s-v | s € R}.

Obratno, nekaje T € {T) + s-v | s € R}. Tada postoji s € Rtakavdaje T =T, + s - v.
Koristeéi (%) dobivamo da je

T:(T()+t1‘V)+S‘V:T()+(II+S)'V

3



4 POGLAVLIJE 1. KONSTRUKTIBILNE TOCKE

iz Cega slijedi da postoji r € R takavdaje T = Ty + ¢ - v. Prema tome 7 € p. Time je lema
dokazana.
]

Lema 1.1.3. Neka su Ty,v € R%,v # (0,0) te neka je p = {To +t-v | t € R). Neka je
AeR,A#0tenekajew = A-v. Tada je

p=1{To+s-w|seR}

Dokaz. NekajeT € p. Tadaje T =Ty +1t-v,zanekit € R. Kako jew = A-v, slijedi da je
V= % -w. Stoga je

1 1
T=Tyg+t-|\=—-w|=Tog+|t-=]w,
A A

izcCegaslijediT e {Ty+s-w|weR}

Obratno, nekaje T € {To+s-w | s € R}. Tadaje T = To+ s-w, zaneki s € R. 1z
w = A -vslijedi da je
T=Tyg+s-(A-v)=Tg+(s-)-v.

Slijedi da je T € p, ¢ime je lema dokazana. O

Propozicija 1.1.4. Neka su A, B € R? takvi da A # B. Tada postoji jedinstveni pravac p
takav da su A, B € p.

Dokaz. Nekajev =B —A. OcCito je v # (0,0). Definiraymo p = {A +¢-v | t € R}. Ocito je
p pravac. VrijediA=A+0-vpajeA € p.

1z
B=A+(B-A)=A+1-v

slijedi B € p. Dakle, p je pravac takav da su A, B € p. Neka je g pravac takav da vrijedi
A, B € g. Dokazimo da je p = g.

Bududi da je g pravac, postoje To,w € R, w # (0,0) takvidaje g = {Top +t-w |t € R}. Iz
A € g ileme([[.1.2slijedi

g={A+t-w|teR} (»)

Kako je B € gslijedidaje B=A+1-w, zaneki ¢t € R. Uo¢imo da je ¢ # 0 (u suprotnom bi
slijedilo da je B = A, §to je u suprotnosti s pretpostavkom propozicije). Slijedi B—A =t-w
. v=1r-w. Vrijediw=1.y.

Zbog leme[I.1.3|vrijedi p = {A + s - w| s € R}. Iz ovoga i (4) slijedi p = q.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Definicija 1.1.5. Za A, B € R?, A # B, prema propoziciji m postoji jedinstveni pravac
p takav da A, B € p. Taj pravac oznacavamo s AB.

Napomena 1.1.6. Prema dokazu propozicije[l.1.4slijedi AB ={A +1t-(B—A)|teR}

Napomena 1.1.7. Neka su p i g pravcitakvidaje p # qi pNq # 0. Tada je pNq jednoclan
skup.

Naime, pretpostavimo da postoje A, B € pNq takvida je A # B. Slijedi A,Be piA,B € g,
Sto je nemoguce prema propoziciji jer je p # q. Stoga je p N q jednoclan skup.

Definicija 1.1.8. Za A, B € R*>, A = (a,,a»), B = (by, b,) definiramo

d(A,B) = \(b = a)? + (b — ).
Za d(A, B) kaZemo da je udaljenost tocaka A i B.

Definicija 1.1.9. Neka su Ty € R* i r € R, r > 0. Definiramo skup
K(To,r) ={T € R* | d(To,T) = r}.

Za K(Ty, r) kaZemo da je kruznica sa sredistem u tocki T, radijusa r.

1.2 Odredenost tocke skupom

Definicija 1.2.1. Neka je S C R? i neka je p pravac. KaZemo da je p pravac odreden
skupom S ako postoje A,B € S,A # B, takvi da je p = AB.

Primjer 1.2.2. Neka je S = {A, B,C) C R2 gdje su A = (0,0), B=(1,1), C = (0, 1). Tuda
su AB, BC i AC svi pravci odredeni skupom S. Prema napomeni vrijedi

AC={A+1t-(C-A)|teR}={0,0)+17-(0,1) |t e R} ={(0,1) | t € R}.

Iz ovoga je ocito da B ¢ AC. No, B € AB pa zakljucujemo AB # AC. Takoder, BC # AC.
Vrijedi

AB={A+t- (B-A)|teR}={0,00+¢-(1,1) |t e R} ={(,1) |t € R}

pa je ocito da C ¢ AB odnosno BC + AB.
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-1

Slika 1.1: Pravci odredeni skupom S

Definicija 1.2.3. Neka je S C R? i neka je k kruznica. KaZemo da je k kruznica odredena
skupom S ako postoje A,B € S,A # B takvi da je k = K(A,d(A, B)).

Primjer 1.2.4. Nekaje S = {A,B,C} C R?, gdje su A = (0,0),B=(1,1),C = (0, 1).
Tada su
K(A,d(A,C)) = K(A, 1),

K(A,d(A, B) = K(A, \2),
K(B,d(B,C)) = K(B, 1),
K(B,d(B,A)) = K(B, 2),
K(C,d(C,A)) = K(C, 1) = K(C,d(C, B)),

sve kruznice odredene skupom S



1.2. ODREPENOST TOCKE SKUPOM 7

Slika 1.2: KruZnice odredene skupom §

Definicija 1.2.5. Neka je S C R? te neka je T € R* KaZemo da je T toc¢ka odredena
skupom S ako vrijedi jedno od sljedeceg:

1. Postoje pravci p i p, odredeni skupom S takvi da je py # p, i T € p1 N ps.

2. Postoji pravac p odreden skupom S te postoji kruznica k odredena skupom S tako
dajeT € pNk.

3. Postoje kruZnice ky i k, odredene skupom S takve da k, # ko, i T € ki N k.

Primjer 1.2.6. Nekaje S = {A, B,C} C R?, gdje su A = (0,0), B=(1,1), C = (0, 1).

1. Imamo A € ABNAC i AB # AC (prema primjeru[l.2.2)). Stoga je A tocka odredena
skupom S (prema definiciji[l.2.5)). Analogno zakljucujemo da su tocke B i C odredene
skupom S'.

2. Neka je k = K(A,d(A, B)). Ocito je k kruZnica odredena skupom S .
Vrijedi d(A,B) = V2. Dakle, k = K(A, V2). Neka je D = (=1,-1). Vrijedi
d(A,D) = V2 pa je D € k. Prema primjeru vrijedi AB = {(t,t) | t € R}.
Stoga je D € AB. Dakle, D € kN AB pa slijedi da je D tocka odredena skupom S .
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C=(0,1) B=(1.1)

D= (—1,—1)

Slika 1.3: Tocka D je odredena skupom S

3. Kruznica k' = K(A, d(A, C)) takoder je odredena skupom S .
Vrijedi da je d(A,C) = 1. Dakle, kK = K(A,1). Nekaje E = (2,2). Vrijedi

272 2

d(A,E) = 1 paje E € k. O¢ito je E € AB. Dakle, E € k' N AB pa slijedi da je E

tocka odredena skupm S .

Slika 1.4: Tocka E je odredena skupom S
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Primjer 1.2.7. Neka su A = (0,0)i B = (1,0) te neka je S = {A, B}.
Neka je ky = K(A,d(A, B))ik, = K(B,d(A, B)). Prema definiciji te kruznice odredene
su skupom S. Vrijedi d(A, B) = 1. Neka je T = (%, %5)

Vrijedi
/1 3 . I 3
d(A,T)— Z+Z_lld(B’T)_ Z+Z_1

tj. T € K(A,1)iT € K(B,1). Dakle, T € ki i T € ky pajeT € ki N ky. Ocito je k; # k.
Prema tome, T je tocka odredena skupom S.

Slika 1.5: Tocka T je odredena skupom S

Napomena 1.2.8. Neka je S C R? takav da S ima barem 2 tocke. Tada je svaka tocka
skupa S odredena skupom S. Naime, neka je A € S. Odaberimo neki B € S,B + A.
Prema definiciji [I.2.3] vrijedi da je K(B,d(A, B)) kruznica odredena skupom S, a ocito je
A € K(B,d(A, B)). Nadalje, AB je pravac odreden skupom S i vrijedi A € AB. Dakle,
A € K(B,d(A, B)) N AB pa zakljucujemo da je A tocka odredena skupom S.

Napomena 1.2.9. Ako je S C R? jednoclan skup ili S = 0, onda ne postoji tocka odredena
skupom S. Naime, za takav skup S vrijedi da ne postoje pravci i kruZnice odredene skupom
S.
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Napomena 1.2.10. Neka su T i S podskupovi od R? takvi da je T C S. Pretpostavimo da
Jje p pravac odreden skupom T. Tada postoje A,Be€ T,A # B,p = AB. Zbog T C S imamo
A, B € S pa zakljucujemo da je pravac p odreden skupom S. Dakle, svaki pravac odreden
skupom T odreden je i skupom S. Pretpostavimo da je k kruZnica odredena skupom T. Tada
postoje A,B € T,A + B, takvi da je k = K(A,d(A, B)). Kako je T C S vrijedi A,B € S pa
zakljucujemo da je kruznica k odredena skupom S. Dakle, svaka kruznica odredena skupom

T odredena je i skupom S. Slijedi da je svaka tocka odredena skupom T odredena i skupom
S.

1.3 Konstruktibilnost tocke iz skupa

Definicija 1.3.1. Neka je S C R?. Definiramo skupove S™,n € Ny induktivno na sljedeci
nacin.

Neka je S© = S.

Pretpostavimo da smo definirali S™ za neki n € N,

Definiramo S "V = {A € R? | A odredena skupom S™}.

Definicija 1.3.2. Neka je S C R? te neka je A € R%. KaZemo da se tocka A moZe konstru-
irati iz skupa S ako postoji n € N takav da je A € S™.

Napomena 1.3.3. Neka je S C R? i pretpostavimo da S ima barem dva elementa. DokaZimo
indukcijom da za svaki n € Ny vrijedi sljedece: S™ ima barem dva elementa i S™ C § "D,

Za n = 0 tvrdnja vrijedi jer je S = S pa iz napomene slijedi da je svaka tocka
iz § O odredena skupom S©, dakle S© c SV,

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Ny. Dakle, S™ ima barem dva elementa i
vrijedi S™ C SV, Iz toga slijedi da S "V ima barem dva elementa pa prema napomeni
slijedi SV C § "+,

Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Primjer 1.3.4. Neka je S = {A,B), gdje je A = (0,0),B = (1,0). Neka je P = (3.0)
Tvrdimo da se tocka P moZe konstruirati iz skupa S .

Neka je T\ = (%, ‘/;) iT, = (%,—‘/;) U primjeru |1.2.7| smo vidjeli da je T, tocka
odredena skupom S, a na isti nac¢in moZemo zakljuciti da je T, tocka odredena skupom
S. Prema napomeni to¢ke A i B su odredene skupom S. Buduci da je SV skup svih
tocaka odredenih skupom S O =g, slijedi da su A, B, T,,T, € S D Promotrimo pravce

ABi T T,. Znamo daje AB={A+1t-(B—A)|t e R} odnosno

AB={(1,0) |t € R} (%)
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Nadalje,
I'Ty={T +t- (T, =T |teR}
4.
1 V3
T1T2:{(E,§—t-\/§)|teR}. (Fe%)

Ocito jeda A ¢ T T, pa slijedi AB # T T>.

Iz (H) slijedi daje P € AB (zat = 1), a iz (%) slijedi daje P € T\T; (za 1 = }).

Dakle, P € ABNT,T», a pravci ABi T\ T, su odredeni skupom SV i medusobno su razli¢iti
pa zakljucujemo da je P tocka odredena skupom SV. Slijedi P € S®. Time smo dokazali
da se tocka P moZe konstruirati iz skupa S .

Slika 1.6: Konstrukcija tocke P iz skupa S

Napomena 1.3.5. Neka je S C R? skup koji ima barem dvije tocke. Tada se svaka tocka
A € S moZe konstruirati iz S. Naime, neka je A € S. Znamo da je S© = S, a iz toga
slijedi da S© ima barem dvije tocke te da je A € S©. Iz napomene zakljucujemo da
je A toc¢ka odredena skupom S. Dakle, A € SV. Prema tome postoji n € N takav da je
A e S™ $to znaci da se A moZe konstruirati iz skupa S .
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Napomena 1.3.6. Neka je A € R? te neka je S = {A}. Tada ne postoji tocka koja se
moZe konstruirati iz skupa S. Naime, iz S© = S slijedi da je S jednoclan skup, pa
prema napomeni[l.2.9 slijedi da ne postoji tocka odredena skupom S©. Stoga je S = 0.
Indukcijom, koristeci napomenu dobivamo da je S™ = 0, za svaki n € N. Dakle, ne
postoji tocka koja se moZe konstruirati iz skupa S .

Definicija 1.3.7. Neka je T € R%. KaZemo da je T konstruktibilna tocka ako se T moZe
konstruirati iz skupa {(0,0), (1, 0)}.

Iz napomene [1.3.3]slijedi da su tocke (0, 0) i (1, 0) konstruktibilne.
Prema primjeru (1.3.4[tocka (%, O) je konstruktibilna.

Primjer 1.3.8. Neka su A = (0,0)i B = (1,0). Neka je S = {A, B}. Neka je C = (2,0).
Vrijedi AB = {(t,0) | t € R} pa je ocito C € AB.

Nadalje, vrijedi d(C, B) = 1 pa je ocito C € K(B, 1). Stoga je C € ABN K(B, 1).

Buduci da je AB pravac odreden skupom S te da je K(B, 1) kruZnica odredena skupom S,
slijedi da je C tocka odredena skupom S. Dakle, C € SV, Uo&imo da su A,C € SV te da
je d(A,C) = 2. Stoga su K(A,2) i K(C,2) kruznice odredene skupom SV.

Neka je T = (1, V3). Vrijedi d(T,A) = 2i d(T,C) = 2, stogaje T € K(A,2) N K(C.2).

Prema tome, toc¢ka T je odredena skupom SV tj. T € S®. Prema napomeni vrijedi
B € S, Stoga je BT pravac odreden skupom S®.

T = (1,v3)

Slika 1.7: Pravac BT je odreden skupom S
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Vrijedi

BT ={B+1t-(T-B)|teR}={(1,00+1-(0, V3) | r e R} = {(L.t- V3) [t eR]}.

Uoc¢imodazat = \/% vrijedi
(Le- V3)=(1,1).
Dakle, (1,1) € BT. Vrijedi d((1,1),B) = 1 pa je (1,1) € K(B,d(A, B)). Dakle,
(1,1) € BT N K(B,d(A, B)). (0)

Prema napomeni|l.3.3|slijedi da su A, B € S®. Stoga je kruznica K(B,d(A, B)) odredena
skupom S®. Iz (@ slijedi da je tocka (1,1) odredena skupom S®. Prema tome, (1,1) €
§®. Zakljucujemo da se tocka (1,1) moZe konstruirati iz skupa S, sto znaci da je (1,1)
konstruktibilna tocka.

y T=(1,V3)

(1,1)

Slika 1.8: Toc¢ka (1, 1) je konstruktibilna tocka

Definicija 1.3.9. Neka je x € R. KaZemo da je x konstruktibilan broj ako postoje konstru-
ktibilna tocka T € R®>ia € R takvida je T = (a,x) ili T = (x, a).






Poglavlje 2

Kvadratni radikali

2.1 Grupe, prsteni i polja

Definicija 2.1.1. Neka je S neprazan skup te neka je = : S XS — S. Tada za * kaZemo da
Jje binarna operacija na skupu S. U tom slucaju, za x,y € S umjesto =(x,y) obicno pisemo
X ® Y.

Definicija 2.1.2. Neka je = binarna operacija na S. KaZemo da je * asocijativna binarna
operacija na S ako za sve x,y,z € S vriijjedi (x x y) * 2 = x * (y * 2).

Definicija 2.1.3. Neka je = binarna operacija na S te neka je e € S. KaZemo da je e
neutralni element za * ako za svaki x € S vrijedi x x e = e % x = X.

Napomena 2.1.4. Neka je * binarna operacija na S. Pretpostavimo da su ey,e; € S
neutralni elementi za *. Tada je e; = e,. Naime, buduci da je e| neutralni element, vrijedi
ey * ey = e, a buduci da je e, neutralni element, vrijedi e; * e, = ey. Dakle, e; = e;.

Definicija 2.1.5. Neka je * binarna operacija na skupu S. Za uredeni par (S, *) kaZemo
da je monoid ako je * asocijativna binarna operacija te ako postoji neutralni element za *.

Definicija 2.1.6. Neka je (S, *) monoid te neka je e neutralni element za . Neka je x € S.
Zay € S kaZemo da je inverzni element od x u monoidu (S, *) ako je x xy =y * x = e.

Napomena 2.1.7. Neka je (S, *) monoid te neka je x € S. Pretpostavimo da su y;,y, € S
inverzni elementi od x. Tada je y, = y,. Naime, neka je e neutralni element za *. Vrijedi

Yi=yi*xe=y x(X*xy)) =y *X)*y) =e*y, =y.
Dakle, y, = y,.

15
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Definicija 2.1.8. Neka je (S, *) monoid. Pretpostavimo da za svaki x € S postoji inverzni
element od x u (S, *). Tada za (S, *) kaZemo da je grupa.

Definicija 2.1.9. Neka je * binarna operacija na S. KaZemo da je * komutativna binarna
operacija ako za sve x,y € S vrijedi x *y =y * X.

Ako je (S,x*) monoid takav da je = komutativna binarna operacija, onda za (S, *)
kaZemo da je komutativan monoid.

Ako je (S, *) grupa takva da je = komutativna binarna operacija, onda za (S, ) kaZzemo
da je komutativna ili Abelova grupa.

Napomena 2.1.10. Neka je (S, *) grupa, neka je e neutralni element za * te neka je x € S
takav da je x x x = x. Tada je x = e.

Neka je y inverzni element od x. Slijedi y  (x % x) = y % x pa je (y * x) * x = e. Dakle,
exx=el. x=e.

Definicija 2.1.11. Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na P. KaZemo da je
(P, +, ) prsten ako vrijedi:

1. (P,+) Abelova grupa
2. operacija - je asocijativha
3. za sve x,y,z € Pvrijedi

e (Xx+y)z=x-z+y 2

o z-(x+y)=z-x+2z-y

Definicija 2.1.12. Ako je (P, +, ) prsten, onda za neutralni element za operaciju + kaZemo
da je nula u prstenu (P, +, -) i oznacavamo ga s 0.

Napomena 2.1.13. Neka je (P, +, ) prsten. Tada za svaki x € P vrijedi0-x=0ix-0=0.
Naime, imamo 0-x =(0+0)-x=0-x+0-x. Dakle, 0-x =0-x+0-x. Iz napomene
2.1.10slijedi 0 - x = 0. Analogno dobivamo da je x - 0 = 0.

Napomena 2.1.14. Neka je (P, +, -) prsten takav da skup P ima barem dva elementa. Tada
(P,-) nije grupa.

Pretpostavimo suprotno. Neka je e neutralni element za operaciju -. Buduci da je (P, -)
grupa, postoji x € P takav da je 0 - x = e. Iz prethodne napomene slijedi da je e = 0. Sada
za svaki x € P vrijedi x = x-e = x -0 = 0. Iz ovoga slijedi da je 0O jedini element skupa P,
Sto je u kontradikciji s tim da P ima barem 2 elementa.
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Definicija 2.1.15. Neka je (P, +,-) prsten. Pretpostavimo da je e neutralni element za
operaciju -. Tada za e kaZemo da je jedinica u prstenu (P,+,-). Za prsten (P, +,-) takav
da postoji neutralni element za operaciju - kaZemo da je prsten s jedinicom. Jedinicu u
prstenu (P, +, -) obi¢no oznacavamo s 1.

Definicija 2.1.16. Neka je (P, +,-) prsten takav da je operacija - komutativna. Tada za
(P, +, -) kaZemo da je komutativan prsten.

Definicija 2.1.17. Neka je (P, +, ) komutativan prsten s jedinicom takav da P ima barem
dva elementa. Pretpostavimo da svaki x € P, takav da je x # 0, ima inverzni element u
(P,-). Tada za (P, +, -) kaZemo da je polje.

Napomena 2.1.18. Neka je (P, +, ) polje. Tada je O # 1.
Pretpostavimo suprotno tj. 0 = 1. Neka je x € P. Tada je x = 1 - x = 0 - x = 0. Dakle,
x = 0. Prema tome, P = {0}, sto je u kontradikciji s definicijom polja.

Definicija 2.1.19. Neka je (P, +,-) prsteni A C P. KaZemo da je A potprsten od (P, +, -) ako
postoje binarne operacije +4 i -4 na A takve da je (A, +4,-4) prstentedaje x +4y =x+y
iX-Aay=2Xx-Yy, zasvex,y €A.

Napomena 2.1.20. Ako je (P,+,-) prsten onda za x € P s —x oznacavamo inverzni (1j.
suprotni) element od x u (P, +). Dakle, x + (—x) = 0 za svaki x € P. Nadalje, za x,y € P
definiramo x —y = x + (—y).

Propozicija 2.1.21. Neka je (P, +, -) prsten te neka je A neprazan podskup od P. Tada je A
potprsten od (P, +, -) ako i samo ako za sve x,y € A vrijedix—y € Aix-y€A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A potprsten od (P, +, -). Tada postoje binarne operacije +4 1 -4
na A takve da je (A, +4,-4) prstenidaje x+4y=x+yix-4,y =x-y,zasve x,y € A.

Neka je 04 nula u prstenu (A, +4,:4). Vrijedi 04 +4 04 = 04 tj. 04 + 04 = 04 pa iz na-
pomene [2.1.10]slijedi 04 = 0.
Neka je x € A. Neka je y inverzni element od x u (A, +,). Tada je x +4 y = 04 pa je
x+y=0. Stoga je

() +(x+y)=(-0)+0
t].

[(=x) +x]+y=—x.

Dobivamo 0 + y = —x odnosno y = —x. Zakljuujemo da je —x € A, za svaki x € A.
Neka su x,y € A. Tada je —y € A pa imamo

x—y=x+(-y)=x+4(-y) €A
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Dakle, x —y € A.
Nadalje, x-y=x-4ypajeolito x-y € A zasve x,y € A.

Obratno, pretpostavimo da za sve x,y € A vrijedi x —y € A1 x-y € A. Odaberimo neki
Xo € A (to moZemo jer je A neprazan skup).
Prema pretpostavci vrijedi xo — xo € A tj. 0 € A.
Nadalje, neka je x € A. Imamo 0, x € A pa je prema pretpostavci 0 —x € Atj. —x € A, za
svaki x € A.
Neka su x,y € A. Pokazimo da je x + y € A. Imamo x,—y € A pa je x — (—y) € A odnosno
x+yeA.
Nadalje, za sve x,y € A prema pretpostavci vrijedi x -y € A.
Definirajmo binarne operacije +4 i -4 na A na sljede¢i nacin:

X+tpy=x+Yy,

Xay=X-y.

Tvrdimo da je (A, +4, -4) prsten.
Neka su x,y,z € A. Koristeéi Cinjenicu da je + asocijativna binarna operacija na P dobi-
vamo

(XHa)taz=@x+y)+z=x+ Y +2) =x+4 (y+42).

Dakle,
(X+ay)taz=x+4(y+a2)

tj. operacija +4 je asocijativna na A. Analogno dobivamo da je +, komutativna binarna
operacija.

Buduc¢ida je O € A slijedi x +4 0 = x + 0 = x za svaki x € A. Dakle, O je neutralni element
Za +4.

Neka je x € A. Znamo da je —x € A. Imamo x +4 (—x) = x + (—x) = 0. Prema tome, —x je
inverzni element od x u (A4, +,).

Time smo dokazali da je (A, +4) Abelova grupa.

Nadalje, na sli¢an nacin dobivamo da je -4 asocijativna binarna operacija te da za sve
X,y,z € A vrijedi

(X+4Y)aZ2=Xa2+4Y 2%

ZAa(X+aY)=2aXx+a20aY.

Time je dokazano da je (A, +4, -4) prsten. Stoga je A potprsten od (P, +, -).
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Propozicija 2.1.22. Neka je (P, +,-) prsten te neka je A neprazna familija potprstena od
(P, +,). Tada je (" 4en A potprsten od (P, +, -).

Dokaz. Neka je A € A. Tada je A potprsten od (P, +,-). Stoga je A # () pa postoji x € A.
Iz propozicije 2.1.21] slijedi da je x — x € A tj. 0 € A. Dakle, za svaki A € A vrijedi da je
0 e A. Stogaje 0 € (peaA . (acan A je neprazan skup.

Neka su x,y € (4eqA. Nekaje A € A. Tada su x,y € A. Bududi da je A potprsten
od (P, +,-), iz propozicije slijedidajex—y€e Aix-ye A Kakojex—y € Ai
x-y€e€A zasvaki A € A, slijedidajex—y € (JyeqgA1x-y € (aenA. 1z propozicije
slijedi da je (N eqn A potprsten od (P, +, -).

O

Definicija 2.1.23. Neka je (P, +, ) prsten te neka je S C P. Definiramo

[S] = ﬂ A.

A potprsten od (P,+,")
SCA

Uocimo daje [S ] potprsten od (P, +, -). Naime, to slijedi iz propozicije[2.1.22]i Cinjenice
daje[S]=4ca A, gdjeje A ={A| A potprsten od (P, +,-),S C A} (A # 0 jer je P € A).
Kazemo da je [S] potprsten od (P, +, -) generiran sa S.

Napomena 2.1.24. Neka je (P, +,-) prstente S C P.

1. Prema definiciji [S] je presjek svih potprstenova od (P, +,-) koji sadrZe S. Stoga i
njihov presjek sadrZi S tj. S € [S].

2. Neka je Ay potprsten od (P, +,-) takav da je S C Ay. Tada je [S] C Ay. Naime, neka
je A ={A | Apotprsten od (P, +,-),S C A}. Tada je Ay € A pa je (4eqaA C A,.
Stoga je [S] = acaA S Ao 4. [S] C Ao.

3. Vrijedi S = [S] ako i samo ako je S potprsten od (P, +,-). Naime, ako je S = [S],
onda je ocCito S potprsten od (P, +,-). Obratno, pretpostavimo da je S potprsten od
(P, +,-). Definirajmo Ay = S. OCcito je S C Ag pa iz (2)) slijedi da je [S] C Ay 1.
[S1C S. Sdruge strane, prema ({I)) slijedi da je S C [S]. Stogaje S =[S].

Napomena 2.1.25. Neka je (P,+,-) prsten. Zan € N,n > 31i xy,...,x, € P definiramo
induktivno x| + - - - + x, na sljedeci nacin:

X+ X+ X = (X X)) F Xy, B2,
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Ako su x,y € Ponda je —(x+y) = —x+(—y). Naime, to slijedi iz (x+y)+[—x + (=y)] = 0.
Indukcijom se lako dobiva da za sve x, ..., x, € P vrijedi
—(XF e Xy X)) = () e ().

Naime, ako pretpostavimo da ova tvrdnja vrijedi za neki n (n > 2), tada imamo

—(xrF X X)) = [+ X)) + X]
== (x4 -+ x) + (= X041)
= [(=x) + -+ (=x)] + (= Xn41)
= (=x1) + o+ (=x) + (=X41)

Indukcijom takoder dobivamo da za sve xi, ..., X, V1, ...,V € P vrijedi
G+ X))+ i+ y) =G +y)+ o+ + )
te da za svaki c € P vrijedi
c-(xj+-+x)=c-x1+--+c- X

Propozicija 2.1.26. Neka je (P, +,-) prsten. Neka su x,y € P. Tada vrijedi:

Lo =(x-y) = (=0)-y

2. =(x-y)=x-(-y)

3. x-y=(=x)(-y)
Dokaz.

1. Vrjedi (—x)-y+x-y=[(—x)+x]-y=0-y=0. Dakle,

(=x0) -y =—(x-y).
2. Dokaz ide analogno kao pod ().

3. Koristeéi (1) i () dobivamo

() - (=) ==[x-(=P]=-[-x-N]=x-y.
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2.2 Prsten B [x]

Definicija 2.2.1. Neka je (P, +, ) prsten. Neka je B potprsten od (P, +, -) te neka je xy € P.
Definiramo B [xy] kao potprsten od (P, +, -) generiran s BU{xy}. Dakle, B[xo] = [B U {x¢}].

Napomena 2.2.2. Neka je (P, +,-) prsten te neka je x € P. Za n € N definiramo x" indu-
ktivno na sljedeci nacin:

X =X

xn+1:xn_x

Neka je m € N. Tvrdimo da za svaki n € N vrijedi

xm+n — xm . xn (®)

DokaZimo to indukcijom po n.
Zan=1 vrijedi po definiciji.
Pretpostavimo da (@) vrijedi za neki n € N. Imamo
xm+(n+1) — x(m+n)+1 — xm+n Sx = (xm . xn) x =" (xn . X) =x". Xn+1'

Dakle, x™ D = xm . x"*1. Prema tome, (@) vrijedi za svaki n € N.

Napomena 2.2.3. Neka je (P, +,-) prsten te neka je B potprsten od (P,+,-). Neka su
Xiy...,X, € B. Tada je x; + --- + x, € B. To slijedi indukcijom po n. Nadalje, neka
sux € BineN. Tada je x" € B, sto takoder slijedi indukcijom po n.

Korolar 2.2.4. Neka je (P, +,-) prsten te neka su x,y,c € P. Tada vrijedi
c-(x-y)=c-x—c-y,
(x-y):c=x-c—y-c.
Dokaz. Koristeéi propoziciju slijedi da je
c-(x=y)=c-[x+(=)]=c-x+c-(=y)=c-x+(-c-y)=c-x—c-y.

Dakle,c-(x—y)=c-x—c-y.
Analogno se dokazuje (x —y)-c=x-c—y-c. m|
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Propozicija 2.2.5. Neka je (P, +, -) komutativan prsten te neka je B potprsten od (P, +,-) te
Xo € P. Definirajmo

R=1{bxy+---+bixo+by|by,....by € B}.
Tada je R potprsten od (P, +, ).
Dokaz. Neka su x,y € R. Tada postoje b, ...,bg,cy, ..., co € Btakvida je
X =Dbyxy + -+ + bixo + by,

Y =CpXp+ -+ C1Xo + Co.

Bez smanjenja opcenitosti neka je n < m (pri tome su m, n € Ny). Za svaki
i €{n+1,...,m}definiramo ¢; = 0. Slijedi cy,...,c,, € B1i

n+1

Y =CmXgH, .oy FCur1 Xy F CaXg + e+ C1Xo + Co.

Koriste¢i napomenu [2.1.25] propoziciju [2.1.26]i korolar [2.2.4] dobivamo

x—y=x+(-y) =
= (bwxf + by xg ™ + -+ bixg + bo) + [(—cmxg’)  (—emaxg ™)+ (—erxo) + (—co)]
= (buxly = cnxf) + (buor X ™ = comtxp ™) + oo+ (Brxo = €1%0) + (o — o)

= (b = €)X+ (Bt = Cne)Xg ™+ -+ (by = ¢1)x0 + (b — Cp).

Vrijedi b, — ¢, by—1 — €1, - .., b1 — c1, by — ¢y € B jer je B potprsten pa slijedi x —y € R.
Analogno zaklju¢ujemo daje x +y € R.
Iz ovoga zakljucujemo da za sve xy,...,x, € R vrijedi x; +--- + x, € R.

Nekasub e BiieN. Tvrdimodajebxf)yeRzasvakiyeR.
Neka je y € R. Tada postoje ¢, ..., co € Btakvidajey = ¢,xj + -+ co. Vrijedi

bxy -y = bx, (cmxg + oy X!

+"'+C1X0+C0)
= (bxé) (cmxp) + (bxg) (cm_lx’(?_l) +ot (bxf)) (c1x0) + (bxf)) o

= (ben) Xy + (bep)X™ !+ -+ (bey)x ! + (beg)xd,
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Dakle, bxj, -y € R za svakiy € R.

Neka su x,y € R. Tada postoje b,,...,by € B takvida je x = b,x; + -+ + bixo + by.
Vrijedi

x'y:(bnx8+bn_1x’5_l+~-+blx0+bo)-y

= (buxp) -y + (bn_M’é‘l) Y4+ (bixg) -y + by

Zasvakii € {1, ...,n} prema dokazanom vrijedi (bixf)) -y € R. Dakle, x - y € R.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
O

Propozicija 2.2.6. Neka je (P, +,-) komutativan prsten s jedinicom. Neka je B potprsten
od (P,+,-) takav da je 1 € B te neka je xy € P. Tada je

Blxy] = {bnxg+"'+b1X0+b0|bn,...,b0 EB}
Dokaz. Nekaje R = {b,x + -+ +bixo +bg | by.....bo € B}. Zelimo dokazati B [x,] = R.

Dokazimo prvo B[x] € R. Prema propoziciji[2.2.5|R je potprsten od (P, +, -). Nadalje,
B[xo] = [BU {x0}]. Stoga je dovoljno dokazati B U {x,} C R jer ¢e tada prema drugoj tocki
napomene [2.1.24]slijediti [B U {xo}] C R tj. B[xo] C R.

Za svaki x € B vrijedi x € R jer moZemo uzeti n = 01 by = x. Prema tome, B C R.
Nadalje, xo = 1 - xo + 0, pa zbog 1 € B (takoder je i 0 € B, Sto slijedi iz propozicije [2.1.21))
slijedi da je xy € R, odnosno {xy} € R. Dakle, BU {xy} € R. Time smo dokazali B [xy] C R.

Dokazimo sada R C B[x,]. Neka je r € R. Tada postoje n € Ny i b,,...,by € B takvi
dajer =b,xy+ -+ byxo+ by. Znamo da je B [xo] potprsten od (P, +,-).
Iz BU {xo} C [B U {x0}] slijedi B U {xo} C B[xp]. To znacida su b,, ..., by, xo € B[xp].
Iz napomene slijedi da su xo, X3, ..., x3 € B[xo]. Slijedi da su byxg, box3, ..., byx) €
B[xo] pa iz napomene [2.2.3]slijedi b, xj + - - - + b1 xo + by € B[xo] tj. r € B[xo]. Time smo
dokazali R C B[xg]. Dakle, R = B[xp]. O

Definicija 2.2.7. Neka je (P, +,-) polje te neka je A C P. Pretpostavimo da postoje binarne
operacije +,-a na A takve daje x +ay =x+yix-4y =Xx-Y, za sve x,y € A te takve da je
(A, +4, -a) polje. Tada kazemo da je A potpolje od (P, +, ).
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Napomena 2.2.8. Ako je (P,+,) polje, onda za x € P,x # 0, s x™! ozna¢avamo inverzni
element od x u monoidu (P,-). Dakle,

Propozicija 2.2.9. Neka je (P, +,-) polje te A C P takav da A ima barem dva elementa.
Onda je:

A potpolje od (P, +,-) & za sve x,y € Avrijedix—y € A,x-y €A,

za svaki x € A, x # 0 vrijedi x™' € A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A potpolje od (P, +,-). Tada postoje binarne operacije +4, ‘4
naAtakvedax+,y=x+yix-4y=x-y,zasve x,y € A te takve da je (A, +4, -1) polje.
Zaklju¢ujemo da je A potprsten od (P, +, -) pa iz propozicije[2.1.21]slijedi da za sve x,y € A
vrijedix—y€Aix-y€A.

Neka je 04 neutralni element za operaciju +,. U dokazu propozicije [2.1.21| smo vidjeli
daje04 =0.

Neka je 14 neutralni element za operaciju -4. Odaberimo x € A takav da x # 0 (znamo da
takav postoji jer A ima barem dva elementa). Vrijedi x -4 14 = x tj.

x-14 = x.

MnoZenjem prethodne jednakosti s x~! dobivamo

(-1 =xtx

pa je
xlx)-1,=x1x

Slijedi 1 - 14 = 1. Budu¢i da je 1 neutralni element za mnoZenje u (P, +, -), slijedi 1 = 14.

Neka je x € A,x # 0. Tada je x # 04. Bududi da je (A, +4, -4) polje, postoji neutralni
element y od x u monoidu (A, -4). Prema tome, x -4 y = 14, $to je ekvivalentno s x -y = 1.
MnoZenjem prethodne jednakosti s x~! dobivamo da je y = x~!. Prema tome, x~! € A.

Obratno, pretpostavimo da za sve x,y € A vrijedi x —y € A, x-y € A te za svaki
x €A, x# A, vrijedi x! € A.
Iz propozicije [2.1.21] slijedi da je A potprsten od (P, +, ). Stoga postoje binarne operacije
+41-4 na A takve da je (A, +4,-4) prsten te da je za sve x,y € A



2.2. PRSTEN B [x] 25

XAYy=X-y (#)

X+pay=x+Yy

Zelimo dokazati da je (4, +4, -4) polje. Znamo da je binarna operacija - komutativna jer je
(P, +, ) polje pa iz (#)) slijedi da je -4 komutativna binarna operacija.

Nadalje, odaberimo x € A,x # 0. Tada je prema pretpostavci x~! € A pa je ponovno
prema pretpostavci x - x~' € Atj. 1 € A.

Zaklju¢ujemo da je zbog (4) 1 neutralni element za 4.

Dakle, (A, +4, -4) je komutativan prsten s jedinicom.

Neka je 04 nula u prstenu (A, +4, -4). U dokazu propozicije[2.1.21|smo vidjeli da je 04 = 0.

Neka je x € A, x # 04. Tada je x # 0. Prema pretpostavci vrijedi x™! € A. Imamo

1 1

Dakle, x -4 x™* =1, a takoder vrijedi x™ -4 x = 1 (jer je -4 komutativna binarna operacija).
Dakle, x~! je inverzni element od x u monoidu (A4, -4).
Time smo dokazali da je (A, +4, -4) polje, odnosno A je potpolje od (P, +, -). O

Napomena 2.2.10. Neka je (P, +,-) prsten i neka je x € P. Tada za sve m,n € N vrijedi
(xm)n — xﬂ’ll’l.

DokaZimo to indukcijom po n (za fiksirani m).

Za n = 1 tvrdnja je dokazana.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N tj. (xX™)" = x™.
Provjerimo zan + 1 € N:

(xm)n+l — (xm)n LM = L = xmn+m — xm(n+1).
Time je tvrdnja dokazana.

Lema 2.2.11. Neka je (P, +,-). polje. Neka su u,v € P.
Tada vrijedi:

1. (u=v)u+v)=u*-HV

2. Akojeu#0iv#0, ondajeu-v#0i@-v)y ' =u' vl
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Dokaz.

1. Koristedi korolar [2.2.4] dobivamo:
=V u+v)=w—-v)-u+Ww—-v)-v

=(w-u-v-u)+u-v—-v-v)

— 22

2. Pretpostavimo da je u # 01 v # 0. Imamo
@-v)- @' v =@ u)=u-u =1

Dakle,
w-v)-w'-vhH=1 (a)

Kada bi vrijedilo u-v = 0, onda bismo imali (u-v)-(u~'-v™') = 0 pa bi iz (]Zb slijedilo
1 = 0, Sto je nemoguce prema napomeni [2.1.18| Dakle, u - v # 0.

Kada jednakost (]Z[) pomnoZimo s (u - v)~! dobivamo
(u-v)y "' [(u “V) - (u_l ~v_1)] =u-v)!

pajeu -vi=(u-v)".

Time je lema dokazana. O

Propozicija 2.2.12. Neka je (P, +, -) polje te neka je B potpolje od (P, +, -). Neka je xo € P
takav da je xg € B. Tada je B [xy] potpolje od (P, +, -) i vrijedi B [xy] = {a+b-x¢ | a,b € R}.

Dokaz. Znamo da je B[x,] potprsten od (P, +,-). Prema propoziciji [2.1.21] za sve x,y €
B[xo] vrijedi x —y € B[xp] 1 x -y € B[xp]. Ostaje pokazati da za svaki x € B[xp],x # 0
vrijedi x' € B[xo].

Ocito je (P, +,-) komutativan prsten s jedinicom. Nadalje, odaberimo neki z € B. Prema
propoziciji vrijedi 77! € B, pa prema istoj propoziciji vrijedi z- 77! € Btj. 1 € B.

Prema propoziciji [2.2.6| vrijedi B [xo] = {bux + -+ + bixo + bo | by, ..., bo € B}. Tvrdimo

da za svakin € Ny 1sve b, ..., by € B postoje a,b € B takvi da je

bnx8+---+b1xo+b0:a+b-xo.
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DokaZimo to indukcijom po n.

Zan = 0,n = 1 tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Neka su b, 1, ..., by € B. Prema induktivnoj pretpostavci postoje a, b € B takvi da je

an8+"'+b1X0+b() :a+b‘)€0.
Vrijedi

D1 X by X+ +b1xg+by = by Xpt + (X + -+ + byxg + bo) = b XpT +(a+ b xo).

Promotrimo dva moguca slucaja:

1. slucaj: n + 1 je paran.
Tadajen+ 1 =2k, k € N.
Imamo L
bn+1x8+1 = bn+1x(2)k = by (x(z)) ,

pa iz pretpostavke propozicije i napomene slijedi b, x;™! € B.
Stoga je
buXp™ +a+b-xg=d +b-x,

gdje je @’ € B.

2. slucaj: n + 1 je neparan.
Tadajen+1=2k+ 1,k eN.
Imamo

n+l _ 2k+1 _ 2k
bn+1xo = bn+1xo = bn+1xo * X0-

Prema prethodnom slu¢aju zakljudujemo da je b,.ix3* € B j.
bn+lx(2)k - xo =b" - xp,
gdje je b’ € B. Dakle,

bon Xy +a+b-xg=a+(b+b)-x.

U oba slucaja smo dobili da postoje ¢, d € B takvi da je



28 POGLAVLIJE 2. KVADRATNI RADIKALI

by Xt + by x4+ -+ by = c+d - X

Time je tvrdnja dokazana.
Uocimo da iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi B [xo] ={a+ b - xo | a,b € B}.

Neka je x € B[xp],x # 0. Tada postoje a,b € B takvida je x = a + b - xo. Tvrdimo da
je x71 € B[xo).

1. slucaj: a=>b-xp.
Tadajeolitob-xo€ Bpajea+b-xy € Btj. x€ B.
Buduc¢i da je B potpolje od (P, +, ), vrijedi x™! € B pa je o¢ito x™! € B[x].

2. slucaj: a # b - xy.
Tada je a — b - xy # 0. Koristeci prethodnu lemu dobivamo sljedece:

l=(@+b-x) ! =(a+box) " 1=(@+b-x)" - [(@a-b-x0) - (a-b-x0)| =
=[@+b-x)" (@=b-x)"| (@b x)
=[(a+b-x0)-(@a=b-x0)]" - (a—b-xp)
- [az—(b-xo)z]_l (a—b-xp)
=(@-0-23) " (@=b-x).

-1
Dakle, x™! = (a> = b*- %) - (a—b- x).
-1
Iz pretpostavke znamo da je x3 € B pa je a* — b* - x} € Bte je (a2 - b*. xé) € B.
-1

Dakle, (a2 -b*- xé) € B[x], aocito je a — b - xy € B[xo]. ZakljuSujemo da je

-1

(a2 —b2-x%) -(a—b-xp) € Bxo]

tj. x™! € B[x].
Time smo dokazali da je B [xy] potpolje od (P, +, -).
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2.3 Kvadratni radikali

Napomena 2.3.1. Neka su + i - standardne operacije na R. Znamo da je (R, +,-) polje te
da je Q potpolje od (R, +,-).

Definicija 2.3.2. Zan € N i x, ..., x, € R definiramo induktivno Q [xo, . . ., X,] na sljedeci
nacin.

Za xy, x1 € R neka je

Q [x0, x11 = (Q[xo]) [x1].

Pretpostavimo da je n € N te da smo za sve xy, ..., X, € R definirali Q [xo, ..., x,].
Za Xy, . .., Xp+1 € R definiramo

Qlxo, -+ X1l = (Q[x0, .. ., XuD) [X041]

Definicija 2.3.3. Neka je n € Ny te neka su xo,...,x, € R takvi da je xj € Q te x7,, €

Qlxo,...,xi], za svaki i € {0,...,n—1}. Tada za konacan niz x,...,x, kaZemo da je
korijenski niz.

Propozicija 2.3.4. Ako je xo, . . ., x, korijenski niz, tada je Q [xy, . . ., x,] potpolje od (R, +, ).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju indukcijom po n.

Ako je xo € R takav da je xj € Q, onda je Q[xo] potpolje od (R, +,-) prema propoziciji
Dakle, tvrdnja vrijedi za n = 0.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Nj.

Neka je xo, ..., X, korijenski niz. Uo¢imo da je xo,...,x, korijenski niz pa iz pretpo-
stavke indukcije slijedi da je Q [xo, . .., x,] potpolje od (R, +, -).
Nadalje, prema definiciji korijenskog niza vrijedi x>, € Q[xo,...,x,]. Stoga iz propozi-

cije[2.2.12]slijedi da je (Q[xq, .. ., X,]) [x4+1] potpolje od (R, +, -).

1z Q[x0, ..., X1l = (Q[x0, ..., x,]) [x141] zakljuCujemo da je Q [xo, ..., X,+1] potpolje od
R, +,-).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 2.3.5. Neka je z € R. KaZemo da je 7 kvadratni radikal ako postoji korijenski
niz Xo, . . . , X, takav da je z € Q [xo, . . . , x,].

Napomena 2.3.6. Svaki racionalni broj je kvadratni radikal. Naime, po definiciji je Q [1] =
[QU {1}] pa je Q[1] = [Q], no [Q] = Q prema napomeni|2.1.24} Dakle, Q[1] = Q. Ocito

je konacan niz xo = 1 korijenski niz, pa zakljucujemo da je svaki racionalan broj kvadratni
radikal.
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Napomena 2.3.7. Neka su S,T C R takvida je S CT. Tada je [S] C [T].
Naime, iz T C [T] slijedi S C [T]. Iz napomene i Cinjenice da je [T] potprsten od
(R, +, ), slijedi [S] C [T].

Lema 2.3.8. Za sve n € Ny i xy, ..., x, € Rvrijedi

QQQ[X()’"',-XH],

X055 X € Qlxp, ..., %]

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Pretpostavimo da je xo € R. Vrijedi Q [xo] = [Q U {x¢}] pa iz

QcQU{xo} CIQU {xo}],
X0 € QU {xo} € [QU {x0}]
slijedi da je Q € Q[xo] 1 xo € Q [xo]. Dakle, tvrdnja vrijedi za n = 0.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Nj.
Neka su xo, . .., x,+1 € R. Koriste¢i induktivnu pretpostavku dobivamo:

QQQ[X()’"-’-XH] c Q[XO,...,xn] U{X,H_]} c [Q[XO""’xn] U{X,H_]}] = (Q[XO,...,.X”]) [xn+]]

= Q[.X(),...,xn+1].
Dakle, Q C Q[xo, ..., Xpe1].
Uocimo da smo dokazali da je Q [xo, ..., x,] € Q[xo,..., X1l
Prema induktivnoj pretpostavci vrijedi xo,...,x, € Q[xp,...,x,]. Stoga je xop,...,x, €
Q [xo, - - -, X4+1]. Nadalje, takoder smo pokazali da je Q [xo, . . . , X, JU{xn+1} € Q [x05 - - -, Xns1]-
Iz toga ocito slijedi da je x,+1 € Q [xo, ..., X,+1]. Prematome, xo, ..., X,+1 € Q[x0,..., X441]-
Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1 pa je lema dokazana. O
Propozicija 2.3.9. Za sve n € Ny i x, ..., x, € Rvrijedi

Qlxgy..., %] =[QU {x0,...,x,}].

Dokaz. Dokazimo tvrdnju indukcijom po 7.

Za n = 0 tvrdnja slijedi iz definicije
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Nj,.
Neka su xg, ..., x,+1 € R. Tvrdimo da je

Q[XO,---5-XI’L+1] = [QU{XO9-'-’xn+l}]- (*)
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Koriste¢i induktivnu pretpostavku i napomenu dobivamo

Q[X(),...,xn] = [QU{X()’"'$XH}] g[(QU{-x(),"-axl’l+l}]'

Dakle,
Qlx0,---» %] C[QU {x0, ..., Xpr1}]- (¢)

Nadalje, vrijedi x,.1 € QU {xq, ..., X11} S [Q U {x0,..., Xns1}].
Dakle,

Xne1 € [QU {xo, ..., Xpi1}]. (00)
Iz (o] i slijedi

Qlxo, -5 X ] U X1} S [QU {x0, ..., Xpp1}]

Prema napomeni [2.1.24] slijedi
[Q [.X(), B xn] U {xn+1}] - [Q U {-x()a B xn+1}] P

t.
(Q [X(), cees xn]) [xn+l] - [Q U {xo’ s xn+l}] .

Dakle,
Qlx05- s %0111 S [QU {x0, ..., Xps1}]. (k%)

S druge strane, prema lemi [2.3.8] vrijedi

QU {xo, - .- X1} € Qx0, - -y Xpp1].

Prema napomeni [2.1.24] vrijedi
[Qu{x09~--9-xn+l}] QQ[XO"”’XIHI]' (***)

Iz (Fe k) i (Fe H k) slijedi (k).

Time je tvrdnja propozicije dokazana.
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Propozicija 2.3.10. Skup svih kvadratnih radikala je potpolje od (R, +, ).
Dokaz. Nekasuaib kvadratni radikali. Tada postoje korijenski nizovi xo, ..., X, 1Yo, - - - » Vm

takvidajea € Q[xp,...,x, 11D € Q[yo,.--»Vml-

Tvrdimo da je xo, ..., X, Yo, - - . , Y Korijenski niz.
v . 2 2 . .
Ocito je x5 € Q odnosno x;,, € Q[xp,...,x;] zasvakii € {0,...,n—1}.

Znamo da je y; € Q pa iz leme slijedi da je y; € Q[xo, ..., x,].
Neka jei € {0,...,,m — 1}. Koriste¢i propoziciju 1 napomenu dobivamo

y1'2+1 €Qyo, ...y =[QU {yo,...,y] S [QU {x0,..., %5 Y0, .., i}]
=Q[x05- s X0 Y05+ i] -

Dakle, yl.2+1 € Q[x0,---5Xu Y05 - - -, yi]. Prema tome, xo, ..., X, Yo, . - - , ¥ j€ korijenski niz.

Iz propozicije [2.3.9]i napomene slijedi
Q[XO,...,.X"] = [QU {X(),...,.xn}] - [QU {XOa-“axnayOaH"ym}]
= QX055 X Y05+ > Y] -

Dakle, Q [xg, ..., %] S QX051 X0, Y05+« +» Yim]-
Analogno dobivamo Q [yo, ..., Vu] € Q[X0s - -5 X0 Y0 - -+ s V]
Iz prethodnih dviju inkluzija slijedi a,b € Q[xq, ..., Xn Y05+ » Y]

Bududidaje Q|[xo, ..., Xu Y0, - - -» V] potprstenod (R, +,-), a—b € Q[X0, ..., Xn, Y0» - -+ » Y]
ia-beQlxp,... X0, Y05, Ym] Stogasua—bia-bkvadratni radikali.

Pretpostavimo da je a kvadratni radikal te da je a # 0. Tada postoji korijenski niz xy, . .., x,
takav da je a € Q[xo, . .., x,]. Prema propoziciji[2.3.4|Q [xo, . . ., x,] je potpolje od (R, +, -).
Iz propozicije slijedi da je a! € Q[x, ..., x,]. Stoga je a~! kvadratni radikal.

Prema napomeni [2.3.6] skup Q je skup kvadratnih radikala. Stoga skup svih kvadratnih
radikala ima barem dva elementa.
Iz propozicije [2.2.9]slijedi tvrdnja propozicije.

Propozicija 2.3.11. Neka je a kvadrami radikal, a > 0. Tada je +a kvadratni radikal.

Dokaz. Buduci da je a kvadratni radikal, postoji korijenski niz x, .. ., x, takav da je

acQlxg,...,x,].
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2
Vrijedi x2 € Q, 2, € Q[xo,....x], zasvakii € {0,...,n— 1}i(va) € Qlxo,....,x] jer

2
je (\/5) = a. Prema tome, Xy, . .., X,, Va je korijenski niz.

Prema lemi2.3.8) vrijedi v € Q.. .., x,, Va|, iz Gega zakljuujemo da je va kvadratni
radikal. o







Poglavlje 3

Algebarska svojstva konstruktibilnih
brojeva

3.1 Jednadzba pravca i kvadratni radikali

Propozicija 3.1.1. Neka je p pravac. Tada postoje a,b,c € R, a # 0ili b # 0, takvi da za
sve x,y € Rvrijedi

(x,y) je element pravca p ako i samo ako vrijedi ax + by + ¢ = 0.

Dokaz. Postoje T,v € R%,v # (0,0) takvidaje p={T +A1-v| A€ R}. Imamo T = (t;,1,) i
v =(vi,v), gdje su ty, t,vi,v, € R. Slijedi p = {(t1, 1) + - (vi,v2) | 1 € R}
Dakle,

p={t;+A-vi,b+A-vy)| 1 €R}. (8)

1. slucaj: vi #0iv, # 0.
Neka su x,y € R. Pretpostavimo da je (x,y) € p. Tada prema postoji 4 € R takav da je

)=t +A-vi,tr+1-v,)

6.
xX=t+A-vq,
y=fh + 1.
Slijedi
—t —t
A==
14 1%)
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paje
X—hh Yy—bh

Vi V2
Stoga je
VoX — Wl = Viy —Vih
iz Cega slijedi
VoX —Viy — Vol + Vil = 0.

Dakle, ako je (x,y) € p, onda vrijedi (3).

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (3)). Tada vrijedi (2)), pa i (I).
Definirajmo A € Rs 1 = . Iz (1) slijedi

xX—1 . —h
1/1:y
V1 V2

A=

pa je

xX=t+A4-vq,

y=t(+d:v,.
Dakle, (x,y) = (t; + A- vy, + 1-vy). Iz slijedi da je (x,y) € p.
Dakle, dokazali smo sljedece:
(x,y) € p ako i samo vrijedi (3). Ako stavimo

a =1V,
b=-v,

c = —wi + Vv,
onda imamo da je (x,y) € p ako i samo ako vrijedi ax + by + ¢ = 0.

2. slucaj: vi = 0.
Tada je v, # O jerje v # (0,0).

6]

2)

3)

Neka su x,y € R. Pretpostavimo da je (x,y) € p. Tada prema postoji 4 € R takav da je

(X,y) = (tl +/1'V1,l2+/1‘V2)
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tj.
X =1y,

y=fh +1-v,.

Dakle, ako je (x,y) € p onda je x = #;.

Obratno, pretpostavimo da su x,y € R takvi da je x = #;.
Definiragmo 1 e Rs 1 = y;—;z Tadajey=t6+A1-v,paje

(x,y) =, +1-v) .

)=+ vi,tp+A-vy).

1z (@) slijedi da je (x,y) € p.
Prema tome, (x,y) € p ako i samo ako je x = ¢;.
Definirajmo

a=1,
b=0,
c=-1

Tada je x = ¢, ako i samo ako je ax + by + ¢ = 0.
Prema tome, (x,y) € p ako i samo ako ax + by + ¢ = 0.

3. slucaj: v, = 0.
Tada je v # 0jerje v # (0,0).

37

Neka su x,y € R. Pretpostavimo da je (x,y) € p. Tada prema (&) postoji 4 € R takav da je

e,y )= +1-vi,ta+1-v)
tj.
x=H+Ad-v,
y=t.

Dakle, ako je (x,y) € pondajey = t,.

Obratno, pretpostavimo da su x,y € R takvida je y = 1,.
Definiragmo 1 e Rs 1 = x;—l“ Tadajex =1 +1-v, paje

(xy)=t +1-vi,0) .

)=t +A-vi,tp+A-vy).
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Iz (&) slijedi da je (x,y) € p.
Prema tome, (x,y) € p ako i samo ako je y = 1.
Definirajmo

Il
—_ O
MR

o S Q
Il

—0.
Tada je (x,y) € p ako 1 samo ako ax + by + ¢ = 0.

Time je propozicija dokazana.
]

Napomena 3.1.2. Neka su A,B € R>, A # B, takvi da su A = (x1,y1), B = (x2,y2),
gdje su x1,y1, X2, 2 kvadratni radikali. Tada postoje kvadratni radikali a, b, ¢ takvi da je
ax + by + ¢ = 0 jednadzba pravca AB tj. takvi da je a # 0ili b # 0 te za svaki (x,y) € R?
vrijedi ax + by + ¢ = 0.

Prema napomeni[l.1.6] vrijedi
AB={A+1-(B-A)| 1R}
OznacimoT =Aiv=B-A.
Imamo T = (t,1,),v = (v1,V,) iz Cega slijedi da su
h =X, h =Y,
Vi =X — X1, V2 = Y2 — V1.

Ocito su t,t, kvadratni radikali, a iz propozicije slijedi da su i vy, v, kvadratni ra-
dikali.

Znamo da je AB = {A+ A2 -v | A € R}. Iz dokaza propozicije [3.1.1] slijedi da postoje
a,b,c € R takvi da je ax + by + ¢ = 0 jednadzba pravca AB, pri ¢emu se a,b,c mogu
izraziti kao zbroj i produkt brojeva ty, t;, vy, v;.

Iz propozicije[2.3.10|slijedi da su a, b, c kvadratni radikali.

Propozicija 3.1.3. Neka su p,, p, pravci takvi da je py # p> i p1 N p, # 0. Neka je
aix + by + ¢ = 0 jednadZba pravca py, a a,x + b,y + c2 = 0 jednadZba pravca p,. Tada
jeay #0ilia, # 0 te je bya, — a1b, # 0.
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Dokaz. Odaberimo T € p; N p,. Imamo T = (xo, yo)-
Uocimo da ne postoji 77 # T takav da je 7’ € p; N p,. U suprotnom bi py, p, bili razliciti
pravci koji bi sadrzavali tocke 7' i 77, §to je nemoguce prema propoziciji [[.1.4]

Pretpostavimo dasua; =0ia, = 0.
Tadasub; #0ib, #0teje

by + ¢y = 0 jednadzba pravca py,

b,y + ¢, = 0 jednadzba pravca p,.

Dakle,
c
y= —b—l je jednadzba pravca py,
1

y = —% je jednadzba pravca p,.
2

Iz ¢injenice daje T € p; 1 T € p; slijedi

C1 . (69)
= -1 = ——
Yo b, Yo b,
paje
C1 _ _2
by by

Slijedi da je p; = p», Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Prema tome, a; # Oilia, # 0.

Pretpostavimo da je a; = 0.
Tada je by # 0ia, # O paje bya, — a1b, = bya, # 0.
Analogno dobivamo da je bja, — a;b, = —a1b, # 0 ako je a, = 0.

Pretpostavimo da je a; # Oia, # 0.

[zT € pyiT € p; slijedi
Cl]X0+b1y0+C1 :O,

arxy + b2y0 +c, =0.

MnoZenjem prve jednakosti s a;, a druge jednakosti s a, te oduzimanjem dobivamo

(biay — a1by)yy + cra; —ajcp = 0. (@)
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Pretpostavimo da je
b1a2 — Cllbz =0. (@@)

Iz (@) slijedi da je
cia; —ajcy = 0. (@o9)

Odaberimo y; € R takav da je y; # yo.
Iz i slijedi da je

(bray — a1by)y, + cra, —ajcy; = 0.

MnoZenjem prethodne jednakosti s —1 i sredivanjem dobivamo

—biayy, + aibyy, — ciaz + ajcp = 0. Q)

—(b1y1 + 1)
ag .

Definirajmo x; =

Tada vrijedi
a|x; + blyl +c = 0 (“)

Stoga je (x1,y1) € py. Tvrdimo da je (x1,y;) € p».
Mnozenjem jednakosti (¢4) s a, dobivamo

a|arxy + b1a2y1 + ciap; = 0. ("’)

Zbrajanjem (¢) i (¢44) dobivamo

aarxy + a1b2y1 +ajcy = 0.

Dijeljenjem prethodne jednakosti s a; dobivamo

arx; + bzyl +Ccp = 0.

Dakle, (x1,y1) € p».

Prema tome, (x;,y;) € p; N pa, a oCito je (x1,y;) # T (Jer je y; # yop), no kao $to smo
vidjeli, to je nemoguce.

Zakljucak: bya, —a by # 0. O
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3.2 Konstruktibilni brojevi i kvadratni radikali

Lema 3.2.1. Neka su a, b, ¢ kvadratni radikali takvi da je a # 0. Neka je x € R takav da je
ax®> + bx + ¢ = 0. Tada je x kvadratni radikal.

Dokaz. Buduci da je x rjeSenje kvadratne jednadZbe, mora vrijediti

_ —b+ Vb? - 4ac

* 2a
ili
—b — Vb? - 4dac
X = :
2a
U oba slucaja, zbog propozicija[2.3.10]i[2.3.11] vrijedi da je x kvadratni radikal. |

Teorem 3.2.2. Svaki konstruktibilan broj je kvadratni radikal.

Dokaz. Dovoljno je dokazati sljedece:
ako je T konstruktibilna tocka, onda su koordinate tocke 7" kvadratni radikali.

Neka je S = {(0,0),(1,0)}. Ako je T konstruktibilna tocka, onda se T moZe konstru-
irati iz skupa S, dakle postoji n € N takav daje T € S™.

Stoga je dovoljno dokazati sljedece:
za svaki n € Ny i za svaki T € S ™ koordinate to¢ke T su kvadratni radikali.

Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Za n = 0 tvrdnja je jasna jer su brojevi 0 i 1 kvadratni radikali (prema napomeni [2.3.6).
Pretpostavimo da je n € Nj te da su koordinate svake tocke T € S kvadratni radikali.
Neka je T € S™*D, Tvrdimo da su koordinate tocke T kvadratni radikali. Iz T € §@*+V
slijedi da je T to¢ka odredena skupom S ™.

Imamo tri slucaja:
1. postoje pravci py, p> odredeni skupom S takvi daje p; # p, te T € p; N pa,
2. postoje pravac p i kruZznica k odredeni skupom S takvidaje T € p Nk,

3. postoje kruZznice ki, k, odredene skupom S™ takve daje k; # ky i T € ky N ky.



42  POGLAVLIJE 3. ALGEBARSKA SVOJSTVA KONSTRUKTIBILNIH BROJEVA

Promotrimo prvi slucaj.
Imamo p, = AB, gdjesuA,Be S™ A + B.
Prema induktivnoj pretpostavci koordinate to¢aka A i B su kvadratni radikali. Iz napomene
[3.1.2]slijedi da postoje kvadratni radikali a;, by, ¢ takvi da je a;x + byy + ¢; = 0 jednadzba
pravca p;.
Analogno postoje kvadratni radikali a,, by, ¢, takvi da je a,x + b,y + ¢, = 0 jednadzba
pravca p;.

Imamo T = (xo, yo), gdje su xq, yo € R.
S obzirom da je T € p; N p; slijedi da vrijedi

a)xp + bly() +Cc = 0,

arXxy + b2y0 +cy = 0.

MnoZenjem prve jednakosti s a,, a druge s a;, te oduzimanjem druge od prve dobivamo
biayyy — a1byyy + cray — ajc; =0,
Sto je ekvivalentno s

(bra, — ai1by)yy + cra, —ajcy; = 0.

Prema propoziciji znamo da je bya; — a;b, # 0.
Slijedi
Yo = (c1az — a1c)(bras — arby) ™.

Prema propoziciji[2.3.10|slijedi da je y, kvadratni radikal.

Iz propozicije[3.1.3|slijedi daje a; # Oilia, # 0. Akoje a; # 0, ondaiz a;xo+byo+c; =0
slijedi da je
X0 = (=b1yo —c1) - ay’s

Sto povlaci da je xy kvadratni radikal.
Ako je a;, # 0, onda iz ayxo + byyo + ¢, = O slijedi da je

X0 = (=byyo —2) - a5,

Sto znaci da je x( kvadratni radikal.
Dakle, koordinate tocke T su kvadratni radikali.
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Promotrimo sada drugi slucaj.
Analogno kao u prethodnom sluc¢aju zakljucujemo da postoje kvadratni radikali a, b, ¢ takvi
da je ax + by + ¢ = 0 jednadzba pravca p.
Bududi da je k kruZnica odredena sa S ™, postoje R, T} € S takvi daje k = K(R,d(R, T))).
Prema induktivnoj pretpostavci postoje kvadratni radikali u, v, u;, v, takvi da je

R=(u,v), Ti = (u,vy).

Ozna¢imo r = d(R, T;). Vrijedi r = +/(u; — u)*> + (v; — v)2. Iz propozicija [2.3.10|i 2.3.11

slijedi da je r kvadratni radikal.

Imamo T = (xo, yo) gdje su xo, yp € R.
Izk=K(R,r)iT € kslijedi daje d(T,R) = r tj.

V= x0P + (v =y = 7.

Dakle,
(= x0)* + (v —yo)* = 1. (%)

S druge strane, iz T € p slijedi
axy + byy+c =0. (%)

Znamodajea # 01ilib # 0.
Pretpostavimo da je a # 0. Tada iz slijedi da je

- o

X0
a

Uvrstavanjem prethodne jednakosti u dobivamo
(=)
u — —
a

2
+(v— yo)2 =7

+(v=yo)* =1,

Sto je ekvivalentno

o+ (i)
Yo +\u+—
a a

Slijedi

2 2
c c
(—) y%+2—(u+—)yo+(u+—) +12 = 2vy +y5 = 1
a a a a
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tj.
b\’ b 2
l(—) +1 yo+[2—(u+£)—2v y0+(u+£) +17 -7 =0.
a a a
Oznacimo
b\2
A:(—) +1,
a
Bz2—(u+£)—2v,
a a

c\2
C:(u+—) +17 =
a
Prema propoziciji [2.3.10|slijedi da su A, B, C kvadratni radikali.
Ocito je A # 0 pa iz leme [3.2.1]slijedi da je y, kvadratni radikal.
Iz (2] slijedi da je xy kvadratni radikal.

Zakljucujemo da su koordinate tocke 7" kvadratni radikali.
Do ovog zakljucka dolazimo na isti nacin i u slu€aju b # 0.

Promotrimo sada tre¢i sluca;.
Kao u prethodnom slucaju zaklju€ujemo da postoje kvadratni radikali uy, vy, us, vo, 11,12
takvidajer; > 0,r, > 01
ki = K((uy,v1), 1),

ky = K((uz,v2), 7).

Tvrdimo da je
(ur,v1) # (u2,v2) (<)

Pretpostavimo suprotno tj. (uy,vy) = (uz, v2).
Iz T € k; slijedi da je
d(T, (uy,v)) =,

aizT € ky daje
d(T, (uz,v2)) = .
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Stoga je r; = r, paje k; = kp, §to je nemoguce jer je k; # k.
Prema tome je (uy,vy) # (uz, v2).

Imamo T = (xo, yo), gdje su xp, yo € R.
1z T €k slijedi da je d(T, (uy,vy)) = r1, paje

\/(Ml —X0)2 + (v —y0)2 =ry,

tj.
(uy - xo)2 + (V1 —yo)2 = F% (D

Iz T € k, analogno slijedi
(2 — x0)> + (v2 = y0)* = 13. (2)

Kvadriranjem (1)) i (2)) dobivamo

uf —2u1xg + x% + v% - 2viyo + y(z) = rf,

3 — 2upxo + x5 + V3 — 2vay0 + Vi = 1.

Oduzimanjem ovih dviju jednakosti dobivamo

Quy — 2uy)xy + u% - u% + (2vy = 2vy)yo + v% - v% = rf - r%.
Oznacimo
a=2u, —2uy,
b =2vy — 2vy,
c=ui—uy +vi—v; — (17 — 1))
Tada je

axg+byy+c=0 3)

Uoc¢imo da su a, b, ¢ kvadratni radikali.

Iz (< slijedi da je u; # up ilivy # v, pajea # 0ili b # 0.

Sada iz (3) i (I), na isti nacin kao i u prethodnom slucaju, dobivamo da su x i y, kvadratni
radikali. Dakle, koordinate toCke T su kvadratni radikali.

Zaklju¢ak: koordinate svake to¢ke iz S **! su kvadratni radikali.
Time je tvrdnja teorema dokazana. m|
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3.3 Polinomi

Definicija 3.3.1. Za funkciju f : R — R kaZemo da je polinom ako postoje n € Ny i
ap, .. .,a, € R takvi da je f(x) = apx" + a1 X' + -+ + ayx + ay, za svaki x € R.

Teorem 3.3.2. Neka sun € Niay,...,a, € R. Nekaje f : R — R funkcija definirana s
f(X) = apX" + a1 X' + -+ + a1x + ao, za svaki x € R. Pretpostavimo da je f(x) = 0 za
svaki x € R. Tada je
ap =y = =a1 =0y =0. (9
Dokaz. Za x = 0 dobivamo
0=70)=a,0"+---+a0+ay,

iz Cega slijedi ay = 0.

Pretpostavimo sada da («)) ne vrijedi tj. da postoji i € {1,...,n} takav da je a; # 0.
Nekaje p =min{i € {1,...,n} [ a; # 0}. Tadajea, # Oiay =--- = a,; = 0. Stoga je

f(x)=a,x"+---+a,x”, zasvaki x € R. (V)

Uocimo da je p < n. Naime, u suprotnom bi za svaki x € R vrijedilo f(x) = a,x” pa bismo
posebno za x = 1 dobili 0 = f(1) = a,, Sto je u kontradikciji s a,, # 0.

Neka je x € R, x # 0. Koriste¢i (V) dobivamo
0=f(x)=ax"+---+a,x’
=xP (anx"_p +---+ ap).
Dakle, x” (anx”"’ +- 4 ap) = 0, pa zbog x” # 0 slijedi da je
a X"’ +---+a,=0.
Dakle, a,x" 7 +---+a,;1x+a, =0, zasvaki x € R, x # 0. Iz prethodne jednakosti slijedi

(cz,,x"_l”_1 et apx + ap+1)x = —a,, zasvakix € R, x # 0. (VV)

Uocimo da iz prethodne jednakosti i a, # O slijedi da ne mogu svi brojevi a,, ..., a,; biti
jednaki O.
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Definirajmo M = |a,| + - - - + |a,+1|. UoCimo da je M > 0.
Odaberimo x € R takav da je

.| lapl
O<x<mins—,1;.
2M

lapl .. . lap|
Iz x < 537 slijedi M - x < =-.
Koristeci ovo, x < 11 |x] = x (jer je x > 0) dobivamo

'(a,,x”_”_l + ot dpax + ap+1) x‘ = |a,x" P!

ot dpX + apal -
-p-1
< (lanx 7+ -+ lapeaxd + lapal) - 1]

—p-1
= (laal - 1P+ gl - 3]+ lapal) - ]

< (Ianl + -+ + lapsal + lapal) - |

lap|
=M -x<—.
2
Dakle, )
a
‘(a,,x”_”‘l + +apnx+ ap+1)x‘ < TP'

No, iz slijedi

‘(anx”_’"l + o+ ApaX + ap+1)x‘ = la,,
Sto je u kontradikciji s prethodnom nejednakoscu.
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Korolar 3.3.3. Neka su m,n € Ny te neka su ay, . .., ay, by, ...,b, € R takvi da je a,, # 0 i
b, # 0. Pretpostavimo da za svaki x € R vrijedi

amX" +---+a;x+ay=b,x"+---+bix+b. ()
Tadajem =nia; = b;, za svakii € {0,...,m}.

Dokaz. Pretpostavimo da je m > n.
Iz () slijedi

AnX" + -+ a1 X+ (@, — b)X + - + (@) — b)x + (ag — by) =0, zasvaki x € R.
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Iz teorema [3.3.2] slijedi da je a,, = 0, $to je u kontradikciji s pretpostavkom korolara.
Na isti nacin vidimo da pretpostavka da je m < n takoder vodi do kontradikcije.
Dakle, m = n.

Sada iz () slijedi

(am —b)x" + -+ (a; — b)x + (ag — by) = 0.

Iz teorema slijedi

am—bm:"':al—bl:Cl()—b():O.

Stogajeam:bm,...,a1 :bl,a():bo. O

Definicija 3.3.4. Neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = 0, za svaki x € R. Takvu
Sfunkciju nazivamo nulpolinom.

Uocimo da je nulpolinom zaista polinom zato Sto moZemo uzeti bilo koji n € Nj 1
ag=---=a,=0.

Uocimo da iz korolara [3.3.3] slijedi da za svaki polinom f, razli¢it od nulpolinoma,
postoje jedinstveni n € Ny i ay, ..., a, € R takvi da je

1

a, #0 1 f(x) =a,x" +a,. X" +---+ax+ay, zasvaki x € R.

Naime, ako je f razli¢it od nulpolinoma, onda po definiciji polinoma postoje k € Ny i
ao, ..., a; € R takvi da je f(x) = qxx* + ap_ ' + -+ + a;x + ay, za svaki x € R.

Neka je n = max{i € {0,...,k} | a; # 0} (uoCimo da je ova definicija dobra jer sigurno
postoji i € {0, ..., k} takav da je a; # 0O, Sto sljjedi iz Cinjenice da f nije nulpolinom).

Tada je
a,#01 ayyy=---=a;,=0.

Za svaki x € R vrijedi
) =ax +aq XX+ g X X+ -+ ax + ag.

Uo&imo da ustvari vrijedi f(x) = a,x" + a,_1x""' + -+ + a;x + ao, za svaki x € R.
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Time smo pokazali da postoje n € Ny i ay, ...,a, €R, a, # 0, takvi da je
f(x) = a,x" + a1 X1 + - -+ + a;x + ay, a jedinstvenost slijedi iz korolara

Za n kazemo da je stupanj polinoma f. Za ay,...,a, kazemo da su koeficijenti poli-
noma f. Za ay kazemo da je slobodni koeficijent, a za a, da je vodeci koeficijent polinoma
f. Uocimo da smo ove pojmove definirali za polinom f koji je razli¢it od nulpolinoma.

Napomena 3.3.5. Uocimo da smo dokazali sljedece:
ako je f polinom stupnjantek € Nyiay,...,a; € Rtakvida je f(x) = arx* +---+a;x+ay,
za svaki x € R, onda je n < k.

Teorem 3.3.6. Neka je f polinom stupnja n, n € N. Neka je a € R. Tada postoje polinom
g stupnjan —11ir € R takvi da je

f(xX)=(x—-a)- glx)+r, zasvakix e R.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 postoje ap,a; € R, a; # 0 takvi da je

f(x) =aix+ ag.
Za svaki x € R vrijedi
fX)=aix—aja+a1ax+ay=a(x—a)+r,

gdje je r = aja + ay.

Definirajmo funkciju g : R — R s g(x) = ay, za svaki x € R. OCcito je g polinom
stupnja 0. Vrijedi
f(x)=(x—a)-g(x)+r zasvaki x € R.

Dakle, tvrdnja teorema vrijedi ako je stupanj polinoma f jednak 1.
Pretpostavimo sada da je n € N te da tvrdnja teorema vrijedi ako je f stupnja n ili stupnja
manjeg od n.
Pretpostavimo da je f polinom stupnja n+ 1. Tada postoje ay, . . ., a,+1 € R, a,+1 # 0, takvi
da je

fx) = ap X" + @y xX + -+ ajx + ag, zasvaki x € R.

Neka je x € R. Imamo
F(X) = ap X" = G @x" + G @x” + X + -+ arx + ag

= Ay X' (x — @) + (1@ + ap) X' + @y X+ o+ agx + ag.
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Definiramo 7 : R — R's
h(x) = (g + ay) X" + @y X7+ -+ ayx + ao.
Uocimo da je & polinom. Za svaki x € R vrijedi
() = @y X" (x — @) + h(x). (M)

Definirajmo g : R — R s g(x) = a,,1 X", za svaki x € R.
Imamo tri slucaja.

1. slucaj: h je nulpolinom.
Definirajmo r = 0. OCito je g polinom stupnja n. 1z slijedi da je

f(x)=(x—-a) g(x)+r, zasvaki x € R.

2. slucaj: h je polinom stupnja O.
Tada postoji r € R, r # 0 takav da je h(x) = r, za svaki x € R. Iz slijedi da je

f(x)=(x—-a) g(x)+r, zasvaki x € R.

3. slucaj: h je polinom stupnja veceg od 0.
Iz napomene slijedi da je stupanj polinoma /4 manji ili jednak n. 1z induktivne pretpo-
stavke slijedi da postoje r € R 1 A’ polinom stupnja manjeg ili jednakog n — 1 takvi da
je
h(x) = (x—a)-h'(x)+r, zasvaki x € R.

Neka je x € R. 1z (Al slijedi
f)=amx'(x-—a)+(x—-a) -h(x)+r,
=(x—a)|a X"+ (X)]+r

Definirajmo k : R — R s
k(x) = apx" + W' (x).

Uocimo da je k polinom stupnja n (jer je a,+1 # 0).
Dakle,
f(x)=(x—a): k(x)+r, zasvaki x € R.

Time je tvrdnja teorema dokazana. m|

Definicija 3.3.7. Neka je f polinom te neka je x € R takav da je f(x) = 0. Tada kaZemo
da je x nultocka polinoma f.
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Korolar 3.3.8. Neka je f polinom stupnja n,n > 1. Pretpostavimo da je x, nultocka od f.
Tada postoji polinom g stupnja n — 1 takav da je f(x) = (x — xp) - g(x), za svaki x € R.

Dokaz. Prema teoremu [3.3.6 postoje polinom g stupnjan — 1 i r € R takvi da je
f(x) = (x—xp) - g(x) +r, za svaki x € R.

Uocimo da za x = xy dobivamo f(xy) = r tj. 0 = r (jer je xo nultocka polinoma f).
Slijedi da je f(x) = (x — xp) - g(x), za svaki x € R. O

Propozicija 3.3.9. Neka su a,b,c € R te neka je f : R — R funkcija definirana s
f(x) = X +ax® +bx+c, zasvakix € R.

Pretpostavimo da su xi, x, nultocke od f, x; # x,. Tada je —(x\ + x,) — a takoder nultocka

od f.

Dokaz. Prema korolaru [3.3.8] postoji polinom g stupnja 2 takav da je f(x) = (x— x;) - g(x),
za svaki x € R.

Za x = x, dobivamo f(x;) = (x; — x1) - g(xp).
Vrijedi f(x;) =01 x, —x; # 0 paje g(xy) =0, tj. x, je nultocka polinoma g.

Prema korolaru [3.3.8] postoji polinom # stupnja 1 takav da je g(x) = (x — x) - h(x), za
svaki x € R. Slijedi

f(x) = (x—x)(x—x2) - h(x), zasvaki x € R. (8)
Buduci da je h polinom stupnja 1, postoje koeficijenti u,v € R takvidajeu # 01
h(x) = ux +v, zasvakix € R.
Neka je x € R. Slijedi
J(x) = (x = x)(x = x2) - h(x)
=(x—x)x—x)(ux +v)

= [x2 —(x1 + x)x+ xlxz] (ux+v)

ux® — u(x; + x)x% + x1%ux + vx® — v(x; + X)X + X1 X0

Dakle,
flx) = ux® +[v— u(x; + x)] X2+ [xpxou — v(x] + x)] x + x1x0.
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Iz definicije funkcije f za svaki x € R slijedi
Crat+bx+c=ux+[v- u(x; + x)] X+ [x;x00u — v(x1 + X2)] X + x1x0.

Prema korolaru vrijedi
u=1,

v—u(x; + x) = a.

Slijedidajev —(x; + xp) =atj. v=(x +x)+a.
Nadalje, zbog u = 1 vrijedi

h(x) =x+v, zasvaki x € R,
pa je posebno

h(=v) = 0.

Uocimo da iz (g) slijedi da je —v nultocka od f. No, —v = —(x; + x») — a.
Dakle, —(x; + x;) — a je nultocka od f. O
3.4 Polinomi i kvadratni radikali

Napomena 3.4.1. Neka je a kvadratni radikal. Tada postoje n € Ny i korijenski niz
X0, -+ - Xp takvi da je @ € Q [xo, ..., X,].

No, xo,...,x, nije jedini korijenski niz s tim svojstvom. Naime, ako uzmemo bilo koji
g € Q, onda je x, ..., X, q takoder korijenski niz (jer je ¢ € Q C Q[xo,...,X,] prema
lemi[2.3.8) te vrijedi @ € Q|xo, . . ., x,, q] jer je prema propoziciji[2.3.9,

Q[x05 .+ s X q] = [QU {x0,..., X q}] = [QU {x0,..., X, }] = Qlx0, ..., %]
Definicija 3.4.2. Neka je a kvadratni radikal te neka je
S ={n e Ny | postoji korijenski niz xy, . .., x, takav da je @ € Q [xo, ..., x,]}.

Ocito je S € Ny, a vrijedi da je S # 0 jer je a kvadratni radikal.
Neka je k = min S. Tada za k kazemo da je stupanj kvadratnog radikala «.
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Napomena 3.4.3. Neka je (P, +, ) prsten te neka je R potprsten od (P, +, -). Neka je xy € R.
Tada je R [xo] = R. Naime, vrijedi

R[xo] = [RU {x}] =[R] = R.
Teorem 3.4.4. Neka su ay,a,,a;,a; € Q, az # 0. Neka je f : R — R funkcija definirana
s f(x) = asx® + a,x® + a\x + ay, za svaki x € R. Tada vrijedi:
ako f ima nultocku koja je kvadratni radikal, onda f ima nultocku koja je racionalan
broj.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji kvadratni radikal koji je nultocka od f.
Pretpostavimo da f nema nultocku koja je racionalan broj.

Neka je A skup svih n € Nj takvi da postoji kvadratni radikal x takav da je n stu-
panj kvadratnog radikala x i x je nultocka od f. Skup A je neprazan prema pretpostavci s
pocetka dokaza. Ocito je A C Ny.

Neka je m = minA. Zbog m € A postoji kvadratni radikal x takav da je m stupanj
kvadratnog radikala x i x je nultocka od f.
Iz ¢injenice da je m stupanj kvadratnog radikala x slijedi da postoji korijenski niz x, . . ., x,,
takav da je

x€Qlxo,..., %] (%)

Imamo dvije moguénosti: m = 0im > 0.

Pretpostavimo da je m = 0
Tada je x € Q[x]. Vrijedi x3 € Q. Iz propozicije slijedi da postoje a,b € Q takvi
daje x = a + bx.
S obzirom da je x nultocka od f, slijedi

fla+bxy)=0

odnosno
az(a + bxy)’ + ax(a + bxy)* + ay(a + bxy) + ag = 0.

Kvadriranjem 1 kubiranjem dobivamo
as(a@® + 3a’bxy + 3ab2x(2) + b3x8) + ar(a® + 2abx, + bzxé) +ay(a+ bxy) +ayg = 0.
Sredivanjem prethodnog izraza dobivamo

aza® + a33ab2x(2) + aad® + agbzxé +aa+ag + (a33a2b + a3b3x(2) + a2ab + a1b)xy = 0.
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Oznacimo
C=awmad + a33ab2xé + ara’ + azbzxé + aja + ag
D = a;3a°b + a3b3x§ + ar2ab + a,b.

Dakle,
C + Dxy =0.

Uocimo da su C,D € Q. Vrijedi xyp ¢ Q (u suprotnom bi prema napomeni [3.4.3| vrijedilo
Q[xo] = Q, pabiiz x € Q[xo] slijedilo x € Q, Sto je nemoguce jer f nema racionalnu
nultocku). Posebno, xy # 0.

Kada bi vrijedilo D # 0, onda bi iz
C+Dxy=0
slijedilo da je
et
0 — D D)

tj. imali bismo da je x( € Q, a to je nemoguce.
Dakle, D = 0, paiz C + Dxy = Oslijedidajei C = 0.

Tvrdimo da je a — bx, takoder nultoc¢ka od f. Vrijedi
f(a— bxy) = az(a — bxy)’ + ay(a — bxy)* + a,(a — bxy) + ag
= a5(a® — 3a*bxy + 3ab2xé - b3xf’)) + ar(a® — 2abxy + b2x(2)) +aja — a1bxy + ag
= a;a’ + a33ab2x(2) + aad® + azbzx(z) +aja+ ag — (az3a*b + a3b3x3 + ar2ab + a1b)xy
=C - Dxy
=0-0-x=0

Dakle, f(a — bxy) = 0tj. a — bx je nultocka od f

Pretpostavimo da je a + bxy = a — bxy.
Tada je 2bxy = 0, a1z xp # Oslijedi b = 0. 1z x = a + bxj slijedi x = a, tj x € Q, Sto je
nemoguce.
Dakle, a + bxg # a — bxy.
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Definirajmo funkcijug : R — Rs

a a ao .
g(x) =x*+ —=x*+ —x+ —, zasvaki x € R.
as as as

Iz Cinjenice da je a; - g(x) = f(x), za svaki x € R, slijedi da je svaka nultocka od f ujedno

i nultocka od g, i obratno.

Znamo da su a + bxy i a — bx, dvije razliCite nultocke od f, pa su i dvije razliCite nultocke
od g. Iz propozicije [3.3.9|slijedi da je i

—[(a + bxo) + (a - bxp)] — =
as

takoder nultocka od g.
Dakle, —2a — £ je nultotka od g, pa i od f. No, to je nemoguce jer je —2a — Z—i € Q.
ZakljuCak: m # 0 tj. m > 0.

Bududi da je xo, .. ., x,, korijenski niz, xo, ..., X, je takoder korijenski niz.
1z propozicije slijedi da je Q [xo, . . ., X,,—1] potpolje od (R, +, -). Po definiciji vrijedi

Q [XO’ cees xm] = (Q [XO’ cees xm—l]) [-xm]
paiz slijedi x € (Q [xq, ..., Xpu_1]) [xn].

Iz Cinjenice da je x;i € Q[xo,...,xn-1] 1 propozicije [2.2.12} slijedi da postoje a,b €
Q[xo, ..., x,-1] takvi da je
x=a+ bx,,.

Bududi da je x nultoc¢ka od f vrijedi f(a + bx,,) = 0 paje
as(a + bx,,)’ + ax(a + bx,)* + ay(a + bx,,) + ag = 0.

Kubiranjem, kvadriranjem i sredivanjem izraza, kao u prethodnom dijelu dokaza, dobi-
vamo
C+Dx, =0,

gdje su
C=awma + a33ab2x31 + ara® + azbzxi1 + aja + ag

D = a;3a°b + a3b3x,2n + a,2ab + a,b.
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S obzirom da je xi € Q[xo,...5Xn-1], daje Q[xop,...,x,-1] potpolje od (R, +,-) te da je
prema lemi[2.3.8]Q € Q[xo, ..., x,—1], slijedi da su C,D € Q[xo, ..., Xp_1].

Pretpostavimo da je D # 0. Tada je
C
X = ——
D
paslijedi da je x,, € Q[xo,...,X,-1]. Sadaiz x = a + bx,, slijedi da je x € Q[x¢, ..., Xp-1].
To je u kontradikciji sa ¢injenicom da je m stupanj kvadratnog radikala x.

Dakle, D =0 paiz C + Dx,, = Oslijedidajei C = 0.

Kao 1 u prethodnom dijelu dokaza dobivamo da je
f(a - bx,) = C — Dx,,.

Stoga je f(a — bx,,) =0, tj. a — bx,, je nultocka od f.

Tvrdimo da je a + bx,, # a — bx,,.
Pretpostavimo suprotno. Tada iz a + bx,, = a — bx,, slijedi

2bx,, =0 tj. bx,, = 0.

Imamo x = a + bx,, = a, paje x € Q[xo, ..., x,_1], kontradikcija!
Prema tome, a +bx,, i a—bx,, su dvije razlicite nultocke od f,paiod g, gdjejeg: R — R
funkcija definirana s

a a ap .
glx) = X+ =+ —x+ —, zasvaki x € R.
as as as

Iz propozicije [3.3.9]slijedi da je

—[(@+ bx,) + (a— bx,)] - =
as
nultocka od g. Dakle, —2a — Z—i je nultocka od g, paiod f.
Oznacdimo
a
y=-2a-—.
as
Imamo da je y nultockaod fiy € Q[xo,...,x,-1]. OCito je y kvadratni radikal. Neka je
k stupanj kvadratnog radikala y. 1z definicije [3.4.2|slijedi da je k < m — 1. Iz definicije
skupa A slijedi da je k € A. No, buduci da je m = min A, mora vrijediti m < k. Ovo je u
kontradikciji s k < m — 1.

Time smo dokazali da f ima racionalnu nultocku. m|
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3.5 Problem duplikacije kocke

Promotrimo sada jednu preciznu formulaciju, izraZzenu terminologijom ovog rada, klasi¢nog
problema duplikacije kocke.

Pitanje je sljedece: Je li moguce za sve A, B € R?, iz skupa {A, B}, konstruirati tocke C i D
takve da je kocka, kojoj je duzina CD brid, dvostruko veéeg volumena od kocke s bridom
AB?

Pretpostavimo da je odgovor na prethodno pitanje potvrdan.
Neka su A = (0,0) i B = (1,0). Tada postoje tocke C, D € R? koje se mogu konstruirati
iz skupa {A, B} te takve da kocka s bridom CD ima dvostruko veéi volumen od kocke s
bridom AB. Slijedi
(d(C,D))* = 2(d(A, B))’.

No, d(A,B) = 1 paje
d(C,D) = V2.

Uoc¢imo da su prema definiciji, C 1 D konstruktibilne tocke.
Neka su ¢y, c2,d;,d, € R takvi da je
C =(c1,¢2), D =(d,dy).

Prema definiciji[1.3.9]slijedi da su ¢y, ¢,, d;, d, konstruktibilni brojevi.
Nadalje, prema teoremu [3.2.2]slijedi da su ¢y, ¢;, dy, d> kvadratni radikali.
Znamo da je

d(C,D) = \(d) — c1)* + (dr — c2)*

Iz propozicija2.3.10]1[2.3.11| slijedi da je d(C, D) kvadratni radikal.
Dakle, V2 je kvadratni radikal.

Neka je f : R — R polinom oblika
fx)=x"-2.

O¢ito je V2 nultotka od f. Iz teorema slijedi da postoji xy € Q takav da je x, nultocka
od f.

Neka su p € Z, g € N relativno prosti brojevi takvi da je
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Iz f(x) = O slijedi

p
? - 2 = O,
Sto je ekvivalentno s
P
o’
tj.
P =2q¢. (©

Iz ovoga vidimo da je p? paran broj, odnosno da je p paran broj. Slijedi da je p = 2k, za
neki k € Z.
Uvrstavanjem prethodne jednakosti u slijedi da je

(2k)’ = 2¢°
6.

8k* = 24°.
Prema tome, 4k° = ¢°.

Sada slijedi da je ¢* paran broj pa je i g paran broj. Ovo je nemogudée jer su p i g relativno
prosti.

Time smo dokazali da nije rn_oguée za sve A, B € R? iz skupa {A, B} konstruirati toﬁe
C, D takve da kocka s bridom CD ima dvostruko ve¢i volumen od kocke s bridom AB.
Drugim rijecima, duplikacija kocke nije moguca.



Poglavlje 4

Karakterizacija konstruktibilnih
brojeva

4.1 Tocke s konstruktibilnim koordinatama

Napomena 4.1.1. Nekaje S C R? skup koji ima barem dva elementa. Tada za sve m,n € N,
takve da je n < m, vrijedi S™ C ™.,

Dokazimo to.
Neka je n € N. Dovoljno je dokazati da za svaki k € N vrijedi

S(n) - S(”‘*’k)_ ()

DokaZimo zadnju tvrdnju indukcijom po k.
Za k = 1 tvrdnja slijedi iz napomene
Pretpostavimo da za neki k € N vrijedi

S O S (n+k).

Prema napomeni slijedi
S(n+k) C S(n+k+1).

Stoga je S™ C §Hk+D,
Time smo dokazali da ([.]) vrijedi za svaki k € N.

Propozicija 4.1.2. Neka su A, B, C, D konstruktibilne tocke, A # B, C # D.

1. Pretpostavimo da je AB # CD te da je T € ABN CD.
Tada je T konstruktibilna tocka.

59
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2. Pretpostavimo da je T € K(A,d(A, B)) " CD
Tada je T konstruktibilna tocka.

3. Pretpostavimo da su kruznice K(A,d(A, B)) i K(C, d(C, D)) razlicite te da je tocka T
u njihovom presjeku.
Tada je T konstruktibilna tocka.

Dokaz. Neka je § = {(0,0),(1,0)}. Buduci da je A konstruktibilna to¢ka vrijedi da se A
moZe konstruirati iz skupa S odnosno da postoji n; € N takav da je A € S™). 1z istog
razloga postoje 1, n3,ny € N takvi da vrijedi B€ S™), C € §™), D e S,

Neka je n = max{n, ny, n3, ng}.
Ocito je ny < n, ny < n, n3 < n, ny < npaiz napomene [4.1.1]slijedi da su

S c g gm) - g ¢m3) - ¢ ¢gla) = )

StogasuA,B,C,D e S™.
Slijedi da su pravci AB i CD odredeni skupom S™ te da su kruznice K(A,d(A, B)) i
K(C,d(C, D)) takoder odredene skupom S ™.

1. Ocito je T toc¢ka odredena skupom S ™. Dakle, T € SV, Slijedi po definiciji da je
T konstruktibilna tocka.

2. Takoder zaklju¢ujemo da je T odredena skupom S™ tj. T € S™*D. Dakle, T je
konstruktibilna tocka.

3. Analogno kao u prethodnim sluc¢ajevima se pokaze da je 7' konstruktibilna tocka.

O

Lema 4.1.3. Neka je x konstruktibilan broj. Tada su tocke (x,0), (0,x), (—x,0) i (0, —x)
konstruktibilne.

Dokaz. Budu¢i da je x konstruktibilan broj, postoji y € R takav da je (x, y) konstruktibilna
tocka ili je (y, x) konstruktibilna tocka.

1. slucaj: (x,y) je konstruktibilna tocka.
Dokazimo da je (x, 0) konstruktibilna tocka. To je jasno ako je y = 0.
Za x = 0 je tocka (x, 0) takoder konstruktibilna (konstruktibilnost tocke (0, 0) slijedi dire-

ktno iz definicije[1.3.7).
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Pretpostavimodasu x # 01y # 0. Ozna¢imo T = (x,y), A = (0,0)1 B = (1,0). Tocke
T,A i B su konstruktibilne te je T # A1 A # B.

Neka je P = (2x,0). Prema napomeni [[.1.6] vrijedi AB = {(#,0) | ¢ € R}. Stoga je
P € AB. Nadalje, imamo
d(P,T) = x> +y>=d(A,T).

Stoga je P € K(T,d(A,T)). Dakle, P € ABN K(T,d(A, T)), pa iz drugog dijela propozicije
4.1.2]slijedi da je P konstruktibilna tocka.

A B P = (2z,0)

Slika 4.1: Tocka P je konstruktibilna tocka

Neka je T’ = (x, —y). Vrijedi
d(T',A) = x> +y? =d(A,T),
d(T',P) = \/x*+y*=d(P,T),

iz Cega zakljucujemo da je

T’ € K(A,d(A,T)) N K(P,d(P,T)). &)

KruZznice K(A,d(A,T)) 1 K(P,d(P, T)) su razliCite jer za toCku F = (O, VX2 + yz) vrijedi
FeK(A,dA,T))

jerje d(F,A) = \/(O —02+ (00— Vx2+y?)2 = {x2+)?

F ¢ K(P,d(P,T))

te
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jerje d(F,P) = \/(2x —0)2+ (0= Vx2+32)2 = V2x2 + 22 +y2 > \x2 +y* =d(P, T).

Iz () i propozicije.1.2]slijedi da je T’ konstruktibilna tocka. Uo¢imo daje 77 # T (jer je
y # 0).

Slika 4.2: Tocka 7" je konstruktibilna toc¢ka

Prema napomeni [[.1.6] vrijedi
T'T = {T" +t- (T -T") | t € R}
={(,-y) +1-(0,2y) [t e R}

={(x,—y+1t-2y)|teR}.

UoCimodajezat = %

(-xa -yt r- 2}’) = (-xa 0)
Dakle, (x,0) € T'T. Ocito je (x,0) € AB. Stoga je (x,0) € T'T N AB.
Pravei AB i T'T su razliciti (jer A € ABiA ¢ T'T.) 1z propozicije [4.1.2] slijedi da je (x, 0)
konstruktibilna tocka.
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y

F=(0,v/x2+y?)
X
A B

Slika 4.3: Toc¢ka (x, 0) je konstruktibilna tocka

Neka su C = (=1,0)i D = (0, V3). Vrijedi C € AB N K(A, d(A, B)), §to znati da je C
konstruktibilna tocka (prema propoziciji .1.2)).

D= (0.v3)

C=(-1,0) |A B (2,0)

Slika 4.4: Tocka C je konstruktibilna tocka
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Imamo
d(C,D) =2 =4d(B,C).
Stoga je D € K(C,d(B, C)). Isto tako vrijedi D € K(B, d(B, C)).
Ocito je da su kruznice K(C,d(B,C)) i K(B, d(B, C)) razliCite. Iz Cinjenice da se tocka D
nalazi u presjeku tih dviju kruZnica, slijedi da je D konstruktibilna tocka (prema propoziciji

B.1.2).

Slika 4.5: Tocka D je konstruktibilna tocka

Prema napomeni [[.1.6] vrijedi
AD={A+1-(D-A)|1€R}
= {0, V3) | 1€ R}
={(0.2V3) | 1€ R}.

Svaki realan broj r se moZe napisati u obliku r = 1 V3 ( uzmemo A =

)-

sl

Stoga je
{(0.4V3) | 2€R} = {(0.0 |t €R}.

Dakle, AD = {(0,7) | t € R}.
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Promotrimo AB N K(A, d(A, (x, 0))).
Uocimo da je (—x,0) € ABNK(A,d(A, (x,0))). Iz Cinjenice da su toc¢ke A, B, (x, 0) konstru-
ktibilne, zaklju¢ujemo da je tocka (—x, 0) konstruktibilna (prema propoziciji #.1.2).

Slika 4.6: Tocka (—x, 0) je konstruktibilna tocka

Nadalje, (0,x) € AD paiz (0,x) € AD N K(A,d(A, (x,0))) slijedi da je (0, x) konstru-
ktibilna to¢ka (prema propoziciji .1.2)).
Analogno zakljucujemo da je (0, —x) konstruktibilna tocka.

Yy

0,x)

(01 —1:)

Slika 4.7: Tocke (0, x) i1 (0, —x) su konstruktibilne toCke
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2. slucaj: (y, x) je konstruktibilna tocka.
DokazZimo da je (0, x) konstruktibilna tocka. To je jasno ako je x = 0 ili y = 0. Stoga
mozemo pretpostavitidaje x #01iy # 0.

Neka su A, B 1 D tocke kao u prvom slucaju te neka je M = (y, x). Neka je R = (0, 2x).
Ocitoje R e ADNK(M,d(A, M)). 1z propozicije slijedi da je R konstruktibilna tocka.

Ozna¢imo M’ = (—y, x). Vrijedi M’ € K(A,d(A, M))NK(R,d(R, M)), a ove su kruZnice
razlicite jer je
(Va2 +)2.0) € K(A,d(A, M), a

(Va2 +32.0) ¢ K(R.d(R, M)).

Iz propozicije #.1.2]slijedi da je M’ konstruktibilna tocka.
Vrijedi
MM={M +t-(M—M)|teR}
={(=y,x)+1t-(2y,0) |t € R}

Zat = % imamo
(=y,x) +1-(2y,0) = (0, x).

Stoga je (0,x) € M'M. Ocito je (0,x) € AD, a pravci AD 1 M’M su razliciti (jer je
Me M'M,aM ¢ AD). Dakle, (0, x) € M’M N AD pa prema propoziciji slijedi da je
(0, x) konstruktibilna tocka.

Sada analogno, kao u prethodnom slucaju, dobivamo da su (0, —x), (x,0) i (—x,0) kons-
truktibilne tocke. O

Propozicija 4.1.4. Neka su x i y konstruktibilni brojevi. Tada je (x,y) konstruktibilna
tocka.

Dokaz. Prema lemi|4.1.3|su tocke (x, 0) 1 (0, y) konstruktibilne. Stoga, da bismo dokazali
da je (x,y) konstruktibilna to¢ka, moZemo pretpostavitidaje x # 0iy # 0.
Uvedimo oznake:

A=(0,0), B=(1,0), T = (x,0), P=(2x,0).



4.1. TOCKE S KONSTRUKTIBILNIM KOORDINATAMA 67

P = (2z,0)

Slika 4.8: Tocka P je konstruktibilna toc¢ka

Vrijedi P € ABNK(T, d(T, A)) pa iz propozicije[4.1.2slijedi da je P konstruktibilna tocka.
Promotrimo tocku C = (x, X \/5) Uocimo da je
C e K(P,dP,A)NK(A,dA,P))

(navedene kruznice su razlicite jer je A € K(P,d(P,A)),a A ¢ K(A,d(A, P))).
Dakle, C je konstruktibilna tocka.

C

(rai)

Slika 4.9: Tocka C je konstruktibilna tocka
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Neka je D = (0, \/§)
U dokazu prethodne leme smo vidjeli da je D konstruktibilna tocka te da je
AD ={(0,1) | t € R}.

Zatocke T = (0,y)i R = (0,2y) vrijedi R € AD N K(T',d(T’, A)). Stoga je R konstrukti-
bilna tocka.

.C' = (TT\@)

T = (z,0) P =(22,0)

Slika 4.10: Tocka R je konstruktibilna tocka

Promotrimo tocku C’" = (y V3, y).
Vrijedi
C’' € K(A,d(A,R)) N K(R,d(R, A))
(navedene kruZnice su razlilite jer je R € K(A,d(A,R)), aR ¢ K(R,d(A,R))).
Stoga je C’ konstruktibilna tocka.
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C

(+v3)

o= (1)

T = (z,0)

Slika 4.11: Tocka C” je konstruktibilna tocka

Promotrimo pravce TC 1 T7'C".

TC={(T +AX(C—-T)|1€R)}
= {(x.0)+2(0.xV3) | 1€ R}
={(x.2xV3) | 1€ R}.

Zad= XL dobivamo

V3

(x, Ax \/5) =(x,y).

Dakle, (x,y) € TC.

P =(22,0)
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T'C' ={T' +u(C’' =T') | u € R}
= {©0.) +u(yV3.0) | u e R
={(uy V3.y) | n e R}.

Zayu= oV dobivamo

(19 ¥3.5) = (x.).

Dakle, (x,y) e T'C’.

Uocimo da su pravei TC 1 T'C’ razliciti Ger T ¢ TC,a T’ € T'C").
Vrijedi (x,y) € TC N T'C’ pa prema propoziciji d.1.2] slijedi da je (x,y) konstruktibilna

tocka.
R=1(0,2y)
D= (0: \/5)
7= (0.y) C' = (y\@ U) (z,y)
X,
A B T = (x.0) P = (2x,0) ’

Slika 4.12: Tocka (x, y) je konstruktibilna tocka

Time je propozicija dokazana.
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4.2 7Zbroj, produkt i kvocijent konstruktibilnih brojeva

Propozicija 4.2.1. Neka su x i y konstruktibilni brojevi. Tada je:
1. —x konstruktibilan broj,
2. x +y konstruktibilan broj.

Dokaz.

1. Prema lemi toc¢ka (—x, 0) je konstruktibilna. Prema tome, —x je konstruktibilan
broj.

2. Nekasu A = (0,0), B =(1,0), C = (x,0)1 D = (x,y). MoZemo pretpostaviti da je
y#0.
Prema lemi {.1.3]i propoziciji [#.1.4] slijedi da su tocke C i D konstruktibilne.
Nadalje, za tocke E = (x — [y[,0) 1 F' = (x + [y|, 0) vrijedi

E,F € ABN K(C,d(C, D)).

Prema propoziciji d.1.2]slijedi da su E i F konstruktibilne tocke.
Slijedi da su brojevi x — [y| i x + |y| konstruktibilni. Jedan od ta dva broja je jednak
broju x + y pa je time druga tvrdnja propozicije dokazana.

D= (z,y)

X
F=(z+[yl.0)

A=(0,0) B=(1,0)

Slika 4.13: Tocke E i F su konstruktibilne tocke
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Propozicija 4.2.2. Neka su x i y konstruktibilni brojevi.

1. Broj x -y je konstruktibilan.

2. Pretpostavimo da je y # 0. Tada je § konstruktibilan broj.
Dokaz.

1. MoZemo pretpostavitidasu x # 01y # 0.
Nekasu A = (0,0), C = (x,1), D=(0,y)iE = (1,y). Prema propoziciji 4.1.4] tocke
C, D 1 E su konstruktibilne.
Vrijedi
AC ={AC | 1 e R}
={(Ax,) | 1 e R}

DE = {D + u(1,0) | u € R}
={(u,y) | u € R}.

Uocimo da su pravci AC 1 DE razliciti (jer je A € AC,a A ¢ DE).
Pogledajmo Sto se nalazi u presjeku pravaca AC i DE. Trazimo A,u € R za koje
vrijedi

(Ax, ) = (1, y).
Za A =yiyu = x-ynavedena jednakost vrijedi.
ZakljuCujemo da se tocka (x -y, y) nalazi u presjeku pravaca AC i DE. Dakle, (x-y,y)
je konstruktibilna tocka tj. x - y je konstruktibilan broj.
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(z-y,9)

Slika 4.14: Tocka (x - y,y) je konstruktibilna tocka

2. Mozemo pretpostaviti da je x # O.
Nekasu A =(0,0), C=(,1), D=(x,001 E = (x,1).
Vrijedi
AC ={A(y,1) | 1 e R}
={(1y,) | 1R}

DE = {D + u(0,1) | u € R}

={(,p) [pneR)

Pravci AC i DE surazliciti jerje A € ACiA ¢ DE.

Uocimo da se tocka (x, f) nalazi u presjeku pravaca AC i DE (za A=u= i)

Prema propoziciji4.1.4/tocke C, D 1 E su konstruktibilne pa slijedi da je toCka (x, f)
konstruktibilna.
Dakle, ’;‘ je konstruktibilan broj.
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08

06

04

02

-0.2

-04

-0.6

Slika 4.15: Tocka (x, %) je konstruktibilna to¢ka

£
y

4.3 Karakterizacija konstruktibilnih brojeva

Propozicija 4.3.1. Neka je x konstruktibilan broj, x > 0. Tada je +/x konstruktibilan broj.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je x > 0.

Neka suA = (0,0), B = (0,1),C = (x- 1,0),D = 2x,0)i E = (0,2 vx).

Prema propozicijama{.2.1]i[4.2.2] brojevi x — 1 i 2x su konstruktibilni pa su prema propo-
ziciji toCke C i D konstruktibilne.

Nadalje, A 1 B su konstruktibilne, a vrijedi AB = {(0,1) | € R}.

Imamo

d(C,E) = \/(x—l)hr(zx/})2
= VX2 —2x+1+4x
ETE
= V@ + 1y

=x+ 1.
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Takoder, d(C, D) = x + 1. Stoga je

E € ABN K(C,d(C, D)).

D = (2x,0)

Slika 4.16: Tocka E je konstruktibilna tocka

ZakljuCujemo da je E konstruktibilna tocka. Stoga je 2 v/x konstruktibilan broj.

2vx
2

1z drugog dijela propozicije |4.2.2|slijedi da je
Dakle, v/x je konstruktibilan broj.

konstruktibilan broj.

Propozicija 4.3.2. Svaki racionalan broj je konstruktibilan.

Dokaz. Znamo da je 1 konstruktibilan broj pa iz drugog dijela propozicije {4.2.1] lako
indukcijom dobivamo da je svaki prirodan broj konstruktibilan.

IzZ = NU{0}U{-n | n € N} i prvog dijela propozicije 4.2.1] slijedi da je svaki cijeli
broj konstruktibilan.

Svaki racionalnan broj ¢ se moze napisati u obliku g = 2, m € Z, n € N, pa iz dru-
gog dijela propozicije {.2.2]slijedi da je svaki racionalan broj konstruktibilan. m|

Propozicija 4.3.3. Ako je x, ..., x, korijenski niz, onda je svaki element od Q [xo, . .., X,]
konstruktibilan broj.
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Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n.
Zan =0imamo xj € Qi
Qlxl ={a+b-x0|a,beQ} V)

(prema propoziciji 2.2.12).
Oznatimo xj = r. Prema propoziciji slijedi da je r konstruktibilan broj.

Bududi da je
xo = Vrili xo=—+r,

iz propozicija[4.3.1]i[4.2.T]slijedi da je x, konstruktibilan broj.
Iz (V) i propozicija[4.2.2] 4.2.1]i4.3.2 slijedi da je svaki element od Q [x] konstruktibilan
broj.

Pretpostavimo da je n € Nj te da tvrdnja vrijedi za svaki korijenski niz x, . . ., x,.
Neka je xo, . .., X,41 korijenski niz.
Imamo Q[x,...,%u1] = (Q[x0,..., X ]) [Xu1]. Vrijedi 2., € Q[xo,...,x,] te prema

propoziciji[2.2.12| vrijedi

Q[XO’---’xn+l] :{a+b'xn+1 |Cl,b€Q[X0,...,xn]}.

Prema induktivnoj pretpostavci svaki element od Q [xo, .. ., x,,] je konstruktibilan broj.

Na isti nac¢in kao i prije dolazimo do zakljucka da je x,,; konstruktibilan broj, odnosno da
je svaki element od Q [xo, .. ., Xx,+1] konstruktibilan broj.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 4.3.4. Svaki kvadratni radikal je konstruktibilan broj.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije i definicije kvadratnog radikala. O
Korolar 4.3.5. Realan broj je konstruktibilan ako i samo ako je kvadratni radikal.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara i teorema [3.2.2] i
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo proucavali konstruktibilnost brojeva i toaka. Glavni cilj
bio je pokazati kada je realni broj konstruktibilan. Rad smo podijelili na Cetiri poglavlja
u kojima smo pomocu poznatih pojmova poput pravca, kruznice, grupe, prstena, polja,
polinoma, ali i nekih novih pojmova, objasnili Sto znaci da se toc¢ka moze konstruirati iz
danog skupa, Sto je konstruktibilna tocka te naposljetku, Sto je konstruktibilan broj. Kroz
prikazanu terminologiju i teoriju dokazali smo koji uvjet realni broj treba ispuniti da bi bio
konstruktibilan.






Summary

In this thesis we were studying the constructibility of numbers and points. The main goal
was to show when a real number is constructible. We divided the paper into four chapters
in which we explained, using known concepts such as a line, a circle, a group, a ring, a
field, a polynomial, and some new ones, what does it mean that a point can be constructed
from a given set, what is a constructible point, and finally, what is a constructible number.
Through the terminology and theory presented, we have proved which condition a real
number must fullfill in order to be constructible.
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