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Uvod

Opce su poznata svojstva pravilnih konveksnih ¢etverokuta kao $to su kvadrat, romob, pra-
vokutnik, trapez i paralelogram. Manje su poznata svojstva opéeg Cetverokuta. U ovom
radu dajemo svojstva opéeg konveksnog Cetverokuta. U prvom poglavlju dajemo osnovnu
podjelu skupova i Cetverokuta, te temeljne pojmove i Cinjenice koje ¢e nam biti potrebne
u daljnjem radu. U drugom poglavlju bavimo se metrickim relacijama u konveksnom
Cetverokutu. Dajemo formulu za povrSinu opéeg Cetverokuta, neke posebne jednakosti i
nejednakosti, te jo§ neke vazne teoreme. Uocavamo i da su mnoga svojstva analogoni svoj-
stava trokuta. U zadnjem poglavlju bavimo se karakteristicnim tockama u Cetverokutu.
Takoder uoCavamo poveznicu s trokutom i njegovim karakteristicnim to¢kama. Prikazat
¢emo 1 nekoliko karakteristicnih primjera zadataka.



Poglavlje 1
Temeljni pojmovi i Cinjenice

1.1 Konveksni i nekonveksni ¢etverokut

U ovom poglavlju definirat éemo osnovne pojmove i ¢injenice, te dati osnovnu podjelu
Cetverokuta.

Pogledajmo skupove toCaka K; 1 K, na Slici 1.1. Uzmemo li bilo koje dvije tocke M 1
N skupa K, vidimo da se i duzina MN nalazi su skupu K;. S druge strane, u skupu K,
moZemo pronaéi dvije totke P i R, takve da duZina PR ne pripada tom skupu.

N

Slika 1.1:

Definicija 1.1.1. Ako se za bilo koje dvije tocke M i N skupa K i duzina MN nalazi u tom
skupu, kazemo da je skup K konveksan. Inace je nekonveksan.
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Matemati¢kim simbolima to moZemo napisati na idu¢i nacin: skup K je konveksan
ako: VM)(YN)(M,N € K = MN cC K).

Tako su, na primjer, trokut, krug, pravokutnik ravninski konveksni skupovi, a piramida,
kocka 1 kugla prostorni konveksni skupovi.

Slika 1.2:

Slika 1.3:

Promatrajmo u ravnini Cetiri tocke A, B, C i D, tako da nikoje tri nisu kolinearne. Dio
ravnine kojeg omeduju duZine AB, BC, CD, DA zovemo &etverokut. Cetverokut na Slici
1.3 je konveksan, a na Slici 1.2 nekonveksan. U ovom radu bavit éemo se konveksnim
cetverokutima i1 njihovim op¢im svojstvima.

Definirajmo na pocetku osnovne elemente Cetverokuta. Promotrimo cetverokut na Slici
1.4. Vrhovi &etverokuta su tocke A, B, C i D, a stranice Cetverokuta su duZine AB, BC,
CD, DA. Duljine stranica oznacavat ¢emo na sljedeci nacin: a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|,
d = |DA|. Unutarnje kutove Cetverokuta oznacavat ¢emo s @ = /DAB, f = /ABC,
v = /BCD, 6 = £CDA. Duljine dijagonala oznacavat ¢emo s e = |AC|, f = |BD|. Opseg
cetvrokuta je zbroj duljina njegovih stranica i oznaCavat éemo ga s 2p, tja+b+c+d = 2p.



POGLAVLIJE 1. TEMELJNI POJIMOVI I CINJENICE 4

C

Sada ¢emo navesti nekoliko osnovnih svojstava o odnosu stranica i kutova cetverokuta.

Teorem 1.1.2. Duljina jedne stranice Cetverokuta manja je od zbroja duljina preostalih
triju stranica Cetverokuta. Razlika duljina dviju stranica cetverokuta manja je od zbroja
duljina dviju preostalih stranica.

Slika 1.5:

Dokaz. Promotrimo cetverokut na Slici 1.5. Primjenom nejednakosti trokuta slijedi: a <
b+e,e <c+d,izCegaslijedi a < b+ c+d. 1z posljednje nejednakosti neposredno slijedi:
a — b < ¢ + d. Analogno se dokazuju i preostale permutacije dokazane nejednakosti. O

Teorem 1.1.3. Zbroj unutarnjih kutova cetverokuta je 360°. Zbroj vanjskih kutova cetverokuta
Jje 360°.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je zbroj unutarnjih kutova Cetverokuta 360°. Promotrimo
Sliku 1.6. Dijagonala BD cetverokuta ABCD dijeli kutove ZABC i ZCDA na dva dijela,
takodaje 8 =B +B>10 = d; + 9,. Znamo da za zbrojeve unutarnjih kutova trokuta ABC
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Slika 1.6:

1 BCD vrijedi: a + By + 6; = 180°, ¥y + B, + 6, = 180°. Stoga je zbroj unutarnjih kutova
Cetverokuta ABCD jednak

a+f+y+o=a+p+Pr+y+0d +0

=(@+B1+01)+(y+pB2+062)
= 180° + 180° = 360°.

Preostaje nam dokazati da je zbroj vanjskih kutova cetverokuta 360°. Vanjski kut etverokuta
je kut Sto ga odreduje jedna stranica, kojoj je to jedan vrh, s produZetkom druge stranice
preko toga vrha. Vanjski kut ¢etverokuta ABCD (Slika 1.6) pri vrhu A je oznacen o’. OCito
vrijedi @’ + @ = 180°. Isto vrijedi i1 za ostale kutove tj. 8+ = 180°, v + v = 180° 1
¢’ + 6 = 180°. Zato je zbroj vanjskih kutova Cetverokuta

@ +pB +y +6 =180°—-a+180° - B+ 180° —y + 180° - 6§
=4-180° - (a+B+7y+9)
= 720° - 360° = 360°,

¢ime je i druga tvrdnja dokazana. O
Teorem 1.1.4. Zbroj duljina dijagonala manji je od opsega Cetverokuta.

Dokaz. 1z trokuta ABC (Slika 1.5) imamo e < a + b, a iz trokuta ACD je e < ¢ + d.
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo 2e < a+b+c+d = 2p, odnosno e < p. Sli¢no, iz
trokuta ABD imamo f < a+d, aiz trokuta BCD f < ¢+ d. Zbrajanjem ovih nejednakosti,
dobivamo: 2f < a+b+c+d = 2p, odnosno f < p. Priborojimo li posljednjoj nejednakosti
e < p, dobivamo e + f < 2p, §to je i trebalo dokazati. O
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1.2 Podjela Cetverokuta

U ovom odjeljku definirat cemo neke osobite konveksne Cetverokute, te iskazati 1 dokazati
neke vazne teoreme.

Trapez

Definicija 1.2.1. Cerverokut kojemu su barem dvije nasuprotne stranice paralelne naziva
se trapez. Paralelne stranice trapeza nazivaju se osnovicama trapeza, a preostale dvije
kracima trapeza.

dﬁvs\b
[ h N\

A a B

Slika 1.7:

Na Slici 1.7 prikazan je trapez. Duljine osnovica trapeza su a i ¢, a duljine krakova su b 1
d. Ako su duljine krakova jednake, trapez je jednakokracan. Visinu trapeza definiramo kao
udaljenost njegovih osnovica. Duljinu visine oznacavamo sa v. Spojnica polovista krakova
trapeza naziva se srednjica trapeza. Duljinu srednjice oznaCavat ¢emo sa s. Prisjetimo se
sada osnovnih svojstava trapeza.

Teorem 1.2.2. Kutovi uz isti krak trapeza su suplementarni.

Dokaz. Produzimo osnovicu CD trapeza ABCD preko vrhova C i D kao na Slici 1.8. Ku-

D C
/6 4

Slika 1.8:

tovi oznaceni istim oznakama su kutovi uz transverzalu, pa znamo da su jednake veliCine.
Stoga zakljuCujemo daje  + y = 180° 1 8 + 6 = 180°, §to je 1 trebalo dokazati. m|
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Teorem 1.2.3. Srednjica trapeza paralelna je s osnovicama trapeza, a njena duljina jed-
naka je polovini zbroja duljina osnovica trapeza.

Slika 1.9:

Dokaz. Nekasu E i F polovista krakova ADiBC trapeza ABCD, aG, HiK, L ortogonalne
projekcije toaka E 1 F na pravce AB, odnosno CD (Slika 1.9). Budu¢i da su tocke E 1 F
polovista krakova AD i BC, zaklju¢ujemo da je stranica AE jednaka stranici DE, odnosno
stranica BF jednaka je stranici CF. Kutovi ZAEG i /DEL su vrini kutovi pa su jednake
mjere. Isto vrijedi i za kutove ZHFB 1 /KFC. Kutovi ZGAE i £/LDE i tZHBF 1 /KCF su
kutovi uz transverzalu, pa su jednaki. Po K—S —K poucku zakljucujemo da su trokuti AGE i
DLE su sukladni, kao 1 trokuti HBF 1 KCF. Stoga su Cetverokuti GHFE 1 EF KL sukladni
pravokutnici. Zbog toga je EF || GH || LK, odnosno EF || AB || DC. Oznafimo sada
|AG| = |LD| = xi|HB| = |CK| = y. Slijedi: 2s = 2|EF| = |GH|+|LK| = (a—x—y)+(c+x+Y).
Odavde je s = € te smo time dokazali obje tvrdnje teorema. O

Teorem 1.2.4. Ako su a i ¢ duljine osnovica, a v duljina visine trapeza ABCD, onda je

njegova povrsina jednaka P = 5= - v = sv, gdje je s srednjica trapeza.

Dokaz. Prema Slici 1.9, zbog sukladnosti Cetverokuta GHFE i EFKL i trokuta AGE i
DLE, HBF i CKF, slijedi da je Pagcp = Pgukr. ZakljuCujemo da za povrSinu trapeza
ABCD vrijedi: P = Papcp = Poukr = |GH| - |GL| = |[EF| - |GL| = sv = QTH az o

Paralelogram

Definicija 1.2.5. Trapez kojem su kraci paralelni naziva se paralelogram.

Znamo da su nasuprotne stranice paralelograma jednake duljine, te ih oznacavamo kao
na Slici 1.10. Takoder, iz definicije paralelograma, slijedi da su nasuprotni kutovi parale-
lograma jednaki, a susjedni kutovi suplementarni. Uz oznake kao na Slici 1.10 vrijedi:

a=vy,B=01a+ B =180
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Slika 1.10:

Iz definicije visine trapeza moZemo zakljuciti da paralelogram ima dvije visine. Na Slici
1.10 to su visine v; 1 v,.

Paralelogram kojemu je jedan kut pravi zove se pravokutnik. Paralelogram kojem su
duljine susjednih stranica jednake zove se romb. Paralelogram koji je i pravokutnik i romb
je kvadrat.

Teorem 1.2.6. Dijagonale paralelograma se raspolavljaju.

Slika 1.11:

Dokaz. Oznacimo sjecisSte dijagonala paralelograma ABCD sa S§. Trebamo dokazati da
je |AS| = |SC|1|BS| = |S D|. Kutovi oznaceni istim oznakama na Slici 1.11 su kutovi uz
transverzalu Sto znaci da su jednake veli¢ine. Stoga zakljucujemo da su trokuti ABS 1 CDS
sukladni. Zbog toga je |AS| = |SC|1|BS| = |S D|, ¢ime smo dokazali tvrdnju. |

Teorem 1.2.7. Dijagonale romba medusobno su okomite i raspolavljaju pripadne kutove
romba.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je dijagonala romba ujedno i simetrala pripadajuceg unutar-
njeg kuta romba. Promotrimo Sliku 1.11. Budu¢i da je AB || CD slijedi ZCAB = /ACD =
a; 1 L.CAD = tACB = a,. Kako je |AB| = |BC|, trokut ABC je jednakokracan, Sto znaci
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da je Z.CAB = /ACBj. a| = a,. Time smo dokazali da dijagonala AC zaista raspolavlja
kutove /DAB 1 /BCD. Zato je @ = a, = 5. Na isti nacin dijagonala BC raspolavlja kut 3,
tojestBy =B, = § Preostaje joS dokazati da su dijagonale medusobno okomite. Kako je
a + B = 180° slijedi da je/AS B = 180° — (5 + ’g) = 90°, ¢ime je dokaz gotov. O

Navedimo sada vaznu relaciju koja povezuje duljine stranica i dijagonala paralelo-
grama.

Teorem 1.2.8. Zbroj kvadrata duljina dijagonala jednak je zbroju kvadrata duljina stra-

nica paralelograma, odnosno
e+ 2 =2d* +b). (1.1)

Slika 1.12:

Dokaz. Neka su tocke E 1 F ortogonalne projekcije vrhova D i C paralelograma ABCD na
pravac AB (Slika 1.12). Tada su trokuti AED i BFC sukladni. Ozna¢imo |AE| = |BF| = x
i|ED| = |FC| = v. Primjenimo li Pitagorin teorem na pravokutne trokute ACF, BDE i
CBF, imamo: €* = (a + x)> + V2, f2 = (a — x)* +Vv*, b* = x* + v*. Zbrajanjem dobivamo
e+ f2=a+2ax+ x>+’ +a*-2ax+ x> +v* =2a> + 2(x* +v?) = 2(a* + b?), $to je i
trebalo dokazati. O

Relaciju (1.1) nazivamo relacija paralelograma. U iducoj tocki ¢emo poopditi ovu

relaciju i pokazati da ona karakterizira paralelogram.

Ortoid

Definicija 1.2.9. Cetverokut cije su dijagonale medusobno okomite naziva se ortoid (Slika
1.13).

Ortoid kojemu su duljine dviju susjednih stranica jednake (Sto povlaci jednakost duljina
preostalih dviju stranica) zove se deltoid.
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Slika 1.13:

Tetivan cCetverokut

Znamo da se svakom trokutu mozZe opisati kruznica. OCcito, bilo kojem cetverokutu ne
moZemo opisati kruZnicu.

O

C

S

>

Slika 1.14:

Definicija 1.2.10. Cetverokut kojemu se moZe opisati kruznica naziva se tetivan &etverokut
(Slika 1.14).

Navedimo osnovna svojstva tetivnog Cetverokuta.
Teorem 1.2.11. Nasuprotni kutovi tetivnog Cetverokuta su suplementarni.
a+y=180°ip+¢6 =180°
Dokaz. Teorem je posljedica teorema o obodnom i srediSnjem kutu koji glasi: obodni kut

jednak je polovici pripadnog srediSnjeg kuta. (Vidi [S]) Neka je ABCD tetivan Cetverokut,
s oznakama kao na Slici 1.15. Pripadni srediSnji kutovi pridruzeni obodnim kutovima « i



POGLAVLIJE 1. TEMELJNI POJIMOVI I CINJENICE 11

Slika 1.15:

v su 2a, odnosno 2y. OCito je 2a + 2y = 360°, iz Cega slijedi @ + y = 180°. Buduci da je
a+pB+y+06=360°slijedidaje S+ o6 = 180°. |

Teorem 1.2.12. UmnoZak duljina odsjecaka, sto ih sjeciste dijagonala tetivnog Cetverokuta
c¢ini na svakoj dijagonali, je stalan, odnosno vrijedi

|AS|-ISC| =|BS|-|SD|.

Slika 1.16:

Dokaz. Neka se dijagonale AC i BD tetivnog &etverokuta ABCD sijeku u tocki S (Slika
1.16). Prema poucku o jednakosti obodnih kutova vrijedi: ZDAS = /SBC 1 tSDA =
/S CB, odakle slijedi da su trokuti SAD i S BC sli¢ni. Zato je [SA| : |[SD| = |SB|: |SC|iz
Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Napomena 1.2.13. Ovaj teorem je poznatiji kao teorem o potenciji (unutarnje) tocke s
obzirom na kruZnicu.
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Teorem 1.2.14 (Ptolomejev teorem). UmnoZak duljina dijagonala tetivnog cetverokuta
Jjednak je zbroju umnoZaka duljina nauprotnih stranica cetverokuta.

ef =ac+bd

Dokaz Ptolomejevog teorema Citatelj moZe pronaci u [6], a mi ¢emo ga u idu¢em po-
glavlju izvesti u poopéenom obliku.

Teorem 1.2.15 (Brahmaguptina formula). Ako su a, b, c, d duljine stranica tetivnog Cetverokuta,
a p njegov poluopseg, tada je povrsina Cetverokuta

P=(p-a)(p-bp-c)p-ad. (1.2)

Dokaz Teorema 1.2.15 Citatelj moZe pronaci u [6], a mi ¢emo ga u iduéem poglavlju
izvesti u generaliziranom obliku.

Tangencijalni Cetverokut

Kao Sto se svakom Cetverokutu ne moze opisati kruznica, isto tako se svakom Cetverokutu
ne moZe upisati kruZnica.

Slika 1.17:

Definicija 1.2.16. Cetverokut kojemu se moZe upisati kruZnica naziva se tangencijalni
Cetverokut (slika 1.17).

Navedimo osnovna svojstva tangencijalnog Cetverokuta.

Teorem 1.2.17. Zbroj duljina nasuprotnih stranica tangencijalnog cetverokuta jednak je
zbroju duljina preostalih dviju stranica, odnosno

a+c=>b+d.



POGLAVLIJE 1. TEMELJNI POJIMOVI I CINJENICE 13

Slika 1.18:

Dokaz. Dokazimo najprije pomoénu tvrdnju: Ako su Q i R diraliSta tangenti povucenih
iz tocke P na kruznicu k(S, r), onda je |PQ| = |PR| (Slika 1.18). Trokuti PSQ i PSR su
pravokutni, a kako je|lS Q| = |SR| = r, slijedi da su ti trokuti sukladni, pa je |PQ| = |PR).
Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut Cije stranice diraju upisanu kruZnicu, kao na Slici

Slika 1.19:

1.19. Prema pomo¢noj tvrdnji vrijedi: |AK| = |[AN| = x, |BK| = |BL| =y, |CL| = |CM| = z,
|IDM| = |DN| = u. Vrijedi: a+c =|AB|+|CD|=(x+y)+Z+u)=Q+2)+U+x) =
|BC|+ |DA|=b+d,tojesta+c=b+d. O

Vrijedi i1 obrat prethodnog teorema. Dokaz se moZe pronaci u [6].

Teorem 1.2.18. Povrsina tangencijalnog Cetverokuta, cije su duljine stranica jednake a, b,
c i d, a radijus upisane kruZnice r, jednaka je

P = a+b+c+d

S 1 =pr.
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Slika 1.20:

Dokaz. Promotrimo Sliku 1.20. Imamo redom

P = Pypcp = Paps + Ppcs + Peps + Ppas

1 1 1 1
= Ear + Ebr + Ecr + Edr

1
:§(a+b+c+d)-r:pr.



Poglavlje 2

Metricke relacije u konveksnom
Cetverokutu

U ovom poglavlju bavimo se metrickim relacijama koje vrijede u proizvoljnom konveks-
nom Cetverokutu. Grubo govoreci, izvest ¢emo neke relacije koje povezuju duljine stranica
1 dijagonala, te mjere kutova Cetverokuta. Radimo s konveksnim Cetverokutima iako mnoge
tvrdnje koje ¢emo dokazati, vrijede i za nekonveksne Cetverokute.

2.1 Eulerov teorem za cetverokut

U ovoj tocki dajemo poopcenje relacije paralelograma, karakterizaciju paralelograma i tra-
peza, te joS neke metriCke relacije povezane s Eulerovim teoremom.

Neka su E i F polovista dijagonala AC i BD &etverokuta ABCD.

Slika 2.1:

15
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Teorem 2.1.1 (Eulerov teorem). Neka je ABCD cetverokut, te neka je a = |AB|, b = |BC],
c=|CD|, d =|DA|, e =|AC|i f = |BD|. Tada vrijedi jednakost

MEFP = +b* +* +d* - &* — 2. 2.1)
Dokaz. Izrazimo duljine teZiSnica trokuta ACD, ABC, BED. Iz relacije (I.I)) slijede jed-

nakosti
|AD|> + IDC> |AC)?

IDE|* = :
2 4
\BEP = |ABI* - IBCP*  |ACP
2 4
i
lEFF:|DEP+4EBF_|DBP

2 2
Uvrstimo i prve dvije jednakosti u tre¢u, imamo

B |AD|> + |DCJ* + |AB* + |BC]* — |AC|*  |DBJ?

EF| = ,
|EF| 1 )
tj.

|ABJ> + |BC)* + |CDJ* + |DAJ* — |AC)> — |DBJ?

|EF = :
4

odnosno

MEFP =a® +b* +* +d* - &* - [,
Sto smo 1 trebali dokazati. O

Uocimo da je Eulerov teorem poopcenje relacije paralelograma.

Korolar 2.1.2 (Relacija paralelograma). Neka je ABCD cetverokut. Sljedece tvrdnje su
medusobno ekvivalentne:

(i) cCetverokut ABCD je paralelogram;
(ii) vrijedi jednakost |AB|* + |BC|* + |CDJ* + |DAJ* = |AC|* + |BDJ*.

Dokaz.

(1) = (11) Ovaj smjer je zapravo relacija paralelograma, tj. Teorem 1.2.8 koji smo ve¢ do-
kazali.

(i1)) = (1) Obratno, iz druge tvrdnje i Eulerovog teorema slijedi da je £ = F, §to znaci da
se dijagonale Cetverokuta ABCD raspolavaljaju. Zaklju¢ujemo da je Cetverokut ABCD
paralelogram. m|
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Korolar 2.1.3. U cetverokutu ABCD vrijedi nejednakost
|ABI* + |BC® + |CDF* + DA > |AC* + |BDJ.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je cetverokut ABCD paralelogram.
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Teorema 2.1.1, jer je [EF|* > 0. O
Promotrimo kakav oblik poprima Eulerova relacija (2.1)) u slucaju trapeza.
Korolar 2.1.4. Ako je cetverokut ABCD trapez, onda vrijedi jednakost
e+ 2 =b*+d* + 2ac. (2.2)

Slika 2.2:

Dokaz. Danu jednakost dokazat cemo pomocu Eulerovog teorema.
@+ ++d =&+ fP+4EFP

Primjetimo da se duZina EF nalazi na srednjici trapeza (Slika 2.2) i da je x srednjica trokuta

ACD i trokuta BCD. Stoga znamo da je x = 5. Znamo da je duljina srednjice trapeza
jednaka s = €. ZakljuCujemo da je |[EF| = ¢ - % = %*. Uvrstimo to u pocetnu

jednakost i pojednostavnimo dobiveni izraz. Imamo redom
2 32, 2 2 2 2 a—-co

a+b +c+d =e+f+4 2)

az+bz+c2+dz:e2+f2+(a—c)2

b+ +dP =+ P+ d® +2ac+ ¢

b*+d* =+ f* + 2ac,

Sto smo 1 trebali dokazati. O
Korolar 2.1.5. Za ortoid ABCD vrijedi jednakost:

at+ = b+ d°
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D
d c
u
4 z E S x C
F
a b
B

Slika 2.3:

Dokaz. Danu jednakost dokazat ¢emo pomocu Eulerovog teorema, slicno kao u korolaru
prije. Neka je S sjeciSte dijagonala ortoida ABCD. Znamo da je trokut S FE pravokutan
te da je [EF]* = (3% — u)* + (¥ — x)*. Sredivanjem dane jednakosti dobivamo |EF|* =

42+ (5%)?, odnosno 4|EF|* = (y — u)* + (z— x)*. Sa slike takoder vidimo daje e = x+z
i f=y+u,teimamo a® + b* + ¢*> + d*> = é* + f* + 4 EF)?, odnosno a*> + b* + ¢* + d* =
(x +2)* + (v + u)> + (y — u)> + (z — x)%. Daljnim sredivanjem jednakosti imamo redom

A+ +d = A2+ AV A 2ur ity - 2u+ut + 7 -2z + X
AP+ +dd = 28+ 27+ 2P + 2
A+ ++d* = 2 +uP) + 207 + )
A+ ++d = 2d8+2b
a+ct = &+

O

Pokazimo sada da jednakost (2.2)) karakterizira trapez. No, prije toga ¢emo dokazati
dvije pomoc¢ne tvrdnje.

Lema 2.1.6. Neka je ABCD cetverokut i neka su M, N redom polovista stranica AD i BC.
Tada je |IMN| < W. Jednakost je ispunjena ako i samo ako je AB || DC, tj. ako je

Slika 2.4:

ABCD trapez.
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Dokaz. Kako su EM i EN srednjice trokuta DCA i ABC (Slika 2.4), vrijedi [EM| = 2,
EM | CD, |[EN| = @ i1 EN || AB. U trokutu MEN vrijedi |MN| < |EM| + |EN]|. Jednakost
vrijedi ako 1 samo ako E € MN ili ekvivalentno AB || MN i1 DC || MN, odnosno AB ||
DC. O

Lema 2.1.7. Neka je ABCD Cetverokut. Ako su M, N redom polovista stranica AD i BC,
onda vrijedi

Slika 2.5:

4MN|* = |AB|* - |BC|* + |CD|* — |DA|* + |AC|* + |BD|*.
Dokaz. 1zrazimo duljine teziSnica trokuta MCB, ACD i ABD (Slika 2.5). Imamo redom:

B IMCJ* + |MBJ? B |BC|?

2
|IMN|” = > 7
CMP - IDCF + ACP _ |ADP
2 4
B = ABP + |BDP_|ADP
2 4

Uvrstimo 1i drugu i tre¢u jednakost u prvu, dobivamo,
4MNI* = |ABP - |BC +|CD|* - |DA* + |AC|* + |BDF,
Sto je i trebalo dokazati. O
Teorem 2.1.8. Neka je ABCD cetverokut. Tada vrijedi
|JACI* + |BD|* < |AD* + |BC|* + 2|AB| - [CD|.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je AB || CD.
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Dokaz. 1z Leme 2.1.6 1 Leme 2.1.7 slijedi

|AB* — |BC|* + |CDJ* — |DAJ* + |AC* + |BD|* = 4|MN|* < 4(@)2.
Sredivanjem izraza dobivamo
|JACI* + |BD|* < |AD|* + |BC|* + 2|AB| - |CD|,
Sto je 1 trebalo dokazati. O

Iz prethodnog teorema slijedi zakljuc¢ak da je ABCD trapez, odnosno AB || CD, ako 1
samo ako vrijedi jednakost

IAC]> + |BD|* = |AD|* + |BC|* + 2|AB| - |CD|.

Prema tome, relacija (2.2)) karakterizira trapez.

2.2 Povrsina konveksnog cetverokuta

U ovoj tocki izvest cemo opcu formulu za povrsinu proizvoljnog Cetverokuta koja ¢e pred-
stavljati generalizaciju Brahmaguptine formule (I.2), te jo§ neke vazne formule za povrsinu
konveksnog Cetverokuta.

Teorem 2.2.1. Povrsina P konveksnog cetvrokuta ABCD dana je formulom

P> =(p-a)p-b)p-c)p—-d) — abcd - cos® ﬁ%s. (2.3)

Slika 2.6:
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Dokaz. Sa Slike 2.6 vidimo da vrijedi
P(ABCD) = P(ABC) + P(ACD),
odnosno

2P = absinB + cd sin 6.

Kvadriranjem prethodne relacije dobivamo
4P* = a*b*sin? B + ¢*d® sin® § + 2abcd sin B sin 6. (2.4)
S druge strane, primjenimo li teorem o kosinusu na trokute ABC i ADC, dobivamo

IAC)> = a* + b* — 2ab cos s,
JAC]> = &® + d® = 2¢d cos 6.

Izjednacavanjem prethodnih dviju relacija slijedi a> + b> — 2ab cos 8 = ¢* + d* — 2cd cos 6,
tj. a®> + b* — ¢* — d* = 2ab cos § — 2cd cos 8, odakle kvadriranjem dobivamo

(@ + b* — ¢* = d*)* = 4a®b* cos® B + 4c*d* cos® § — 8abced cos ¢os 6. (2.5)
Pomnozimo (2.4) s 4 i zbrojimo s (2.5)), pa imamo

16P% + (& + b — ¢ = d°)? = 4D sin’ B + 4@’ cos’ B + 4c7d” sin® 6 + 4c*d” cos” §
+ 8abcd sin B sin 6 — 8abcd cos ¢os 0,

odnosno 16P? + (a® + b* — ¢ — d?)? = 42b%(sin’ B + cos?B) + 4c2d?(sin® § + cos? §) +
8abcd(sinBsind — cos B cos o). Iskoristimo li adicijsku formulu cos(x + y) = cosxcosy —
sin xsiny i formulu cos? x + sin’ y = 1, imamo 16P? + (a® + b*> — ¢® — d?)? = 4°b* + 4c*d® -
8abcd cos(B + 6). Sredivanjem dobivamo:

16P% = 42b* + 4c*d® — (@ + b* — ¢* — d*)* — 8abcd cos(B + )
= 2ab + 2cd)* — (a* + b* — ¢* — d*)* — 8abcd(1 + cos(B + 6))
= (2ab +2cd — a* — b* + > + d*)Qab + cd + a* + b* — ¢* - d°)
— 8abcd(1 + cos(B + 6))
=((c+d)* - (a- b)) ((a+ b)* - (c — d)*) — 8abcd(1 + cos(B + 9))
=(c+d-a+b)(c+d+a-b)a+b—-—c+d)a+b+c—d)—8abcd(l + cos(B+ 0))
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Iskoristimo li formulu cos? ¥ = 52 glijedi da je 16P? = (c+d —a+b)(c+d+a—Db)(a+
b—c+d)a+b+c—d)— 16abcd cos? ﬂ%s. Daljnjim sredivanjem dobivamo

» atb+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
16P° = 2(# - a)z(f - b)Z(f - 6)2(# - d)
0
- 16abcdcos2ﬁ;
0
= 2(s — a)2(s — b)2(s — ¢)2(s — d) — 16abed cos P

0

P? = (s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — abcd cos? '8%,
¢ime je dokaz gotov. O

Specijalan slu¢aj formule (2.3 u slucaju tetivnog etverokuta je Brahmaguptina for-
mula, koju smo iskazali u tocki 1.2, (Teorem 1.2.15).

Korolar 2.2.2. Povrsina tetivnog cetverokuta ABCD dana je formulom

P=+(s—a)(s-b)s—c)s—d).

Dokaz. Znamo da su nasuprotni kutovi u tetivnom Cetverokutu suplementarni, odnosno da
vrijedi 8 + ¢ = 180°. Uvrstimo li to u formulu (2.3)), imamo

P = \/(s —a)(s —b)(s —¢)(s —d) — abcd cos? 90°,

odnosno

P = \(s—a)s—b)(s—c)s—d),
bududi da je cos 90° = 0. O

Korolar 2.2.3. Povrsina tangencijalnog cetverokuta ABCD dana je formulom

5
p= \/abcd~ sinz(ﬁ%).

Dokaz. Znamo da je u tangencijalnom Cetverokutu zbroj duljina nasuprotnih stranica jed-

nak zbroju duljina preostalih dviju stranica. 1z te jednakostii p = “”’%’ vidimo da vrijedi

p—a=c,p—b=d,p—c=aip-d=>b. UvrStavanjem tih relacija u (2.3 dobivamo

P= \/abcd— abcd - cos? (ﬁ ; 6) = \/abcd - (1 = cos? (ﬁ ; 5))

= \/ abcd - sin’ (ﬁ%s).
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Navedimo jo$ neke vazne formule za povrSinu konveksnog Cetverokuta.

Teorem 2.2.4. U svakom cCetverokutu ABCD vrijedi:

_ efsing
(a) P_ T;

(b) 16P? = 4 f* — (a* — b* + ¢ — d*)?
gdje je ¢ Siljasti kut izmedu dijagonala e i f.

Slika 2.7:

Dokaz. Nekaje ACNBD ={0}i /AOB = ¢ < 5. Tada je

P = P(ABO) + P(BCO) + P(CDO) + P(DAO)
_|0AI-|0B]sing _|0B|-|0Clsing _|0C|-|0DIsing _|0D]-|0A]sing

2 2 2 2
_ (|OA] +|0C)(|OB| + |OD]) sin ¢

2

iz Cega slijedi (a).

Neka je BB'LAC, B" € AC, DD’ LAC, D’ € AC (Slika 2.7). Zato je |AC| = |AB'| +
|B’D’|+|D’C|. Posljednja jednakost je ekvivalentna s f = a cos ZBAC+e cos ¢+c cos LACD
i kako je cos /BAC = ”22’::1’2, cos /ACD = 62+2C2f_d2 slijedi 2ef cos ¢ = —a® + b* — * + d°.
Kvadriranjem formule (a) i uvrStavanjem 16P? = 4e? f2 — (a> — b* + ¢* — d*)*. o

2.3 Teorem o kosinusu. Stewartsov teorem
Teorem 2.3.1. Neka je ABCD cetverokut. Tada vrijedi sljedeca jednakost:

a’ =b* + c* +d* — 2cd cos B — 2bc cos 'y + 2bd cos(y + 6). (2.6)
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Slika 2.8:

Dokaz. U trokutu ACD vrijedi
COS(LACD) = €4=L,

2ec

Zamjenimo li e* sa

e =d*+c*—2cdcosé 2.7)
imamo ) ) ) )
d -+ c” —2cd o0+c - —d
cos(LACD) = L T TS0 7 d
2ec
odnosno, p
- )
cos(ZACD) = £Z4505¢ 2.8)
Primjenom teorema o sinusu slijedi
dsiné
sin(ZACD) = L2100 (2.9)
e

a zbog teorema o kosinusu znamo da u trokutu ABC vrijedi a® = b*>+e*—2be cos(y—2/ACD),
tj. a> = b*> + €* — 2be cosy cos LACD + sinysin ZACD. Uvrstimo (2.7), (2.8) i (2.9) u
prethodnu jednakost. Imamo:

—dcoso dsino
a* = b* +d* + ¢* — 2dccos § — 2be(cos yﬂ +siny o
e

)s

tj.
a’ = b* +d* + ¢* = 2dccos § — 2bc cos'y + 2bd(cosy cos § — siny sin §),
iz Cega slijedi

a’ = b* + d* + ¢* — 2dc cos § — 2bc cosy + 2bd cos(y + 6).
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Prethodni teorem je proSirenje kosinusovog teorema s trokuta na ¢etverokut. Uocimo,
ako d — 0, onda Cetverokut postaje trokut i u formuli gubimo ¢lanove u kojima se pojav-
ljuje d. Ostaje nam a® = b*+c¢? —2bc cos y, a to je teorem o kosinusu za trokute. Navedimo
jednu vaznu posljedicu Teorema 2.3.1.

Korolar 2.3.2. U cetverokutu ABCD vrijedi

a*+ ¢ =e* + 2 +2dbcos(y + 9). (2.10)

Dokaz. U trokutima ADC i BCD vrijedi cosd = % icosy = bz;‘;;f *. Uvrstimo Ii
prethodne jednakosti u (2.6), slijedi tvrdnja korolara.

= +d+ - -+ -0 =+ f2+2dbcos(y + 6)

a’+ct=e* + f2 +2dbcos(y + )

m]
Pomocu prethodnog korolara joS jednom ¢emo izvesti karakterizaciju trapeza.
Korolar 2.3.3. U cetverokutu ABCD vrijedi
2d-b+ad*+c* > e+ f2 (2.11)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je AD || BC, tj. ako je ABCD trapez.

Dokaz. Bududi da je cos(y + ) > —1, dokaz slijedi iz prethodne relacije (2.11)). Jednakost
vrijedi ako i samo ako je cos(y + d) = —1, odnosno y + ¢ = 180°, tj. AD || BC. O

Pomocu prethodnog korolara izvest éemo jo$ jednu karakterizaciju paralelograma.

Korolar 2.3.4. U cetverokutu ABCD vrijedi nejednakost
(a+c) +(d+Db)? =2+ f2). (2.12)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je cetverokut ABCD paralelogram.

Dokaz. Dokaz provodimo pomocu prethodnog korolara. Znamo da, uz nejednakost iz
prethodnog korolara, vrijedi i 2ac + b*> + d*> > e* + f*. Zbrajanjem dobivamo

@ +2ac+c+d* +2db+ b* > 2% + 2%

Pretpostavimo da vrijedi jednakost u (2.12). Tada vrijedi jednakost u (2.11)) te vrijedi
2ac + b* + d* = €* + f*. Jednakost u (2.11) povlaci da je AD || BC, a 2ac + b* + d* povlaci
daje AB || CD tj. ABCD je paralelogram. m|
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Prisjetimo se Stewartsovog teorema za trokut.

Teorem 2.3.5 (Stewartsov teorem). Neka je ABC trokut sa stranicama duljina a, b i c,
neka je D tocka na stranici BC. Ako je |AD| = d, |BD| = m i |CD| = n, onda vrijedi
b*m + *n = (d> + mn)a.

Dokaz Stewartsovog teorema Citatelj moZe pronadi u [Sl]. Sada dajemo poopcenje za
cetverokut.

Slika 2.9:

Teorem 2.3.6. Ako se dijagonale cetverokuta ABCD sijeku u tocki O, onda vrijedi relacija
|ABI* - |OC| - |0D| + |BC[* - |OD| - |0A| + [CDJ* - |OA| - |0B| + |DAF* - |0B| - |0C|
= |AC| - |BD|(JOA| - |OC| + |OB| - |OD)). (2.13)

S
A

B

Slika 2.10:

Dokaz. Neka je @ mjera kuta ZAOB (Slika 2.10). Primjenimo kosinusov teorem na trokute
AOB, BOC, COD i DOA. Imamo redom:

IAB|* = |OA[* + |OBJ? — 2|0A]| - |OB| cos a,
|IBC|*> = |OBf + |OCJ* = 2|0B| - |OC| cos(n — ),
|CDJ?> = |OCJ* + |OD|* = 2|0C - |OD|cos a,
IDA)? = |OD)? + |OA)* = 2|0D| - |OA| cos(n — ).
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Dalje je
|ABJ* N |BCP N |ICDP?
|OA| - |0B|  |0B|-10C|  |OC]|-|OA|
OA OB OB ocC
= (u + u —2cosa) + (u + u +2cosa)
|OB|  |OA| lOC|  |OB|
ocC oD oD OA
+ (u + u —2cosa) + (u + u +2cosa)
|OD|  |0C| |OA|  |OD|
|OA| |OC|  ~ |0B| |0D| |OB| |0D| |0C|  |OA|
= ( + )+ ( + )+ ( + )+ ( + )
|OB| |OB| |OA|  |OA]| |OC|  |OC] |OD|  |0OD|
|AC| |BD| |BD| |AC]
= + + + ,
|OB| |OA| |OC| |0OD|
1z Cega slijedi (2.13)). O

Napomena 2.3.7. Relacija ne vrijedi za nekonveksni cetverokut. Postoji slicna re-
lacija za nekonveksni Cetverokut. Vidi [2)].

Napomena 2.3.8. Relacija (2.13)) je prosirenje Stewartsovog teorema za Cetverokute.
Uocimo da Teorem 2.3.5 takoder daje relaciju paralelograma (1.1)).
Korolar 2.3.9. Ako je cetverokut ABCD paralelogram, onda vrijedi
A+ +C+dP =+ 2 (2.14)

Dokaz. U paralelogramu ABCD vrijedi |0A| = |0C| = ¥ i |0B| = [0D] = 22, Ako to
uvrstimo u (2.13)), dobivamo (2.14). i

2.4 Bretschneiderova formula

U ovoj tocki dajemo iskaz i dokaz Bretschneiderovog teorema koji je zapravo poopcéenje
Ptolomejevog teorema za tetivan Cetverokut, kojeg smo spomenuli u Poglavlju 1.

Teorem 2.4.1 (Bretschneiderov teorem). U cetverokutu ABCD vrijedi relacija

(ef)* = (ac)* + (bd)* — 2abcd cos(B + 9). (2.15)
Dokaz. Konstruiraymo trokut ADE slican trokutu ABC kao na Slici 2.11: Z/ABC = /ADE
1 /BAC = /DAE. Zbog sli¢nosti trokuta vrijedi ;—’ = 'Db—El = @, iz Cega slijedi

b-d
|DE| = — (2.16)
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Slika 2.11:
i
d _a
JAE| ¢

Koristeci prethodne jednakosti 1 jednakost ZEAC = /DAB, slijedi da je AEAC ~ ADAB.

Stoga je £ 'b}cl iz Cega slijedi

Ec) =L (2.17)
a

Primjenimo kosinusov teorem na trokut EDC Vrijedi |[EC|* = |ED|*+c*=2c|ED| cos(5+9).
Zamjenimo li |[ED| i |EC| s (2.16)) i ( imamo

. b-d b-d
(_e f)2 = (—)* + % = 2c— cos(B + 0),
a a a

iz Cega slijedi (2.15)). m|
Kao posljedicu Bretschneiderova teorema dobivamo Ptolomejevu nejednakost.
Teorem 2.4.2 (Ptolomejeva nejednakost). U cetverokutu ABCD vrijedi
e-f<a-c+d-b. (2.18)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je cetverokut ABCD tetivan.
Dokaz. Bretschneiderovu formulu moZemo zapisati 1 na sljedeci nacin
(ef)? = (ac)* + (db)* + 2abcd — 2abcd(1 + cos(B + 9))

= (ac + db)* — 4abcd cos* —— P+ 2

odakle je (ef)* < (ac+db)? pa -i vrijedi. Jednakost vrijedi ako i samo ako cos =~ ﬁ 0 =0,
odnosno 5 + ¢ = 180°, Sto znaci da je Cetverokut tetivan. m|
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Teorem 2.4.3 (Ptolomejev teorem). Ako je ABCD tetivni cetverokut, onda vrijedi
e-f=a-c+d-b.
Dokaz. Dokaz slijedi iz prethodnog teorema. m|

Korolar 2.4.4. Ako su nasuprotni kutovi u cetverokutu ABCD komplementarni, onda vri-
Jjedi jednakost
(e- Y =(a-c)+b-d)> (2.19)

Dokaz. Dokaz slijedi iz (2.15). O

Teorem 2.4.1 je Bretschneiderova formula u produktnom obliku, a sada ¢emo izvesti
sli¢nu formulu u kvocijentnom obliku.

Teorem 2.4.5. U konveksnom cetverokutu ABCD vrijede jednakosti

f_2 _ (ad + be)((ad + be)(ac + bd) — 2abed(cos B + cos 6))
€2 (ab + cd)((ab + cd)(ac + bd) — 2abcd(cos a + cos v))

(2.20)

f_2 _ a’d* + b*c* — 2abcd(cos B + cos 6))
€2 a*b? + c2d? — 2abed(cos @ + cosy))

2.21)

Dokaz. Primjenimo li kosinusov poucak na trokute ABC 1 ADC imamo

a’>+b* - f? N A+ d? - f?

2ab 2cd
_ (ad + bc)(ac + bd) - f*(ab + cd)
B 2abcd ’

cosfB+cosd =

odakle slijedi

(ad + bc)(ac + bd) — 2abcd(cos B + cos )
f= ab + cd : ' 2.22)

Na slican nacin dobijemo

2 (ab + cd)(ac + bd) — 2abcd(cos a + cosy)
B ad + bc ’

Jednakost (2.20) dobijemo iz (2.22)) i (2.23]). Slicno dobivamo i jednakost (2.21). O

(2.23)
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2.5 Zadaci

U ovom poglavlju rijesiti éemo nekoliko zadataka vezanih uz metricke relacije u konveks-
nom cCetverokutu.

Primjer 2.5.1. Konveksan cetverokut je dijagonalama podijeljen na Cetiri trokuta. Tri
trokuta imaju povrsine 2, 3, 4. Kolika sve moZe biti povrsina cetverokuta?

Ve

Slika 2.12:

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati sljedecu tvrdnju: Ako je konveksan Cetverokut podijeljen dija-
gonalama na Cetiri trokuta, onda je umnozak povrs$ina dvaju trokuta koji nemaju zajednicke
stranice jednak umnosku povrsina preostalih dvaju trokuta. To znaci, da uz oznake kao na
Slici 2.12 vrijedi P1P; = P,P,. Kako je sin(¢ — 7r) = sinm, vrijedi: 2P; = mpsing,
2P, = pnsing, 2P3 = ngsing, 2P, = gmsing. Dalje je 2P, - 2P3; = mpsing - ngsing =
pnsing - gmsing = 2P, - 2Py, tj. Py - P; = P, - P,. Budu¢i da vrijede brojevne jedna-
kosti: 2-3=4-2,3-4=2-6,4-2=3-%, povrina Cetvrtog trokuta moZe biti 3, 6, 5.
Kako je povrsina polaznog Cetverokuta P = Py + P, + P3 + P4, slijedi da P moZe poprimiti
vrijednosti % 15, ? O

Primjer 2.5.2. Kolika je najveca moguca povrsina konveksnog cetverokuta sa stranicama
1,4,7i8?

Dokaz. Znamo formulu (2.3)) za povrsinu bilo kojeg konveksnog cetverokuta. OCito je
P < V(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d), gdje je jednakost ispunjena za cosz(ﬂ%s) = 0. To vrijedi
samo kada je 8+ 6 = 180°, Sto znaci da je povrSina makismalna za Cetverokut upisan u

kruznicu, odnosno za tetivni ¢etverokut. Odredimo s: s = % = 10. Uvrstimo li s u
formulu te dobijemo da je maksimalna povrsina jednaka P = v9-6-3-2 = 18. O

Primjer 2.5.3. Ako je Cetverokut istovremeno tetivan i tangencijalan, onda mu je povrsina
Jjednaka korijenu umnoska duljina njegovih stranica, tj.

P = Vabcd.
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Dokaz. Buduéi da je Cetverokut tetivan vrijedi formula P = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d),
a budu¢i da je i tangencijalan vrijedi da je a + ¢ = b + d. Stoga je

1 1 1 1
P:\/i(c+d+b—a)~E(c+d+a—b)-§(a+b+d—c)-§(a+b+c—d)

2 2 2 2
_\/EC.Ed.Ea-Eb_ Vabcd.

Time je zadatak rijeSen. O



Poglavlje 3

Neke osobite tocke u konveksnom
cetverokutu

U ovom poglavlju bavimo se osobitim tockama u ¢etverokutu, po analogiji s trokutom.

3.1 Konveksni cetverokut i tocka

U ovom odjeljku promatramo neke posebne tocke u Cetverokutu vezane za ekstermalne
vrijednosti.

Teorem 3.1.1. Sjeciste dijagonala u cetverokutu je tocka u ravnini za koju je zbroj udalje-
nosti od vrhova cetverokuta minimalan.

AWB

T

Slika 3.1:

Dokaz. Neka je ABCD konveksni Cetverokut, AC N BD = {S}i T tocka u ravnini razlicita
odS, T # §. (Slika 3.1) Promatrajmo trokute DT B 1 CTA. Vrijedi |DT| +|TB| > |BD| =

32
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|IBS|+|SD|1|CT|+|CA| > |AC| = |AS|+|SC|. Kakoje T # S, jednakost ne moZe vrijediti.
Stoga je |TA| + |TB|+ |TC| + |TD| > |SA| +|SB| +|SC| + |S D|, §to znaci da se najmanji
zbroj udaljenosti do vrhova Cetverokuta postize za tocku S . O

Za dokaz sljedeceg teorema (Leibnizova relacija) potrebna nam je pomoc¢na lema koju
¢emo sada iskazati 1 dokazati.

Lema 3.1.2. U cetverokutu ABCD vrijedi jednakost

IACP? + |BDJ?

|GA)? + |GB* + |GCJ* + |GD|* = +|EF)? (3.1

gdje su redom E,F i G polovista duzina AC, BD i EF.

Slika 3.2:

Dokaz. Izrazimo duljine teZi$nica GE i GF trokutova AGC i BGD. Imamo:

3 2(|GAP? + |GC?) — |AC)?

GE’ = :
IGE| 1
2(/GB|* + |GDP?) - |BDJ?
4
Zbrajanjem ovih jednakosti slijedi (3.1)). O

Teorem 3.1.3 (Leibnizova relacija). Ako je X proizvoljna tocka u ravnini cetverokuta
ABCD. Tada vrijedi jednakost

IXAP> + |XB]* + |[XC|* + |XD* = 4XGJ* + |GA| + |GB|* + |GC)* + |GDJ>. (3.2)
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Slika 3.3:

Dokaz. Promotrimo trokute XAC, XBD i XEF kao na Slici 3.3. Vrijedi:

_ 2(IXAP + IXCP) - |ACP

XEP = ,

|XE| 1
XFP = 2(IXB* + |XDI*) — |BD|?
- 7 ,
XGP: = 2(XE|? + |XF*) — |[EFJ?
1 .

Uvrstimo li izraze |XE|* i [XF|* u posljednju jednakost, te iskoristimo prethodnu lemu,
dobivamo (3.2)). o

Kao posljedicu prethodnog teorema dobivamo tocku u ravnini Cetverokuta za koju je
zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova Cetverokuta najmanji mogudi.

Korolar 3.1.4. Ako je X proizvoljna toc¢ka u ravini cetverokuta ABCD onda vrijedi
1
IXAP® + [XBI* + IXC]* + |XDI* — 4]XG|* = Z(az +b+F+d+ e+ ), (3.3)

odnosno .
IXA? + |XB + |XC]* + |XDJ* > Z(az +0+ A+ dP+ e+ ). (3.4)

Prema tome, zbroj | XA|* +|XBJ*> +|XCJ? +_|XD|2je minimalan ako i samo ako se X podudara
s tockom G, gdje je G poloviste duZine EF'.

Dokaz. Jednakost (3.3) slijedi iz (2.1)), (3.1) i (3.2). Nejednakost (3.4) slijedi direktno iz
(3. 0
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3.2 Varignonov teorem i srodni rezultati

U ovom odjeljku promatramo jednostavan teorem u cetverokutu nazvan po francuskom
matematicaru 1 fiziCaru Pierreu Varignonu (1654. - 1722.).

Teorem 3.2.1 (Varignonov teorem). Cetverokut kojem su vrhovi polovista nasuprotnih
stranica Cetverokuta ABCD je paralelogram.

Slika 3.4:

Dokaz. Promotrimo Sliku 3.4.Buduéi da su MN i PQ srednjice trokutova ABC i ADC,
vrijedi MN || AC, |MN| = @ i PO || AC, |PQ| = @. Slijedi da je |[MN| = |PQ| i
MN || PQ, odnosno da je MNPQ je paralelogram. O

Napomena 3.2.2 (Posljedice Varignonovog teorema).

(i) Ako su dijagonale cetverokuta ABCD okomite, onda je cetverokut kojemu su vrhovi po-
lovista nasuprotnih stranica od ABCD pravokutnik.

Slika 3.5:

(ii) Ako su dijagonale cetverokuta ABCD jednake duljine, onda je cCetverokut kojemu su
vrhovi polovista nasuprotnih stranica od ABCD romb.
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Slika 3.7:

(iii) Ako su dijagonale cetverokuta ABCD okomite i jednake duljine, onda je cetverokut
kojemu su vrhovi polovista nasuprotnih stranica od ABCD kvadrat.

Navedimo sada joS nekoliko svojstava Cetverokuta koji su srodni Varignonovom te-
oremu.

Teorem 3.2.3. Srednjice cetverokuta ABCD sijeku se u tocki G koja je poloviste obiju
srednjica.

Dokaz. Neka je G sjeciste dijagonala MP i ON. Tada je G poloviite tih duZina. Kako su
MF i PE srednjice trokutova ABD i ACD, MEPF je paralelogram s dijagonalama MPi
EF. Stoga dijagonala EF prolazi polovistem duZine MP, tj. totkom G. Zakljuujemo,
srednjice Cetverokuta sijeku se u tocki G koja je ujedno i poloviste tih srednjica. O
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Slika 3.8:

Teorem 3.2.4. Povrsina paralelograma MNPQ jednaka je polovini povrsine Cetverokuta
ABCD, te je opseg paralelograma jednak zbroju duljina dijagonala cetverokuta ABCD.

Slika 3.9:

Dokaz. Kakosu OM, MN, NP, @odgovarajuée srednjice, slijedi Pypo = iPABD, Pcpy =
‘—I‘PBCD, Pypy = iPABc, Popp = %PACD. Zbrajanjem prve dvije i druge dvije jednakosti
dobvamo

Pamo + Pcpn = ZPABCD,
Pypn + Popp = ZPABCD-
Dalje imamo
1
Pamo + Pcpn + Pypy + Popp = EPABCD
Pynro = Pascp — (Pamo + Pepn + Pusn + Popp)
1
= Pupcp — EPABCD
1
= =Papcp.

2
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Takoder, |PQ| = %|AC| = |MN|1|0OM| = %lBD| = |PN|. Zbog toga je opseg paralelograma
jednak zbroju duljina dijagonala. O

3.3 Teziste i teziSnice Cetverokuta

Definicija 3.3.1. Neka je ABCD cetverokut, Ty, T,, T5 i T, teZista trokuta redom BCD,
CDA, DAB i ABC. Duzine AT,, BT,, CT5 i DT, nazivaju se teZisnice cetverokuta ABCD.
(Slika 3.10)

Slika 3.10:

U daljnjem tekstu koristiti ¢emo notaciju iz prethodne definicije.

Teorem 3.3.2. TeZisnice Cetverokuta sijeku se u jednoj tocki - teZistu Cetverokuta. TeZiste
Cetverokuta dijeli svaku teZisnicu u omjeru 3 : 1, mjereci od vrha cetverokuta.

Dokaz. Tezista trokuta BCD, CDA, DAB 1 ABC oznac¢imo sa Ty, Tg, Tc 1 Tp. Ako su
to¢ke E i F polovita duZina BD i AD, tada je |CT4| = 3|CE|i |CT5| = 2|CF|, zbog ega
su trokuti CEF 1 CT4Tp homoteti¢ni sa srediStem homotetije u tocki C i koeficijentom
homotetije % Zato je |TATg| = %lEF |i T,Tp || EF. Duzina EF je srednjica trokuta ABD,
paje |EF| = %IABI 1 EF || TATg. Zakljucujemo

1
ITaTsl = IABI. TuT5 || AB 3.5)

Neka se teziSnice AT, 1 BT Cetverokuta ABCD sijeku u tocki T, tada su, zbog l|
trokuti 71AB i T\ T4Tp homoteti¢ni sa srediStem homotetije u tocki 7' i koeficijentom %
Zato je

1 1
71Tl = §|T1A|, |T,Tp| = §|TIB| (3.6)
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Ako se teziSnice BTp i CT¢ sijeku u tocki T, a teziSnice CT¢ 1 DTp u toCki T, na isti
nacin se dokaze da je

1 1
|T,Tp| = §|TzB|, T, T¢| = §|T2C| (3.7)

odnosno | )
IT5T¢| = §|T3C|,|T3TD| = §|T3D|- (3.8)

Iz (3.6), 3.7) i (3.8) zakljucujemo da su tocke Ty, T, i T ista tocka, koju smo na slici
oznacili s T. Time je dokazano da se teZiSnice Cetverokuta sijeku u istoj tocki - teziStu

c¢etverokuta. Iz (3.6), (3.7) i (3.8)) takoder slijedi
|TA| : |TTA| =I|TB|: |TTg| =|TC|: |TTc|=|TD|:|TTp|=3:1
Sto je drugi dio teorema. O

Teorem 3.3.3. Neka je ABCD cetverokut i neka su Ty, T,, T5 i T4 redom teZista trokuta
BCD, CDA, DAB i ABC.Tada vrijedi:

(a) T'\T || AB, T>T3 || BC, T5T4 || CD i T\ T4 || AD;
(b) Papcp = OPr1,157,-

Slika 3.11:

Dokaz. Neka je M poloviste duzine BC. Stoga je AM teZi%nica trokuta ABC i totka T,
se nalazi na udaljenosti % izmedu A i M, |T,M| = %IAM |. DM je teZisnica trokuta DCB
1|DT,| : |[TyM| = 2 : 1. U trokutu ADM imamo TT, || AD i |T\T4| = %IADI. Takoder,
T\T> | ABi|T\T,| = 3|AB|, T>T5 || BC i |T>T5| = 1|BC|, T5T4 || CD i |T5T4| = |CDI.
ZakljuCujemo da je T,T,T5T, ~ ABCD s koeficijentom sli¢nosti %, stoga je Kagcp =
9KT1T2T3T4' o

Navedimo sada nekoliko teorema vezanih uz teZiSte Cetverokuta.
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Primjer 3.3.4. Neka je ABCD konveksni Cetverokut i tocke T, T, Ts i Ty teZista trokuta
BCD, CDA, DAB i ABC. DokaZimo da su cetverokuti ABCD i T\T,T5T, slic¢ni i odredimo
omjer njihovih povrsina.

Dokaz. Nekaje S sjeciste dijagonala. Imamo 7', T, = ﬁ —S_T1> - §¢ J“ZD)*S—)A - ﬁ*‘g_f*ﬁ =

Q—S—é B_)A e 4 e A —_—> —_— — —_— = "l
> = 5, paje AB = =3TT, i analogno BC = =371,T3, CD = =3T5T4, DA = 3T Ty,

—> —
BD = -3T,T,. ZakljuCujemo da je ABCD ~ T,T,T5T, 1 da je povrSina Cetverokuta ABCD
devet puta veca od povrSine Cetverokuta 7', T,T5Ty. O

Primjer 3.3.5. Neka je ABCD konveksni Cetverokut, T, teZiste trokuta BCD i_Tl teZisnica
od ABCD. Na slican nacin definiramo tocke T, Ts, Ty i teZisnice AT,, AT5, AT4. PokaZimo
sljedece:

(a)
AT\P 3@ +d>+e*) -+ A+ )
1 = )
9
(D)
! 4
AT ]* = §(a2 +++d e+ ).
i=1
Dokaz.

(a) 1z Teorema 3.3.2 znamo da se teZiSnice Cetverokuta sijeku u jednoj tocki 7 1 da vrijedi

ITTsl  |TTy| |TTcl [TTp| 1

ITA|  |TB| |TC| |TD| 3

Neka je M poloviste stranice BC. Iz Stewartovog teorema (Teorem 2.3.5) znamo da u
trokutu AMD vrijedi |AM|? - |ToD| + |AD|* - |MT,| = |MTy| - |ToD| - IMD| + |AT4|* - IMD|.
Ali [TyD| = 2|TyM|1|MD| = 3|T4M|. Stoga je

2|MDJ?

2. |MAP + |ADP = + 3|AT, .

Iz formule za duZinu teZiSnice dobijemo

3b? b?
357 + 3¢* — =R +3d° =+ f° - = +9|AT, |

pa je

3@ +d*+e*)— b+ A2+ f?)
5 .

(b) Analogno zapisemo formule za kvadrate ostalih teZiSnica |AT,|*, |AT:)? i |AT4>. Zbro-
jimo ih 1 dobijemo trazenu sumu. m|

AT, |* =
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3.4 Zadaci

Sada ¢emo rijesti nekoliko zadataka vezanih uz osobite tocke u konveksnom cetverokutu.

Primjer 3.4.1. Vrhovi cetverokuta su tocke A(-2,5), B(3,4), C(4,—-1)i D(—1, —-4). Izracunajte
koordinate teZista i duljinu teZisnice cetverokuta povucene iz vrha A.

Dokaz. Trebamo izraCunati udaljenost t4 = |AT 4|, gdje je T4 teZiSte trokuta BCD. Kako je

T, = (x3+x3c+xp, y3+y3c+yd), tj. Tq = (3“‘?—1’ 4—;—4), T, =(2, —%), slijedi da je

1 16
zA:\/(2+2)2+(—§—5)2: \/16+%

16 25
— 1601+ -2y = 16 2,
\/ (I+3) \/ 9
20

tj. ty = 3- O

Primjer 3.4.2. Srednjice konveksnog cetverokuta dijele taj Cetverokut na Cetiri Cetverokuta.
Povrsine triju od njih su 8, 16, 20. Kolika je povrsina cetvrtog cetverokuta?

Slika 3.12:

Dokaz. Pogledajmo Sliku 3.12. Znamo da je KLMN paralelogram, pri ¢emu je Poyax +
Porcu = Poksr + Poupy = 3P

1
Ponk = Pokt = Porm = Poun = gP (3-9)

P je povrSina promatranog cetverokuta ABCD. Ozna¢imo li zadane povrSine P, = 8,
P, = 16, P; = 20 i nepounatu s P4, moguéa su tri slucaja
DP+Py=Py+P3;=>P,=28= P =72,
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2)P,+Py =P +P;=> P,=12= P =56,

3P+ P, =P, +P,=Py,=4= P =48.

Razmatrajudéi svaki od tih slucajeva, a zbog , mora biti P; > %P (i=1,273,4), za-
kljucujemo da je moguce samo P, = 12. O

Primjer 3.4.3. Na stranicama AB i CD paralelograma ABCD odabrane su tocke E i F
tako da je |AE| = |CF|. DokaZite da duZina EF prolazi sjecistem dijagonala promatranog
paralelograma.

Slika 3.13:

Dokaz. Dovoljno je dokazati da duZina EF raspolavlja dijagonalu AC. Kako je |AE| =
|[FC|1AE || FC, slijedi da je Cetverokut AEFC paralelogram, zbog cega se njegove dija-
gonale EF 1 AC raspolavljaju. Time je tvrdnja zadatka dokazana. O

Primjer 3.4.4. Paralelogramu ABCD upisan je paralelogram KLMN, tako da se na svakoj
stranici polaznog paralelograma nalazi jedan vrh upisanog paralelograma. DokaZite da ti
paralelogrami imaju zajednicko sjeciste dijagonala.

Slika 3.14:

Dokaz. Neka su vrhovi paralelograma KLMN na stranicama paralelograma ABCD kao na
Slici 3.14. Kako je KL || NM i |KL| = |MN]|, slijedi da su trokuti KBL i MDN sukladni
(K — S — K poucak). Zato je |BK| = |MD|, odnosno |AK| = |[MC]|. 1z posljednje jednakosti,
prema prethodnom zadatku slijedi tvrdnja zadatka. m|
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Primjer 3.4.5. Unutar konveksnog cetverokuta postoji takva tocka da svaki pravac koji
njome prolazi dijeli Cetverokut na dva dijela jednakih opsega. DokaZite da je taj cetverokut
paralelogram.

Slika 3.15:

Dokaz. Neka je S tocka koja ispunjava uvjete zadatka. neka dva pravca tom tockom sijeku
nasuprotne stranice kao na Slici 3.15. Uz oznake kao na slici vrijedi:

ai+d+ci+y+sy=x+a,+b+c+ s,
x+a+d+ci+si=a+b+c+y+ s

Oduzmemo li ove dvije jednakosti, dobijemo y — x = x — y, odnosno x = y. Vidimo da bilo
koja dva takva pravca tockom § odsjecaju na drugim dvama pravcima jednake odsjecke.
To je moguce samo ako su ta druga dva pravca usporedna i ako je to¢ka S jednako udaljena
od njih. Ako pravci toc¢kom § sijeku drugi par nasuprotnih stranica, tada istim postupkom
zakljuujemo da su i te stranice usporedne. Na temelju svega zaklju¢ujemo da je Cetverokut
paralelogram, a tocka § je sjeciSte njegovih dijagonala. O

Primjer 3.4.6. DokaZite da se od stranica bilo kojeg cetverokuta moZe napraviti trapez.

Slika 3.16:
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Dokaz. Oznalimo duljine stranica Cetverokuta s a, b, cid te nekaje a < b < ¢ < d. Kako
jeb+d+c> a,slijedi da je
b+c>a-d (3.10)

Ako je a —d = 0, tada su prema postavljenim uvjetima duljine svih stranica jednake, pa
je Cetverokut romb, a time i trapez. Promatrajmo sada slucaj a —d > 0. Zbog
postoji trokut ¢ije su duljine stranica b, ¢ 1 a — d. Neka je to trokut BCE, kao na Slici
3.16. Produzimo duZinu BE preko E do to¢ke A, tako da je |AE| = d. Konstruirajmo tocku
D, tako da je Eetverokut AECD paralelogram. Cetverokut ABCD je trapez &ije su duljine
osnovica a i d, a duljine krakova b i c. m]
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Sazetak

Na pocetku rada prisjeCamo se osnovne podjele etverokuta, temeljnih pojmva i Cinjenica
potrebnih za ostatak rada. U drugom poglavlju bavimo se Eulerovim teoremom koji je
poopéenje relacije paralelograma, dajemo formulu za povrSinu opéeg konveksnog cetverokuta
1 proSirenje Teorema o kosinusu. Dajemo 1 poopéenje dobro poznatog Ptolomejevog te-
orema. U treCem poglavlju definiramo teziSte 1 teZiSnice Cetverokuta, dajemo iskaz i do-
kaz Varignonovog teorema i njegove posljedice, te se bavimo drugim osobitim to¢kama u
cetverokutu.



Summary

At the beginning of the paper, we recall the basic classification of the quadrilateral, the
basic concepts and facts needed for the rest of the paper. In the second chapter we deal with
the Euler’s theorem which is a generalization of the relation of parallelograms, we give a
formula for the surface of a general convex quadrilateral and an extension of the cosine
theorem. We also give a generalization of the well-known Ptolemy’s theorem. In the third
chapter, we define the centroids and the medians of the quadrilateral, give a statement and
proof of Varignon’s theorem and its consequences, and deal with other significant points in
the quadrilateral.
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