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Uvod

�Covjekova je sposobnost paralelne obrade informacija i obavljanja raznih funkcija, kao�sto
su primjerice prepoznavanje lica i razumijevanje prirodnog jezika, rezultat slo�zene struk-
ture neurona u ljudskom mozgu. Biolo�ska neuronska mre�za sastoji se od otprilike 1011

neurona medusobno povezanih sinapsama. Dio neuronske strukture je uroden, dok se os-
tatak razvija tijekom�zivota. Te se promjene o�cituju u osna�zivanju, odnosno slabljenju
nekih sinapti�ckih veza. Upravo je biolo�ska grada neurona bila inspiracija za konstrukciju
umjetnih neuronskih mre�za.

Umjetne neuronske mre�ze apstrakcija su biolo�skih i puno su jednostavnije grade. Os-
tvarene su u najvécoj mjeri u obliku programskog k̂oda te nemaju sposobnosti ni pribli�zne
ljudskom mozgu. Unato�c tomu, one u posljednje vrijeme nalaze primjenu u sve vi�se dje-
latnosti. Neuronske se mre�ze tako mogu koristiti u zrakoplovstvu, bankarstvu, medicini
i robotici te mnogim drugim podru�cjima u kojima poma�zu ili samostalno obavljaju razne
analize, procjene ili predvidanja.

U ovom ćemo radu dati pregled osnovnih pojmova vezanih za umjetne neuronske
mre�ze. Opisat́cemo matemati�cki model neurona te prou�citi razli�cite na�cine njihova po-
vezivanja u mre�zu. Razradit́cemo neke od metoda i algoritama koji se koriste u u�cenju
umjetnih neuronskih mre�za. Na krajúcemo odabrati neku od opisanih struktura i primije-
niti ju na problem prepoznavanja uzoraka.

1





Poglavlje 1

Motivacija i primjena neuronskih mre �za

1.1 Neuronske mre�ze kao grana strojnog u�cenja

Pojam strojnog u�cenja i umjetne inteligencije�cesto budi ljudsku ma�stu te svi odmah po-
misle na robote koji imaju vlastitu volju ili na sli�cne �lmske interpretacije.Umjetnom
inteligencijom smatramo svaki nebiolo�ski sustav koji ima sposobnost rje�savanja dosad
nevidenog problema [14].Strojno u�cenjegrana je umjetne inteligencije koja se bavi ra-
zvojem metoda i algoritama pomoću kojih ra�cunalo nizom iteracija (u�cenjem) pobolj�sava
obavljanje nekog zadatka. Svim je podru�cjima strojnog u�cenja zajedni�cka velika koli�cina
podataka i nepostojanje eksplicitnog algoritma za rje�savanje problema nad tim podatcima.
Jedan od prvih sustava strojnog u�cenja koji je u�sao u svakodnevnu upotrebu i svakodnevno
ga koriste milijuni ljudi jespam�lter, odnosno sustav koji na temelju sadr�zaja poruke elek-
troni�cke po�ste istu razvrstava u ne�zeljenu, odnosno�zeljenu po�stu (engl.spam or ham) [5].
Podru�cje strojnog u�cenja koje se oslanja na neuronske mre�ze naziva seduboko u�cenjete
su ta dva pojma usko povezana i�cesto se koriste naizmjeni�cno.

Slika 1.1: Neuronske mre�ze grana su strojnog u�cenja

3



4 POGLAVLJE 1. MOTIVACIJA I PRIMJENA NEURONSKIH MRE�ZA

Uobi�cajeno je da se neki projekt u strojnom u�cenju odvija u sljedécim koracima [5]:

� analiza podataka

� izbor modela za u�cenje

� u�cenje na podatcima

� testiranje i validacija

� primjena modela na nepoznatim podatcima.

Slika 1.2: Pristup problemu strojnog u�cenja

Najva�zniji je od gornjih koraka u�cenje na podatcima, te je to korak koji zahtjeva najvi�se
vremena i ra�cunalne snage. U toj fazi u�cenja o�cekujemo samostalnu prilagodbu parametara
neuronske mre�ze s ciljem da mre�za �sto to�cnije predvidi neku dosad nevidenu instancu
danog problema.

1.2 Osnovni pojmovi

Osnovni gradevni element neuronske mre�ze, prema njezinom biolo�skom uzoru, nazivamo
neuron. U literaturi se�cesto koristi i naziv jedinica (engl.unit) [12]. Neurone spajaju
veze koje imaju svojete�zine, �sto poistovjécujemo sa sinapsama i njihovom snagom. Ako
je ulazni signal neurona dovoljno jak, neuronće proslijediti signal sljedécim neuronima.
Vrijednost koju neuron treba dostići da bi proslijedio signal nazivamoprag (engl. bias).
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Upravo su te�zine veza medu neuronima i prag oni parametri mre�ze koji se prilagodavaju
tijekom faze u�cenja. Iz ove osnovne ideje razvili su se razni modeli neurona koji se uglav-
nom razlikuju prema tome na koji na�cin prosljeduju signale. Neurone grupiramo uslojeve,
a svi slojevi�cine neuronsku mre�zu. Ulazni se signali ponekad nazivajuulaznim slojem,
medutim on se ne sastoji od neurona. Osim ulaznog sloja, mre�za mora imati iizlazni sloj.
Réci ćemo da se radi o jednoslojnoj neuronskoj mre�zi ako se ona sastoji samo od ulaznog
sloja (ulaznih podataka) i izlaznog sloja neurona. Kada mre�za izmedu ulaznog i izlaznog
sloja ima jedan ili vi�se slojeva neurona, te slojeve nazivamoskrivenim slojevima. Neuroni
u istom sloju nisu medusobno povezani, već je svaki neuron sloja povezan s nekim neuro-
nima u sljedécem sloju. Slika 1.3 prikazuje na�cin povezivanja neurona u mre�zu. Gore
opisana mre�za naziva seacikli �cka, najjednostavnije je grade te je osnova za sve druge
arhitekture.

Uo�cimo da je broj neurona u izlaznom sloju, kao i broj ulaza mre�ze, odreden prirodom
problema. Primjerice, ako�zelimo ulazne parametre podijeliti u 10 klasa, tadaće izlazni sloj
takve mre�ze sadr�zavati 10 neurona. Broj neurona u skrivenim slojevima te�ze je odrediti te
se on razlikuje od problema do problema.

Slika 1.3: Neuroni povezani u slojeve

Jedan se ulazni podatak mo�ze sastojati od vi�se signala koji se nazivaju izna�cajke (engl.
feature), dok ciljni podatak nazivamooznaka (engl. label). Uobi�cajeno je da se ulazni
podatci dijele naskup za u�cenje, skup za validaciju i skup za testiranje kako bi se
osigurao ispravan rad mre�ze na dosad nevidenim podatcima. Ako ne osiguramo pravilnu
podjelu ovih podataka, mo�ze dóci do problemapretreniranosti . To je pojava u kojoj se
mre�za u potpunosti prilagodi podatcima za treniranje i gubi mogućnost prilagodbe novim
instancama problema (engl.over�tting). Skup podataka za testiranje koristi se samo za
evaluaciju mre�ze, te se ti podaci ne smiju koristiti u algoritmima za u�cenje.

Pri konstrukciji neuronske mre�ze postoje raznihiperparametri koje mo�zemo prilago-
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davati. Hiperparametri su vrijednosti koje se kroz samo u�cenje ne mijenjaju, ali utje�cu na
e�kasnost u�cenja mre�ze, poput primjerice broja slojeva. Usredoto�cimo li se na jedan hi-
perparametar, prirodan bi na�cin bio da poku�samo trenirati mre�zu nekoliko puta, svaki puta
s razli�citom vrijedno�sću odabranog hiperparametra i odlu�cimo se za onaj koji daje najbolje
rezultate na skupu za testiranje. Medutim, kada neuronsku mre�zu stavimo u uporabu, mo�ze
se ispostaviti da su joj performanse zna�cajno lo�sije od onih na skupu za testiranje. Raz-
log tome je�sto smo ponovljenim treniranjem i testiranjem mre�zu implicitno prilagodili i
skupu podataka za testiranje, pa mre�za u stvarnosti nema sposobnost prilagodavanja novim
podatcima.

Rje�senje ovog problema je dodatni skup podataka koji nazivamo skup za validaciju.
Nakon�sto faza u�cenja zavr�si i kada mre�za posti�ze zadovoljavajúce rezultate na skupu po-
dataka za validaciju, tada na podacima za testiranje mo�zemo provjeriti je li spremna za
stvarnu uporabu.

1.3 Primjena

U posljednjih je nekoliko godina interes za umjetne neuronske mre�ze ponovno porastao,
prvenstveno zbog velikog razvoja ra�cunalne móci, �sto je dovelo do porasta kapaciteta ne-
uronskih mre�za i zna�cajnog napretka u njihovu razvoju.

Neuronske mre�ze koriste se u raznim podru�cjima kojima je zajedni�cka velika koli�cina
podataka. Neki od najslikovitijih primjera dolaze iz podru�cja kao�sto su obrada slike i
prepoznavanje govora te raznih grana medicine i ekonomije.

Primjerice, neuronske se mre�ze koriste u detekciji karti�cnih prijevara. Naime, u doba
internetske kupovine gdje kupac nije �zi�cki prisutan, nemogúce je provjeriti svaku tran-
sakciju te je takav sustav podlo�zan raznim ilegalnim manipulacijama. Neuronske su mre�ze
u mogúcnosti uo�citi neke sli�cnosti u nelegalnim transakcijama te ih ozna�citi ili sprije �citi
[8].

Nadalje, neuronske mre�ze ugradene u sustave s opti�ckim �cita�cima koriste se za pre-
poznavanje slova, znamenki i drugih znakova te se koriste za pretvaranje rukom pisanih,
skeniranih ili tiskanih dokumenata u tekst u ASCII ili Unicode formatu [13].

U medicini se neuronske mre�ze mogu koristi primjerice za detekciju ili potvrdu sr�canog
udara iz elektrokardiograma ili za otkrivanje demencije iz elektroencefalograma pacijenata.

Neuronske se mre�ze koriste i u obradi govora gdje mogu prepoznati jezik kojim govo-
rimo pa�cak i detektirati emociju kao�sto je ljutnja ili humor.



Poglavlje 2

Model neurona i arhitekture mre �ze

2.1 Matemati�cki model neurona

Grada umjetnog neurona

Ulazni podatci neurona mogu biti vektori, matrice ili�cak tenzori, medutim radi jednos-
tavnosti pretpostavimo da su vektori izRd. To�cnije, neka jed 2 N dimenzija pojedinog
ulaznog podatka neurona teN 2 N ukupan broj ulaznih podataka. Ozna�cimo ulazne po-
datke sx1; x2; : : : ;xN pri �cemu je

xk = [xk1; xk2; : : : ;xkd]; k = 1;2; : : : ;N: (2.1)

Sve ulazne podatke mo�zemo promatrati kao matricu:

X =

2
6666666666666664

x11 x12 : : : x1d

x21 x22 : : : x2d
:::

:::
:::

:::
xN1 xN2 : : : xNd

3
7777777777777775
: (2.2)

Neka je sadax = [x1; x2; : : : ;xd] jedan ulazni podatak, odnosno jedan redak matrice
X koja se�cesto nazivamatrica dizajna [4]. Matemati�cki model neurona imad ulaznih
signala ted odgovarajúcih te�zina tih ulaznih signalaw1;w2; : : : ;wd. Ulaznim signalima
neurona smatramo komponente vektorax koje smo nazvali zna�cajke. Dakle, svakom od
ulaznih signala neuronaxi 2 R pridru�zena je te�zinska vrijednostwi 2 R; i = 1;2; : : : ;d.
Neuron mo�ze imati i pragb 2 R koji u jednostavnom modelu predstavlja kriterij za slanje
signala. Osim ulaza, te�zina i praga, neuron ima ugradenu i funkciju prijelaza odnosno

7



8 POGLAVLJE 2. MODEL NEURONA I ARHITEKTURE MRE�ZE

aktivacijsku funkciju . Kao ulazni parametar, funkcija prijelaza prima te�zinsku sumuz
koja se�cesto nazivaaktivacija neurona.

z =
dX

i=1

xiwi + b (2.3)

Isti izraz zapisan u matri�cnom obliku glasiz = xW + b, pri �cemu je

W =

2
6666666666666664

w1

w2
:::

wd

3
7777777777777775
: (2.4)

Neuron s ulazomx, te�zinamaW i funkcijom prijelazaf gra� �cki je prikazan na slici 2.1

Slika 2.1: Model neurona

Izlaz neurona je skalaro kojeg ra�cunamo kaoo = f (z) = f (xW + b), gdje je f neka
odredena funkcija prijelaza [6].

Funkcije prijelaza

Najjednostavnija funkcija prijelaza je identitetaf (x) = x, odnosno izlaz neurona dan je s
o = xW+ b. Model neurona koji koristi ovu funkciju naziva se ADALINE (engl.ADAptive
LINear Element).

Sljedéca funkcija prijelaza je step funkcija (engl.hard limit transfer function) �ciji je
izlaz 0 ili 1 te time dobivamo model neurona koji nazivamoTLU (engl. Threshold Logic
Unit). Taj se model naziva iperceptron te se mo�ze koristiti za jednostavne zadatke kla-
si�kacije gdje su podatci linearno odvojivi. Perceptron je jedan od najranije modeliranih
neurona i iz njega su nastale razne druge pobolj�sane ina�cice [3].
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f (x) =

8
>><
>>:
1 zax � 0;

0 ina�ce.
(2.5)

� 1 � 0:5 0:5 1

0:5

1

x

f (x)

Slika 2.2: Step funkcija

Funkcija koja ima sposobnost nelinearne klasi�kacije je pozitivna linearna funkcija.

f (x) = max(0; x) (2.6)

Neuron koji koristi ovu funkciju kao aktivacijsku funkciju naziva seReLU (engl.Recti�ed
Linear Unit). �Cesto se koristi i njezina derivabilna verzijaf (x) = log(1+ ex).

Nadalje, kao aktivacijska funkcija mo�ze se koristiti sigmoidalna odnosnologisti�cka
funkcija (engl.logistic sigmoid function):

f (x) =
1

1 + e� cx
: (2.7)

Ona je svojstvena po tome�sto za svakix 2 R vrijedi f (x) 2 [0;1] te je diferencijabilna
pa je pogodna za optimizacijske metode koje koriste gradijent.

� 3:5 � 3 � 2:5 � 2 � 1:5 � 1 � 0:5 0:5 1 1:5 2 2:5 3 3:5

0:5

1

x

f (x)

Slika 2.3: Logisti�cka funkcija
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Gornje funkcije u obzir uzimaju samo aktivaciju neurona na kojem djeluju. Navedimo
i najva�zniju aktivacijsku funkcijusoftmax koja pri izra�cunu izlaza neurona uzima u ob-
zir aktivaciju svih neurona istog sloja. Neka jex = [x1; x2; : : : ;xn], gdje xi predstavlja
aktivacijui-tog neurona u nekom sloju odn neurona. Tada jesoftmaxfunkcija dana s:

f (xi) =
exi

P n
i=1 exi

: (2.8)

Upravo je ova funkcija naj�ce�sće kori�stena u problemima klasi�kacije jer bilo koji vektor
pretvara u distribuciju vjerojatnosti. Zbog toga se naj�ce�sće koristi u izlaznom sloju neurona
gdje izlazne vrijednosti neurona ozna�cavaju vjerojatnost pripadnosti klase.

Postoje i razne druge funkcije koje se mogu koristiti kao prijelazne funkcije u modelu
neurona. Funkcije se prijelaza primjenjuju na aktivaciju neuronaz (2.3). Tablica 2.1 daje
prikaz naj�ce�sćih funkcija prijelaza.

Naziv funkcije f (x)

identiteta x

step

8
>><
>>:
1 zax � 0

0 ina�ce

logisti�cka
1

1 + e� cx

tangens hiperbolni
ex � e� x

ex + e� x

pozitivna linearna max(0; x)

Tablica 2.1: Naj�ce�sće funkcije prijelaza
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2.2 Arhitektura neuronskih mre �za

Neuronska mre�za najjednostavnije arhitekture jejednoslojna acikli�cka mre�za (engl. one
layer feedforward network). Ona sadr�zi samo jedan sloj neurona, dakle ulazni signali pove-
zani su sa slojem neurona koji je ujedno i izlazni sloj mre�ze. Nema povratnih veza izmedu
neurona, odnosno sve su veze usmjerene od ulaznih signala prema izlaznom sloju. Pritom
neuroni istog sloja nisu medusobno povezani [3]. Najistaknutiji su primjeri ove arhitekture
mre�ze ADALINE (funkcija prijelaza je identiteta) i Perceptron (funkcija prijelaza je step
funkcija).

Vi �seslojne (duboke) acikli�cke mre�ze promatramo kao niz slojeva neurona. Svaki
je neuron povezan usmjerenom vezom s neuronima u sljedećem sloju. Ka�zemo da je
mre�zapotpuno povezanakada je svaki od neurona u sloju povezan sa svakim neuronom
u sljedécem sloju te takav sloj nazivamogustim slojem(engl. dense layer). U suprotnom
ka�zemo da je mre�zadjelomi �cno povezana[7].

Treća skupina arhitektura sumre�ze s povratnim vezama(engl. recurrent networks).
To su mre�ze u kojima postoji barem jedanciklus, odnosno postoji barem jedan neuron
koji je povezan s neuronom u prethodnom sloju. Neke od poznatih mre�za ove arhitek-
ture su Hammingova mre�za koja ima jedan sloj neurona spojen acikli�ckim vezama i jedan
sloj s povratnim vezama, te Hopp�eldova mre�za koja se sastoji samo od sloja s povrat-
nim vezama [6]. Promotrimo razliku u mogućnostima izmedu jednoslojne acikli�cke mre�ze
(perceptrona) i vi�seslojnih acikli�ckih mre�za.

Perceptron

Perceptronom nazivamo jednoslojnu mre�zu neurona koji kao aktivacijsku funkciju koriste
step funkciju, dakle pojedini neuron kao svoj izlaz daje samo 0 ili 1 (TLU neuroni). Percep-
tron je jedna od najjednostavnijih neuronskih mre�za koju je 1957. godine osmislio Frank
Rosenblatt [6]. Za ilustraciju konstruirajmo perceptron koji predstavlja logi�cki sklop ILI .
Kako se radi o jednostavnom perceptronu, ulazni podatci mogu biti (0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1).
Nije te�sko pogoditi da je dovoljno da je matricaW = [1;1]T , te da jeb = 0.

Ulazni podatak Aktivacija Izlaz
(0,0) 0 0
(0,1) 1 1
(1,0) 1 1
(1,1) 2 1

Tablica 2.2: Tablica vrijednosti aktivacija i izlaza za sklopILI
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Ako �zelimo dobiti sklopI, dovoljno je promijenitib = � 1 da bismo dobili ispravno
rje�senje.

Ulazni podatak Aktivacija Izlaz
(0,0) -1 0
(0,1) 0 0
(1,0) 0 0
(1,1) 1 1

Tablica 2.3: Tablica vrijednosti aktivacija i izlaza za sklopI

Medutim, perceptronom ne mo�zemo konstruirati sklop isklju�civo ILI (XOR). Već kod
takvog jednostavnog zadatka jednoslojna mre�za nailazi na probleme te je jasno da su nam
potrebni kompleksniji alati.

Vi �seslojne neuronske mre�ze

Ove su mre�ze osnovni gradivni element za mnoge koncepte u dubokom u�cenju tećemo se
u sljedécem poglavlju najvi�se usredoto�citi na algoritme vezane uz njih. Neka jeS uku-
pan broj slojeva neurona u mre�zi koji se naziva idubina modela, od kuda potje�ce pojam
dubokog u�cenja.

Promotrimo na�cin ra�cunanja u pojedinom sloju neuronal = 1;2; : : : ;S. Neka jer l 2 N
broj neurona u sloju, te neka jer l� 1 2 N broj neurona iz prethodnog sloja, odnosno dimen-
zija ulaznog podatkad, ako promatramo prvi sloj. Sao l� 1 ozna�cit ćemo izlaz prethodnog
sloja neurona.

o l� 1 = [o l� 1
1 ; o l� 1

2 ; : : : ;o l� 1
r l� 1

] (2.9)

U slu�caju kada jel = 1 imamoo0 = x = [x1; x2; : : : ;xd]. Matrica te�zina l-tog sloja,
Wl 2 Mr l� 1r l (R) dana je s

Wl =

2
6666666666666664

w l
11 w l

12 : : : w l
1r l

w l
21 w l

22 : : : w l
2r l

:::
:::

:::
:::

w l
r l� 11 w l

r l� 12 : : : w l
r l� 1r l

3
7777777777777775

(2.10)

Vektor pragab l dan je s
b l = [b l

1; b
l
2; : : : ;b l

r l
] (2.11)
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Sa zl ozna�cavatćemo vektor te�zinskih sumal-tog sloja (aktivacijul-tog sloja)zl =
[zl

1; z
l
2; : : : ;zl

r l
], pri �cemu je

zl
j =

r l� 1X

i=1

w l
i j o l� 1

i + b l
j : (2.12)

Matri�cno, vektorb l mo�zemo dodati kao zadnji redak matriceWl te izlaz prethodnog
sloja pro�siriti jedinicom:

W0
l =

"
Wl

b l

#
; õ l� 1 =

h
o l� 1 1

i
: (2.13)

Tada je ekvivalentno
zl = õ l� 1W0

l : (2.14)

Za zadanu aktivacijsku funkcijul-tog sloja fl, izlaz slojaol dan je s

o l = [o l
1; o

l
2; : : : ;o l

r l
] = [ fl (zl

1); fl (zl
2); : : : ; fl (zl

r l
) ]: (2.15)

Konstruirajmo sada mre�zu s jednim skrivenim slojem koja ra�cuna isklju�civo ILI . Ma-
trica dizajna dana je s

X =

2
66666666666664

0 0
0 1
1 0
1 1

3
77777777777775
: (2.16)

Ciljni je izlaz y dan s

y =

2
66666666666664

0
1
1
0

3
77777777777775
: (2.17)

Skriveni sloj imatće dva neuronar1 = 2 te će koristiti pozitivnu linearnu aktivacijsku
funkciju f1(x) = max(0; x). Izlazni sloj imatće jedan neuron téce njegov izlaz biti jednak
aktivaciji, odnosno aktivacijska funkcija bitće identiteta.
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Neka je

W1 =
"
1 1
1 1

#
; b1 =

h
0 � 1

i
: (2.18)

Aktivacija i izlaz prvog slojaz1 = XW1 + b1 i o1 = f1(z1) dani su s

z1 =

2
66666666666664

0 � 1
1 0
1 0
2 1

3
77777777777775
; o1 =

2
66666666666664

0 0
1 0
1 0
2 1

3
77777777777775
: (2.19)

Neka je sada

W2 =
"

1
� 2

#
; b2 = 0: (2.20)

Dobivamo izlazo = o2 = z2 = o1W2 + b2

o = y =

2
66666666666664

0
1
1
0

3
77777777777775
: (2.21)

Ulazni Aktivacija Izlaz Aktivacija Izlaz
podatak prvog sloja prvog sloja drugog sloja drugog sloja

(0,0) (0, -1) (0,0) 0 0
(0,1) (1, 0) (1,0) 1 1
(1,0) (1, 0) (1,0) 1 1
(1,1) (2, 1) (2,1) 0 0

Tablica 2.4: Tablica vrijednosti aktivacija i izlaza za sklopisklju�civo ILI

Konvolucijske neuronske mre�ze

Konvolucijske neuronske mre�zenadogradnja su vi�seslojnih neuronskih mre�za nastale u
nastojanju da se poprave performanse kod obrade slo�zenijih ulaznih signala velike dimen-
zionalnosti kao�sto su slike i zvuk.
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Vi �seslojnu neuronsku mre�zu nazivamo konvolucijskom ako uz odreden broj potpuno
povezanih slojeva sadr�zi barem jedankonvolucijski sloj . Tipi�cno se konvolucijski sloj
koristi kako bismo iz ulaza, primjerice slike, dobili bolji prikaz skrivenih reprezentacija
koji se naziva imapa zna�cajki . Htjeli bismo da je na�s model neuronske mre�ze invarijantan
na translacije objekata na slici, kao i da ima mogućnost uo�cavanja lokalnih povezanosti na
slici.

Zamislimo da ulazni podatak vi�se nije vektor, véc crno-bijela slika, odnosno matrica
x 2 Mmn(R). Umjesto matrice te�zina konvolucijski sloj koristi matricu! 2 Mpr(R) koju
nazivamo�lter ili jezgra (engl.kernel).

Dvodimenzionalna mapa zna�cajki h ra�cuna se na sljedeći na�cin:

h = ! � x; (2.22)

pri �cemu� ozna�cava operaciju konvolucije te vrijedi:

h(i; j ) =
�
! � x

�
(i; j ) =

p� 1X

k=0

r� 1X

l=0

x (i + k; j + l ) ! (k; l ): (2.23)

Formula koja se zapravo koristi naziva se unakrsna korelacija, medutim zbog sli�cnosti s
formulom konvolucije, mre�za nosi takav naziv [15]. Na slici 2.4 vidimo primjer ra�cunanja
jednog elementa mape zna�cajki.

Slika 2.4: Primjer izra�cuna konvolucije [15]

Prednost konvolucijskog sloja u odnosu na potpuno povezan sloj o�cituje se u tome�sto
su veze izmedu neurona puno rjede zbog naglaska na lokalnu povezanost pa je samim time
smanjen broj te�zina veza koje se tijekom u�cenja prilagodavaju. Ukoliko je potrebno na
dobivenu se mapu zna�cajki takoder mo�ze primijeniti aktivacijska funkcija.

Va�zan pojam povezan uz konvolucijski sloj jepomak (engl. stride). Kada primjenju-
jemo formulu 2.23 na matricux po�cinjemo od gornjeg lijevog elementa matricex te se
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pomi�cemo desno i dolje dok ne prodemo sve dijelove matrice. Pomak odreduje za koliko
elemenata matrice se�zelimo pomicati. Mo�ze biti razli�cit za horizontalni i vertikalni smjer.

Uz konvolucijski sloj�cesto se nalazisloj sa�zimanja. Taj sloj slu�zi za smanjenje rezo-
lucije mapa zna�cajki dobivenih u konvolucijskom sloju kori�stenjemfunkcije sa�zimanja.
S obzirom na funkciju sa�zimanja, razlikujemo sa�zimanje maksimalnom vrijedno�sću (engl.
max-pooling) te sa�zimanje srednjom vrijedno�sću (engl. average pooling) [16]. Funkcija
sa�zimanja djeluje na bliske vrijednosti mape zna�cajki i pretvara ih u jednu vrijednost.

Slika 2.5: Primjer pretvorbe mape zna�cajki sa�zimanjem maksimalnom vrijedno�sću [15]

Kao i u konvolucijskom sloju, za sloj sa�zimanja takoder de�niramo pomak. Uz to
potrebno je de�nirati iokvir sa�zimanja, odnosno odrediti dimenziju podmatrice na koju
se primjenjuje funkcija sa�zimanja. Na slici 2.5 vidimo primjer sa�zimanja maksimalnom
vrijedno�sću s pomakom 1 te okvirom sa�zimanja 2� 2.

Slika 2.6 prikazuje uobi�cajeni na�cin konstrukcije konvolucijske neuronske mre�ze.

Slika 2.6: Uobi�cajena struktura konvolucijske neuronske mre�ze [16]
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2.3 U�cenje mre�ze

Do sada smo razmotrili razne na�cine ra�cunanja izlaznih parametara pod uvjetom da su nam
poznate sve te�zine veza i pragovi izmedu slojeva neurona. Sadaćemo promotriti pravila i
algoritme za njihovo prilagodavanje�sto se�cesto naziva treniranje, odnosnou�cenje mre�ze.
Razlikujemo tri na�cina u�cenja:

� U�cenje pod nadzorom
Algoritmu za u�cenje predaju se parovi (ulaz, izlaz) koji se nazivaju skup podataka
za u�cenje. U�cenje se odvija tako da se trenutni izlaz mre�ze za dani ulaz usporeduje
s ciljanom vrijedno�sću izlaza te se na temelju toga parametri mre�ze prilagodavaju.
Naj�ce�sći problemi koji se rje�savaju u�cenjem pod nadzorom su predvidanje (regresija)
i klasi�kacija.

� U�cenje bez nadzora
Te�zine i pragovi prilagodavaju se samo pomoću ulaznih podataka. Ova se vrsta
u�cenja uglavnom koristi za grupiranje podataka u kona�can broj grupa.

� U�cenje uz poticaj
Algoritam umjesto izlaznih podataka dobiva ocjenu za uspjeh te prilagodava te�zine i
pragove s ciljem popravljanja dobivene ocjene.

Jedno od prvih pravila u�cenja naziva seHebbovo pravilo koje je 1949. godine pred-
stavio neuroznanstvenik Donald Hebb i predstavlja jedan od mogućih mehanizama za pri-
lagodbu sinapti�ckih veza izmedu neurona koji se od tada koristi za prilagodbu parametara
mre�ze. Hebbovo pravilo proizlazi iz Hebbovog postulata koji glasi: ”Kada akson jed-
nog neurona neprestano podra�zuje drugi neuron, tada se medu njima dogada promjena
tako da se u�cinkovitost prvog neurona povećava”. Drugim rije�cima, veze medu neuronima
osna�zuju se ako jedan neuron�cesto podra�zava drugi ili obratno [6].

Neuronske mre�ze najvécu primjenu nalaze u podru�cju u�cenja pod nadzorom, stoga
ćemo se time baviti u nastavku. Opisatćemo najpoznatiji algoritam za u�cenje koji se
nazivametoda gradijentnog spustate algoritam unazadne propagacijekoji slu�zi za
izra�cun gradijenta u vi�seslojnim mre�zama. Sve ove koncepte objasnitćemo imajúci na
umu vi�seslojnu acikli�cku arhitekturu mre�ze.





Poglavlje 3

Duboke acikli�cke neuronske mre�ze

U ovom ćemo poglavlju obraditi glavne koncepte koji su potrebni za u�cenje dubokih
acikli�ckih neuronskih mre�za. Navest́cemo najva�znije funkcije kojima mjerimo u�cinak
mre�ze i razraditi metode koje koristimo za optimizaciju u�cinka.

3.1 Mjerenje u�cinka mre�ze

Kako bismo ocijenili rje�sava li neki model neuronske mre�ze dani problem, potrebno je de-
�nirati mjeru u�cinka modela. Kod problema klasi�kacije,�cesto mjerimoto�cnostmodela,
odnosno za dani testni skup podataka ra�cunamo omjer ispravno klasi�ciranih ulaznih poda-
taka u odnosu na kardinalnost danog skupa. Takva mjera uspje�snosti ne bi nam odgovarala
ako rje�savamo neki drugi problem, primjerice problem koji ne pripada podru�cju u�cenja
pod nadzorom. Umjesto to�cnosti, analogno mo�zemo mjeriti igubitak modela. Za dani
skup podataka za u�cenje oblika (xi; yi); i = 1;2; : : : ;N promotrimo dvije naj�ce�sće kori�stene
funkcije gubitka .

Unakrsna entropija (engl.Cross-Entropy) je funkcija koja se koristi u klasi�kacijskim
mre�zama�ciji izlazni sloj ima ugradenu softmax aktivacijsku funkciju, odnosno izlazne
vrijednostio1; o2; : : : ;oM mre�ze �cine distribuciju vjerojatnosti. Takoder pretpostavlja se da
su ciljne vrijednosti skupa za u�cenje oblika [0; : : : ;0; 1; 0; : : : ;0] 2 RM pri �cemu jedinica na
j-tom mjestu ozna�cava da ulazni podatak pripada klasij (engl.One-Hot Encoding) [11].

Ako izlazni sloj sadr�zi jedan neuron, odnosno ciljne vrijednosti u skupu podataka za
u�cenje su 0 ili 1, tada je funkcija unakrsne entropije dana s

E(ŷ; y) = � (y ln(ŷ) + (1 � y) ln(1 � ŷ)); (3.1)

19
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gdje je ŷ trenutni izlaz mre�ze, ay ciljni izlaz za pojedini ulazni podatakx. Slika 3.1
prikazuje funkciju unakrsne entropije ako je ciljna vrijednosty = 1.

0:2 0:4 0:6 0:8 1

1

2

3

4

5

x

f (x)

Slika 3.1: Funkcija unakrsne entropije zay = 1

U vi�seklasnoj klasi�kaciji, odnosno kada je broj klasa veći od 2, funkciju unakrsne
entropije ra�cunamo na sljedéci na�cin:

E(ŷ; y) = �
MX

j=1

yj ln(ŷj); (3.2)

pri �cemu jeM broj klasa u klasi�kacijskom modelu, têy = (ŷ1; ŷ2; : : : ;ŷM) vektor izlaza
mre�ze za pojedini ulazni podatak iy = (y1; y2; : : : ;yM) ciljni izlaz mre�ze u vektorskom
obliku (one-hot encoding). Ako u obzir uzmemo cijeli skup podataka, dobivamo globalnu
pogre�sku koja je de�nirana s

E(Ŷ;Y) =
1
N

NX

i=1

E(ŷi; yi) = �
1
N

NX

i=1

MX

j=1

yi j ln(ŷi j ); (3.3)

pri �cemu su

Ŷ =

2
6666666666666664

ŷ1

ŷ2
:::

ŷN

3
7777777777777775
; Y =

2
6666666666666664

y1

y2
:::

yN

3
7777777777777775

(3.4)

matrica predvidenih vrijednosti i ciljnih izlaza za svaki odN podataka.
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Srednje kvadratna pogre�ska (engl. Mean Squared Error) ili standardna devijacija
funkcija je koja se�cesto koristi za opisivanje gre�ske, ne samo vezano uz neuronske mre�ze
i strojno u�cenje:

E(Ŷ;Y) =
1
N

NX

i=1

MX

j=1

(yi j � ŷi j )2: (3.5)

Mre�ze koje koriste unakrsnu entropiju općenito imaju bolje rezultate, medutim srednje
kvadratna pogre�ska�siroko je zastupljena u literaturi zbog brojnih algoritama koji se bave
njenom minimizacijom pa se�cesto koristi i u dubokom u�cenju. Postoji vi�se funkcija gu-
bitka i njihov izbor ovisi o problemu, no unakrsna entropija i srednje kvadratna pogre�ska su
najzna�cajnije. Kad govorimo o u�cenju mre�ze zapravo mislimo na minimizaciju odredene
funkcije gubitka. Budúci da izlazni podatcîY ovise o ulaznim podatcimaX i parametrima
mre�ze� , funkciju pogre�ske mo�zemo promatrati i kao funkciju koja ovisi o tim veli�cinama
te koristiti se oznakomE(X;Y; � ). Ponekad́cemo radi kráceg zapisa pisati samoE(� ).

Funkcija koju�zelimo minimizirati�cesto je dana kao zbroj jedne od navedenih funkcija
gubitka i regularizacijskog izraza te ćemo taj zbroj nazivatifunkcijom cilja . Regula-
rizacija je metoda koja se koristi kako bi se sprije�cio preveliki rast parametara (te�zina i
pragova) mre�ze. Prevelike te�zine i pragovi mre�ze znak su da je mre�za pretrenirana te je
pogre�ska na skupu podataka za testiranje velika. Kori�stenjem regularizacije osiguravaju
se bolje performanse mre�ze na testnim podatcima. Neke od metoda regularizacije objasnit
ćemo u sekciji 3.4.

3.2 Gradijentni spust

Gradijentni spust ili gradijentna metoda iterativni je algoritam za pronalazak lokalnog
minimuma realne funkcije vi�se varijabli. Jedan je od najpopularnijih algoritama za opti-
mizaciju neuronskih mre�za i postoje razne verzije�cije se gotove implementacije nalaze u
boljim programskim paketima za strojno u�cenje.

Ozna�cimo saE(� ) funkciju cilja koju �zelimo minimizirati te pretpostavimo da je ona
analiti�cka. Tra�zimo na�cin na koji ćemo prilagoditi parametar� tako da za svaku odn
iteracija algoritma vrijedi

E(� t+1) < E(� t); t = 0;1; : : : ;n � 1: (3.6)

Cilj je pronáci vrijednost� � t takvu da za� t+1 = � t + � � t vrijedi formula 3.6. Neka je
sada� � t = � ut, pri �cemućemo� > 0 nazivatistopom u�cenja, dok vektorut predstavlja
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vektor smjera u kojem prilagodavamo parametar iz korakat. Kako bismo odredili vektor
ut koristimo Taylorov razvoj funkcijeE u to�cki � t:

E(� t+1) = E(� t + � ut) � E(� t) + � r � E(� t)Tut: (3.7)

Zbog� > 0 tra�zimout takav da je

r E(� t)Tut < 0: (3.8)

Htjeli bismo náci ut u kojemE najbr�ze pada. Pronadimo

min
jjut jj=1

r E(� t)Tut: (3.9)

Ozna�cimo s� kut izmedu vektorar E(� t) i ut. Kada jejjutjj = 1 vrijedi

r E(� t)Tut = jjr E(� t)jj cos(� ): (3.10)

Minimum kosinus funkcije je� 1 i posti�ze se za� = � , stoga dobivamo da je

ut = �
r E(� t)

jjr E(� t)jj
; (3.11)

medutim zbog skalara� koji mno�zi vektorut u formuli 3.7 dovoljno je uzeti

ut = �r E(� t): (3.12)

Dobivena formula po kojoj prilagodavamo parametre mre�ze glasi [2]:

� t+1 = � t � � r � E(� t): (3.13)

Klasi�cna metoda gradijentnog spusta pretpostavlja da se funkcija pogre�ske, odnosno
njezin gradijent ra�cuna u odnosu na sve podatke za u�cenje u svakom koraku algoritma.
Primjerice, ako je dan skup podatakaX koji sadr�zi N ulaznih podataka, tada je ra�cunanje
gradijenta slo�zenostiO(N), �sto je u slu�caju kada jeN izrazito velik jako skupa operacija.
Zato je osmi�sljena modi�kacija pod nazivomstohasti�cki gradijentni spust (engl.stohas-
tic gradient descent) ili kraćeSGD.

Naime, funkcija je gubitka na�citavom skupu podataka dana kao aritmeti�cka sredina
funkcija gubitka za pojedini podatak.
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r � E(X;Y; � ) =
1
N

NX

i=1

r � E(xi; yi; � ): (3.14)

Iz tog je razloga dovoljno uzeti samo dio podataka iz originalnog skupa podataka, pod
uvjetom da su uzeti podatci uniformno distribuirani unutar cijelog skupa [4].

Neka je sadaN0 << N, te saX0 ozna�cimo dio podataka iz skupa podatakaX izabran na
gore opisan na�cin. Procijenjeni gradijent dan je s

r � E(X0;Y0; � ) =
1
N0

N0X

i=1

r � E(xi; yi; � ): (3.15)

Broj N0 2 N naj�ce�sće je �ksna vrijednost te ne ovisi o veli�cini skupa podatakaN. U
tom smislu mo�zemo réci da je SGD algoritamO(1) vremenske slo�zenosti u odnosu naN.

Gradijentni spust dugo se smatrao sporom i nepouzdanom metodom u optimizaciji ne-
konveksnih funkcija. Danas znamo da u�cenje neuronskih mre�za pomócu ove metode i
njenih varijanti posti�ze dovoljno dobre rezultate te se u primjeni ona pokazala izrazito ko-
risnom.

Metoda momenata

Iako stohasti�cki gradijentni spust nudi znatno pobolj�sanje u odnosu na klasi�cni gradijentni
spust, u�cenje kori�stenjem ove metode takoder mo�ze biti izrazito sporo. Metoda momenata
nastala je s ciljem da ubrza u�cenje, osobito u slu�cajevima velike zakrivljenosti funkcije
cilja. Naziv metode potje�ce iz �zike, a ideja metode je da akumulira prethodno izra�cunate
gradijente funkcije cilja te radi korak u njihovom smjeru.

Uvodimo novi vektorv, vektor momenata koji se u svakom koraku mijenja prema
sljedécem pravilu:

vt+1 = ' vt + � r � E(� t); (3.16)

pri �cemu je' 2 [0; 1i , a � ozna�cava stopu u�cenja iz klasi�cnog gradijentnog spusta. Modi-
�cirani stohasti�cki gradijentni spust dan je s

� t+1 = � t � vt+1: (3.17)

�Sto je parametar' veći, to véci utjecaj prethodne vrijednosti gradijenta funkcije cilja
imaju na trenutni smjer kretanja [9]. Rezultat ove modi�kacije je daće za komponente
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vektora te�zina �ciji je smjer gradijenata konstantan, odgovarajuća komponenta vektora mo-
menta biti véca, dokće za one s�cestom oscilacijom smjera biti manja. Time se smanjuju
nepotrebni koraci algoritma i oscilacije u gradijentnom spustu te je konvergencija br�za i
stabilnija. �Ceste vrijednosti za' su 0:5, 0:9 ili 0:99 te se ona mo�ze s vremenom povećavati,
medutim to ima manji utjecaj na u�cenje od odabira ispravne stope u�cenja.

Stopa u�cenja

Razmotrimo sada odabir stope u�cenja� . Stopa u�cenja utje�ce na veli�cinu koraka u metodi
gradijentnog spusta. Ako je stopa u�cenja premala, put prema minimumu funkcije gubitka
je sporiji, dok prevelika stopa u�cenja zna�ci da u svakom koraku metoda mo�ze presko�citi
minimum, te zavr�siti u suboptimalnoj to�cki ili u �ciniti u�cenje nestabilnim.

E(q) E(q)

q q

Slika 3.2: Prevelika (lijevo) i premala (desno) stopa u�cenja [1]

Stopa u�cenja podesivi jehiperparametar mre�ze za koji obi�cno vrijedi � 2 [0; 1i .
Hiperparametrima nazivamo sve one vrijednosti o kojima ovisi u�cenje mre�ze, ali koje se
kroz samo u�cenje ne mijenjaju. Taj naziv koristi se kako bi se napravila razlika izmedu
samih parametara mre�ze. Pod hiperparametre takoder ubrajamo broj neurona u pojedinim
slojevima, kao i ŝam broj slojeva.

Najjednostavniji pristup je postaviti stopu u�cenja na mali broj, primjerice 0.01 ili tes-
tirati performanse mre�ze za nekoliko razli�citih stopa u�cenja u intervalu [0;1i . Pokazalo
se da �ksna vrijednost za stopu u�cenja nije najbolje rje�senje. Jo�s jedna opcija je u sva-
kom koraku pronáci minimum funkcije f (� ) = E(� t � � r � E(� t)), primjerice Newtonovom
metodom [2]:

� t = arg min
�> 0

E(� t � � r � E(� t)): (3.18)

U nastavkúcemo navesti neke od modi�kacija gradijentnog spusta kojima je zajedni�cko
da prilagodavaju stopu u�cenja u svakom koraku.
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Adagrad algoritam

Do sada smo stopu u�cenja� u oṕcenitoj formuli gradijentnog spusta 3.13 smatrali pozitiv-
nim skalarom koji je isti za svaki korak algoritma. Medutim, Adagrad aloritam prilagodava
stopu u�cenja za svaki pojedina�cni parametar mre�ze� i, odnosno za svaku komponentu vek-
tora� ra�cuna razli�citu stopu u�cenja. Stopa u�cenja za pojedinu komponentu obrnuto je pro-
porcionalna korijenu sume kvadrata svih prija�snjih vrijednosti gradijenta. To�cnije, neka je
Gt vektor koji na mjestui ima sumu kvadrata parcijalnih derivacija funkcije cilja po� i iz
svakog od dosada�snjih t koraka.

� t+1;i = � t;i �
�

p
Gt;i + �

�
@E
@�t;i

; � 2 [0; 1]; (3.19)

pri �cemu� t;i ozna�cavai-tu komponentu vektora� u korakut, dok � slu�zi kao dodatni pa-
rametar koji sprje�cava dijeljenje nulom. Stopa u�cenja� je konstantna, medutim dodatni
ju faktor prilagodava pojedinoj komponenti vektora parametara� . Na taj se na�cin za kom-
ponente s manjim gradijentom�cini veći korak, dok se za one s većim gradijentom sporije
kreće prema minimumu funkcije gubitka.

Adagrad algoritam u primjeni nema najbolje rezultate, ali posjeduje svojstva po�zeljna
za teoretsko razmatranje [4]. Naime, zbog gomilanja pozitivnih vrijednosti u nazivniku
u svakom koraku, stopa u�cenja vrlo brzo postane mala te samim time dolazi do preranog
prestanka u�cenja.

RMSprop

RMSprop je algoritam koji je predstavio Geo� Hinton u svojim predavanjima naCoursera-
i. Nastao je kao poku�saj pobolj�sanja Adagrad algoritma. Osnovna je ideja ovog algoritma
da umjesto akumulacije gradijenata u svakom koraku, pamti samo odreden broj prethodnih
gradijenata. Kako se te vrijednosti ne bi morale pamtiti, algoritam u korakut + 1 ra�cuna
povijest gradijentaHt na sljedéci na�cin:

Ht =  Ht� 1 + (1 �  )r � E(� t) � r � E(� t); (3.20)

pri �cemu s� ozna�cavamo Hadamardov umno�zak, odnosno umno�zak po elementima.

Formulu 3.20 koristimo u formuli 3.19, ali umjestoGt;i koristimo i-tu komponentu
vektoraHt te dobivamo korak algoritma koji glasi

� t+1;i = � t;i �
�

p
Ht;i + �

�
@E
@�t;i

; � 2 [0; 1]: (3.21)
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Za parametar u formuli 3.20 u vécini slu�cajeva se uzima vrijednost 0.9. RMSprop
pokazao se e�kasnim i prakti�cnim algoritmom za duboko u�cenje stoga se ova modi�kacija
gradijentnog spusta�cesto koristi u primjeni.

Adam algoritam

Adam (engl.Adaptive Moment Estimation) jo�s je jedan algoritam za ra�cunanje stope u�cenja
za svaki parametar mre�ze. Ovaj je algoritam nastao kao kombinacija metode momenata
i RMSprop algoritma. Koristimo dodatne hiperparametre� 1 i � 2 te u svakom korakut
ra�cunamo

mt = � 1mt� 1 + (1 � � 1)r � E(� t)

vt = � 2vt� 1 + (1 � � 2)r � E(� t) � r � E(� t)
(3.22)

pri �cemumt nazivamoprvi moment, avt drugi moment. Zatim dobivene vektore norma-
liziramo:

m̂t =
mt

1 � � t
1

;

v̂t =
vt

1 � � t
2

:
(3.23)

Faktor
1

1 � � t
opravdan je sljedécom formulom:

tX

i=0

� i =
1 � � t

1 � �
:

Dobivamo algoritam za u�cenje sljedéceg oblika:

� t+1;i = � t;i �
�

p
v̂t;i + �

m̂t;i; � 2 [0; 1]: (3.24)

Primijetimo da se u formuli 3.24� nalazi izvan znaka korijena. Pokazalo se da takva
formula radi bolje u praksi,�sto je razlog nekonzistentnosti u odnosu na formule 3.19 i 3.21
[15].

Autori ovog algoritma predla�zu da se koriste sljedeće vrijednosti� 1 = 0:9, � 2 = 0:999
te � = 10� 8. Empiri�cki je pokazano da ove vrijednosti daju dobre rezultate u velikom broju
slu�cajeva [15].
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3.3 Algoritam unazadne propagacije

Algoritam unazadne propagacije postupak je iterativnog prilagodavanja te�zina i pragova
vi�seslojne neuronske mre�ze koji koristi metodu gradijentnog spusta. Sâm algoritam osmi�sljen
je 1970-ih godina kao oṕceniti algoritam za optimizaciju ra�cunanja gradijenta funkcija koje
su nastale vi�sestrukim komponiranjem, no tek je 1986. godine objavom rada autora Rumel-
harta, Hintona i Williamsa pod naslovomLearning Representations by Back-Propagating
Errors, algoritam postao cijenjen u podru�cju strojnog u�cenja. Do tog je trenutka prilago-
davanje te�zina i pragova unutarnjih slojeva mre�ze bio dugotrajan posao te je zahtijevao
stru�cnjake u podru�cju za koje se neuronska mre�za koristila. Ovaj je algoritam omogućio
primjenu neuronskih mre�za na véci broj podru�cja i uvelike ra�sirio njihovu upotrebu.

Za danu funkciju gubitka (pogre�ske)E(X;Y; � ), gdje jeX 2 MNd(R) matrica dizajna,Y
kao u formuli 3.4, a� vektor parametara mre�ze, metoda ra�cuna njen gradijent u odnosu na
parametar� te ga prilagodava prema formuli gradijentnog spusta

� t+1 = � t � � r � E(X;Y; � t): (3.25)

Ra�cun se odvija od zadnjeg, izlaznog sloja mre�ze, prema prvome te se zbog toga al-
goritam naziva algoritam unazadne propagacije. Funkcija je gubitka na svim podacima
odnosno�citavoj matrici dizajna dana kao srednja vrijednost gubitka na pojedinom retku
matrice dizajna:

E(X;Y; � ) =
1
N

NX

i=1

E(xi; yi; � ); (3.26)

stoga i za gradijent vrijedi

r � E(X;Y; � ) =
1
N

NX

i=1

r � E(xi; yi; � ); (3.27)

gdje jexi = [xi1; xi2; : : : ;xid] i-ti redak matrice dizajna.

Zato ćemo u nastavku razraditi metodu za jedan ulazni vektorx. Radi jednostavnosti
zapisa, koristit́cemo formulu 2.13, odnosno smatratćemo da je vektorb l uklju�cen u ma-
tricu te�zinal-tog slojaWl kao njen zadnji redak.

Vektor � sastoji se od svih parametara mre�ze. Uzmimo jedan element vektora� i
ozna�cimo ga sw l

i j , �sto predstavlja te�zinu veze koja sj-tim neuronom ul-tom sloju spaja iz-
laz i-tog neurona prethodnog sloja. Ovdje i prag pojedinog neuronab l

j radi jednostavnosti
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nazivamo te�zinom. Promotrimo derivaciju funkcije gubitkaE za pojedini parametar mre�ze
w l

i j :

@E
@w l

i j

=
@E
@zl

j

@zl
j

@w l
i j

: (3.28)

Iz formule 2.12 slijedi da je
@zl

j

@w l
i j

= o l� 1
i ; (3.29)

dok ćemo prvi dio ozna�cavati sa� l
j :

� l
j =

@E
@zl

j

: (3.30)

Izlazni sloj

Promotrimo najprije ra�cun za� s
j , gdje je s ukupan broj slojeva mre�ze. Koristéci oblik

formule za funkciju pogre�ske 3.3 vrijedi:

E( o s
j ; yj ) = E( fs( zs

j ); yj ); (3.31)

pa je

� s
j =

@E
@zs

j

=
@E
@o s

j

f 0
s( zs

j ): (3.32)

Sada iz formula 3.29 i 3.32 slijedi

@E
@w s

i j

= � s
j o

s� 1
i =

@E
@o s

j

f 0
s( zs

j ) o s� 1
i (3.33)

Skriveni slojevi

Neka je sada 1� l < s. Tada vrijedi

zl+1
k =

r lX

j=1

w l+1
jk fl ( zl

j ); (3.34)

stoga je

� l
j =

r l+1X

k=1

@E
@zl+1

k

@zl+1
k

@zl
j

=
r l+1X

k=1

� l+1
k w l+1

jk f 0
l ( zl

j ): (3.35)
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Iz gornje formule dobivamo da se derivacija funkcije gubitka po te�zinama u skrivenim
slojevima ra�cuna na sljedéci na�cin:

@E
@w l

i j

= � l
j o

l� 1
i = f 0

l ( zl
j ) o l� 1

i

r l+1X

k=1

� l+1
k w l+1

jk (3.36)

Iz posljednje formule vidljivo je po�cemu je ovaj algoritam dobio naziv. Naime, kom-
ponente gradijenta funkcije gubitka potrebno je ra�cunati od zadnjeg sloja prema prvom jer
svaki novi sloj koristi vrijednosti� l+1 koje su izra�cunate za prethodni sloj.

3.4 Regularizacija

Problemi s kojima se neuronska mre�za susréce prilikom u�cenja su problemipodtrenira-
nosti i pretreniranosti mre �ze (engl. under�tting and over�tting). Podtreniranost mre�ze
zna�ci da mre�za nije u stanju dovoljno minimizirati funkciju gubitka na skupu podataka
za u�cenje. Suprotan pojam je pretreniranost mre�ze. To je pojava u kojoj je mre�za suvi�se
dobro prilagodila svoje parametre skupu podataka za u�cenje te vi�se ne mo�ze postíci zado-
voljavajúcu to�cnost na skupu podataka za testiranje. To se dogada zato�sto algoritmi za
u�cenje rade na principu smanjivanja pogre�ske u�cenja te pri tome nemaju uvid u testne po-
datke, a cilj je bilo kojeg modela strojnog u�cenja, pa tako i neuronskih mre�za, da pogre�ska
na nevidenim (testnim) podatcima takoder bude mala. Ta se pogre�ska nazivapogre�ska
generalizacijeili pogre�ska testiranja.

Slika 3.3: Pogre�ske treniranja i testiranja u odnosu na kapacitet mre�ze [4]

Pretreniranost mre�ze o�cituje se u prevelikoj razlici izmedu male pogre�ske treniranja i
velike pogre�ske testiranja. Sposobnost mre�ze da se prilagodi podatcima naziva sekapa-
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citet mre�ze te je on proporcionalan broju parametara mre�ze te veli�cini skupa podataka za
u�cenje. Dakle kompleksnija mre�za koja ima vi�se slojeva neurona te veći broj neurona u
pojedinom sloju ima sklonost da bude pretrenirana. Slika 3.3 prikazuje gre�ske treniranja i
testiranja u odnosu na kapacitet mre�ze.

Postoje brojne metode kojima se poku�savaju popraviti performanse mre�ze na testnim
podatcima, odnosno smanjiti pogre�ska testiranja (generalizacije), ponekad time poveća-
vajući pogre�sku treniranja (u�cenja). Te se metode zajedni�cki nazivajuregularizacijom.

L1 i L2 regularizacija

Ova vrsta regularizacije odvija se dodavanjem norme vektora parametara mre�ze funkciji
gubitka. U literaturi se ova metoda naziva ika�znjavanje normom parametara (engl.
parameter norm penalties). Dakle, za funkciju gubitkaE(� ) i � 2 R+ koji nazivamostopom
regularizacije de�niramo regulariziranu funkciju cilja Ẽ kao

Ẽ(� ) = E(� ) + � 
 (� ) (3.37)

Treba naglasiti da se kod ove vrste regularizacije funkcije cilja�cesto izostavljaju pra-
govi neurona iz parametara funkcije
 te se u obzir uzimaju isklju�civo te�zine [4]. Vektor
parametara mre�ze iz kojeg su isklju�ceni pragovi neurona ozna�cavatćemo s! .

L2 regularizacija

U ovom je slu�caju funkcija
 dana s


 (! ) =
1
2

jj! jj2; (3.38)

pa funkcija cilja poprima sljedéci oblik:

Ẽ(! ) = E(! ) + �
1
2

jj! jj2: (3.39)

Njen je gradijent dan s

r ! Ẽ(! ) = r ! E(! ) + � !; (3.40)

stoga iz 3.13 jedan korak u algoritmu gradijentnog spusta glasi:

! t+1 = ! t � � r ! E(! t) � �� ! t = (1 � �� ) ! t � � r ! E(! t) (3.41)
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Iz posljednje se jednad�zbe vidi modi�kacija koraka algoritma koja osigurava smanjivanje
te�zina u svakom koraku algoritma.

L1 regularizacija

Iako se u praksi�ce�sće koristiL2 regularizacija, ponekad kao funkciju
 mo�zemo uzeti iL1

normu vektora te�zina


 (! ) = jj! jj1 =
X

i

j! i j: (3.42)

Sada je funkcija cilja dana s

Ẽ(! ) = E(! ) + � jj! jj1; (3.43)

pa je gradijent dan s

r ! Ẽ(! ) = r ! E(! ) + � sign(! ); (3.44)

Uo�cavamo da ovakva regularizacija u algoritmu gradijentnog spusta uzima u obzir
samo predznak pojedine te�zine, stoga u svakom koraku algoritma te�zinama uz gradijent
funkcije gubitka dodajemo ili oduzimamo konstantnu vrijednost. Zbog toga je ova vrsta
regularizacije slabija od ranije navedeneL2 regularizacije.

Paramatar� spada u hiperparametre mre�ze i vrijednost je koja ovisi o konkretnom
problemu. Za� = 0 funkcije cilja jednaka je originalnoj, dakle nema regularizacije.�Sto je
parametar� veći, regularizacija je zna�cajnija.

Generiranje podataka

Ova vrsta regularizacije razli�cita je od dosad navedenih metoda te po�civa na�cinjenici da
veći skup podataka za u�cenje zna�ci bolju sposobnost generalizacije, odnosno prilagodbu
novim podacima. Medutim, u vécini slu�cajeva ne mo�zemo pribaviti po volji mnogo poda-
taka za u�cenje. Stoga mo�zemo iz postojécih podataka generirati nove podatke kojećemo
dodati skupu za u�cenje i time smanjiti pogre�sku generalizacije.

Primjerice, u klasi�kaciji gdje se skup podataka za u�cenje sastoji od parova slika i
njihovih oznaka,�zelimo da mre�za jednako klasi�cira odredenu sliku, kao i istu sliku za-
rotiranu za 90� . Istim principom mo�zemo raznim transformacijama kao�sto su rotacija,
translatacija ili skaliranje, povećati skup podataka za u�cenje te time popraviti performanse
mre�ze. Pri tome treba biti oprezan da transformacijom ne dobijemo podatak koji pripada
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drugoj klasi. Naime, rotacijom slike broja 9 za 180� dobivamo sliku broja 6 te vi�se nema
smisla da modi�cirana slika zadr�zi istu oznaku [4].

Opisana se metoda ne mo�ze iskoristiti u svakoj situaciji te izravno ovisi o problemu
kojeg rje�savamo te o skupu podataka koji nam je dostupan. Najveću primjenu nalazi u
zadatcima kao�sto je prepoznavanje objekata na slikama.

Postoje brojne dodatne metode regularizacije koje nećemo obraditi u ovom radu. Re-
gularizacija je uz optimizaciju u�cenja centralna tema u podru�cju neuronskih mre�za.

3.5 Kriterij zaustavljanja

Kako bismo odredili kada algoritam u�cenja staje obi�cno koristimo odreden broj iteracija.
Broj iteracija kod gradijentnog spusta odreden je brojem podataka za koje ra�cunamo gra-
dijent i brojem izvodenja algoritma za cijeli skup podataka za treniranje.

Broj podataka koji koristimo za izra�cun gradijenta funkcije gubitka nazivamoskupina
ili serija (engl.batch).

Jedno izvodenje algoritma za u�cenje nazivamoepoha. Za vrijeme u�cenja ka�zemo da je
pro�sla jedna epoha kada je svaki podatak iz skupa podataka za u�cenje kori�sten za ra�cunanje
gradijenta funkcije gubitka to�cno jednom.

Primjerice, ako na�s skup podataka za u�cenje sadr�zava 50 000 podataka, te odredimo da
je veli�cina serije 500 tadáce se u jednoj epohi odraditi 100 iteracija algoritma. Zatim, ako
odredimo da u�cenje tranje 5 epoha, tadaće ukupan broj iteracija biti jednak 500.

Ne postoji optimalan broj iteracija već je potrebno pronáci odgovarajúcu veli�cinu serije
i broj epoha. Prevelik broj epoha dovodi do pretreniranosti, dok prevelika serija dovodi do
sporog ra�cunanja gradijenta funkcije cilja.
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Prepoznavanje uzoraka

U ovomćemo poglavlju primijeniti neke od navedenih metoda rje�savanjem problema pre-
poznavanja rukom pisanih znamenki. Za implementaciju koristitćemo JavaScript bibli-
oteku Tensor�ow JS [10].

Tensor�ow JS je biblioteka za strojno u�cenje u jeziku JavaScript. Pogodna je za jednos-
tavnu i intuitivnu konstrukciju neuronskih mre�za te uporabu optimizacijskih algoritama za
u�cenje. Takoder nudi brojne metode vizualizacije u�cenja i dobivenih rezultata. Biblioteka
sadr�zava funkcije koje omogúcuju implementaciju neuronske mre�ze na vrlo niskoj razini,
kao i gotove optimizacijske funkcije, neke od kojih smo naveli u prethodnom poglavlju.

Na�sa implementacija nudi mogućnost kreiranja vi�se razli�citih modela neuronskih mre�za
odabirom spomenutih hiperparametara i metoda u�cenja na interaktivnoj mre�znoj stranici
http://web.studenti.math.pmf.unizg.hr/ ~egracan/diplomski/index.html .
Stranica se sastoji od�cetiri dijela koji se moraju koristiti jedan za drugim.

U prvom dijelu korisnik mo�ze odrediti kolikiće dio podataka biti u skupu za u�cenje, a
koliki u skupu za testiranje. Preporu�cuje se da skup za u�cenje sadr�zi otprilike 80% poda-
taka, a skup za testiranje 20% [15]. U tom se dijelu stranice odabire i arhitektura mre�ze,
odnosno algoritam za u�cenje, stopa u�cenja, kao i vrsta regularizacije te stopa regularizacije.
Osim toga, mogúce je izabrati i odreden broj primjera te ih prikazati na ekranu. Primjeri
se izvla�ce nasumce iz skupa podataka za u�cenje.

Drugi je dio namijenjen za vizualizaciju tijeka u�cenja pomócu grafova koji prikazuju
napredak algoritma za u�cenje. Nakon toga slijedi treći dio, odnosno testiranje modela
gdje mo�zemo vidjeti koliko je kreirani model uspje�san za odabrani dio skupa podataka za
testiranje. Posljednji dio prikazuje plohu za crtanje na kojoj korisnik mo�ze ŝam nacrtati
neku znamenku kako bi ju mre�za poku�sala prepoznati.
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4.1 Skup podataka

Za u�cenje i analizu kreiranog modela neuronske mre�ze koristitćemoMNIST skup poda-
taka (engl.Modi�ed National Institute of Standards and Technology database).

Ovaj je skup podataka pogodan za usporedbu i analizu arhitektura mre�ze jer je vrlo
�cesta tema u strojnom u�cenju. Koriste ga po�cetnici kao i napredni znanstvenici pri testiranju
novih modela i algoritama za klasi�kaciju. MNIST skup podataka sastoji se od 65 000
crno-bijelih slika rukom pisanih znamenaka. Svaka je slika dimenzije 28� 28 piksela,
medutim predstavljena je u obliku vektora dimenzije 784. Zna�cajke pojedine ulazne slike
u ovom su slu�caju ja�cine piksela, odnosno vrijednosti od 0 do 255.

Na slici 4.1 vidimo kako izgleda dio web stranice na kojem mo�zemo izabrati veli�cinu
skupova podataka za u�cenje i testiranje.

Slika 4.1: Izgled stranice s izbornikom za podatke

Za u�citavanje podataka koristimo JavaScript klasuMnistDatakoja je preuzeta s mre-
�znih stranica Tensor�owa [10] i prilagodena za daljnje kori�stenje. Klasa sadr�zi metode
load, nextTrainBatchi nextTestBatch.

Metodaload slu�zi za u�citavanje slika i njihovih oznaka te ih rasporeduje na skup po-
dataka za testiranje i skup podataka za u�cenje u zadanom omjeru. Preostale dvije metode
slu�ze za uzimanje zadanog broja nasumi�cnih ulaznih podataka (engl.batch size) i njihovih
oznaka iz skupa za u�cenje, odnosno skupa za testiranje. U na�semćemo primjeru mre�ze
koristiti 55 000 podataka za u�cenje te 10 000 podataka za testiranje.
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4.2 Arhitektura mre �ze

Na dijelu stranice s arhitekturom mre�ze omogúcen je izbor aktivacijske funkcije u skri-
venim slojevima mre�ze. U zadnjem se sloju od 10 neurona koristisoftmaxaktivacijska
funkcija kako bismo dobili vjerojatnosti pripadnosti ulaznog podatka nekoj od 10 klasa.
Zatim, mogúce je izabrati izmedu jednog od�cetiriju optimizacijskih algoritama gradijent-
nog spusta: stohasti�cki gradijentni spust (3.15), Adagrad algoritam (3.19), RMSProp (3.21)
ili Adam (3.24) te odabrati stopu u�cenja kojaće se u tom algoritmu koristiti. Kona�cno,
mo�zemo odlu�citi hoće li na�s model mre�ze koristiti regularizaciju te odabrati stopu regula-
rizacije. Kao primjer mre�ze koja posti�ze dobre rezultate uzetćemo sljedéce parametre:

� aktivacijska funkcija: ReLu (2.6)

� optimizator gradijentnog spusta: Adam (3.24)

� stopa u�cenja� : 0.01

� bez regularizacije

Implementacija mre�ze

Mre�za sadr�zava 5 slojeva, dva para konvolucijskog sloja i sloja sa�zimanja te posljednji pot-
puno povezan sloj. U nastavku slijedi dio kôda koji se nalazi u funkcijicreateNetwork.
Dijelovi koji su promjenjivi kroz su�celje mre�zne stranice su aktivacijska funkcija u konvo-
lucijskim slojevima, kao i regularizacija u konvolucijskim slojevima i posljednjem sloju te
algoritam za u�cenje, odnosno neka od optimizacija gradijentnog spusta.

1 model = tf.sequential (); // feedforward mreza
2
3 model.add( tf.layers.conv2d({
4 inputShape: [data.IMAGE_WIDTH , data.IMAGE_HEIGHT ,

data.IMAGE_CHANNELS],
5 kernelSize: 5,
6 filters: 8,
7 strides: 1,
8 activation: activationf ,
9 kernelInitializer: 'varianceScaling ',

10 kernelRegularizer: regulizer
11 }));
12
13 // smanjenje dimenzionalnosti koristenjem maksimuma umjesto

prosjeka
14 model.add( tf.layers.maxPooling2d({
15 poolSize: [2, 2], strides: [2, 2]
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16 }));
17
18 model.add( tf.layers.conv2d({
19 kernelSize: 5,
20 filters: 16,
21 strides: 1,
22 activation: activationf ,
23 kernelInitializer: 'varianceScaling ',
24 kernelRegularizer: regulizer
25 }));
26 model.add( tf.layers.maxPooling2d({
27 poolSize: [2, 2], strides: [2, 2]
28 }));
29
30 // dvodimenzionalne ulazne podatke stavljamo u jednodimenzionalne
31 model.add( tf.layers.flatten());
32
33 // gusti sloj sa 10 neurona za svaku izlaznu klasu
34 // (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)
35 model.add( tf.layers.dense({
36 units: data.NUM_CLASSES ,
37 kernelInitializer: 'varianceScaling ',
38 activation: 'softmax ',
39 kernelRegularizer: regulizer
40 }));
41
42 model.compile ({
43 optimizer: optimizer ,
44 loss: 'categoricalCrossentropy ',
45 metrics: [ 'accuracy '],
46 });

Ispis 4.1: Dio k̂oda zadu�zen za konstrukciju slojeva mre�ze

Dio implementacije mre�ze koji nije promjenjiv je dimenzija jezgre konvolucijskih slo-
jeva koja je u na�sem slu�caju 5� 5, kao i pomak koji je jednak jedan. Tako iz slike dimenzije
28� 28 dobivamo mapu zna�cajki dimenzije 24� 24. U prvom konvolucijskom sloju de�ni-
ramo osam jezgri, odnosno �ltera,�sto zna�ci da o�cekujemo osam izlaznih mapi zna�cajki, te
da je broj parametara koje mre�za prilagodava jednak 5�5�8 = 200. Drugi konvolucijski sloj
ima jezgru iste dimenzije, medutim povécavamo njihov broj na 16. Nakon svakog konvolu-
cijskog sloja dolazi sloj sa�zimanja maksimalnom vrijedno�sću �ciji je prozor dimenzije 2� 2.
U tim slojevima pomak je jednak 2 u vertikalnom i 2 u horizontalnom smjeru. Model kao
funkciju gubitka koristi unakrsnu entropiju (3.3). Funkcijacompilenudi mogúcnost oda-
bira dodatnih metrika koje slu�ze za prácenje u�cenja. Koristimo funkcijuto�cnosti, odnosno
postotak ispravno klasi�ciranih podataka.
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4.3 U�cenje mre�ze

Na dijelu stranice za u�cenje odabiremo koli�cinu podataka za izra�cun gradijenta u jednoj
iteraciji algoritma, odnosno veli�cinu serije (engl.batch size) te broj epoha, odnosno uku-
pan broj izvodenja algoritma na cijelom skupu podataka za treniranje. Za gore navedenu
arhitekturu mre�ze odabiremo broj epoha jednak 5 i veli�cinu serije jednaku 500 podataka.

Slika 4.2: Dio stranice s izbornikom za u�cenje

Promotrimo dio koda koji je zadu�zen za u�cenje. Funkcija�t koristi prethodno kreiran
model i primjenjuje zadani algoritam u�cenja:

1 await model.fit ( trainXs , trainYs , {
2 batchSize: BATCH_SIZE ,
3 validationSplit: 0.1, // 10 posto podataka ide na validaciju
4 epochs: epochs ,
5 shuffle: true ,
6 callbacks: cb // grafovi za prikaz ucenja
7 });

ValidationSplitozna�cava koliki će se dio podataka za treniranje koristiti za validaciju.
Na tom dijelu podataka neće se ra�cunati gradijent, odnosno slu�zi isklju�civo za kontrolu rada
algoritma. Gornja implementacija uzima 10% podataka iz skupa za treniranje i koristi ih za
validaciju. Zbog toga u stvarnosti imamo 49 500 podataka za u�cenje,�sto�cini 99 skupina po
500 podatka u jednoj epohi. Time je kroz 5 epoha ukupan broj iteracija algoritma jednak
495.

Argumentcallbackssadr�zi de�niciju funkcija koje se pozivaju za vrijeme treninga.
Te se funkcije pozivaju na kraju svake serije te na kraju svake epohe algoritma i vraćaju
vrijednosti funkcije gubitka i to�cnosti na skupu za treniranje i validacijskom skupu. Te
vrijednosti slu�ze za prikazivanje�cetiriju grafova na dijelu stranice za u�cenje mre�ze. Na slici
4.3 vidimo prikaz tijeka u�cenja za mre�zu iz primjera. Za tu je mre�zu vrijednost funkcije
gubitka na kraju pete epohe u�cenja jednaka 0.041 na skupu podataka za u�cenje, dok je na
validacijskom skupu ona jednaka 0.054.
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Slika 4.3: Prikaz tijeka u�cenja za svih 495 iteracija algoritma

4.4 Testiranje

Kako bismo�sto e�kasnije mogli vizualizirati uspje�snost kreiranog i nau�cenog modela,
mre�zna stranica nudi mogućnost gra��ckog prikaza postotka to�cnosti za svaku klasu po-
sebno. Primjer ispisa za mre�zu nau�cenu u prethodnoj sekciji prikazan je na slici 4.4.

Slika 4.4: Postotak to�cnosti za pojedinu klasu
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Za dodatnu provjeru, na istom dijelu stranice mo�zemo ispisatimatricu zabune na
�cijem se (i; j)-tom mjestu nalazi koliko je puta broji klasi�ciran kao broj j. Ukupna je
pogre�ska na�citavom skupu podataka za testiranje jednaka 0.042.

Slika 4.5: Matrica zabune

Sljedéci dio stranice takoder pripada testiranju, ali dozvoljava nam da kreirano novi
podatak na plohi za crtanje. U�citani podatak predaje se nau�cenoj mre�zi koja predvida o
kojoj se znamenci radi. Opisani postupak mo�zemo vidjeti na slici 4.6

Slika 4.6: Testiranje mre�ze na novim podacima
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Sa�zetak

Ovaj diplomski rad pru�za pregled osnovnih pojmova o podru�cju strojnog u�cenja koje nazi-
vamo duboko u�cenje, odnosno o umjetnim neuronskim mre�zama i njihovoj konstrukciji.

U prvom dijelu obja�snjavaju se glavne ideje vezane uz umjetne neuronske mre�ze kao
�sto su te�zine i pragovi te navode neki od istaknutijih primjera iz primjene.

Drugi dio sadr�zava detaljan opis grade umjetnog neurona, odnosno na�cin izra�cuna iz-
laznih podataka pojedinog neurona. Navedene su neke od�cesto kori�stenih funkcija pri-
jelaza u neuronu i njihova svojstva. U istom se djelu nalazi detaljan opis i matemati�cka
interpretacija povezivanja neurona u slojeve. Takoder, spominju se najva�znija svojstva ko-
nvolucijskog sloja koji je va�zan za obradu slika i zvuka.

Treći dio usredoto�cen je na metode popravljanja performansi mre�ze, odnosno u�cenje.
Navodimo funkcije koje se koriste za mjerenje u�cinka mre�ze. Zatim promatramo me-
todu gradijentnog sputa, kao i druge metode nastale u nastojanju pobolj�sanja gradijentnog
spusta. Detaljno raspisujemo algoritam unazadne propagacije koju slu�zi br�zem izra�cunu
gradijenta u vi�seslojnim neuronskim mre�zama.

Kona�cno, u zadnjem dijelu opisujemo implementaciju mre�zne stranice te komentiramo
rezultate jedne neuronske mre�ze kreirane putem te stranice.





Summary

This thesis gives an overview of arti�cial neural networks and their construction. The �rst
chapter explains the basic concepts concerning neural networks such as weights and biases,
and mentions some interesting applications.

The second chapter contains a detailed description of the arti�cial neuron structure and
explains calculation of output values performed by a single neuron. This chapter also lists
the transfer functions used in neurons, as well as describes the way neurons are connected
into layers, and gives a mathematical interpretation of this concept. Finally, it explains
the basic principles of convolutional neural networks which are important in the �elds of
image or sound processing.

In the third chapter the focus is on learning methods for neural networks. Firstly, we
introduce the two most important loss functions used for measuring the success of a neural
network. Then we explain the basic method behind minimizing the loss function - gradi-
ent descent, and mention some of the most successful optimization algorithms based on
gradient descent.

The fourth and �nal chapter describes implementation of an interactive website that
uses the Tensor�owJS library for creating di� erent convolutional network models.





�Zivotopis

Rodena sam 02.08.1993. u Zagrebu. Pohadala oṕci smjer X. gimnazije ”Ivan Supek”,
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